
602. Εισαγωγή στη Συναρτησιακή Ανάλυση – 21/4/2018

1. (3µ) (α) ΄ΕστωX χώρος µε νόρµα, και Y ένας γραµµικός υπόχωρος τουX. Αποδείξτε ότι αν Y ◦ 6= ∅,
τότε Y = X.

(ϐ) ΄ΕστωX χώρος Banach και (Yn) ακολουθία γραµµικών υποχώρων τουX µεX =
∞⋃

n=1
Yn. Αποδείξτε

ότι υπάρχει n ώστε ο Yn να είναι πυκνός στον X.
(γ) Είναι ο c00 κλειστός υπόχωρος του `∞; Αν όχι, να ϐρεθεί η κλειστή του ϑήκη στον `∞.

2. (2µ) (α) ΄Εστω Y χώρος Banach και (yn) ακολουθία στον Y . Αποδείξτε ότι αν
∑∞

n=1 ‖yn‖ <∞ τότε
η σειρά

∑∞
n=1 yn συγκλίνει σε κάποιο y ∈ Y .

(ϐ) ΄Εστω Y χώρος Banach και (zn) ακολουθία στον Y µε
∑∞

n=1 ‖zn‖2 <∞. Ορίζουµε T : `2 → Y ως
εξής: για κάθε s = (s1, s2, . . . , sn, . . .) ∈ `2 ϑέτουµε

T (s) =

∞∑
n=1

snzn.

Αποδείξτε ότι ο T είναι καλά ορισµένος και ϕραγµένος γραµµικός τελεστής, και ότι

‖T‖ 6

( ∞∑
n=1

‖zn‖2
)1/2

.

3. (2µ) ΄Εστω {xk : k ∈ N} αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολο του [0, 1]. Θεωρούµε τον (C[0, 1], ‖ · ‖∞) και
ορίζουµε T : C[0, 1]→ c0 µε T (f) =

(
f(x1),

f(x2)
2 , . . . , f(xk)

k , . . .
)
.

(α) Αποδείξτε ότι ο T είναι καλά ορισµένος γραµµικός τελεστής.

(ϐ) Αποδείξτε ότι ο T είναι ϕραγµένος και υπολογίστε την ‖T‖.

(γ) ΄Εστω ε > 0. Αποδείξτε ότι υπάρχει f ∈ C[0, 1] ώστε ‖f‖∞ = 1 και ‖T (f)‖c0 < ε.

4. (2µ) (α) ΄Εστω Y χώρος µε νόρµα. Θεωρούµε έναν n-διάστατο υπόχωρο F του Y και µια ϐάση
{y1, . . . , yn} του F . Αποδείξτε ότι υπάρχουν ϕραγµένα γραµµικά συναρτησοειδή g1, . . . , gn ∈ Y ∗

τέτοια ώστε gi(yj) = δij για κάθε i, j = 1, . . . , n (όπου δij = 1 αν i = j και δij = 0 αν i 6= j).
(ϐ) ΄ΕστωX,Y χώροι µε νόρµα και T : X → Y ϕραγµένος γραµµικός τελεστής τέτοιος ώστε ο F = T (X)
να έχει πεπερασµένη διάσταση. Αποδείξτε ότι υπάρχουν n ∈ N, γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα
y1, . . . , yn ∈ Y και γραµµικά ανεξάρτητα συναρτησοειδή f1, . . . , fn ∈ X∗ ώστε

T (x) =

n∑
j=1

fj(x)yj

για κάθε x ∈ X.

5. (3µ) (α) ΄Εστω X χώρος µε νόρµα. Αποδείξτε ότι αν ο X∗ είναι διαχωρίσιµος τότε ο X είναι
διαχωρίσιµος. ∆ώστε παράδειγµα που να δείχνει ότι δεν ισχύει το αντίστροφο.
(ϐ) ΄ΕστωX χώρος µε νόρµα και Y κλειστός υπόχωρος τουX. Αποδείξτε ότι αν οX∗ είναι διαχωρίσιµος
τότε ο Y ∗ είναι διαχωρίσιµος.
(γ) ΄Εστω X αυτοπαθής χώρος Banach και Y διανυσµατικός υπόχωρος του X∗ µε την εξής ιδιότητα :
για κάθε x 6= 0 στον X υπάρχει f ∈ Y τέτοιο ώστε f(x) 6= 0. Αποδείξτε ότι Y = X∗.

Καλή Επιτυχία !


