
602. Εισαγωγή στη Συναρτησιακή Ανάλυση – 26/5/2018

1. (2µ) (α) ΄Εστω H χώρος Hilbert. Αποδείξτε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 µε την εξής ιδιότητα :
αν x, y ∈ H και ‖x‖ = ‖y‖ = 1 και ‖x− y‖ > ε τότε

∥∥x+y
2

∥∥ 6 1− δ.
Ισχύει το ίδιο σε κάθε χώρο Banach;

(ϐ) ΄Εστω X χώρος µε νόρµα και έστω ακολουθία (xn) στον X τέτοια ώστε lim
n→∞

f(xn) = 0 για κάθε

f ∈ X∗. Αποδείξτε ότι η (xn) είναι ϕραγµένη. Μπορείτε από αυτήν την υπόθεση να συµπεράνετε ότι
xn → 0;

2. (2µ) (α) Θεωρώντας τον ταυτοτικό τελεστή I : (`1, ‖ · ‖1) → (`1, ‖ · ‖∞) αποδείξτε ότι ο (`1, ‖ · ‖∞)
δεν είναι χώρος Banach.
(ϐ) ΄Εστω X,Y χώροι µε νόρµα και T : X → Y ϕραγµένος γραµµικός τελεστής. Υποθέτουµε ότι ο X
είναι χώρος Banach και ότι ο T είναι ανοικτή απεικόνιση. Αποδείξτε ότι ο Y είναι χώρος Banach.

[Υπόδειξη : Αποδείξτε πρώτα ότι υπάρχει M > 0 µε την εξής ιδιότητα : για κάθε y ∈ Y υπάρχει
x ∈ X ώστε T (x) = y και ‖x‖ 6M‖y‖.]

3. (2µ) (α) ΄Εστω H χώρος Hilbert πάνω από το R και T : H → H γραµµικός τελεστής τέτοιος ώστε
〈T (x), y〉 = 〈x, T (y)〉 για κάθε x, y ∈ H. Αποδείξτε ότι ο T είναι ϕραγµένος.
(ϐ) ΄Εστω y = (yk) ακολουθία πραγµατικών αριθµών µε την εξής ιδιότητα : για κάθε x = (xk) ∈ c0, η
σειρά

∞∑
k=1

xkyk συγκλίνει. Αποδείξτε ότι y ∈ `1.

4. (2µ) (α) ΄Εστω Y κλειστός γραµµικός υπόχωρος του χώρου Hilbert H, και f ∈ Y ∗. Αποδείξτε ότι
υπάρχει µοναδικό f1 ∈ H∗ τέτοιο ώστε f1|Y = f και ‖f1‖H∗ = ‖f‖Y ∗ .
(ϐ) ΄Εστω H χώρος Hilbert, και (xn) ορθογώνια ακολουθία στον H (δηλαδή, αν n 6= m, τότε xn ⊥ xm.)
Αποδείξτε ότι η σειρά

∑
n xn συγκλίνει αν και µόνο αν η

∑
n ‖xn‖2 συγκλίνει.

5. (2µ) (α) ΄Εστω X,Y χώροι Banach και T : X → Y ϕραγµένος και επί γραµµικός τελεστής. Αν ο Y
είναι διαχωρίσιµος, αποδείξτε ότι υπάρχει διαχωρίσιµος κλειστός υπόχωρος Z του X ώστε T (Z) = Y .

[Υπόδειξη : Θεωρήστε αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολο {yn : n ∈ N} της BY και κατάλληλα zn ∈ X
µε T (zn) = yn. Αποδείξτε ότι T (Z) = Y , όπου Z = span{zn : n ∈ N}.]
(ϐ) ΄Εστω X χώρος Banach και Y,Z κλειστοί υπόχωροι του X µε X = Y + Z και Y ∩ Z = {0}.
Αποδείξτε ότι ο X/Y είναι ισόµορφος µε τον Z.

6. (2µ) ΄Εστω X χώρος Banach και Y, Z κλειστοί υπόχωροι του X. Υποθέτουµε ότι ο Y + Z είναι
κλειστός υπόχωρος του X.

(α) Αποδείξτε ότι υπάρχει σταθεράM > 0 µε την εξής ιδιότητα : για κάθε x ∈ Y +Z υπάρχουν y ∈ Y
και z ∈ Z ώστε x = y+ z και ‖y‖+ ‖z‖ 6M‖x‖. [Υπόδειξη : Θεωρήστε τον T : Y ×Z → Y +Z
µε T (y, z) = y + z.]

(ϐ) Αποδείξτε ότι υπάρχει σταθερά M > 0 τέτοια ώστε, για κάθε x ∈ X ισχύει dist(x, Y ∩ Z) 6
M
(
dist(x, Y ) + dist(x, Z)

)
.

Καλή Επιτυχία !


