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Δέσμευση Ανεξαρτησία Ασκήσεις Μελέτη Δεσμ. σε ενδεχομ. Δεσμ. σε τ.μ. Δεσμ. μέση τιμή

Δέσμευση σε ενδεχόμενο

Η δεσμευμένη σππ μια συνεχούς τ.μ. X δεδομένου ενός
ενδεχομένου A ορίζεται ως μια fX|A(x) με fX(x) ≥ 0
ώστε

P (X ∈ B|A) =

∫
B

fX|A(x)dx.

Ιδιότητες:

1 fX|A(x) ≥ 0, για κάθε x (μη-αρνητικότητα).
2

∫∞
−∞ fX|A(x)dx = 1 (κανονικοποίηση).

Ειδική περίπτωση:

fX|X∈A(x) =

{
fX(x)
P (X∈A) , αν x ∈ A,
0, αλλιώς.
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Θεώρημα ολικής πιθανότητας

Θεώρημα Ολικής Πιθανότητας

X συνεχής τ.μ. και
A1, A2, . . . ξένα ανά δύο (ασυμβίβ.) και ∪∞i=1Ai = Ω⇒

fX(X) =
∞∑
i=1

P (Ai)fX|Ai
(x).
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Παράδειγμα 1: Η αμνήμονη ιδιότητα της εκθετικής

T εκθετική τ.μ. με παράμετρο λ.

Π.χ. T μοντελοποιεί το χρόνο ζωής λαμπτήρα.

Σππ: fT (x) = λe−λt, t > 0.

Σ.κ: FT (x) = P (T ≤ x) = 1− e−λt, t > 0.

΄Εστω ότι έχει πραγματοπ. το γεγονός A = {T > t}
(Ο λαμπτήρας λειτουργεί τη στιγμή t).

X = T − t ο υπολειπόμενος χρόνος ζωής του λαμπτήρα.
P (X > x|T > t) = ; ; ; = e−λx = P (T > x).

fX|A(x) = fT (x) = λe−λx, x > 0.

Αμνήμονη ιδιότητα της εκθετικής: Ο υπολειπόμενος

χρόνος ζωής είναι ανεξάρτητος από την ηλικία.
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Σ.κ: FT (x) = P (T ≤ x) = 1− e−λt, t > 0.

΄Εστω ότι έχει πραγματοπ. το γεγονός A = {T > t}
(Ο λαμπτήρας λειτουργεί τη στιγμή t).

X = T − t ο υπολειπόμενος χρόνος ζωής του λαμπτήρα.
P (X > x|T > t) = ; ; ; = e−λx = P (T > x).

fX|A(x) = fT (x) = λe−λx, x > 0.

Αμνήμονη ιδιότητα της εκθετικής: Ο υπολειπόμενος

χρόνος ζωής είναι ανεξάρτητος από την ηλικία.
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Παράδειγμα 2: Χρόνος στη στάση

Τα τρένα του μετρό περνάνε σε ένα σταθμό κάθε

τετάρτο, αρχίζοντας από τις 6 : 00.

΄Ενας επιβάτης φθάνει σε χρόνο χρόνο X που ακολουθεί
την ομοιόμορφη κατανομή στο διάστημα 7 : 10− 7 : 30.

΄Εστω Y ο χρόνος αναμονής του ως το επόμενο τρένο.

Σππ. fY (y)= ; ; ;

P (Y ≤ 10) = ; ; ;
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Δέσμευση σε τυχαία μεταβλητή

(X, Y ) διδιάστατη συνεχής τ.μ. με σππ. fX,Y (x, y).

Για κάθε προκαθορισμένο y με fY (y) > 0 η δεσμευμένη
σππ. της X δοθέντος ότι Y = y ορίζεται ως

fX|Y (x|y) =
fX,Y (x, y)

fY (y)
.

Ιδιότητες της δεσμευμένης σππ:

1 fX|Y (x|y) ≥ 0, για κάθε x (μη-αρνητικότητα).
2

∫∞
−∞ fX|Y (x|y)dx = 1 (κανονικοποίηση).

Διαισθητικά:

P (x ≤ X ≤ x+ δx|y ≤ Y ≤ y + δy) ' fX|Y (x|y)δx.
για μικρά δx, δy.
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Παράδειγμα

X: Η ταχύτητα τυπικού οχήματος το οποίο περνάει από
ραντάρ τροχαίας.

X ∼ Εκθετική κατανομή με μέση τιμή 50.

Y : Μέτρηση της ταχύτητας.

Δεδομένου ότι X = x, Y ∼ N (x, x
2

100
).

Σππ. fX,Y (x, y)= ; ; ;

fX,Y (x, y) = fX(x)fY |X(y|x).

΄Αρα

fX,Y (x, y) =
1

50
e−

x
50

10√
2πx

e−
50(y−x)2

x2 , x > 0.
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Υπολογιστικά θεωρήματα με δεσμ. σππ.

Πολλαπλασιαστικός Νόμος:

fX,Y (x, y) = fX(x)fY |X(y|x) = fY (y)fX|Y (x|y)

Θεώρημα Ολικής Πιθανότητας:

fY (y) =

∫ ∞
−∞

fX(x)fY |X(y|x)dx.

Κανόνας του Bayes:

fX|Y (x|y) =
fX(x)fY |X(y|x)

fY (y)
.
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Δέσμευση Ανεξαρτησία Ασκήσεις Μελέτη Δεσμ. σε ενδεχομ. Δεσμ. σε τ.μ. Δεσμ. μέση τιμή

Δεσμευμένη μέση τιμή

(X, Y ) διδιάστατη συνεχής τ.μ., A ενδεχόμενο.

Ορισμός δεσμ. μέσης τιμής της X ως προς γεγονός A:

E[X|A] =

∫ ∞
−∞

xfX|A(x)dx.

Ορισμός δεσμ. μέσης τιμής της X ως προς Y = y:

E[X|Y = y] =

∫ ∞
−∞

xfX|Y (x|y)dx.
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E[X] =
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Δέσμευση Ανεξαρτησία Ασκήσεις Μελέτη Δεσμ. σε ενδεχομ. Δεσμ. σε τ.μ. Δεσμ. μέση τιμή

Παράδειγμα

(X, Y ) διδιάστατη συνεχής τ.μ. με σππ.
fX,Y (x, y) = c(2x+ y), x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1].

c = ; ; ;

fY (y) ; ; ;

fX|Y (x|y) = ; ; ;

E[X|Y = y] =; ; ;

E[X] = ; ; ;
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Δέσμευση Ανεξαρτησία Ασκήσεις Μελέτη Ορισμός Ιδιότητες

Ανεξαρτησία τυχαίων μεταβλητών

(X, Y ) διδιάστατη συνεχής τ.μ. με σππ. fX,Y (x, y).

fX(x), fY (y) οι αντίστοιχες περιθώριες σππ.

fX|Y (x|y), fY |X(y|x) οι δεσμευμένες σππ.

X, Y ανεξάρτητες όταν

fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y), για κάθε x, y.

Ισοδύναμα: X, Y ανεξάρτητες όταν

fX|Y (x|y) = fX(x), για κάθε x, y και fY (y) > 0.

ή

fY |X(y|x) = fY (y), για κάθε x, y και fX(x) > 0.

Διαισθητικά: X, Y ανεξάρτητες ⇒ Η γνώση της τιμής
της μιας δεν αλλάζει τις πιθανότητες των τιμών της

άλλης.
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Ανεξαρτησία, συναρτ. τ.μ., μέση τιμή, διασπορά

X και Y τ.μ.

f(x) και g(y) συναρτήσεις.

Τότε:

X, Y ανεξάρτητες⇒ f(X), g(Y ) ανεξάρτητες.
X, Y ανεξάρτητες⇒ E[XY ] = E[X]E[Y ].
X, Y ανεξάρτητες⇒ V ar[X + Y ] = V ar[X] + V ar[Y ].

Καμιά αντίστροφη συνεπαγωγή δεν ισχύει.

Χαρακτηρισμός ανεξαρτησίας:

X, Y ανεξάρτητες
⇔ P (X ∈ A, Y ∈ B) = P (X ∈ A)P (Y ∈ B)
για όλα τα ενδεχόμενα A και B.
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Δέσμευση Ανεξαρτησία Ασκήσεις Μελέτη ΄Ασκ. 1 ΄Ασκ. 2 ΄Ασκ. 3 ΄Ασκ. 4 ΄Ασκ. 5

΄Ασκηση 1

(X, Y ) διδιάστατη συνεχής τ.μ. με σππ.
fX,Y (x, y) = c(xy + x+ y + 1), x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1].

X, Y ανεξάρτητες ; ; ;
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Τα τρένα του μετρό περνάνε σε ένα σταθμό κάθε

τετάρτο, αρχίζοντας από τις 6 : 00.

΄Ενας επιβάτης φθάνει σε χρόνο χρόνο X που ακολουθεί
την ομοιόμορφη κατανομή στο διάστημα 7 : 10− 7 : 30.

΄Εστω Y ο χρόνος αναμονής του ως το επόμενο τρένο.

E[Y ]= ; ; ;
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΄Ασκηση 5 (συνέχεια παραδείγματος)

X: Η ταχύτητα τυπικού οχήματος το οποίο περνάει από
ραντάρ τροχαίας.

X ∼ Εκθετική κατανομή με μέση τιμή 50.

Y : Μέτρηση της ταχύτητας.

Δεδομένου ότι X = x, Y ∼ N (x, x
2

100
).

E[Y ]= ; ; ;
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