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ΘΕΜΑ 1. (α) ΄Εστω X 6= ∅ σύνολο και C ⊆ P(X). Νδο υπάρχει τοπολογία TC στο

X µε C ⊆ TC και µε την ιδιότητα :

T τοπολογία στο X µε C ⊆ T ⇒ TC ⊆ T .

(ϐ) Θεωρούµε T ⊆ P(N) µε την ιδιότητα :

U ∈ T ⇔ ∀n ∈ U : p|n⇒ p ∈ U.

Νδο T είναι τοπολογία στο N που δεν συµπίπτει µε την διακριτή.

ΘΕΜΑ 2. ΄Εστω (X, T ) τοπολογικός χώρος και R = {A ⊆ X : A = (Ā)o}. Νδο

εν γένει R 6= T και να εξετάσετε αν ισχύουν τα παρακάτω:

(α) ∀A ⊆ X : (Ā)o ∈ R.

(ϐ) A,B ∈ R ⇒ A ∩B ∈ R.

(γ) A,B ∈ R ⇒ A ∪B ∈ R.

ΘΕΜΑ 3. (α) Εστω X, Y τοπολογικοί χώροι και f : X → Y . Να δείξετε ότι η f
είναι συνεχής, αν και µόνον αν, για κάθε δίκτυο (xλ) στο X µε xλ → x, ισχύει

f(xλ)→ f(x).
(ϐ) ΄Εστω T η συνήθης τοπολογία του R και TS η τοπολογία των αριστερά ηµιά-

νοικτων διαστηµάτων. Να ελέγξετε αν είναι συνεχής ή/και ανοιχτή η απεικόνηση

g : (R, T )→ (R, TS) µε g(x) = [−x], όπου [x] το ακέραιο µέρος του x.

ΘΕΜΑ 4. (α) Να ϐρεθεί η αρχική (:ασθενής) τοπολογία που ορίζεται στον X = R
από την οικογένεια F = {fa : X → R | a ∈ R}, όπου fa(x) = 0, για x ≤ a και

fa(x) = 1, για x > a.
(ϐ) ΄Εστω (Xi, Ti)i∈I οικογένεια Τ3–χώρων. Θεωρούµε στον X =

∏
Xi την

τοπολογία-γινόµενο. Νδο ο X είναι Τ3–χώρος.

ΘΕΜΑ 5. (α) Για κάθε a, b ∈ R µε a ≤ b, νδο το διάστηµα [a, b] είναι συνεκτικό.
(ϐ) ΄Εστω I σύνολο. Θεωρούµε στο RI την τοπολογία-γινόµενο. Νδο ένα F ⊆

RI είναι συµπαγές αν και µόνον αν το F είναι κλειστό και, για κάθε i ∈ I, η

εικόνα της i-προβολής πi(F ) είναι ϕραγµένη.

ΘΕΜΑ 6. (α) Νδο κάθε 2ος αριθµήσιµος τοπολογικός χώρος είναι διαχωρίσιµος.

(ϐ) Νδο για κάθε 1ο αριθµήσιµο, διαχωρίσιµο Τ2–χώρο X, ισχύει |X| ≤ |R|.

Να απαντηθούν 5 από τα 6 ϑέµατα
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