
Συγκέντρωση του Μέτρου – Φυλλάδιο 2

Παραδίδετε έξι από τις ασκήσεις του φυλλαδίου. Προθεσμία: 15 Νοεμβρίου 2016

1. ΄Εστω φ(t) = 1√
2π
e−t

2/2
η πυκνότητα μιας τυπικής τυχαίας μεταβλητής X ∼ N(0, 1). Αποδείξτε

ότι

φ′(t) + tφ(t) = 0

και χρησιμοποιώντας αυτή την ταυτότητα αποδείξτε ότι(
1

t
− 1

t3

)
φ(t) 6 P(X > t) =

1√
2π

∫ ∞
t

e−s
2/2ds 6

(
1

t
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t3
+

1

t5

)
φ(t)

για κάθε t > 0.

2. ΄Εστω X μια μη αρνητική τυχαία μεταβλητή και έστω t > 0. Αποδείξτε ότι

inf

{
E(Xk)

tk
: k = 0, 1, 2, . . .

}
6 inf

{
E(eλX)

eλt
: λ > 0

}
.

3. ΄Εστω X τυχαία μεταβλητή με E(X) = 0 και P(a 6 X 6 b) = 0. Αν ψX(λ) = log(E(eλX)),
αποδείξτε ότι, για κάθε λ ∈ R,

ψ′′X(λ) 6
(b− a)2

4

και συμπεράνατε ότι

E(eλX) 6 exp
(λ2(b− a)2

8

)
.

4. ΄Εστω X τυχαία μεταβλητή με E(X) = 0 και σ2 := E(X2). Υποθέτουμε ότι

E(Xk) 6
1

2
k!σ2bk−2

για κάθε k > 3, όπου b είναι μια θετική σταθερά. Αποδείξτε ότι

E(eλX) 6 e
λ2σ2

2(1−b|λ|)

για κάθε |λ| < 1
b , και συμπεράνατε ότι

P(|X| > t) 6 2e
− t2

2(σ2+bt)

για κάθε t > 0.

5. ΄Εστω X1, . . . , XN ανεξάρτητες τυπικές κανονικές τυχαίες μεταβλητές (Xi ∼ N(0, 1)). Απο-
δείξτε ότι:

P

(∣∣∣ 1

N

N∑
i=1

X2
i − 1

∣∣∣ > t

)
6 2e−t

2N/8

για κάθε 0 < t < 1.

6. Μια συνάρτηση ψ : [0,∞) → [0,∞) λέγεται συνάρτηση Orlicz αν είναι κυρτή, αύξουσα με
ψ(0) = 0 και lim

x→∞
ψ(x) = +∞. Λέμε ότι μια πραγματική τυχαία μεταβλητήX στο χώρο πιθανότητας

(Ω,A,P) ανήκει στην κλάση Lψ(µ) αν υπάρχει % > 0 τέτοιος ώστε E(ψ(|X|/%)) < ∞. Αποδείξτε
ότι η κλάση Lψ(µ) είναι γραμμικός χώρος και γίνεται χώρος με νόρμα αν θέσουμε

‖X‖ψ = inf {% > 0 : E(ψ(|X|/%)) 6 1} .

7. Θεωρούμε τη συνάρτηση Orlicz ψ1(t) = et − 1. ΄Εστω X τυχαία μεταβλητή στο χώρο πιθανό-
τητας (Ω,A,P). Αποδείξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:
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(α) Υπάρχει α > 0 ώστε: ‖X‖ψ1
6 α.

(β) Υπάρχει β > 0 ώστε: για κάθε p > 1 ισχύει ‖X‖p 6 βp.

(γ) Υπάρχει γ > 0 ώστε: για κάθε t > 0 ισχύει P(|X| > t) 6 2e−t/γ .

Επιπλέον, β 6 c1α, γ 6 c2β, α 6 c3γ, όπου ci > 0 είναι απόλυτες σταθερές.

8. ΄Εστω X υποκανονική τυχαία μεταβλητή. Αποδείξτε ότι η X − E(X) είναι υποκανονική και

‖X − E(X)‖ψ2
6 c2‖X‖ψ2

,

όπου c2 > 0 απόλυτη σταθερά.
Ομοίως, έστω X υποεκθετική τυχαία μεταβλητή. Αποδείξτε ότι η X −E(X) είναι υποεκθετική

και

‖X − E(X)‖ψ1
6 c1‖X‖ψ1

,

όπου c1 > 0 απόλυτη σταθερά.
Ποιές είναι οι καλύτερες τιμές που μπορείτε να βρείτε για τις σταθερές c2 και c1;

9. ΄Εστω Qn = [−1, 1]n ο μοναδιαίος κύβος στον Rn και έστω ε1, . . . , εn ανεξάρτητες συμετρικές
τυχαίες μεταβλητές Bernoulli. Για κάθε a = (a1, . . . , an) ∈ Rn και για κάθε p > 1 να συγκρίνετε
τις ποσότητες (

1

|Qn|

∫
Qn

∣∣∣ n∑
i=1

aixi

∣∣∣pdx)1/p

και (
E
∣∣∣ n∑
i=1

aiεi

∣∣∣p)1/p

=

(∫
En2

∣∣∣ n∑
i=1

aiεi

∣∣∣pdµn(ε)

)1/p

.

10. ΄Εστω p > 2 και ε1, . . . , εn ανεξάρτητες συμμετρικές τυχαίες μεταβλητές Bernoulli. Αποδείξτε
ότι: για κάθε a1, . . . , an ∈ R ισχύει

(
E
∣∣∣ n∑
i=1

aiεi

∣∣∣p)1/p

6
∑
i6p

a∗i + c
√
p

∑
i>p

(a∗i )
2

1/2

,

όπου (a∗1, . . . , a
∗
n) είναι η φθίνουσα αναδιάταξη της n-άδας (|a1|, . . . , |an|).

11. ΄Εστω ε1, . . . , εn ανεξάρτητες συμετρικές τυχαίες μεταβλητές Bernoulli. Για κάθε φραγμένο
μη κενό A ⊆ Rn αποδείξτε ότι

sup
a∈A

Var

(
n∑
i=1

aiεi

)
= sup
a∈A

n∑
i=1

a2i

όπου a = (a1, . . . , an), και

Var

(
sup
a∈A

n∑
i=1

aiεi

)
6 4 sup

a∈A

n∑
i=1

a2i .
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