
ΘΕΩΡΙΑ ΑΛΓΕΒΡΩΝ BANACH (Θ14)

ΑΣΚΗΣΕΙΣ II

1 ΄Εστω A μία άλγεβρα Banach με μονάδα e. Να αποδειχθούν τα ακόλουθα:

(α) Αν και x ∈ GA και ‖x‖ 5 1, ‖x−1‖ 5 1, τότε το φάσμα του x περιέχεται

στη μοναδιαία μιγαδική περιφέρεια.

(β) Αν x ∈ A σταθερό και Tx : A → A έτσι ώστε Tx(y) := xy, ∀ y ∈ A, τότε
(β1) x ∈ GA ⇔ Tx ∈ GB(A). (β2) σA(x) = σB(A)(Tx), για κάθε x ∈ A.

2. ΄Εστω A μία άλγεβρα Banach με μονάδα e και x, y ∈ A. Να αποδειχθεί ότι:

(α) e− xy ∈ GA ⇐⇒ e− yx ∈ GA.

(β) σA(xy) ∪ {0} = σA(yx) ∪ {0}.

3. ΄Εστω S, T ∈ B(`2) και {α1, α2, . . .} ∈ `2 έτσι ώστε S({α1, α2, . . .}) := {0, α1, α2, . . .}
και T ({α1, α2, . . .}) := {α2, α3, . . .}. Να αποδειχθεί ότι:

(α) σB(`2)(S) = {λ ∈ C : |λ| ≤ 1} = σB(`2)(T ).

(β) 0 ∈ σB(`2)(S), αλλά το 0 δεν είναι ιδιοτιμή του S.

4. ΄Εστω A άλγεβρα Banach με e και B μεγιστική μεταθετική υπάλγεβρα της A.

Να αποδειχθεί ότι η B είναι κλειστή με e ∈ B και σB(x) = σA(x), ∀ x ∈ B.
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