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Επειδή η  f ″  μηδενίζεται στα σημεία –1, 1 και εκατέρωθεν αλλάζει πρόσημο, τα σημεία 
Α(–1,0) και Β(1,0) είναι σημεία καμπής της Cf . Τα συμπεράσματα αυτά καταχωρούνται 
στην τελευταία γραμμή του παραπάνω πίνακα.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.  �Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία οι παρακάτω συναρτήσεις είναι κυρτές ή 
κοίλες και να προσδιορίσετε (αν υπάρχουν) τα σημεία καμπής των γραφικών 
τους παραστάσεων

i)  f(x) = 3x5 – 5x4 + 2 		  ii) g x
x
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3 .

2.  �Ομοίως για τις συναρτήσεις:

  i)  f(x) = xe1–x 			   ii) g(x) = x2(2lnx – 5) 
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4.  �Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της παραγώγου μίας συνάρ-
τησης  f  στο διάστημα [–1,10].
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Να προσδιορίσετε τα διαστήματα στα οποία η  f  είναι γνησίως αύξουσα, γνη-
σίως φθίνουσα, κυρτή, κοίλη και τις θέσεις τοπικών ακροτάτων και σημείων 
καμπής.

 
5.  �Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική 

παράσταση C της συνάρτησης θέσεως x 
= S(t) ενός κινητού που κινείται πάνω σε 
έναν άξονα. Αν η C παρουσιάζει καμπή 
τις χρονικές στιγμές t1 και t3, να βρείτε: 

 i)  �Πότε το κινητό κινείται κατά τη θετι-
κή φορά και πότε κατά την αρνητική φορά.

ii) Πότε η ταχύτητα του κινητού αυξάνεται και πότε μειώνεται.

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ
1.  �Να βρείτε τα σημεία καμπής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης:

f x x
x

( ) =
+2 1

 

και να αποδείξετε ότι δύο από αυτά είναι συμμετρικά ως προς το τρίτο.

2.  �Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης:

f(x) = 2ex–α – x2

έχει για κάθε τιμή του α ∈ R, ακριβώς ένα σημείο καμπής που βρίσκεται στην 
παραβολή y = – x2 + 2.

3.  �Να αποδείξετε ότι για κάθε α ∈ −( , )2 2  η συνάρτηση  f(x) = x4 – 2αx3 + 6x2 + 2x 
+ 1 είναι κυρτή σε όλο το R.

4.  �Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x3 – 3x2 + 2.

 i)  �Να αποδείξετε ότι η  f  παρουσιάζει ένα τοπικό μέγιστο, ένα τοπικό ελάχιστο 
και ένα σημείο καμπής.

ii)  �Αν x1, x2 είναι οι θέσεις των τοπικών ακροτάτων και x3 η θέση του σημείου 
καμπής, να αποδείξετε ότι τα σημεία Α(x1, f(x1)), Β(x2, f(x2)) και Γ(x3, f(x3)) 
είναι συνευθειακά.
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5.  �Έστω f μια συνάρτηση, δυο φορές παραγωγίσιμη στο (–2,2), για την οποία 
ισχύει

f 2(x) – 2 f (x) + x2 – 3 = 0.

Να αποδείξετε ότι η  f  δεν έχει σημεία καμπής.

2.9	 ΑΣΥΜΠΤΩΤΕΣ - ΚΑΝΟΝΕΣ DE L’ HOSPITAL

Aσύμπτωτες
● Έστω η συνάρτηση f x

x
( ) = 1  (Σχ. 45).

Όπως είδαμε:

lim ( ) lim
x x

f x
x→ →+ +

= = +∞
0 0

1 .

Αυτό σημαίνει ότι, καθώς το x τείνει στο 0 από θετικές 
τιμές, η γραφική παράσταση της  f τείνει να συμπέσει με 
την ευθεία x = 0. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η ευθεία 
x = 0 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της Cf . Γενικά:

ΟΡΙΣΜΟΣ

Αν ένα τουλάχιστον από τα όρια lim ( )
x x

f x
→ +

0

, lim ( )
x x

f x
→ −

0

 είναι +∞ ή −∞ , τότε η ευθεία 

x = x0 λέγεται κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της  f.

• Για την ίδια συνάρτηση παρατηρούμε ότι:

lim ( ) lim
x x

f x
x→+∞ →+∞

= =
1 0.

Αυτό σημαίνει ότι, καθώς το x τείνει στο +∞, η γραφική παράσταση της  f τείνει να 
συμπέσει με την ευθεία y = 0. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η ευθεία y = 0 είναι οριζόντια 
ασύμπτωτη της Cf στο +∞.

Επίσης παρατηρούμε ότι

lim ( ) lim
x x

f x
x→−∞ →−∞

= =
1 0.

Αυτό σημαίνει ότι, καθώς το x τείνει στο −∞, η γραφική παράσταση της f τείνει να 
συμπέσει με την ευθεία y = 0. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η ευθεία y = 0 είναι οριζόντια 
ασύμπτωτη της Cf στο −∞ . Γενικά:
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