
Κεϕάλαιο 1

1



2



Κεϕάλαιο 2

3



4



Κεϕάλαιο 3

Τυχαίες Μεταβλητές και Ανεξαρτησία

3.1 Τυχαία Μεταβλητή

΄Οταν μελετάμε ένα τυχαίο πείραμα, δηλ. έναν μετρήσιμο χώ-

ρο (Ω,A), συνήθως το ενδιαϕέρον μας εστιάζεται σε κάποιο

αριθμητικό χαρακτηριστικό, έστω X(ω), του δειγματικού ση-

μείου ω ∈ Ω, που θα εξαχθεί από τον δειγματικό χώρο Ω μετά

την εκτέλεση του πειράματος, και όχι σε αυτό-καθεαυτό το

στοιχειώδες ενδεχόμενο ω. ΄Ετσι, είναι λογικό να χρησιμοποι-

ήσουμε κάποια συνάρτηση X : Ω −→ R, ή X : Ω −→ R =

R ∪ {−∞,+∞}, μερικές ϕορές, με τιμή X(ω) στο ω ∈ Ω.

Για παράδειγμα, εάν ο δειγματικός χώρος Ω περιέχει όλους

τους λαμπτήρες που παρήχθησαν από ένα εργοστάσιο, και κά-

ποιος πρόκειται να αγοράσει έναν λαμπτήρα (στην τύχη), τότε

το ενδιαϕέρον του αγοραστή θα επικεντρωνόταν στην συνάρ-
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τηση

X(ω) = διάρκεια ζωής του λαμπτήρα ω (σε sec),

η οποία είναι καλά ορισμένη για κάθε ω ∈ Ω (αρκεί να πά-

ρει κανείς όλους τους λαμπτήρες του Ω και να τους αϕήσει να

λειτουργήσουν μέχρι να καούν!). Ακόμα και τώρα που η συ-

νάρτηση X θεωρείται γνωστή, ο αγοραστής δεν γνωρίζει ποιον

λαμπτήρα ω ∈ Ω θα αγοράσει, και συνεπώς δεν γνωρίζει την

διάρκεια ζωής του. Τον ενδιαϕέρει, λοιπόν, η πιθανότητα του

ενδεχομένου της μορϕής {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ b}, που παριστάνει
το «δυσάρεστο» αποτέλεσμα να καεί ο λαμπτήρας πριν λειτουρ-

γήσει περισσότερο από b sec, b ∈ R, και όχι ποιον λαμπτήρα
θα διαλέξει.

Το ερώτημα που προκύπτει τώρα είναι το εξής: Είναι το

{ω ∈ Ω : X(ω) ≤ b} ενδεχόμενο; Είναι σαϕές ότι αν αυτό δεν
είναι ενδεχόμενο, τότε δεν θα έχει νόημα η IP[X(ω) ≤ b], δηλ.

η IP(A) όπου A = {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ b}. Επομένως, η μελέτη
μας θα πρέπει να περιοριστεί σε εκείνες τις συναρτήσεις X, για

τις οποίες η παραπάνω πιθανότητα έχει νόημα – είναι καλά ορι-

σμένη. Αυτό, δυστυχώς, δεν συμβαίνει για όλες τις συναρτήσεις

X : Ω −→ R, όπως δείχνει το επόμενο απλό παράδειγμα.

Παράδειγμα 3.1 ΄Εστω Ω = { , , , , , } οι έδρες ενός
ζαριού (κύβου), για το οποίο γνωρίζουμε ότι είναι «δίκαιο»
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όσον αϕορά τα εξής υποσύνολα (ενδεχόμενα) εδρών:

IP ({ , , }) = IP ({ , , }) = 1

2
. (3.1)

[Τίποτε άλλο δεν γνωρίζουμε για το ζάρι.] Η σ-άλγεβρα που

περιέχει όλη την πληροϕορία για το πείραμα αυτό είναι η

A = {∅, { , , } , { , , } ,Ω} ,

και ο χώρος (Ω,A, IP), όπου το μέτρο πιθανότητας, IP , ο-

ρίζεται από την (3.1) και, ϕυσικά, τις σχέσεις IP(∅) = 0,

IP(Ω) = 1, είναι χώρος πιθανότητας. Ορίζοντας όμως την

συνάρτηση X : Ω −→ R, με τύπο

X( ) = 1, X( ) = 2, X( ) = 3, X( ) = 4, X( ) = 5, X( ) = 6,

παρατηρούμε ότι το1

A = {ω : X(ω) ≤ 2} = { , }

δεν είναι ενδεχόμενο (δηλ. A /∈ A), και συνεπώς, κανείς δεν μπο-
ρεί να μιλήσει για την IP(A). Αυτό συνέβη διότι η παραπάνω

συνάρτηση X : Ω −→ R δεν ικανοποιεί την βασική υπόθεση
μετρησιμότητας, που θα περιγράψουμε στην συνέχεια. �

Η επιλογή των συμβόλων

, , , , ,

1Παρατηρήστε ότι για κάθε πραγματικό αριθμό b με 1 ≤ b < 6, το {ω : X(ω) ≤ b} δεν είναι
ενδεχόμενο.
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έγινε σκόπιμα στο παραπάνω παράδειγμα, για να μας τονίσει το

γεγονός ότι ορίζοντας μία συνάρτηση X : Ω −→ R, και με-
λετώντας αποκλειστικά τις τιμές της X, και όχι του Ω, απλο-

ποιούμε ουσιαστικά τον δειγματικό χώρο, που, κάποιες ϕορές,

είναι ιδιαίτερα περίπλοκος, απεικονίζοντάς τον στο σύνολο των

πραγματικών αριθμών.

΄Ετσι, καταλήγουμε ϕυσιολογικά στον επόμενο ορισμό.

Ορισμός 3.2 (τυχαία μεταβλητή) ΄Εστω (Ω,A, IP) ένας χώρος πι-

θανότητας (ή, γενικότερα, (Ω,A) ένας μετρήσιμος χώρος), και

X : Ω −→ R τυχούσα συνάρτηση. Τότε η X θα καλείται τυ-
χαία μεταβλητή2 (τ.μ.), όταν ισχύει ότι

{ω ∈ Ω : X(ω) ≤ b} ∈ A, για κάθε b ∈ R.

Ο ορισμός αυτός, στην ουσία, απαιτεί η X να είναι αρκετά «ο-

μαλή», ώστε να μην παρουσιάζει τον προβληματικό χαρακτήρα

που είδαμε στο προηγούμενο παράδειγμα. Αυτό, βέβαια, εξαρ-

τάται από το πώς ορίζεται η X, αλλά και από το πόσο πλούσια

είναι η σ-άλγεβρα A. Για παράδειγμα, αν A = P(Ω), τότε

όλες οι συναρτήσεις X : Ω −→ R είναι τ.μ., αυτό όμως δεν είναι
εϕικτό να το έχουμε πάντα, διότι, π.χ., το μέτρο Lebesgue δεν

μπορεί να «μετρήσει» όλα τα υποσύνολα του (0, 1) – βλ. Κεϕ.

;;.
2random variable (r.v.)
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Αν συμβολίσουμε με X−1(B) την αντίστροϕη εικόνα του

υποσυνόλου B των πραγματικών αριθμών μέσω της X, δηλ.

X−1(B) = {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B},

τότε ο ορισμός της τ.μ. γράϕεται ισοδύναμα ως

X−1 ((−∞, b]) ∈ A, για κάθε b ∈ R.

Αν τώρα, για τυχούσα οικογένεια, D, υποσυνόλων του R,
θέσουμε

X−1(D) = {X−1(B), B ∈ D},

δηλ. η X−1(D) παριστάνει την αντίστροϕη εικόνα της οικογέ-

νειας D μέσω της X (όπου, ϕυσικά, η X−1(D) είναι επίσης

οικογένεια μέσα στον P(Ω)), τότε ο ορισμός της τ.μ. γράϕε-

ται ισοδύναμα ως

X−1(D1) ⊂ A,

όπου D1 = {(−∞, b], b ∈ R} είναι η «οικογένεια των δεξιά
κλειστών ημιευθειών».

Είναι χαρακτηριστικό των σύγχρονων μαθηματικών να εν-

διαϕέρονται περισσότερο για το πώς απεικονίζονται ολόκληρα

σύνολα ή οικογένειες συνόλων, παρά για το πώς απεικονίζονται

μεμονωμένες τιμές από μία συνάρτηση X. ΄Ετσι, οι παραπάνω

ορισμοί είναι, μερικές ϕορές, πιο διαδεδομένοι. Η αλήθεια εί-

ναι ότι είναι και πιο εύχρηστοι, όπως θα ϕανεί αργότερα στις

αποδείξεις.
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Δίνουμε τώρα την επόμενη πρόταση.

Πρόταση 3.3 Η X είναι τ.μ. στον (Ω,A) όταν και μόνο όταν

X−1(B) ∈ A, για κάθε B ∈ B(R).

[Δηλ. X−1 (B(R)) ⊂ A.]

Απόδειξη: Κατ΄ αρχήν υπενθυμίζουμε ότι B(R) είναι η σ-άλγεβρα
Borel στον R (που παράγεται από τα ανοικτά υποσύνολα του
R – Ορισμός ;;). Ας υποθέσουμε πρώτα ότι

X−1(B) ∈ A, για κάθε B ∈ B(R).

Αϕού κάθε σύνολο B της μορϕής B = (−∞, b] είναι, προϕα-

νώς, Borel, η προηγούμενη σχέση συνεπάγεται ότιX−1((−∞, b]) ∈
A για κάθε b ∈ R, δηλ. η X είναι τ.μ.

Υποθέτουμε τώρα ότι η X είναι τ.μ. και, ακολουθώντας την

κλασική τεχνική απόδειξης (βλ. §2.3 του Κεϕ. ;;), θεωρούμε
την οικογένεια των «καλών συνόλων»

B =
{
B ∈ B(R) : X−1(B) ∈ A

}
⊂ B(R).

Αϕού η X είναι τ.μ., έπεται ότι (−∞, b] ∈ B για κάθε b ∈ R,
δηλ. D1 ⊂ B, όπου

D1 = {(−∞, x], x ∈ R}.

΄Ομως η B είναι σ-άλγεβρα στον R, αϕού:
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(i) R ∈ B (διότι X−1(R) = Ω ∈ A).

(ii) Αν B ∈ B τότε X−1(B) ∈ A, που σημαίνει ότι X−1(Rr
B) =

(
X−1(B)

)c ∈ A, και συνεπώς RrB ∈ B.

(iii) Αν {Bn, n ≥ 1} είναι τυχούσα ακολουθία της B, τότε η
{X−1(Bn), n ≥ 1} είναι ακολουθία της A, και

X−1

( ∞∪
n=1

Bn

)
=

∞∪
n=1

(
X−1(Bn)

)
∈ A,

δηλ.
∞∪
n=1

Bn ∈ B.

Τώρα D1 ⊂ B και η B είναι σ-άλγεβρα, που σημαίνει ότι (Πρό-
ταση ;; για τον R αντί του (0, 1) - βλ. ΄Ασκηση ;;.10)

B(R) = σ(D1) ⊂ B,

και συνεπώς, αϕού B ⊂ B(R), έπεται ότι

B = B(R),

δηλ. το ζητούμενο. �

Δίνουμε τώρα τον παρακάτω ορισμό.

Ορισμός 3.4 (μετρήσιμη απεικόνιση (συνάρτηση)) ΄Εστω (Ω1,A) και

(Ω2,B) δύο μετρήσιμοι χώροι, και f : Ω1 −→ Ω2 τυχούσα

απεικόνιση (συνάρτηση). Η f θα λέγεται A/B–μετρήσιμη (ή
απλάA–μετρήσιμη όταν το B εννοείται, ή απλούστερα μετρήσιμη
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όταν τα A και B εννοούνται) όταν

f−1(B) ∈ A, για κάθε B ∈ B,

δηλ. όταν f−1(B) ⊂ A.

Σύμϕωνα με τους παραπάνω ορισμούς, και λόγω της Πρό-

τασης 3.3, η συνάρτηση X : Ω −→ R είναι τ.μ. όταν και μόνο
όταν είναι A/B(R)–μετρήσιμη. [Δηλ. όταν είναι A–μετρήσιμη,
αϕού η Borel σ-άλγεβρα εννοείται.]

Στα μαθηματικά, η πιο ενδιαϕέρουσα ειδική περίπτωση με-

τρήσιμης συνάρτησης είναι η Borel μετρήσιμη συνάρτηση (ή, α-

πλά, Borel συνάρτηση), f : Rk −→ Rs, που εξ΄ ορισμού σημαίνει

ότι η f είναι B(Rk)/B(Rs)–μετρήσιμη. Εδώ εννοούνται οι σ-

άλγεβρες B(Rk) και B(Rs), αϕού καθορίζονται από τις τιμές

των k και s, που είναι γνωστές από το γεγονός ότι η f είναι

συνάρτηση από τον Rk στον Rs.

Οι Borel συναρτήσεις f : Rk −→ Rs είναι πολύ χρήσιμες,

τόσο στηv θεωρία μέτρου, όσο και στηv θεωρία πιθανοτήτων. Το

ενδιαϕέρον παρουσιάζεται από το γεγονός ότι περιέχουν όλες

τις συνεχείς συναρτήσεις f : Rk −→ Rs, αλλά και από την

σημαντικότατη ιδιότητα ότι αν η ακολουθία {fn, n ≥ 1} είναι
ακολουθία Borel συναρτήσεων, τότε η συνάρτηση (το κατά
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σημείο όριο των fn)

f(x) = lim
n→∞

fn(x)

είναι Borel. [Μία ιδιότητα που δεν την έχουν οι συνεχείς συ-

ναρτήσεις.] ΄Αρα, η κλάση των Borel συναρτήσεων είναι πλου-

σιότατη και με καλές ιδιότητες. Αυτές οι ιδιότητες θα αποδει-

χθούν στην συνέχεια (βλ. Πρόταση 3.5 και Πρόταση 3.10(iii)).

Αρχικά έχουμε την εξής πρόταση.

Πρόταση 3.5 Κάθε συνεχής συνάρτηση f : Rk −→ Rs είναι

Borel.

Απόδειξη: Αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε B ∈ B(Rs),

f−1(B) ∈ B(Rk),

δηλαδή

f−1 (B(Rs)) ⊂ B(Rk).

Σύμϕωνα με την κλασική τεχνική (§2.3 του Κεϕ. ;;), θεωρούμε
την οικογένεια (των καλών συνόλων)

B =
{
B ∈ B(Rs) : f−1(B) ∈ B(Rk)

}
,

οπότε, προϕανώς, B ⊂ B(Rs). Εύκολα προκύπτει ότι η B είναι
σ-άλγεβρα στον Rs (πρβλ. απόδειξη της Πρότασης 3.3), και

επειδή η B περιέχει τα ανοικτά υποσύνολα U του Rs (διότι το
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f−1(U) είναι ανοικτό στον Rk όταν το U είναι ανοικτό στον

Rs, επειδή η f είναι συνεχής), έπεται ότι

G ⊂ B,

όπου G = {U ∈ Rs : U ανοικτό}. Συνεπώς, ισχύει ότι
B(Rs) = σ(G) ⊂ B (επειδή η B είναι σ-άλγεβρα), που ση-
μαίνει ότι

B = B(Rs),

το οποίο αποδεικνύει το ζητούμενο. �

Πρόταση 3.6 ΄Εστω (Ω,A) ένας μετρήσιμος χώρος. Τότε τα ε-

πόμενα είναι ισοδύναμα.

(i) Η X είναι τ.μ.

(ii) {ω : X(ω) < b} ∈ A, για κάθε b ∈ R.

(iii) {ω : X(ω) ≥ b} ∈ A, για κάθε b ∈ R.

(iv) {ω : X(ω) > b} ∈ A, για κάθε b ∈ R.

Απόδειξη: Προκύπτει άμεσα επειδή
{ω : X(ω) < b} =

∞∪
n=1

{
ω : X(ω) ≤ b− 1

n

}
,

{ω : X(ω) ≥ b} = ({ω : X(ω) < b})c, και

{ω : X(ω) > b} = ({ω : X(ω) ≤ b})c. �

Πρόταση 3.7 ΄Εστω (Ω,A) ένας μετρήσιμος χώρος καιX : Ω −→
R μία τ.μ. Τότε οι παρακάτω είναι τ.μ.
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(i) Η Y1(ω) = c (c ∈ R, σταθερά).

(ii) Η Y2(ω) = X(ω) + c (c ∈ R, σταθερά).

(iii) Η Y3(ω) = cX(ω) (c ∈ R, σταθερά).

(iv) Η Y4(ω) = f (X(ω)), όπου f : R −→ R συνεχής.

(v) Η Y (ω) = f (X(ω)), όπου f : R −→ R Borel.

Απόδειξη: Αρκεί να αποδείξουμε το (v), αϕού τα υπόλοιπα είναι

απλή συνέπεια του γεγονότος ότι οι συναρτήσεις x 7→ c, x 7→
x + c, x 7→ cx, x 7→ f(x) (όπου f συνεχής), είναι Borel,

επειδή είναι συνεχείς (Πρόταση 3.5 για k = s = 1).

Αϕού Y = f ◦X, έπεται εύκολα ότι

Y −1(B) = X−1
(
f−1(B)

)
, για κάθε B ⊂ R.

΄Ομως f−1 (B(R)) ⊂ B(R) (αϕού η f είναι Borel), και

X−1 (B(R)) ⊂ A (αϕού η X είναι τ.μ.), οπότε

Y −1 (B(R)) = X−1
(
f−1 (B(R))

)
⊂ X−1 (B(R)) ⊂ A,

και άρα η Y είναι τ.μ. �

Πρόταση 3.8 Εάν οι X και Y είναι τ.μ. στον (Ω,A), τότε τα

υποσύνολα {ω ∈ Ω : X(ω) < Y (ω)}, {ω ∈ Ω : X(ω) ≤
Y (ω)}, και {ω ∈ Ω : X(ω) = Y (ω)}, είναι ενδεχόμενα.
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Απόδειξη: Είναι

{ω : X(ω) < Y (ω)} =
∪
r∈Q

(
{ω : X(ω) < r}∩{ω : Y (ω) > r}

)
∈ A,

λόγω της Πρότασης 3.6 (Q οι ρητοί). ΄Αρα,

{ω : X(ω) ≤ Y (ω)} =
(
{ω : Y (ω) < X(ω)}

)c ∈ A,

και, τέλος,

{ω : X(ω) = Y (ω)} = {ω : X(ω) ≤ Y (ω)}r{ω : X(ω) < Y (ω)} ∈ A. �

Πρόταση 3.9 Εάν οι X και Y είναι τ.μ. στον (Ω,A), τότε οι

X + Y , XY , max{X,Y }, min{X, Y }, X+ = max{X, 0},
και X− = max{−X, 0} = −min{X, 0}, είναι, επίσης, τ.μ.

Απόδειξη: Είναι

{ω : X(ω)+Y (ω) < b} =
∪
r∈Q

(
{ω : X(ω) < r}∩{ω : Y (ω) < b−r}

)
∈ A,

λόγω της Πρότασης 3.6, οπότε η X + Y είναι τ.μ. Τώρα,

XY =
1

2
(X + Y )2 − 1

2
(X2 + Y 2),

οπότε και η XY είναι τ.μ., διότι η συνάρτηση x 7→ x2 είναι

Borel, και άρα οι

X2, Y 2, (X + Y )2

είναι τ.μ., οπότε οι 12(X + Y )2 και −1
2(X

2 + Y 2) είναι τ.μ.
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Παρατηρώντας ότι

{ω : max{X,Y } ≤ b} = {ω : X(ω) ≤ b} ∩ {ω : Y (ω) ≤ b},

και

{ω : min{X, Y } ≥ b} = {ω : X(ω) ≥ b} ∩ {ω : Y (ω) ≥ b},

έπεται ότι και οι min{X, Y }, max{X,Y } είναι τ.μ. Τέλος, οι

X+ = f1(X) και X− = f2(X)

είναι συνεχείς συναρτήσεις της τ.μ. X, και άρα τ.μ. �

Μερικές ϕορές αναγκαζόμαστε να θεωρήσουμε τ.μ.

X : Ω −→ R = [−∞,+∞],

έτσι ώστε να επιτρέπεται και η τιμή +∞ ή −∞, ως τιμή της
X. Αυτό όμως δεν βλάπτει την γενικότητα των ορισμών διότι,

π.χ., η σ-άλγεβρα B(R) περιέχει ακριβώς τα σύνολα

{B, B∪{+∞}, B∪{−∞}, B∪{+∞,−∞}, B ∈ B(R)},

και ο ορισμός της τ.μ. γίνεται

X−1
(
B(R)

)
⊂ A.

Θα καλούμε εκτεταμένη μία τ.μ. X που παίρνει και τις τιμές

±∞. Ουσιαστικά, η μόνη επιπλέον συνθήκη για μία εκτεταμέ-
νη τ.μ. X είναι η απαίτηση όπως και τα σύνολα {ω : X(ω) =
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+∞} και {ω : X(ω) = −∞} είναι ενδεχόμενα. Παρατηρών-
τας ότι

{ω : X(ω) = −∞} =
∞∩
n=1

{ω : X(ω) ≤ −n},

και

{ω : X(ω) = +∞} =
∞∩
n=1

{ω : X(ω) ≥ n},

έπεται ότι ο ορισμός της συνήθους τ.μ.,

{ω : X(ω) ≤ b} ∈ A, για κάθε b ∈ R,

καλύπτει και τις εκτεταμένες τ.μ.

Οι εκτεταμένες τ.μ. χρειάζονται όταν έχουμε όριο ακολου-

θίας (συνήθων) τ.μ., π.χ.

X(ω) = lim infXn(ω),

οπότε η X(ω) μπορεί να λάβει και τις τιμές +∞ ή −∞, ακόμα
και όταν αυτό δεν συμβαίνει για τις Xn(ω).

΄Εχουμε τώρα την παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 3.10 Ας υποθέσουμε ότι η Y και οι X1, X2, . . . είναι

τ.μ. στον μετρήσιμο χώρο (Ω,A). Τότε

(i) Οι Y1(ω) = inf
n≥1

Xn(ω), Y2(ω) = sup
n≥1

Xn(ω) είναι (εκτετα-

μένες) τ.μ.

(ii) Οι Y3(ω) = lim infXn(ω), Y4(ω) = lim supXn(ω) είναι

(εκτεταμένες) τ.μ.
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(iii) Η Y5(ω) = limXn(ω) είναι (εκτεταμένη) τ.μ., όταν το

limXn(ω) υπάρχει (στο R).

(iv) Το σύνολο A = {ω : Xn(ω) συγκλίνει} είναι ενδεχόμενο.

(v) Το σύνολο B = {ω : Xn(ω) → Y (ω)} είναι ενδεχόμενο.

Απόδειξη:

(i) Είναι

{ω : Y1(ω) ≥ b} =
∞∩
n=1

{ω : Xn(ω) ≥ b} ∈ A,

και

{ω : Y2(ω) ≤ b} =
∞∩
n=1

{ω : Xn(ω) ≤ b} ∈ A.

(ii) Είναι

lim infXn(ω) = sup
n

(
inf
k≥n

Xk(ω)

)
, και lim supXn(ω) = inf

n

(
sup
k≥n

Xk(ω)

)
.

΄Ομως οι Zn(ω) = inf
k≥n

Xk(ω) είναι (εκτεταμένες) τ.μ., λό-

γω του (i), και συνεπώς, {ω : Zn(ω) ≤ b} ∈ A για κάθε
b ∈ R. Τότε όμως,

lim infXn(ω) = sup
n

Zn(ω),

οπότε

{ω : Y3(ω) ≤ b} =
∞∩
n=1

{ω : Zn(ω) ≤ b} ∈ A,

και παρόμοια για την Y4(ω) = lim supXn(ω).
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(iii) Η Y5(ω) = limXn(ω) ισούται με την Y3(ω), όταν το όριο

υπάρχει, και άρα είναι (εκτεταμένη) τ.μ.

(iv) Είναι

A = {ω : Xn(ω) συγκλίνει} = {ω : Y3(ω) = Y4(ω)} ∈ A,

λόγω της Πρότασης 3.8 (που ισχύει και για εκτεταμένες

τ.μ.).

(v) Είναι

B = {ω : Y3(ω) = Y (ω)} ∩ {ω : Y4(ω) = Y (ω)} ∈ A,

λόγω της Πρότασης 3.8. �

Φυσικά, αν οι τ.μ. Xn της παραπάνω πρότασης είναι ομοιό-

μορϕα ϕραγμένες (δηλ. υπάρχει θετική σταθερά c < +∞ τέ-
τοια ώστε |Xn(ω)| ≤ c για κάθε n ≥ 1 και ω ∈ Ω), τότε οι

Y1, Y2, Y3, Y4 και Y5 (όταν υπάρχει) είναι συνήθεις τ.μ. (αϕού

{ω : Yj = ±∞} = ∅, j = 1, 2, 3, 4, 5). Το (iii) μας εξασϕαλί-

ζει ότι το κατά σημείο όριο, f(x) = lim
n

fn(x), μιας ακολουθίας

fn Borel συναρτήσεων, είναι (εκτεταμένη) Borel συνάρτηση.

[Αρκεί να λάβουμε Ω = R, A = B(R) και X = f, Xn = fn.]
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Αλλά οι μετρήσιμες συναρτήσεις έχουν ακόμα ωραιότερες

ιδιότητες. Για παράδειγμα, μπορούμε να κατασκευάσουμε μία

ακολουθία απλών συναρτήσεων, τέτοια ώστε το κατά σημείο

όριο της ακολουθίας να είναι δοθείσα μετρήσιμη συνάρτηση.

Για τον σκοπό αυτό δίνουμε πρώτα τον ορισμό της απλής τ.μ.

Ορισμός 3.11 (απλή τυχαία μεταβλητή) Απλή τ.μ. (ή, ισοδύνα-

μα, απλή μετρήσιμη συνάρτηση) ονομάζεται οποιαδήποτε τ.μ. X :

Ω −→ R, με πεπερασμένο πλήθος τιμών.

΄Αρα, αν η X είναι απλή, τότε (και μόνο τότε) υπάρχουν

πραγματικοί αριθμοί c1 < · · · < cn, και n ενδεχόμεναA1, . . . , An ∈
A, με AiAj = ∅ για i ̸= j, και A1 ∪ · · · ∪An = Ω, έτσι ώστε

για κάθε ω ∈ Ω,

X(ω) =
n∑

k=1

ckIAk
(ω). (3.2)

Η (3.2) λέγεται κανονική μορϕή της απλής τ.μ. X.

[Ουσιαστικά, μία απλή τ.μ. είναι σταθερή σε κάθε Aj, όπου η

{Aj, 1 ≤ j ≤ n} είναι μία πεπερασμένη, A-διαμέριση, του Ω.]

Το παρακάτω θεώρημα είναι θεμελιώδες στην θεωρία πιθα-

νοτήτων (και ολοκλήρωσης), διότι παρουσιάζει τον βασικό δο-

μικό ρόλο των απλών συναρτήσεων, και, κατά συνέπεια, των

δεικτριών.

Θεώρημα 3.12 (προσέγγιση μη αρνητικών μετρησίμων συναρτήσεων από
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απλές) Για οποιαδήποτε μη αρνητική τ.μ. X : Ω −→ R (δηλ.
X(ω) ≥ 0 για κάθε ω ∈ Ω), του μετρήσιμου χώρου (Ω,A),

υπάρχει αύξουσα ακολουθία απλών, μη αρνητικών, τ.μ. Xn (δηλ.

0 ≤ Xn(ω) ≤ Xn+1(ω) για κάθε ω ∈ Ω και n ≥ 1), τέτοια

ώστε

lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω), για κάθε ω ∈ Ω.

[Συνοπτικά γράϕουμε 0 ≤ Xn ↗ X.]

Απόδειξη: Ορίζουμε

Xn(ω) =


k − 1

2n
, αν

k − 1

2n
≤ X(ω) <

k

2n
, k = 1, . . . , n2n,

n, αν X(ω) ≥ n.
Τότε,

Xn(ω) =
n2n∑
k=1

k − 1

2n
IAk,n

(ω) + nIBn
(ω), (3.3)

όπου Ak,n =
{
ω : k−1

2n ≤ X(ω) < k
2n

}
, k = 1, . . . , n2n, και

Bn = {ω : X(ω) ≥ n}. Είναι ϕανερό ότι Ak,n ∩ As,n = ∅,
και Ak,n ∩ Bn = ∅, για κάθε k ̸= s, 1 ≤ k, s ≤ n. Επίσης,

A1,n ∪ · · · ∪An2n,n ∪Bn = Ω. Τελικά η Xn είναι απλή τ.μ., με

κανονική μορϕή την (3.3). [Είναι τ.μ. διότι η X είναι τ.μ., και

άρα τα Ak,n, 1 ≤ k ≤ n2n, και Bn, είναι ενδεχόμενα.]

Εύκολα διαπιστώνουμε ότι

Ak,n = A2k−1,n+1 ∪ A2k,n+1, για k = 1, 2, . . . , n2n, ενώ

Bn = Bn+1 ∪

(
(n+1)2n+1∪
k=n2n+1+1

Ak,n+1

)
.
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΄Αρα, αν ω ∈ Ak,n

(
οπότε Xn(ω) =

k − 1

2n

)
, τότε:

είτε

ω ∈ A2k−1,n+1

(
οπότε Xn+1(ω) =

2k − 2

2n+1
= Xn(ω)

)
,

ή

ω ∈ A2k,n+1

(
οπότε Xn+1(ω) =

2k − 1

2n+1
= Xn(ω) +

1

2n+1
> Xn(ω)

)
.

Αν, τέλος, ω ∈ Bn (οπότε Xn(ω) = n), τότε:

είτε

ω ∈ Bn+1 (οπότε Xn+1(ω) = n+ 1 > n = Xn(ω)),

ή

ω ∈ Ak,n+1 για κάποιο k, με n2n+1 + 1 ≤ k ≤ (n+ 1)2n+1(
οπότε Xn+1(ω) =

k − 1

2n+1
≥ n2n+1

2n+1
= Xn(ω)

)
.

Σε όλες τις περιπτώσεις λοιπόν, Xn(ω) ≤ Xn+1(ω), οπότε

η Xn(ω) είναι αύξουσα ακολουθία απλών, μη αρνητικών, τ.μ.

Προϕανώς, Xn(ω) ≤ X(ω) για κάθε n ≥ 1 και ω ∈ Ω (από

τον ορισμό των Xn). ΄Ομως, για σταθερό ω ∈ Ω, X(ω) ≤
n0 για κάποιο n0. ΄Αρα για n > n0, το ω ανήκει σε κάποιο

Ak,n, 1 ≤ k ≤ n2n, και συνεπώς

0 ≤ X(ω)−Xn(ω) ≤
1

2n
, για n > n0,

που σημαίνει ότι limXn(ω) = X(ω). ΄Αρα η Xn είναι μία

αύξουσα ακολουθία απλών τ.μ., με 0 ≤ Xn ↗ X. �
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ΣΧΗΜΑ 3.1. Οι συναρτήσεις Xn και X για n=2.

Παρατηρήστε ότι ακόμα και αν η X ήταν μία εκτεταμένη, μη

αρνητική, τ.μ. (δηλ. έπαιρνε την τιμή X(ω) = +∞ για κάποια
ω ∈ Ω, που σχηματίζουν ένα ενδεχόμενο B ∈ A), τότε για
κάθε ω ∈ B, θα είχαμε Xn(ω) = n → +∞ = X(ω). ΄Αρα,

0 ≤ Xn(ω) ↗ X(ω),

ακόμη και για εκτεταμένες τ.μ. X ≥ 0. Επίσης, παρατηρήστε

ότι αν η X είναι ϕραγμένη (δηλ. X(ω) ≤ c < +∞ για κάποιο
c ∈ R και για κάθε ω ∈ Ω), τότε έχουμε

0 ≤ X(ω)−Xn(ω) ≤
1

2n
, για n > c, και για κάθε ω ∈ Ω,

οπότε, σε αυτήν την περίπτωση, η Xn συγκλίνει ομοιόμορϕα

προς την X.
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Πόρισμα 3.13 Αν η X είναι τυχούσα (ακόμη και εκτεταμένη) τ.μ.

στον (Ω,A), τότε υπάρχουν απλές τ.μ. Xn στον (Ω,A), τέ-

τοιες ώστε

Xn(ω) → X(ω), και |Xn(ω)| ↗ |X(ω)| .

Απόδειξη: ΘέτονταςX+ = max{X, 0} καιX− = max{−X, 0},
έχουμε ότι X+ ≥ 0, X− ≥ 0, οι X+, X− είναι μη αρνητικές

τ.μ. (Πρόταση 3.9), και

X = X+ −X−, |X| = X+ +X−.

Από το Θεώρημα 3.12, υπάρχουν ακολουθίες απλών τ.μ. (Xn)
+

και (Xn)
−, έτσι ώστε 0 ≤ (Xn)

+ ↗ X+, και 0 ≤ (Xn)
− ↗

X−. ΄Αρα, η ακολουθία

Xn = (Xn)
+ − (Xn)

−,

είναι ακολουθία απλών τ.μ. (γιατί;), και ικανοποιεί τις απαιτή-

σεις του πορίσματος:

|Xn| = (Xn)
+ + (Xn)

− ↗ X+ +X− = |X|,

και

Xn = (Xn)
+ − (Xn)

− → X+ −X− = X.

[Αϕήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη (βλ. ΄Ασκηση 3.4) να α-

ποδείξει ότι η (Xn)
+−(Xn)

− είναι απλή, και ότι, στην περίπτω-

ση μιας εκτεταμένης τ.μ. X, το lim(Xn)
+(ω) − lim(Xn)

−(ω)

δεν είναι της μορϕής ∞−∞.] �
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3.2 Τυχαίο Διάνυσμα

Αρκετές ϕορές ενδιαϕερόμαστε για περισσότερα από ένα χα-

ρακτηριστικά του δειγματικού σημείου ω ∈ Ω, που θα εξα-

χθεί κατά την εκτέλεση ενός πειράματος τύχης. Αυτό ισοδυ-

ναμεί με το να ορίσουμε περισσότερες από μία τ.μ. στον Ω (π.χ.

X1(ω), . . . , Xk(ω), όπου η Xj : Ω −→ R παριστάνει την τιμή
του του αριθμητικού χαρακτηριστικού j στο δειγματικό σημείο

ω). ΄Ενα απλό παράδειγμα έχουμε όταν ορίζουμε

X1(ω) = ύψος του ατόμου ω, και X2(ω) = βάρος του ατόμου ω,

με Ω = {ο πληθυσμός μιας πόλης}. ΄Ολα τα χαρακτηριστικά
μαζί μπορούμε να τα θεωρήσουμε ως ένα (πολυδιάστατο) χα-

ρακτηριστικό X : Ω −→ Rk, με τιμή

X(ω) = (X1(ω), . . . , Xk(ω)) ,

στο ω ∈ Ω. Ουσιαστικά, θεωρήσαμε μία πολυδιάστατη τυ-

χαία μεταβλητή X, η οποία καλείται τυχαίο διάνυσμα (random

vector). Σχετικά, έχουμε τον παρακάτω ορισμό.

Ορισμός 3.14 (τυχαίο διάνυσμα) Μία συνάρτησηX = (X1, . . . , Xk) :

Ω −→ Rk, στον μετρήσιμο χώρο (Ω,A), καλείται τυχαίο διά-

νυσμα, όταν οι συναρτήσεις Xj : Ω −→ R είναι τ.μ., για
j = 1, 2, . . . , k.

΄Εχουμε τώρα την εξής πρόταση.
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Πρόταση 3.15 Η X : Ω −→ Rk, σε έναν μετρήσιμο χώρο (Ω,A),

είναι τυχαίο διάνυσμα, αν και μόνο αν είναι A—μετρήσιμη, δηλ.
X−1

(
B(Rk)

)
⊂ A.

Απόδειξη: ΄Οταν ηX είναιA–μετρήσιμη (δηλ.A/B(Rk)–μετρήσιμη),

τότε για κάθε x1, . . . , xk ∈ R,

{ω : X1(ω) ≤ x1, . . . , Xk(ω) ≤ xk} ∈ A,

διότι {ω : X1(ω) ≤ x1, . . . , Xk(ω) ≤ xk} = X−1(B), όπου

B = (−∞, x1]× · · · × (−∞, xk] ∈ B(Rk).

Επομένως, η ακολουθία An, με

An = {ω : X1(ω) ≤ n, . . . , Xj−1(ω) ≤ n,Xj(ω) ≤ xj, Xj+1(ω) ≤ n, . . . , Xk(ω) ≤ n} ,

είναι αύξουσα ακολουθία της A, και επειδή limAn =
∞∪
n=1

An =

{ω : Xj(ω) ≤ xj} ∈ A, έπεται ότι η Xj είναι τ.μ. Αντιστρό-

ϕως, αν η X είναι τυχαίο διάνυσμα, τότε

{ω : X(ω) ≤ x} = {ω : X1(ω) ≤ x1, . . . , Xk(ω) ≤ xk} =
k∩

j=1

{ω : Xj(ω) ≤ xj},

και συνεπώς, {ω : X(ω) ≤ x} ∈ A. ΄Ομως

{ω : X(ω) ≤ x} = X−1 ((−∞, x1]× · · · × (−∞, xk]) .

Σύμϕωνα με την κλασική τεχνική της §2.3 του Κεϕ. ;;, θεω-
ρούμε την οικογένεια (των καλών συνόλων)

B =
{
B ∈ B(Rk) : X−1(B) ∈ A

}
⊂ B(Rk).
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Από τα προηγούμενα, η B περιέχει την

D1 = {(−∞, x1]× · · · × (−∞, xk], x1, . . . , xk ∈ R} ,

και επειδή η B είναι σ-άλγεβρα (πρβλ. Πρόταση 3.3), θα περιέχει
και την σ(D1). ΄Αρα

B(Rk) = σ(D1) ⊂ B ⊂ B(Rk),

δηλ. B = B(Rk), που αποδεικνύει το ζητούμενο. �

Πόρισμα 3.16 Εάν η X είναι k-διάστατο τυχαίο διάνυσμα στον

(Ω,A), και η Y (ω) = f (X(ω)) είναι σύνθεση της Borel συ-

νάρτησης f : Rk −→ Rs με την X, τότε η Y είναι s-διάστατο

τυχαίο διάνυσμα.

Απόδειξη: Είναι Y −1 (B(Rs)) = X−1
(
f−1 (B(Rs))

)
⊂ X−1

(
B(Rk)

)
⊂

A. �

Για παράδειγμα, αν οιX1, X2, . . . , Xn είναι τ.μ., τότε η f(X1, X2, . . . , Xn)

είναι τ.μ., όταν η f : Rk −→ R είναι Borel (ειδικότερα, όταν
είναι συνεχής). ΄Ετσι έχουμε μία άλλη απόδειξη της Πρότα-

σης 3.9. Ως ειδική περίπτωση, οι Y1 = X1 + X2 + . . . + Xn

και Y2 = X1X2 · · ·Xn είναι τ.μ., όταν οι X1, X2, . . . , Xn είναι

τ.μ. Παρόμοια, οι διατεταγμένες τ.μ. Y1 ≤ · · · ≤ Yn, όπου

Y1 = min{X1, X2, . . . , Xn}, . . . , Yn = max{X1, X2, . . . , Xn},
είναι, πράγματι, τ.μ. Σύμϕωνα με τα παραπάνω, η θεωρία πο-

λυδιάστατων τ.μ. (τυχαίων διανυσμάτων) ανάγεται σε αυτήν
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των μονοδιάστατων τ.μ. (ως ένα σημείο ϕυσικά), και γι΄ αυτό

δεν θα τις μελετήσουμε ιδιαίτερα στην συνέχεια, εκτός αν είναι

αναγκαίο.3

3.3 Παραγόμενη σ-άλγεβρα από Τυχαίες Μεταβλητές

΄Οπως είδαμε, μία συνάρτηση που είναι τ.μ., μπορεί να χάσει την

ιδιότητα αυτή αν μικρύνουμε την σ-άλγεβρα A και, αντίστροϕα,
μία συνάρτηση που δεν είναι τ.μ., μπορεί να γίνει μεγαλώνοντας

την A.

Ενδιαϕέρον παρουσιάζει η ελάχιστη σ-άλγεβρα που παράγεται

από μία τ.μ., σύμϕωνα με τον εξής ορισμό.

Ορισμός 3.17 (σ-άλγεβρα παραγόμενη από τυχαίες μεταβλητές) ΄Εστω

X μία τ.μ. σε έναν μετρήσιμο χώρο (Ω,A). Ορίζουμε ως σ(X)

την ελάχιστη σ-άλγεβρα ως προς την οποία η X παραμένει τ.μ.

(μετρήσιμη). Γενικότερα, ορίζουμε ως σ(Xi, i ∈ I) την ελά-

χιστη σ-άλγεβρα ως προς την οποία όλες οι Xi, i ∈ I, παραμέ-

νουν τ.μ. (το I μπορεί να είναι πεπερασμένο, αριθμήσιμα άπειρο,

ή και οποιοδήποτε άλλο σύνολο δεικτών). Η σ(Xi, i ∈ I)

ονομάζεται σ-άλγεβρα παραγόμενη από τις Xi, i ∈ I. Η

σ(X1, X2, . . . , Xn) συμβολίζεται και ως σ(X), όπουX = (X1, X2, . . . , Xn).

Γενικά ισχύουν τα εξής:

3Στοιχειώδεις ιδιότητες πολυδιαστάτων συναρτήσεων κατανομής μελετώνται στο Κεϕάλαιο ;;.
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Πρόταση 3.18 (i) σ(X) =
{
X−1(B), B ∈ B(R)

}
= X−1 (B(R)).

(ii) σ(X1, X2, . . . , Xn) =
{
X−1(B), B ∈ B(Rn)

}
= X−1 (B(Rn)).

(iii) σ(Xi, i ∈ I) = σ

(∪
i∈I

σ(Xi)

)
.

Απόδειξη: (ii)ΗX = (X1, X2, . . . , Xn) είναι σ(X1, X2, . . . , Xn)–

μετρήσιμη, από τον ορισμό της σ(X1, X2, . . . , Xn). Αυτό ση-

μαίνει ότι το τυχαίο διάνυσμαX είναι σ(X1, X2, . . . , Xn)/B(Rn)—

μετρήσιμο, δηλ. X−1 (B(Rn)) ⊂ σ(X1, X2, . . . , Xn). Τώρα

παρατηρούμε ότι η X−1 (B(Rn)) είναι σ-άλγεβρα στον Ω, οπό-

τε η X είναι και X−1 (B(Rn)) /B(Rn)–μετρήσιμη, κατά τετριμ-

μένο τρόπο. Συνεπώς,

σ(X1, X2, . . . , Xn) ⊂ X−1 (B(Rn)) ,

διότι η σ(X1, X2, . . . , Xn) είναι, εξ΄ ορισμού, η ελάχιστη σ-

άλγεβρα B για την οποία η X είναι B–μετρήσιμη. Το (i), προ-
ϕανώς, προκύπτει από το (ii) για n = 1.

(iii) Προϕανώς σ(Xj) ⊂ σ (Xi, i ∈ I), για κάθε j ∈ I. ΄Αρα,∪
j∈I

σ(Xj) ⊂ σ (Xi, i ∈ I) ,

και συνεπώς, αϕού η σ (Xi, i ∈ I) είναι σ-άλγεβρα,

σ

(∪
j∈I

σ(Xj)

)
⊂ σ (Xi, i ∈ I) .
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Παρατηρούμε τώρα ότι η Xj είναι σ(Xj)–μετρήσιμη, και άρα η

Xj είναι

σ

(∪
j∈I

σ(Xj)

)
–μετρήσιμη,

διότι σ(Xj) ⊂ σ
(∪

j∈I σ(Xj)
)
. ΄Αρα, όλες οιXj είναι σ

(∪
j∈I σ(Xj)

)
–

μετρήσιμες. Επειδή η σ (Xi, i ∈ I) είναι η ελάχιστη σ-άλγεβρα

με αυτήν την ιδιότητα, έπεται ότι

σ (Xi, i ∈ I) ⊂ σ

(∪
j∈I

σ(Xj)

)
,

που αποδεικνύει το ζητούμενο. �

΄Οπως γίνεται ϕανερό από την Πρόταση 3.15 και το Πόρισμα

3.16, αν η f : Rk −→ R είναι Borel, και οι X1, . . . , Xk είναι

τ.μ., τότε η

Y (ω) = f (X1(ω), . . . , Xk(ω))

είναι τ.μ. Στην πραγματικότητα η Y είναι σ(X1, . . . , Xk)–

μετρήσιμη, αϕού

Y −1 (B(R)) = X−1
(
f−1 (B(R))

)
⊂ X−1

(
B(Rk)

)
= σ(X1, . . . , Xk),

λόγω της Πρότασης 3.18. Το σημαντικό όμως είναι ότι ισχύει

και το αντίστροϕο.

Θεώρημα 3.19 (Borel) Ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε να είναι

μία τ.μ. Y , στον μετρήσιμο χώρο (Ω,A), σ(X1, X2, . . . , Xn)–
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μετρήσιμη (όπου X1, X2, . . . , Xn είναι τ.μ. στον (Ω,A)), είναι

να υπάρχει Borel συνάρτηση f : Rn −→ R, τέτοια ώστε

Y (ω) = f (X1(ω), . . . , Xn(ω)) , για κάθε ω ∈ Ω.

Απόδειξη: ΄Οταν Y = f(X1, X2, . . . , Xn) για κάποια Borel συ-

νάρτηση f : Rn −→ R, τότε, σύμϕωνα με τα προηγούμενα,

Y −1 (B(R)) ⊂ σ(X1, X2, . . . , Xn),

και άρα η Y είναι σ(X1, X2, . . . , Xn)–μετρήσιμη.

Ας υποθέσουμε τώρα ότι η Y είναι σ(X1, X2, . . . , Xn)–μετρήσιμη.

Η απόδειξη θα γίνει σε δύο βήματα:

(i) Υποθέτουμε πρώτα ότι η Y είναι απλή τ.μ. ΄Αρα,

Y (ω) =
k∑

i=1

ciIAi
(ω), για κάθε ω ∈ Ω,

όπουAi ∈ σ(X1, X2, . . . , Xn) = σ(X), AiAj = ∅ (για i ̸= j),

A1 ∪ · · · ∪ Ak = Ω, και c1 < · · · < ck. Αϕού Aj = {ω :

Y (ω) = cj} = Y −1 ({cj}) ∈ σ(X), και σ(X) = X−1 (B(Rn))

(Πρόταση 3.18), έπεται ότι υπάρχει Bj ∈ B(Rn), τέτοιο ώστε

X−1(Bj) = {ω : Y (ω) = cj} = Aj.

Θέτουμε

f(x) =
k∑

j=1

cjIBj
(x) : Rn −→ R.
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Προϕανώς η f είναι Borel, διότι f−1 (B(R)) ⊂ σ ({B1, . . . , Bk}) ⊂
B(Rn), αϕού Bj ∈ B(Rn) για j = 1, 2, . . . , k. Επίσης,

f (X1(ω), . . . , Xn(ω)) =
k∑

j=1

cjIAj
(ω) = Y (ω),

και άρα το ζητούμενο ισχύει για απλές Y .

(ii) ΄Εστω ότι η Y είναι τυχούσα, σ(X)–μετρήσιμη, τ.μ. Τότε

η Y είναι τ.μ. στον χώρο (Ω, σ(X)), και συνεπώς, λόγω του

Πορίσματος 3.13, θα υπάρχουν απλές, σ(X)–μετρήσιμες, τ.μ.

Ym(ω), τέτοιες ώστε

lim
m→∞

Ym(ω) = Y (ω), για κάθε ω ∈ Ω.

Λόγω του (i), υπάρχουν Borel συναρτήσεις fm : Rn −→ R,
τέτοιες ώστε

Ym(ω) = fm (X1(ω), . . . , Xn(ω)) .

Θεωρούμε το σύνολο

M =
{
x ∈ Rn : το lim

m
fm(x) υπάρχει

}
.

Λόγω της Πρότασης 3.10(iv) (για (Ω,A) = (Rn,B(Rn))), έ-

πεται ότι M ∈ B(Rn). ΄Αρα, η συνάρτηση

IM(x) : Rn −→ {0, 1}

είναι Borel (διότι I−1
M (B(R)) = {∅,M,M c,Rn} ⊂ B(Rn)),

και συνεπώς (Πρόταση 3.9), οι συναρτήσεις

f̃m(x) = fm(x)IM(x)
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είναι Borel (ως γινόμενο Borel συναρτήσεων). Θέτοντας τώρα

f(x) = lim
m

f̃m(x) =

 lim
m

fm(x), x ∈ M,

0, x /∈ M,

έχουμε ότι η f είναι Borel (Πρόταση 3.10), και

f (X1(ω), . . . , Xn(ω)) = lim
m

f̃m (X1(ω), . . . , Xn(ω))

= lim
m

[
IM (X(ω)) fm (X(ω))

]
= IM (X(ω)) lim

m
Ym(ω)

= IM (X(ω))Y (ω).

Ταυτόχρονα όμως, έχουμε ότι

lim
m

fm (X1(ω), . . . , Xn(ω)) = lim
m

Ym(ω) = Y (ω),

για κάθε ω ∈ Ω, διότι fm (X1(ω), . . . , Xn(ω)) = Ym(ω). Αν,

τώρα, υπήρχε ω ∈ Ω, τέτοιο ώστε (X1(ω), . . . , Xn(ω)) /∈ M ,

τότε θα είχαμε ότι η fm (X1(ω), . . . , Xn(ω)) = Ym(ω) δεν

συγκλίνει (άτοπο, διότι Ym(ω) → Y (ω) για κάθε ω ∈ Ω).

Συνεπώς, ισχύει ότι X(ω) ∈ M για κάθε ω ∈ Ω, που σημαίνει

ότι IM (X(ω)) = 1 για κάθε ω ∈ Ω, και έτσι,

f (X(ω)) = IM (X(ω))Y (ω) = Y (ω), για κάθε ω ∈ Ω,

δηλ. η αποδεικτέα. �
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3.4 Ανεξαρτησία Τυχαίων Μεταβλητών

Η ανεξαρτησία ενδεχομένων, και κλάσεων ενδεχομένων, που

μελετήσαμε στο προηγούμενο κεϕάλαιο, δημιούργησε το κα-

τάλληλο υπέδαϕος για να μελετήσουμε την ανεξαρτησία τ.μ.

Ορισμός 3.20 (ανεξαρτησία τυχαίων μεταβλητών) Οι τ.μ. Xi, i ∈ I,

ενός χώρου πιθανότητας (Ω,A, IP), ονομάζονται (στοχαστικά)

ανεξάρτητες, όταν οι κλάσεις σ(Xi), i ∈ I, είναι ανεξάρτητες.

Παρατηρούμε ότι ο ορισμός αυτός καλύπτει και την πεπε-

ρασμένη περίπτωση (οι X1, X2, . . . , Xn είναι ανεξάρτητες όταν

οι κλάσεις σ(X1), σ(X2), . . . , σ(Xn) είναι ανεξάρτητες), αλλά

και την περίπτωση της ακολουθίας τ.μ., {Xn, n ≥ 1}, η οποία
καλείται ανεξάρτητη ακολουθία, ή ακολουθία ανεξαρτήτων τ.μ., ό-

ταν οι X1, X2, . . . , Xn είναι ανεξάρτητες για κάθε n = 2, 3, . . .

.

Για την απόδειξη του επόμενου θεμελιώδους αποτελέσματος,

σχετικά με την ανεξαρτησία τ.μ., θα χρειαστούμε το παρακάτω

λήμμα.

Λήμμα 3.21 ΄Εστω X : Ω1 −→ Ω2 τυχούσα απεικόνιση (συ-

νάρτηση, όχι κατ΄ ανάγκην μετρήσιμη), και έστω D αυθαίρετη

οικογένεια υποσυνόλων του Ω2, δηλ. D ⊂ P(Ω2). Τότε,

σ
(
X−1(D)

)
= X−1 (σ(D)) .
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Απόδειξη: Προϕανώς D ⊂ σ(D), οπότε και

X−1(D) ⊂ X−1 (σ(D)) .

΄Ομως η X−1 (σ(D)) είναι σ-άλγεβρα στον Ω1, διότι:

(i) Ω1 ∈ X−1 (σ(D)) (επειδή Ω2 ∈ σ(D) και X−1(Ω2) =

Ω1).

(ii) Αν A ∈ X−1 (σ(D)), τότε A = X−1(B) για κάποιο B ∈
σ(D). Τότε όμως Bc = Ω2 r B ∈ σ(D) (αϕού η σ(D)

είναι σ-άλγεβρα στον Ω2), και συνεπώς,

X−1 (Ω2 rB) = Ω1rX−1(B) = Ω1rA ∈ X−1 (σ(D)) .

(iii) Αν η An είναι ακολουθία της X−1 (σ(D)), τότε An =

X−1(Bn) για κάποιο Bn ∈ σ(D), n = 1, 2, . . . . Αϕού

η σ(D) είναι σ-άλγεβρα,
∪∞

n=1Bn ∈ σ(D), και συνεπώς,

X−1 (
∪∞

n=1Bn) ∈ X−1 (σ(D)). Είναι όμωςX−1 (
∪∞

n=1Bn) =∪∞
n=1X

−1 (Bn) =
∪∞

n=1An, και άρα,
∪∞

n=1An ∈ X−1 (σ(D)),

που αποδεικνύει ότι η X−1 (σ(D)) είναι σ-άλγεβρα.

Τώρα προϕανώς, αϕούX−1(D) ⊂ X−1 (σ(D)), και ηX−1 (σ(D))

είναι σ-άλγεβρα, έχουμε ότι

σ
(
X−1(D)

)
⊂ X−1 (σ(D)) .

Προσπαθώντας να αποδείξουμε την αντίστροϕη ανισότητα,

X−1 (σ(D)) ⊂ σ
(
X−1(D)

)
, θεωρούμε την οικογένεια (των
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καλών – βλ. §2.3 του Κεϕ. ;;) υποσυνόλων του Ω2,

B =
{
B ⊂ Ω2 : X

−1(B) ∈ σ
(
X−1(D)

)}
.

Η B είναι σ-άλγεβρα στον Ω2, διότι:

(i) Ω2 ∈ B , επειδή X−1(Ω2) = Ω1 ∈ σ
(
X−1(D)

)
, αϕού η

σ
(
X−1(D)

)
είναι σ-άλγεβρα στον Ω1.

(ii) Αν A ∈ B, τότε X−1(A) ∈ σ
(
X−1(D)

)
, και συνεπώς,(

X−1(A)
)c

= Ω1 rX−1(A) ∈ σ
(
X−1(D)

)
, που σημαίνει

ότι X−1 (Ω2 r A) = Ω1 r X−1(A) ∈ σ
(
X−1(D)

)
. Από

τον ορισμό της B έπεται ότι Ac = Ω2 r A ∈ B.

(iii) Για τυχούσα ακολουθία {An, n ≥ 1} της B, X−1(An) ∈
σ
(
X−1(D)

)
για n = 1, 2, . . ., που σημαίνει ότι

∪∞
n=1X

−1(An) =

X−1 (
∪∞

n=1An) ∈ σ
(
X−1(D)

)
, δηλαδή

∪∞
n=1An ∈ B. Ε-

πομένως, η B είναι σ-άλγεβρα στον Ω2.

Επειδή, προϕανώς,

X−1(D) ⊂ σ
(
X−1(D)

)
,

έπεται ότι η B περιέχει την D, και άρα περιέχει, ως σ-άλγεβρα,
και την σ(D). Από την σχέση σ(D) ⊂ B, και τον ορισμό της
B, προκύπτει ότι

X−1 (σ(D)) ⊂ σ
(
X−1(D)

)
,

δηλαδή το ζητούμενο. �
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Στο σημείο αυτό σημειώνεται ότι η ανεξαρτησία των τ.μ.

X1, X2, . . . , Xn μπορεί να οριστεί και με στοιχειώδη τρόπο, χω-

ρίς χρήση παραγόμενων κλάσεων (πρβλ., π.χ., Χαραλαμπίδης (1991),

Ορισμός 6.1, σελ. 37), ως εξής:

ΟιX1, . . . , Xn καλούνται ανεξάρτητες όταν για κάθε x1, . . . , xn ∈
R ισχύει η σχέση

IP(X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn) = IP(X1 ≤ x1) · · · IP(Xn ≤ xn).

Ο λόγος που αυτός ο ορισμός δεν περιορίζει την γενικότητα

εξηγείται από το κάτωθι σημαντικό αποτέλεσμα.

Θεώρημα 3.22 Τα παρακάτω είναι ισοδύναμα.

(i) Οι τ.μ. X1, X2, . . . , Xn είναι ανεξάρτητες.

(ii) Για κάθε B1, . . . , Bn ∈ B(R), ισχύει ότι

IP(X1 ∈ B1, . . . , Xn ∈ Bn) = IP(X1 ∈ B1) · · · IP(Xn ∈ Bn).

(iii) Για κάθε x1, . . . , xn ∈ R, ισχύει ότι

IP(X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn) = IP(X1 ≤ x1) · · · IP(Xn ≤ xn).

Απόδειξη: (i)⇒(ii). Αϕού οι σ(X1), . . . , σ(Xn) είναι ανεξάρτη-

τες, ισχύει ότι για κάθε A1 ∈ σ(X1), . . . , An ∈ σ(Xn),

IP

(
n∩

j=1

Aj

)
=

n∏
j=1

IP(Aj). (3.4)

΄Ομως, σ(Xj) = X−1
j (B(R)) =

{
X−1

j (B), B ∈ B(R)
}
, και

συνεπώς, για τυχόντα B1, . . . , Bn ∈ B(R), υπάρχουν A1 ∈
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σ(X1), . . . , An ∈ σ(Xn), τέτοια ώστε

Aj = X−1
j (Bj), j = 1, 2, . . . , n.

Τότε όμως, Aj = {ω : Xj(ω) ∈ Bj}, και συνεπώς,
n∩

j=1

Aj = {ω : X1(ω) ∈ B1, . . . , Xn(ω) ∈ Bn},

οπότε η αποδεικτέα είναι αναδιατύπωση της (3.4).

(ii)⇒(iii). Είναι προϕανής, διότι μπορούμε να εκλέξουμε Bj =

(−∞, xj] ∈ B(R), για j = 1, . . . , n.

(iii)⇒(i). Αϕού

IP(X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn) = IP(X1 ≤ x1) · · · IP(Xn ≤ xn)

(3.5)

για κάθε x1, . . . , xn ∈ R, έχουμε ότι

IP

(
n∩

j=1

Aj

)
=

n∏
j=1

IP(Aj) (3.6)

για κάθε A1 ∈ B1, . . . , An ∈ Bn, όπου

Bj = {{ω : Xj(ω) ≤ x}, x ∈ R} , j = 1, 2, . . . , n.

Η (3.6) ισχύει και όταν μερικά Aj = Ω (αρκεί να θέσουμε

τα αντίστοιχα xj = m, στην (3.5), και να πάρουμε όρια για

m → ∞). ΄Αρα οι B1, . . . ,Bn είναι ανεξάρτητες, και, από

το Θεώρημα ;; και το Θεώρημα του Dynkin (Θεώρημα ;;),
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προκύπτει ότι και οι σ(B1), . . . , σ(Bn) είναι ανεξάρτητες (διότι

είναι π-συστήματα). ΄Ομως, λόγω του Λήμματος 3.21, αϕού

Bj = X−1
j (D1), j = 1, 2, . . . , n,

όπου D1 = {(−∞, x], x ∈ R}, έχουμε ότι

σ(Bj) = σ
(
X−1

j (D1)
)
= X−1

j (σ(D1)) = X−1
j (B(R)) ,

δηλαδή σ(Bj) = σ(Xj) για j = 1, 2, . . . , n, που σημαίνει ότι

οι X1, X2, . . . , Xn είναι ανεξάρτητες. �

Το παρακάτω πόρισμα είναι άμεση εϕαρμογή του Θεωρήμα-

τος 3.22 και των αντίστοιχων ορισμών.

Πόρισμα 3.23 (i) Οι τ.μ. Xi, i ∈ I, είναι ανεξάρτητες όταν και

μόνο όταν, για κάθε πεπερασμένη εκλογή δεικτών i1, . . . , in ∈
I (με ik ̸= is για k ̸= s), ισχύει η σχέση

IP(Xi1 ≤ x1, . . . , Xin ≤ xn) = IP(Xi1 ≤ x1) · · · IP(Xin ≤ xn),

για κάθε x1, . . . , xn ∈ R.

(ii) Η ακολουθία τ.μ. {Xn, n ≥ 1} είναι ανεξάρτητη, όταν και
μόνο όταν

IP(X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn) = IP(X1 ≤ x1) · · · IP(Xn ≤ xn),

για κάθε n ≥ 2, και για κάθε x1, . . . , xn ∈ R.

Είναι διαισθητικά προϕανές ότι, τ.μ. που είναι συναρτήσεις

ανεξαρτήτων τ.μ., θα είναι και μεταξύ τους ανεξάρτητες. Για
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παράδειγμα, αν έχουμε μία ακολουθία ανεξαρτήτων τ.μ., έστω

X1, X2, . . ., και θεωρήσουμε τις τ.μ.

Y1 = f1(X1, X4), και Y2 = f2(X2, X3, X5),

που εξαρτώνται από διαϕορετικές Xj, τότε θα πρέπει (διαισθη-

τικά τουλάχιστον) οι Y1, Y2 να είναι ανεξάρτητες τ.μ. (οι f1

και f2 θα πρέπει να θεωρηθούν, ϕυσικά, Borel συναρτήσεις).

Αυτό πράγματι ισχύει, αλλά και για να δειχθεί αυστηρά θα

πρέπει να αποδείξουμε ότι οι σ-άλγεβρες σ(Y1) και σ(Y2) είναι

ανεξάρτητες. Παρατηρούμε ότι για μία τ.μ. Y , της μορϕής

Y = f(X1, X2, . . . , Xn) = f(X) = f ◦X,

όπου f : Rn −→ R Borel συνάρτηση, ισχύει ότι

σ(Y ) = σ(f ◦X) = (f ◦X)−1 (B(R)) = X−1
(
f−1 (B(R))

)
⊂ X−1 (B(Rn)) = σ(X1, X2, . . . , Xn).

΄Αρα, για να δείξουμε ότι οι τ.μ., που εξαρτώνται από διαϕορε-

τικές ομάδες ανεξαρτήτων τ.μ., είναι και μεταξύ τους ανεξάρτη-

τες, είναι αρκετό να δείξουμε το επόμενο γενικό αποτέλεσμα,

το οποίο καλύπτει όλες τις ενδιαϕέρουσες περιπτώσεις που εμ-

ϕανίζονται στην πράξη.



42 Κεϕαλαιο 3. Τυχαιες Μεταβλητες και Ανεξαρτησια

Θεώρημα 3.24 Εάν οι τ.μ.

X11 X12 X13 · · ·
X21 X22 X23 · · ·
...

...
... · · ·

είναι ανεξάρτητες, και θέσουμε Ai = σ(Xi1, Xi2, . . .), δηλ. η

Ai είναι η σ-άλγεβρα που παράγεται από τις τ.μ. της i-οστής

γραμμής, τότε οι σ-άλγεβρες Ai, i ≥ 1, είναι ανεξάρτητες.

[Το θεώρημα αυτό ισχύει και όταν οι γραμμές είναι πεπερα-

σμένες το πλήθος, και όταν οι τ.μ. μερικών (ή και όλων των)

γραμμών είναι πεπερασμένες το πλήθος.]

Απόδειξη: ΄Εστω Di η οικογένεια των πεπερασμένων τομών εν-

δεχομένων της μορϕής {ω : Xij(ω) ∈ B}, όπου B ∈ B(R)
και j ≥ 1. Προϕανώς η Di είναι π-σύστημα, αϕού Ai ∈ Di αν

και μόνο αν

Ai = X−1
ij1

(B1) ∩ · · · ∩X−1
ijk

(Bk), (3.7)

για κάποιους δείκτες 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk, και κάποια Borel

σύνολα B1, . . . , Bk. Εύκολα προκύπτει ότι οι Di, i ≥ 1, είναι

ανεξάρτητες, αϕού τα ενδεχόμενα X−1
ijs

(Bs) είναι ανεξάρτητα,

για s = 1, 2, . . . , k, όπως και τα ενδεχόμενα

X−1
k1s1

(E1), X
−1
k2s2

(E2), . . . , X
−1
kmsm

(Em),

με (kt, st) ̸= (kr, sr) για t ̸= r, και για οποιαδήποτεE1, E2, . . . , Em ∈
B(R).



§3.4. Ανεξαρτησια Τυχαιων Μεταβλητων 43

Επομένως, από το Θεώρημα ;; και το Θεώρημα του Dynkin

(Θεώρημα ;;), προκύπτει ότι οι σ(Di), i ≥ 1, είναι ανεξάρτη-

τες. Αϕού για τυχόντα Borel σύνολα B1, . . . , Bk ∈ B(R),

X−1
ij1

(B1) ∈ σ (Xij1) , . . . , X
−1
ijk

(Bk) ∈ σ (Xijk) ,

έπεται ότι για οποιοδήποτε s ∈ {1, 2, . . . , k},

X−1
ijs

(Bs) ∈
k∪

r=1
σ (Xijr) ⊂

∪
j≥1

σ (Xij) ⊂ σ

(∪
j≥1

σ (Xij)

)
= σ(Xij, j ≥ 1) = Ai.

Επομένως, αϕού κάθε ενδεχόμενο Ai ∈ Di είναι της μορϕής

(3.7), έχουμε Di ⊂ Ai, και έτσι (η Ai είναι σ-άλγεβρα), προ-

κύπτει ότι

σ(Di) ⊂ Ai.

΄Ομως και αντίστροϕα, για κάθε j ≥ 1, σ(Xij) = X−1
ij (B(R)) ⊂

Di (από τον ορισμό της Di), και συνεπώς,
∪
j≥1

σ(Xij) ⊂ Di,

που σημαίνει ότι

Ai = σ(Xij, j ≥ 1) = σ

(∪
j≥1

σ(Xij)

)
⊂ σ(Di),

δηλ. Ai ⊂ σ(Di). Τελικά, Ai = σ(Di), και συνεπώς οι

Ai, i ≥ 1, είναι ανεξάρτητες. �

Παράδειγμα 3.25 (i)Θεωρούμε τις ανεξάρτητες τ.μ.X1, X2, . . . , Xn.

Τότε, για κάθε k ∈ {1, 2, . . ., n− 1}, οι Y1 = X1 + . . .+Xk

και Y2 = Xk+1 + . . . + Xn (όπως και οι Y3 = X1 · · ·Xk και
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Y4 = Xk+1 · · ·Xn) είναι ανεξάρτητες τ.μ.

(ii) Αν η ακολουθία τ.μ. {Xn, n ≥ 1} είναι ανεξάρτητη, και οι
συναρτήσεις fn : R2 −→ R, n ≥ 1, είναι Borel, τότε η ακο-

λουθία τ.μ. {Yn = fn(X2n−1, X2n), n ≥ 1}, είναι ανεξάρτητη.
�

3.5 Νόμος 0–1 του Kolmogorov για Τυχαίες Μεταβλητές

Κατ΄ αναλογία με την περίπτωση ακολουθίας ενδεχομένων, ό-

ταν έχουμε μία ακολουθία τ.μ., μπορούμε να θεωρήσουμε την

τελική τους σ-άλγεβρα.

Ορισμός 3.26 (τελική σ-άλγεβρα ακολουθίας τυχαίων μεταβλητών) Για

οποιαδήποτε ακολουθία τυχαίων μεταβλητών {Xn, n ≥ 1},
ορισμένη στον μετρήσιμο χώρο (Ω,A), η σ-άλγεβρα

T (Xn, n ≥ 1)
ορ.
==

∞∩
n=1

σ(Xn, Xn+1, . . .).

καλείται τελική σ-άλγεβρα (tail σ-field) της ακολουθίας.

Επειδή οι σ(Xn, Xn+1, . . .) είναι σ-άλγεβρες για κάθε n, έπε-

ται ότι η T (Xn, n ≥ 1) είναι πράγματι σ-άλγεβρα, και μάλιστα

A ∈ T (Xn, n ≥ 1) αν και μόνο αν A ∈ σ(Xn, Xn+1, . . .), για

κάθε n ≥ 1.

Αϕού οι (εκτεταμένες) τ.μ.

Y1(ω) = lim infXn(ω), Y2(ω) = lim supXn(ω)
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(και ϕυσικά η Y (ω) = limXn(ω), όταν το όριο υπάρχει για κά-

θε ω ∈ Ω) εξαρτώνται από την τελική συμπεριϕορά της ακολου-

θίαςXn (διότι, π.χ., ισχύει ότι Y2(ω) = infn≥m

(
supk≥nXk(ω)

)
για κάθε m ≥ 1), έπεται ότι για κάθε x ∈ R, τα ενδεχόμενα
Aj(x) = {ω : Yj(ω) ≤ x} ∈ T (Xn, n ≥ 1), για j = 1, 2.

Επίσης, τα ενδεχόμενα

B =

{
ω :

∞∑
n=1

Xn(ω) συγκλίνει

}
και Γ =

{
ω :

1

n

n∑
k=1

Xk(ω) → 0

}
περιέχονται στην T (Xn, n ≥ 1).

Για τα ενδεχόμενα της τελικής σ-άλγεβρας μιας ανεξάρτητης

ακολουθίας τ.μ. έχουμε το εξής σημαντικό θεώρημα.

Θεώρημα 3.27 (νόμος 0–1 του Kolmogorov για τυχαίες μεταβλητές) Αν

το ενδεχόμενο A ανήκει στην τελική σ-άλγεβρα της ανεξάρτη-

της ακολουθίας τυχαίων μεταβλητών {Xn, n ≥ 1} (στον χώρο
πιθανότητας (Ω,A, IP)), τότε IP(A) = 0 ή IP(A) = 1.

Απόδειξη: ΄Εστω T = T (Xn, n ≥ 1). Θεωρούμε την οικογέ-

νεια

A0 =
∞∪
n=1

σ(X1, X2, . . . , Xn).

Η A0 είναι άλγεβρα (και άρα π-σύστημα) στον Ω, διότι:

(i) Ω ∈ A0 (αϕού, π.χ., Ω ∈ σ(X1)).

(ii) Αν A ∈ A0, τότε A ∈ σ(X1, X2, . . . , Xn) για κάποιο n,
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οπότε

Ac ∈ σ(X1, X2, . . . , Xn) ⊂ A0.

(iii) Αν A,B ∈ A0, τότε A ∈ σ(X1, X2, . . . , Xn) και B ∈
σ(X1, . . . , Xm) για κάποια n,m, οπότεA,B ∈ σ(X1, X2, . . . , Xn),

όπου k = max{n,m}, διότι σ(X1, . . . , Xk1) ⊂ σ(X1, . . . , Xk2)

για k1 ≤ k2. Συνεπώς,

A ∪B ∈ σ(X1, . . . , Xk) ⊂ A0.

Επειδή σ(Xn) ⊂ σ(X1, X2, . . . , Xn), για n = 1, 2, . . ., προκύ-

πτει ότι
∞∪
n=1

σ(Xn) ⊂
∞∪
n=1

σ(X1, X2, . . . , Xn) = A0,

και συνεπώς,

σ(X1, X2, . . .) = σ

( ∞∪
n=1

σ(Xn)

)
⊂ σ(A0).

΄Ομως, ισχύει ότι σ(X1, X2, . . . , Xn) ⊂ σ(X1, X2, . . .), για κά-

θε n, και συνεπώς,

A0 =
∞∪
n=1

σ(X1, X2, . . . , Xn) ⊂ σ(X1, X2, . . .),

που σημαίνει ότι και σ(A0) ⊂ σ(X1, X2, . . .). Τελικά,

σ(A0) = σ(X1, X2, . . .).

Αϕού οι τ.μ.

X1 X2 . . . Xn

Xn+1 Xn+2 . . . . . .
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είναι ανεξάρτητες, έχουμε, από το Θεώρημα 3.4, ότι και οι κλά-

σεις

σ(X1, X2, . . . , Xn) και σ(Xn+1, Xn+2, . . .)

είναι ανεξάρτητες. ΄Ομως T ⊂ σ(Xn+1, Xn+2, . . .), και συνε-

πώς, οι κλάσεις

σ(X1, X2, . . . , Xn) και T

είναι ανεξάρτητες, για κάθε n ≥ 1. Ας διαλέξουμε τώρα ένα

B1 ∈ A0 και ένα B2 ∈ T . Τότε, το B1 ∈ σ(X1, X2, . . . , Xn)

για κάποιο n, και συνεπώς, IP(B1B2) = IP(B1)IP(B2). Αυτό

σημαίνει ότι οι κλάσεις

A0 και T

είναι ανεξάρτητες. ΄Ομως είναι και π-συστήματα (ως σ-άλγεβρα

η T – ως άλγεβρα η A0), και συνεπώς, οι κλάσεις

σ(A0) = σ(X1, X2, . . .) και σ(T ) = T

είναι ανεξάρτητες. Αϕού, προϕανώς, T ⊂ σ(X1, X2, . . .), και

οι κλάσεις

T , T

θα είναι ανεξάρτητες, και συνεπώς, για κάθεA ∈ T , IP(AA) =

IP(A)IP(A), που σημαίνει ότι IP(A) = 0 ή 1. �

Ο νόμος 0–1 για τ.μ. επεκτείνει τον νόμο 0–1 για ενδεχόμε-

να. Πράγματι, αν η {An, n ≥ 1} είναι ανεξάρτητη ακολουθία
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ενδεχομένων, τότε η {IAn
(ω), n ≥ 1}, είναι ανεξάρτητη ακο-

λουθία τ.μ., και σ (IAn
) = σ ({An}) = {∅,Ω, An, A

c
n}. Ε-

πίσης, ισχύει ότι σ
(
IAn

, IAn+1
, . . .

)
= σ ({An, An+1, . . .}) για

κάθε n, και συνεπώς,

T (IAn
, n ≥ 1) = T ({An, n ≥ 1}) .

Ασκήσεις Κεϕ. 3:

3.1. ΄Εστω X : Ω1 −→ Ω2 μία (αυθαίρετη) συνάρτηση, και

Ai, i ∈ I, υποσύνολα του Ω2 (όπου I αυθαίρετο σύνολο δει-

κτών). Δείξτε ότι

X−1
(∪
i∈I

Ai

)
=
∪
i∈I

X−1(Ai),

X−1
(∩
i∈I

Ai

)
=
∩
i∈I

X−1(Ai),

X−1(Ω2 r A) = Ω1 rX−1(A), για κάθε A ⊂ Ω2.

Εξετάστε αν ισχύουν τα εξής: Για τυχόντα Bj, j ∈ J , υποσύ-

νολα του Ω1,

X
(∪
j∈J

Bj

)
=
∪
j∈J

X(Bj), X
(∩
j∈J

Bj

)
=
∩
j∈J

X(Bj),

όπου X(B) = {X(ω), ω ∈ B}.
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3.2. ΄Εστω X,Y δύο τ.μ. στον χώρο πιθανότητας (Ω,A, IP),

οι οποίες ικανοποιούν την εξής ιδιότητα:

Για κάθε r1, r2 ∈ Q (το σύνολο των ρητών),

IP[X ≤ r1, Y ≤ r2] = IP[X ≤ r1] IP[Y ≤ r2] .

Είναι οι X,Y ανεξάρτητες;

Αν ικανοποιούν την ιδιότητα:

Για κάθε x, y ∈ R, IP[X < x, Y ≥ y] = IP[X < x] IP[Y ≥ y] ,

είναι οι X,Y ανεξάρτητες;

3.3. Εάν οι τ.μ. X1, X2, . . . , Xn, του χώρου πιθανότητας

(Ω,A, IP), είναι απλές τ.μ., τότε ικανή και αναγκαία συνθή-

κη για είναι ανεξάρτητες είναι η εξής:

Για κάθε x1, . . . , xn ∈ R, IP[X1 = x1, . . . , Xn = xn] = IP[X1 = x1] · · · IP[Xn = xn] .

3.4. Σχετικά με την απόδειξη του Πορίσματος 3.13, πώς προ-

κύπτει ότι

|Xn| = (Xn)
+ + (Xn)

−, και Xn = (Xn)
+ − (Xn)

− ;

[οπότε X+
n = (Xn)

+, και X−
n = (Xn)

−]

3.5. (συναρτήσεις Rademacher) Στον χώρο πιθανότητας ((0, 1),B ((0, 1)) , λ),

όπου λ το μέτρο Lebesgue, θεωρούμε την διαμέριση

(0, 1) =
2n−1∪
k=0

∆k,n,
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όπου

∆k,n =

(
k

2n
,
k + 1

2n

]
, k = 0, 1, . . . , 2n − 2,

∆2n−1,n =

(
1− 1

2n
, 1

)
.

΄Εστω

Rn(ω)
ορ.
==

2n−1∑
k=0

(−1)k+1I∆k,n
(ω), 0 < ω < 1, n = 1, 2, . . . ,

η ακολουθία των συναρτήσεων Rademacher. Εξετάστε εάν η

ακολουθία {Rn, n ≥ 1} είναι ανεξάρτητη (αϕού πρώτα δείξετε
ότι είναι ακολουθία τ.μ. στον χώρο αυτό).

3.6. ΄Εστω R = [−∞,+∞] = R ∪ {−∞,+∞}. Θέτουμε
D1 = {[−∞, x], x ∈ R} καιD1 = {[−∞, x], x ∈ R}. Δείξτε
ότι

B(R) = σ(D1) = σ(D1),

και ότι B(R) = {B ∪ Γ : B ∈ B(R), Γ ⊂ {−∞,+∞}}.

3.7. ΄Εστω (Ω,A, IP) ένας χώρος πιθανότητας, X : Ω −→ R
μία τ.μ., και f : R −→ R μία συνάρτηση Borel. Δείξτε ότι οι
τ.μ. X και f(X) είναι ανεξάρτητες όταν και μόνο όταν

Υπάρχει α ∈ R, τέτοιο ώστε IP[f(X) = α] = 1.

[Η παραπάνω συνθήκη διαβάζεται ως «η f(X) είναι σταθερή

με πιθανότητα 1».]
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3.8. Δείξτε ότι η ακολουθία τ.μ. {Xn, n ≥ 1} είναι ανεξάρτη-
τη όταν και μόνο όταν οι κλάσεις σ(X1, . . . , Xn−1) και σ(Xn)

είναι ανεξάρτητες, για n = 2, 3, . . . .

3.9. Μία συνάρτηση X : Ω −→ R, με X(Ω) πεπερασμένο

(δηλ. {X(ω), ω ∈ Ω} = {c1, . . . , cn} για κάποιους πραγματι-
κούς αριθμούς c1 < · · · < cn), είναι απλή τ.μ. όταν και μόνο

όταν {ω : X(ω) = x} ∈ A για κάθε x ∈ R. Δώστε πα-
ράδειγμα μη μετρήσιμης συνάρτησης X : Ω −→ R, η οποία
ικανοποιεί την συνθήκη αυτή, αν και δεν είναι τ.μ.

3.10. (i) Δείξτε ότι η X είναι μετρήσιμη ως προς μία σ-

άλγεβρα A όταν και μόνο όταν σ(X) ⊂ A.
(ii) Η X είναι {∅,Ω}–μετρήσιμη εάν και μόνο εάν η X είναι
σταθερή.

(iii) Εάν η X είναι A–μετρήσιμη και IP(A) = 0 ή 1 για

κάθε A ∈ A, τότε υπάρχει σταθερά α ∈ R τέτοια ώστε
IP[X = α] = 1 (δηλ. η X είναι σταθερή με πιθανότητα 1).

(iv) Για μία ανεξάρτητη ακολουθία τ.μ. {Xn, n ≥ 1} του χώ-
ρου πιθανότητας (Ω,A, IP),

IP

[{
ω :

∞∑
n=1

Xn(ω) συγκλίνει

}]
= 0 ή 1.

(v) Για τις συναρτήσεις Rademacher (΄Ασκηση 3.5) {Rn, n ≥
1}, ισχύει ότι
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λ

({
ω :

1

n

n∑
k=1

Rk(ω) → 0

})
= 0 ή 1.

3.11. Κάθε αύξουσα συνάρτηση f : R −→ R είναι (εκτετα-

μένη) Borel συνάρτηση.


