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Μέθοδοι Monte Carlo Εισαγωγή

΄Οταν αναφερόµαστε σε µεθόδους Monte Carlo ουσιαστικά

αναφερόµαστε σε µεθόδους που χρησιµοιούν την προσωµοίωση.

Βασική ιδέα : Ακόµα και αν έχουµε απουσία γνώσης αναφορικά µε την

κατανοµή µιας στατιστικής συνάρτησης αν µπορούµε να

προσωµοιώσουµε τιµές αυτής της συνάρτησης τότε στην

πραγµατικότητα γνωρίζουµε πολλά πράγµατα γιάυτή.



΄Ελεγχοι Monte Carlo

Πως λειτουργούν ;

Προσωµοιώνουµε πολλά δείγµατα από τη µηδενική υπόθεση και για

κάθε δείγµα υπολογίζουµε την τιµή της ελεγχοσυνάρτησης. Οι τιµές

αυτές αποτελούν µια καλή προσέγγιση της κατανοµής της

ελεγχοσυνάρτησης και εποµένως συγκρινοντάς τες µε την

παρατηρούµενη τιµή της ελεγχοσυνάρτησης καταλήγουµε σε

συµπερασµα.



΄Ελεγχοι Monte Carlo: Ποιά η διαφορά µε τους ελέγχους

τυχαιοποίησης ;

Στους ελέγχους τυχαιοποίησης η µηδενική υπόθεση υποθέτει απουσία

δοµής. Χρησιµοποιόντας την απουσία δοµής δηµιουργούµε πολλά

δείγµατα και για να προσεγγίσουµε την κατανοµή της

ελεγχοσυνάρτησης.

ΣΤους ελέγχους Monte Carlo προσοµοιώνουµε από την κατανοµή που

η µηδενική υπόθεση καθορίζει. Σε πολλές περιπτώσεις χρειάζεται να

γνωρίζουµε την κατανοµή του πληθυσµού.



Τα ϐήµατα για τον έλεγχο Monte Carlo:

Βήµα 1ο : Θέσε τη µηδενική και την εναλλακτική υπόθεση

Βήµα 2ο : ∆ιάλεξε την ελεγχοσυνάρτηση.

Βήµα 3α : Προσοµοίωσε k δείγµατα µεγέθους n (το µέγεθος του

δικού µας πραγµατικού δείγµατος) από τη µηδενική υπόθεση

(αυτό συνήθως σηµαίνει από την κατανοµή και τις παραµέτρους

που υπονοεί η µηδενική υπόθεση)

Βήµα 3β: Για κάθε δείγµα που δηµιούργησες υπολόγισε την τιµή

της ελεγχοσυνάρτησης.

Βήµα 4ο : Συγκρίνοντας την τιµή της ελεγχοσυνάρτησης για τα

πραγµατικά δεδοµένα µε αυτές τις τιµές από τα δείγµατα που

προσοµοίωσες, εκτίµησε το p − value ως

p − value =
m + 1

k + 1
,

όπου m µετράει πόσες ϕορές η τιµή της ελεγχοσυνάρτησης από

τα προσοµοιωµένα δείγµατα είναι πιο ακραία από αυτή που

παρατηρήσαµε.



Παράδειγµα Ι

Σε ένα εργοστάσιο, οι χρόνοι σε µέρες που µεσολάβησαν ανάµεσα

σε δύο διαδοχικές ϐλάβες ενός µηχανήµατος καταγράφηκαν µε σκοπό

να µελετηθεί η συχνότητα εµφάνισης ϐλαβών. Οι 12 παρατηρήσεις που

πάρθηκαν ήταν οι εξής

0.18, 0.89, 0.61, 0.23, 0.16, 0.37, 0.29, 0.03, 0.05, 0.47, 1.17, 0.24

Να ελεγχθεί η µηδενική υπόθεση ότι ο µέσος χρόνος m ανάµεσα σε

δύο διαδοχικές ϐλάβες είναι 1 µέρα ξέροντας πως η κατανοµή του

χρόνου είναι η εκθετική

Α. Αν η εναλλακτική είναι πως µ > 1

Β. Αν η εναλλακτική είναι πως µ < 1

Γ. Αν η εναλλακτική είναι πως µ 6= 1



Ελεγχοσυνάρτηση για το παράδειγµα Ι :

T = x̄ − 1

H0: T = 0

Απορρίπτουµε τη µηδενική υπόθεση αν :

Για την περίπτωση Α : οι τιµές της T είναι µεγάλες (δεξιά ουρά).

Για την περίπτωση Β: οι τιµές της T είναι µικρές (αριστερή ουρά).

Για την περίπτωση Γ: οι τιµές της T είναι και στις δύο ουρές.

∆ηλαδή για αυτή την περίπτωση η ελεγχοσυνάρτηση είναι : |T |.



Ο έλεγχος για το παράδειγµα Ι :

Για την περίπτωση Α µετράµε πόσες παρατηρήσεις είναι

µεγαλύτερες από −0.61 που πήραµε για το δείγµα µας.

Για την περίπτωση Β µετράµε πόσες παρατηρήσεις είναι

µικρότερες από −0.61 που πήραµε για το δείγµα µας.

Για την περίπτωση Γ µετράµε πόσες παρατηρήσεις είναι

µικρότερες από −0.61 και πόσες µεγαλύτερες από 0.61.



Παράδειγµα ΙΙ

Σε µια αγωνιστική του πρωταθλήµατος ποδοσφαίρου σηµειώθηκαν

συνολικά σε κάθε παιχνίδι τα γκολ που ϕαίνονται στον παρακάτω

πίνακα. Θέλουµε να απαντήσουµε στο ερώτηµα κατά πόσο τα

δεδοµένα ακολουθούν την κατανµή Poisson.

Αριθµός Γκολ Συχνότητα (Αριθµός οµάδων )

0 6

1 3

2 4

3 2

4 1



Ο έλεγχος

Ο έλεγχος που ϑέλουµε να κάνουµε είναι ένας έλεγχος καλής

προσαρµογής. Επειδή δεν έχουµε καµιά πληροφορία σχετικά µε την

παράµετρο της κατανοµής Ποισσον ϑα πρέπει να την εκτιµήσουµε.

Εποµένως η µηδενική υπόθεση είναι :

H0: η κατανοµή είναι Poisson έναντι της

H1: η κατανοµή δεν είναι Poisson



΄Αλλη εναλλακτική

Επειδή η εναλλακτική είναι πολύ γενική ϑα υποθέσουµε πως η

εναλλακτική είναι η :

H1: η κατανοµή είναι Αρνητική ∆ιωνυµική.

Πρέπει : Να ϐρούµε κάποια ποσότητα που χαρακτηρίζει την κατανοµή

σε σχέση µε την εναλλακτική.



Ποια ιδιότητα χαρακτηρίζει την κατανοµή Poisson;

Για την περίπτωση της Poisson ξέρουµε πως έχει την ιδιότητα να έχει

µέση τιµή και διακύµανση ίσες κάτι που δεν ισχύει για την αρνητική

διωνυµική. ΄Αρα, µια ελεγχοσυνάρτηση που µπορούµε να

χρησιµοποιήσουµε είναι η :

T =
s2

x̄

για την οποία περιµένουµε τιµές κοντά στο 1 αν τα δεδοµένα είναι από

την κατανοµή Poisson ενώ αν προέρχονται από την αρνητική διωνυµική

οι τιµές πρέπει να είναι µεγαλύτερες από τη µονάδα.



Ο έλεγχος για το παράδειγµα ΙΙ είναι :

Προσοµοιώνουµε k , έστω 99, δείγµατα από την κατανοµή Poisson

µε παράµετρο 1.31 (ο µέσος των τιµών του δείγµατος που

έχουµε). Κάθε τέτοιο δείγµα έχει 16 παρατηρήσεις. Η εκτιµήτρια

µεγίστης πιθανοφάνειας για την παράµετρο της κατανοµής

Ποισσον είναι η µέση τιµή του δείγµατος.

Για κάθε δείγµα υπολογίζουµε την ελεγχοσυνάρτηση

Στη συνέχεια ϐρίσκουµε πόσες από τις 99 τιµές της

ελεγχοσυνάρτησης είναι πιο µεγάλες από αυτή του δείγµατος

µας.



Συµπεράσµατα

Σχετικά µε την επιλογή της ελεγχοσυνάρτησης, τον αριθµό των

επαναλήψεων και την εκτίµηση του p − value, ισχύει ότι και στους

ελέγχους τυχαιοποίησης.

Στους ελέγχους Monte Carlo χρησιµοποιούµε επιπλέον την

πληροφορία που έχουµε σχετικά µε την κατανοµή του πληθυσµού.

Οι έλεγχοι αυτοί είναι ιδιαίτερα χρήσιµοι για ελέγχους καλής

προσαρµογής όπου η µηδενική υπόθεση µας κατευθύνει για την

κατανοµή από την οποία ϑα προσοµοιώσουµε τα δείγµατα µας.


