
Ο αλγόριθµος ΕΜ

Ο αλγόριθµος ΕΜ αποτελεί µία αριθµητική µέθοδο που χρησιµοποιείται

για την εύρεση εκτιµητριών ΜΠ για συγκεκριµένα προβλήµατα. Επειδή

έχει κατασκευαστεί µε στατιστικές τεχνικές προσφέρει αρκετή

πληροφορία στην επίλυση στατιστικών προβληµάτων. Ο αλγόριθµος ΕΜ

µελετήθηκε διεξοδικά από τους Dempster (1977). Ο αλγόριθµος

προϋπήρχε σε διάφορες µορφές πριν από αυτή τη χρονολογία

(πρωτοεµφανίστηκε στις αρχές του 1900).



Ο αλγόριθµος ΕΜ: η ϐασική ιδέα

Η ϐασική ιδέα είναι να αυξήσουµε τα παρατηρούµενα δεδοµένα µε

κάποια µη παρατηρούµενα δεδοµένα (δεδοµένα που λείπουν missing).

΄Οταν αναφερόµαστε σε δεδοµένα missing δεν σηµαίνει απαραίτητα

ότι είναι missing µε την κλασική έννοια, αλλά µπορούµε να τα

ϑεωρήσουµε σαν missing για την ευκολία της εκτίµησης. Αυτή η

διαδικασία (να αυξήσουµε τα παρατηρούµενα δεδοµένα µε κάποια

missing δεδοµένα) ονοµάζεται data augmentation.



Παραδείγµατα από ¨missing data¨ Ι

Missing Data (κάποιες µεταβλητές για κάποιες παρατηρήσεις δεν

έχουν παρατηρηθεί. ∆ηλαδή ο πίνακας δεδοµένων δεν είναι

πλήρης.)

Λογοκριµένες παρατηρήσεις (π.χ. στην ανάλυση επιβίωσης για

κάποιους ασθενείς γνωρίζουµε ότι επιβίωσαν µέχρι κάποια

χρονική στιγµή αλλά δεν γνωρίζουµε κάτι για µετά (είτε γιατί

τέλειωσε η έρευνα, είτε γιατί τα άτοµα αποσύρθηκαν από αυτήν)

Περικοµµένες παρατηρήσεις (κάποιες παρατηρήσεις δεν

µπορούν να παρατηρηθούν λόγο περιορισµών στο σχέδιο

δειγµατοληψίας)

Οµαδοποιηµένα δεδοµένα (γνωρίζουµε το διάστηµα µέσα στο

οποιό πέφτει κάποια παρατήρηση αλλά δεν γνωρίζουµε την ακριβή

τιµή της παρατήρησης. π.χ. έρευνες µε χρήση ερωτηµατογίων).



Παραδείγµατα από ¨missing data¨ ΙΙ

Μείξεις (Πολλά µοντέλα και πολλές κατανοµές προκύπτουν από

απλούστερα µοντέλα (κατανοµές) µέσα από τη διαδικασία της

µείξης.)

Συνελίξεις κατανοµών (Convolutions) (η τ.µ. που παρατηρούµε

είναι το άθροισµα δύο επιµέρους τ.µ., όµως εµείς παρατηρούµε

µόνο το άθροισµα και όχι τις επιµέρους τιµές)

Τυχαία αθροίσµατα (παρατηρούµε µια τυχαία µεταβλητή που

προκύπτει ως άθροισµα ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών (τις οποίες

δεν παρατηρούµε) των οποίων όµως το πλήθος δεν είναι σταθερό

αλλά τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί κάποια διακριτή κατανοµή)

Λανθάνοντα (Hidden) Μοντέλα Μάρκοβ (µοντέλα για εξαρτηµένα

δεδοµένα. Παρατηρούµε µια χρονολογική σειρά, η τιµή όµως

κάθε χρονική στιγµή εξαρτάται από µια µη παρατηρούµενη

κατάσταση (state). Παρατηρούµε µόνο την τιµή και όχι τις

καταστάσεις σε κάθε χρονική στιγµή).



ΕΜ: Η ιδέα

΄Εστω ότι ϑέλουµε να µεγιστοποιήσουµε την πιθανοφάνεια L(θ | Y ),

όπου Y είναι τα παρατηρούµενα δεδοµένα. Αυξάνουµε τα

παρατηρούµενα δεδοµένα Y µε επιπρόσθετα (µη παρατηρούµενα)

δεδοµένα Z έτσι ώστε η πιθανοφάνεια L(θ | Y , Z) να είναι ευκολότερο

να µεγιστοποιηθεί. Ο αλγόριθµος προχωράει εκτιµώντας τα Z από την

τρέχουσα εκτίµηση της L(θ | Y ) (E-step) και µεγιστοποίηση της

L(θ | Y , Z) ως προς θ χρησιµοποιώντας για Z τις τιµές που προέκυψαν

από το E-step. Μπορεί να αποδειχθεί ότι η πιθανοφάνεια αυξάνεται σε

κάθε επανάληψη.



ΕΜ: πως δουλεύει

∆οθέντος µίας εκτίµησης για το θ(r) ορίζουµε τη συνάρτηση

Q(θ, θ(r)) =

∫
Z

log L(θ | Y , Z)P(Z | θ(r), Y )dZ

= E(log L(θ | Y , Z))

και P(Z | θ(r), Y ) είναι η ¨posterior¨ κατανοµή του Z δοθέντος της

τρέχουσας εκτίµησης και των δεδοµένων. Ο αλγόριθµος ΕΜ ορίζεται

ως :

∆οθέντος της παρούσας εκτίµησης θ(r)

1 E-step Υπολόγισε Q(θ, θ(r))

2 M-step Μεγιστοποίησε Q(θ, θ(r)) ως προς θ.



ΕΜ ; Πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα

Πλεονεκτήµατα

Εκτιµήσεις σε αποδεκτό εύρος όταν οι αρχικές τιµές είναι σε

αποδεκτό εύρος.

Εύκολος προγραµµατιστικά

Ενδιαφέρουσα Στατιστική ερµηνεία

Υπο-προϊόντα του αλγόριθµου είναι χρήσιµα για περαιτέρω

στατιστική συµπερασµατολογία.

Μειονεκτήµατα

Αργή σύγκλιση (ποιο αργή από Newton-Raphson για παράδειγµα)

Εντοπισµός τοπικών αντί για ολικά µέγιστα (απαιτείται η χρήση

πολλών αρχικών τιµών)

Η λύση εξαρτάται από τις αρχικές τιµές.



Χρήσιµα στοιχεία

Συνήθως ο αλγόριθµος χρειάζεται µόνο ένα µικρό αριθµό

επαναλήψεων για να προσεγγίσει τη λύση αλλά όταν είναι κοντά

στη λύση µπορεί να χρειαστεί πολύς χρόνος για να εντοπίσει τη

λύση. Μία χρήσιµη ιδέα είναι να χρησιµοποιηθεί αρχικά ο

αλγόριθµος ΕΜ για την προσέγγιση της λύσης και µετά κάποιος

άλλος αλγόριθµος όπως ο Newton-Raphson για τον εντοπισµό της

Η πιθανοφάνεια µπορεί να συνεχίσει να αυξάνεται ενώ οι

παράµετροι µπορεί να ϕαίνεται ότι έχουν σταθεροποιηθεί. Το

κριτήριο τερµατισµού είναι σηµαντικό.

Ο ϱυθµός σύγκλισης εξαρτάται στην πληροφορία που λείπει. Αν η

πληροφορία που λείπει είναι µεγάλη τότε ο αλγόριθµος µπορεί να

είναι πολύ αργός.



Συνθήκες τερµατισµού

Βάση της µεταβολής στην πιθανοφάνεια

Σταµάτα τις επαναλήψεις όταν :∣∣∣L(r+1) − L
(r)

L(r+1)

∣∣∣ ≤ tol

Βάση των µεταβολών στις παραµέτρους

Σταµάτα τις επαναλήψεις όταν :

maxj

(
|θ(r+1)

j
− θ(r)

j
|
)
≤ tol

Και οι 2 συνθήκες υποδεικνύουν έλλειψη προόδου παρά σύγκλιση !



Ο αλγόριθµος ΕΜ στην εκθετική οικογένεια

Εάν η πιθανοφάνεια για τα πλήρη δεδοµένα ανήκει στη εκθετική

οικογένεια τότε για τη µεγιστοποίηση στο M-step απαιτούνται µόνο

επαρκείς στατιστικές ποσότητες. Σε αυτή την περίπτωση το E-step

εµπλέκει µόνο :

Απλές αναµενόµενες τιµές (αναµενόµενες τιµές απλών

συναρτήσεων)

Στο E-step δεν χρειαζόµαστε την αναµενόµενη τιµή της κάθε

παρατήρησης αλλά την αναµενόµενη τιµή µιάς (επαρκής)

στατιστικής ποσότητας το οποίο είναι ποιο απλό και γρήγορο.



Τυπικά σφάλµατα

Μιας και ο ΕΜ αποφεύγει τον υπολογισµό των δεύτερων παραγώγων τα

τυπικά σφάλµατα δεν είναι διαθέσιµα µετά τον τερµατισµό του

αλγορίθµου. Μία λύση για αυτό το Ϲήτηµα µπορεί να είναι η ¨missing

information principle¨:

Observed Information = Complete Information - Missing Information

Αυτό γράφεται ως :

−d
2`(θ | Y )
dθidθj

=

[
−d

2
Q(θ, φ)

dθidθj

]
φ=θ

−
[
−d

2
H(θ, φ)

dθidθj

]
φ=θ

Χωρίς τα missing data ο πρώτος όρος στη δεξιά πλευρά ϑα ήταν ο

πίνακας πληροφορίας. ΄Ενα χρήσιµο αποτέλεσµα είναι το ακόλουθο :
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Υπάρχουν και άλλες µεθοδολογίες για την εξαγωγή τυπικών σφαλµάτων

από την ιστορία του αλγόριθµου ΕΜ (παρόλο που δεν ϑα τις

συζητήσουµε εδώ).



Παράδειγµα 1:

Το παράδειγµα αφορά τη γενετική σύνδεση 197 Ϲώων. Τα Ϲώα

κατανέµονται σε 4 κατηγορίες :

Y = (y1, y2, y3, y4) = (125, 18, 20, 34)

µε πιθανότητες κελιών :

π = (π1, π2, π3, π4) =

(
1

2
+
θ

4
,

1− θ
4

,
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4
,
θ

4

)
Θέλουµε να ϐρούµε εκτιµήσεις µέγιστης πιθανοφάνειας για το θ.

Αριθµητικές µέθοδοι απαιτούνται για τη µεγιστοποίηση της

πιθανοφάνειας.



Παράδειγµα 1: Αύξηση των δεδοµένων

Αυξάνουµε τα παρατηρούµενα δεδοµένα Y διαιρώντας το πρώτο κελί

σε δύο κελιά. ΄Εστω X = (x0, x1, x2, x3, x4) τα αυξηµένα δεδοµένα, µε

xi = yi , i = 2, 3, 4 και x0 + x1 = y1, όπου οι πιθανότητες για το x0 και το

x1 είναι 1/2 και θ/4, αντίστοιχα.

Η παρατηρούµενη πιθανοφάνεια είναι :

L(θ | Y ) ∝ (2 + θ)y1(1− θ)y2+y3θy4

ενώ η πλήρης πιθανοφάνεια είναι :

L(θ | X) ∝ (1− θ)x2+x3θx4+x1

η οποία είναι πολύ ποιο εύκολη. Επιπλέον,

x1 | θ, Y ∼ Binomial(125, θ
θ+2

) (χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι :

θ
θ+2

= θ/4

θ/4+1/2
).



Παράδειγµα 1: Ο αλγόριθµος ΕΜ

E-step: Υπολόγισε

E(x1 | θ, Y ) =
125θ

θ + 2
= t

M-step: Πάρε νέα τιµή για το θ ως :

θ(new) =
t + x4

t + x2 + x3 + x4

Στο παράδειγµα µας ξεκινώντας από θ(0) = 0.40 ο αλγόριθµος

συγκλίνει µετά από 8 επαναλήψεις µε κριτήριο τερµατισµού αν η

διαφορά ανάµεσα σε δύο διαδοχικές εκτιµήσεις που παίρνουµε είναι

µικρότερη από 10−6. Οι διαδοχικές τιµές για τις εκτιµήσεις είναι :

(0.4, 0.5906643, 0.6218892, 0.6261642, 0.6267342,

0.6268099, 0.626820, 0.6268213, 0.6268215).



Παράδειγµα 1 : Ο αλγόριθµος ΕΜ : Περισσότερες

λεπτοµέρειες

Από τη ϑεωρία, το E-step είναι απλά ο υπολογισµός του

Q(θ, θ(r)) =

∫
Z

log L(θ | Y , Z)P(Z | θ(r), Y )dZ = E(log L(θ | Y , Z))

= constant + E [(x2 + x3) log(1− θ) + (x1 + x4) log θ]

= constant + (x2 + x3) log(1− θ) + (E [x1] + x4) log θ

η αναµενόµενη τιµή υπολογίζεται ως προς την δεσµευµένη κατανοµή

του x1 | Y , θ(r).

Στο M-step αντικαθιστούµε την αναµενόµενη τιµή από το E-step και

µεγιστοποιούµε σα συνάρτηση του θ. Αυτό αντιστοιχεί σε

µεγιστοποίηση της λογαριθµοπιθανοφάνειας των πλήρη δεδοµένων,

όπου τα µη παρατηρούµενα δεδοµένα αντικαθιστούνται από τις

αναµενόµενες τιµές τους (συγκεκριµένα, οι συναρτήσεις που

εµπλέκονται στην λογαριθµοπιθανοφάνεια των πλήρη δεδοµένων

εκτιµώνται από τις αναµενόµενες τιµές τους.)



Παράδειγµα 1 : ο αλγόριθµος NR

Για αυτό το παράδειγµα ο αλγόριθµος NR εκτελεί τις επαναλήψεις

χρησιµοποιώντας :

θ(new) = θ −
y1

2+θ −
y2+y3

1−θ + y4

θ

− y1

(2+θ)2 − y2+y3

(1−θ)2 − y4

θ2

Ξεκινώντας από τις ίδιες αρχικές τιµές ο αλγόριθµος χρειάζεται 4

επαναλήψεις προκειµένου να καταλήξει στην ίδια τιµή. Οι διαδοχικές

τιµές είναι :

(0.6170669, 0.6269629, 0.6268215, 0.6268215)



Παράδειγµα 1 : ο αλγόριθµος NR: περισσότερες

λεπτοµέρειες

Παρατηρούµενος Fisher-Information matrix :

J(θ) =
y1

(2 + θ)2
+

y2 + y3

(1− θ)2
+

y4

θ2

Αναµενόµενος Fisher Information matrix :

I(θ) =
n

4(2 + θ)2
+

2n

4(1− θ)2
+

n

4θ2

Η updated τιµή της παραµέτρου δίνεται από τη σχέση :

θ(new) = θ −
y1

2+θ −
y2+y3

1−θ + y4

θ

− n

4(2+θ) −
2n

4(1−θ)2 − n

4θ2


