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Πρόλογος

But what is geometry? ... The best definition so

far offered is due to a distinguished American

geometer [Oscar Veblen]: ‘‘ Geometry is what ge­

ometers do’’. If it be asked what geometers do,

the reply is equally satisfying: ‘‘Geometers do ge­

ometry’’. These definitions were not intended fa­

cetiously. They were a frank acknowledgement

that to a majority of those who call themselves

geometers, all things are geometry.

E. T. Bell [6, p. 419]

Οι σηµειώσεις αυτές σκοπεύουν να καλύψουν διδακτικές ανάγκες ενός µέρους

µεταπτυχιακών µαθηµάτων (∆ιαφορικής) Γεωµετρίας, που διδάσκουµε στο Τµή-

µα Μαθηµατικών του Πανεπιστηµίου Αθηνών.

Στην παρούσα δεύτερη έκδοση διορθώνονται διάφορα τυπογραφικά και άλλα

vii
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σφάλµατα της πρώτης έκδοσης (του 2007), ενώ υπάρχουν αρκετές αλλαγές ή

συµπληρώσεις σε αποδείξεις και ορισµένα σηµεία του κειµένου.

΄Εχει αναδιαταχθεί το Κεφάλαιο 4, στο οποίον προστέθηκε (µετά την αναδιάτα-

ξη του περιεχοµένου του) η νέα Παράγραφος 4.3, που διαπραγµατεύεται τις

οριζόντιες ανυψώσεις διανυσµατικών πεδίων.

Επίσης έχουν προστεθεί δύο νέα κεφάλαια. Στο πρώτο, Κεφάλαιο 7, συµπλη-

ϱώνεται η ϑεωρία των συνοχών σε διανυσµατικές δέσµες (που άρχισε στο Κε-

ϕάλαιο 6). Ακριβέστερα, µελετώνται οι συνοχές αυτές ως διασπάσεις καταλλήλων

ακριβών ακολουθιών διανυσµατικών δεσµών, ως παραγωγίσεις, και ως απεικο-

νίσεις συνοχής. Στο νέο Κεφάλαιο 8, η µελέτη των συνοχών σε πρωτεύουσες

δέσµες (που ήταν αντικείµενο του Κεφαλαίου 4) συµπληρώνεται µε τη µελέτη

αυτών των συνοχών ως διασπάσεων G-ισοµεταβλητών διανυσµατικών δεσµών,

όπου G είναι η δοµική οµάδα της πρωτεύουσας δέσµης.

Τέλος, µε τη ϐοήθεια υπερσυνδέσµων (hyperlinks), ο αναγνώστης της ηλεκτρο-

νικής µορφής των σηµειώσεων έχει τώρα τη δυνατότητα της άµεσης πρόσβασης

στις αναφορές εντός κι εκτός κειµένου.

Η πλήρης διδασκαλία του συνόλου των σηµειώσεων αυτών απαιτεί περίπου δύο

διδακτικά εξάµηνα. Η ποικιλία των παρουσιαζοµένων ϑεµάτων οδηγεί, µε κατάλ-

ληλη επιλογή της ύλης, στη διαµόρφωση δύο (ϕαινοµενικά ανεξαρτήτων µεταξύ

τους) ενοτήτων, µία στο πλαίσιο των διανυσµατικών δεσµών και µία στο πλαί-

σιο των πρωτευουσών δεσµών. Αυτό επιτρέπει τη διδασκαλία δύο αντιστοίχων

εξαµηνιαίων µαθηµάτων, ανάλογα µε τα ενδιαφέροντα των διδασκόντων και τη

σύνθεση του ακροατηρίου.

Επόµενος στόχος µας είναι η συµπλήρωση των σηµειώσεων αυτών µε µερικές

ακόµη ϐασικές έννοιες (όπως, Καµπυλότητα, Θεώρηµα Chern­Weil, Μετασχη-

µατισµοί Βαθµίδας, Προσαρτηµένες ∆έσµες και Συνοχές κλπ.), προκειµένου να

καταστεί ένα ολοκληρωµένο κείµενο, το οποίον ϑα παρέχει περισσότερη πληρο-

ϕόρηση στους ενδιαφερόµενους µεταπτυχιακούς ϕοιτητές και ϑα συµπληρώνει

την ελλειπή ελληνική ϐιβλιογραφία στο πεδίο αυτό.

Το µεγαλύτερο µέρος των αρχικών χειρογράφων σηµειώσεών µας, που αποτέλε-

σαν την έκδοση του 2007, είχε την καλοσύνη να στοιχειοθετήσει µε το πρόγραµ-

µα LaTEX ο συνάδελφος µαθηµατικός Γιώργος Τζαχρίστας (MSc. του Μεταπτυ-

χιακού Προγράµµατος Λογικής και Αλγορίθµων). Τον ευχαριστούµε ϑερµά για

τον κόπο που κατέβαλε σ᾿ αυτήν την επίπονη προσπάθεια.

Αθήνα, Απρίλιος 2024.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ

1

Απεικονίσεις Μέγιστης Τάξης

In this chapter we will explore conditions un­

der which a subset of a smooth manifold can

be considered as a smooth manifold in its own

right. As you will soon discover, the situation

is quite a bit more subtle than the analogous

theory of topological subspaces.

J. M. Lee [20, p. 38]

Στο κεφάλαιο αυτό συµπληρώνουµε τη ϐασική ϑεωρία των διαφορικών πολλα-

πλοτήτων, που έχουµε αναπτύξει στο [4], µε τη µελέτη ϑεµελιωδών εννοιών όπως :

οι υποπολλαπλότητες, οι εµφυτεύσεις και εµβαπτίσεις, καθώς και οι εγκάρσιες

απεικονίσεις. Περιοριζόµαστε σε ϐασικά συµπεράσµατα, κυρίως αυτά που είναι

απαραίτητα και έχουν άµεση εφαρµογή στα επόµενα κεφάλαια.

Για τους συµβολισµούς και τη γενική ϑεωρία των (διαφορικών) πολλαπλο-

1



2 Κεφάλαιο 1. Απεικονίσεις Μέγιστης Τάξης

τήτων παραπέµπουµε στο [4]

1.1 Κανονικές Υποπολλαπλότητες

Υποθέτουµε ότι M ≡ (M,A) είναι µία C∞ (διαφορίσιµη) πολλαπλότητα µε

διάσταση dimM = m. Υπενθυµίζουµε ότι A είναι ο µέγιστος άτλαντας, ο οποίος

ορίζει τη διαφορική δοµή της M .

Αν X ⊂ M , συχνά προκύπτει το ερώτηµα κατά πόσον το X µπορεί να

εφοδιαστεί και αυτό µε δοµή πολλαπλότητας. Ο ορισµός µιας τέτοιας δοµής

δεν είναι τόσο απλός ή άµεσος, όπως στην περίπτωση π.χ. µιάς (υπο)οµάδας ή

ενός τοπολογικού (υπο)χώρου. Επιπλέον, είναι δυνατόν να οριστούν διάφορες

διαφορικές δοµές επί του X, οι οποίες δεν συµπίπτουν αναγκαία µεταξύ τους.

Εδώ ϑα ασχοληθούµε µε τη δοµή της κανονικής υποπολλαπλότητας, σε αντι-

διαστολή µε τη δοµή της εµφυτευµένης ή της εµβαπτισµένης υποπολλαπλότητας.

Η πρώτη είναι αρκετά ϕυσιολογική, µε την έννοια ότι η τοπολογία της, η οποία

εισάγεται από τη διαφορική δοµή, συµπίπτει µε την σχετική τοπολογία και η

απεικόνιση i : X !֒M (ϕυσική εµφύτευση) είναι C∞-απεικόνιση.

1.1.1 Ορισµός. ΄Ενα υποσύνολο X ⊂M , όπου M ≡ (M,A) είναι m-διάστατη

διαφορική πολλαπλότητα, καλείται κανονική υποπολλαπλότητα της M , δι-

άστασης k ≤ m (regular submanifold), αν για κάθε x ∈ X υπάρχει χάρτης

(U,ϕ) ∈ A, έτσι ώστε x ∈ U και να ισχύει η συνθήκη

(ΥΠ. 1) ϕ(U ∩X) = ϕ(U) ∩ (Rk × 0)

Το επόµενο σχήµα µπορεί να διευκολύνει στην κατανόηση του ορισµού.

Σχήµα 1.1



1.1. Κανονικές Υποπολλαπλότητες 3

Στη συνθήκη (ΥΠ.1), γράφοντας 0, εννοούµε ότι

0 ≡ {0} ≡ {(0, . . . , 0)} ∈ Rm−k.

Σύµφωνα µε τον προηγούµενο ορισµό, αν καλέσουµε xi, i = (1, . . . ,m) τις

συντεταγµένες του χάρτη (U,ϕ) ∈ A, δηλαδή

xi = pri ◦ ϕ (όπου pri : R
m

! R η i-προβολή),

ϑα είναι

(1.1.1) xj(p) = 0, ∀ j = k + 1, . . . ,m και p ∈ U ∩X.

Εκτός του Ορισµού 1.1.1, ένα χρήσιµο κριτήριο, για να διαπιστώσουµε συ-

χνά αν το X ⊂M είναι υποπολλαπλότητα, µας δίνει και η

1.1.2 Πρόταση. Το X ⊂M είναι κανονική υποπολλαπλότητα διάστασης k τότε

και µόνον τότε αν, για κάθε x ∈ X, υπάρχει (V, ψ) ∈ A, έτσι ώστε x ∈ V και

ισχύει η συνθήκη

(ΥΠ.2) ψ(V ) = B1 ×B2, ψ(V ∩X) = B1 × 0,

όπου B1 ⊆ Rk και B2 ⊆ Rm−k είναι ανοιχτά σύνολα µε 0 ∈ B2.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το X είναι κανονική υποπολλαπλότητα και x ∈ X. Τότε

κατά τον Ορισµό 1.1.1, υπάρχει (U,ϕ) ∈ A που ικανοποιεί την (ΥΠ.1). Εξ

άλλου, επειδή το ϕ(U) είναι ανοιχτό υποσύνολο του Rm ≡ Rk × Rm−k και

ϕ(x) ∈ ϕ(U), ϑα υπάρχουν (κατά την τοπολογία του καρτεσιανού γινοµένου)

ανοιχτά B1 ⊆ Rk και B2 ⊆ Rm−k, έτσι ώστε ϕ(x) ∈ B1 ×B2 ⊂ ϕ(U). Θέτουµε

V := ϕ−1(B1 ×B2) και ψ := ϕ
∣∣
V
.

Προφανώς, x ∈ V και (V, ψ) ∈ A, εφ᾿ όσον το τελευταίο Ϲεύγος προκύπτει

από κατάλληλο περιορισµό (επί ανοιχτού υποσυνόλου) του χάρτη (U,ϕ) ∈ A.

Επίσης, διαπιστώνουµε ότι :

ψ(V ∩X) = ϕ(V ∩X) = ϕ(V ∩ U ∩X)

= ϕ(V ) ∩ ϕ(U ∩X)

= ϕ(V ) ∩ ϕ(U) ∩ (Rk × 0)

= ϕ(V ) ∩ (Rk × 0)[ επειδή V ⊂ U ]

= (B1 ×B2) ∩ (Rk × 0)

= B1 × 0,



4 Κεφάλαιο 1. Απεικονίσεις Μέγιστης Τάξης

δηλαδή καταλήγουµε στην (ΥΠ. 2). Σηµειώνουµε ότι [λόγω της (ΥΠ.1)] ϕ(x) =
(a, 0), άρα αναγκαία 0 ∈ B2.

Αντίστροφα, έστω ότι υπάρχει (V, ψ) ∈ A που ικανοποιεί την (ΥΠ.2). Τότε

µπορούµε (παρόµοια µε τις προηγούµενες σχέσεις) να γράψουµε ότι :

ψ(V ∩X) = B1 × 0 = (B1 ×Rk)× (B2 ∩ 0)

= (B1 ×B2) ∩ (Rk × 0)

= ψ(V ) ∩ (Rk × 0)

Θέτοντας U := V και ϕ := ψ, καταλήγουµε στην ύπαρξη ενός χάρτη (U,ϕ) ∈ A
όπως στον Ορισµό 1.1.1.

Ο όρος υποπολλαπλότητα υπονοεί ότι υπάρχει στο X δοµή πολλαπλότητας,

όπως ϑα δούµε στη συνέχεια.

΄Εστω X ⊂M κανονική υποπολλαπλότητα διάστασης k. Εισάγουµε τον εξής

συµβολισµό :

AX :=
{(
U ∩X, p1,0 ◦ ϕ|U∩X

)∣∣(U,ϕ) ∈ A, που ικανοποιεί την (ΥΠ.1)
}
.

Εδώ p1,0 : R
k×0 ! Rk είναι η προβολή στον πρώτο παράγοντα [σε αντιδιαστολή

προς τη (συνήθη) pr1 : R
n
! R].

1.1.3 Πρόταση. Το AX ορίζει επί του X έναν C∞-άτλαντα, διάστασης k.

Απόδειξη. i) Κάθε Ϲεύγος (U ∩X, p1,0 ◦ ϕ|U∩X) ∈ AX αποτελεί χάρτη : Πρώτα

παρατηρούµε ότι

(1.1.2)
(
p1,0 ◦ ϕ|U∩X

)
(U ∩X) = p1,0

(
ϕ(U ∩X)

)
= p1,0

(
ϕ(U) ∩ (Rk × 0)

)
.

΄Οµως το ϕ(U)∩ (Rk × 0) είναι ανοιχτό υποσύνολο του Rk × 0 (κατά τη σχετική

τοπολογία του Rk × 0, ως υποχώρου του Rm ≡ Rk × Rm−k) και η

p1,0 : R
k × 0 −! Rk : (a, 0) 7! a

είναι οµοιοµορφισµός µε αντίστροφη την

(1.1.3) j : Rk −! Rk × 0 : b 7! (b, 0).

Εποµένως, η (1.1.2) συνεπάγεται ότι το
(
p1,0 ◦ ϕ|U∩X

)
(U ∩ X) είναι ανοιχτό

υποσύνολο Rk. Επίσης, η p1,0 ◦ ϕ|U∩X είναι 1-1 απεικόνιση, ως σύνθεση απει-

κονίσεων 1-1, οπότε πράγµατι ορίζεται χάρτης

ii) Είναι προφανές ότι οι χάρτες του AX καλύπτουν το X, αφού, για κάθε

x ∈ X, υπάρχει (U,ϕ) ∈ A µε τις ιδιότητες του Ορισµού 1.1.1 και x ∈ U ∩X.
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iii) Οι χάρτες του AX είναι C∞-συµβιβαστοί µεταξύ τους. Πράγµατι, ας ϑεω-

ϱήσουµε τα Ϲεύγη

(
U ∩X, p1,0 ◦ ϕ|U∩X

)
και

(
Ũ ∩X, p1,0 ◦ ϕ̃|Ũ∩X

)

του AX , που προκύπτουν από τους αντίστοιχους χάρτες (U,ϕ), (Ũ , ϕ̃) ∈ A, και

ας υποθέσουµε ότι U ∩ Ũ ∩X 6= ∅. Πρώτα παρατηρούµε ότι

ϕ(U ∩ Ũ ∩X) = ϕ
(
(U ∩ Ũ) ∩ (U ∩X)) =

ϕ(U ∩ Ũ) ∩ ϕ(U ∩X) = ϕ(U ∩ Ũ) ∩ (Rk × 0).

Λόγω της συµβιβαστότητας των χαρτών (U,ϕ) και (Ũ , ϕ̃) είναι ϕ(U ∩ Ũ) ⊂ Rm ≡
Rk × Rm−k ανοιχτό, άρα (ϐάσει του ορισµού της σχετικής τοπολογίας) και το

ϕ(U∩Ũ)∩(Rk×0) είναι ανοιχτό υποσύνολο του Rk×0. Συνεπώς, εφαρµόζοντας

τον οµοιοµορφισµό p1,0 : R
k × 0 ! Rk, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι

(
p1,0 ◦ ϕ|U∩X

)
(U ∩ Ũ ∩X) = p1,0

(
ϕ(U ∩ Ũ ∩X)

)
⊂ Rk ανοιχτό.

Παρόµοια και για το

(
p1,0 ◦ ϕ̃|Ũ∩X

)
(U ∩ Ũ ∩X) = p1,0

(
ϕ̃(U ∩ Ũ ∩X)

)
⊂ Rk.

Τέλος διαπιστώνουµε ότι η

(
p1,0 ◦ ϕ|U∩X

)
◦
(
p1,0 ◦ ϕ̃|Ũ∩X

)−1
: p1,0

(
ϕ(U ∩ Ũ ∩X)

)
! p1,0

(
ϕ̃(U ∩ Ũ ∩X)

)

είναι C∞-απεικόνιση, αφού

(
p1,0 ◦ ϕ|U∩X

)
◦
(
p1,0 ◦ ϕ̃|Ũ∩X

)−1

≡
(
p1,0 ◦ ϕ|U∩X

)
◦ (p1,0 ◦ ϕ̃|Ũ∩X

)−1∣∣
p1,0(ϕ(U∩Ũ∩X))

= p1,0 ◦ ϕ̃ ◦ ϕ−1 ◦ p−1
1,0

∣∣
p1,0(ϕ(U∩Ũ∩X))

= p1,0 ◦ (ϕ̃ ◦ ϕ−1) ◦ j
∣∣
p1,0(ϕ(U∩Ũ∩X))

,

δηλαδή έχουµε σύνθεση C∞-απεικονίσεων (προφανώς, η p1,0 είναι C∞ ως γραµ-

µική απεικόνιση και ανάλογα η αντίστροφή-της j ). Παρόµοια αποδεικνύεται η

διαφορισιµότητα της
(
p1,0 ◦ ϕ̃|Ũ∩X

)
◦
(
p1,0 ◦ϕ|U∩X

)−1
, οπότε και ολοκληρώνεται

η απόδειξη.

1.1.4 Θεώρηµα. ΑνX ⊂M είναι κανονική υποπολλαπλότητα διάστασης k, τότε

το (X,A′
X), όπου A′

X ο αντίστοιχος µέγιστος άτλαντας του AX , είναι διαφορική

πολλαπλότητα διάστασης k.
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Απόδειξη. ’µεση συνέπεια της Πρότασης 1.1.3.

1.1.5 Πρόταση. Ο διαφορικός άτλαντας AX περιέχει και τους χάρτες της µορφής(
V ∩X, p1 ◦ψ

∣∣
V ∩X

)
, για όλα τα (V, ψ) ∈ A που ικανοποιούν τη συνθήκη (ΥΠ. 2).

Απόδειξη. Σύµφωνα µε τους συλλογισµούς που έγιναν στην απόδειξη του αντι-

στρόφου µέρους της Πρότασης 1.1.2, κάθε χάρτης (V, ψ) ∈ A ο οποίος ικα-

νοποιεί την (ΥΠ.2), µπορεί να πάρει και τη µορφή χάρτη που ικανοποιεί την

(ΥΠ. 1), άρα οδηγεί στην κατασκευή χάρτη του AX .

Το Θεώρηµα 1.1.4 ήδη δικαιολόγησε την ορολογία υπό-πολλαπλότητα για

το X. Θα πρέπει να εξηγηθεί και ο όρος κανονική. Αυτός αναφέρεται στην το-

πολογία που εισάγει επί του X ο άτλαντας A′
X , όπως προκύπτει από το

1.1.6 Θεώρηµα. ΄Εστω X ⊂ M κανονική υποπολλαπλότητα διάστασης k. Αν

τσ είναι η σχετική τοπολογία που εισάγει επί του X η τοπολογία τA (την οποίαν

ορίζει ο A επί της M ), τότε ισχύουν οι σχέσεις

τσ = τAX
= τA′

X
.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε σχετικό κριτήριο (ϐλ. [4, Πρόταση 1.2.8]), για να δείξου-

µε την τσ = τAX
, αρκεί να δείξουµε ότι U ∩ X ∈ τσ και η p1,0 ◦ ϕ|U∩X είναι

τσ-οµοιοµορφισµός, για κάθε
(
U ∩X, p1,0 ◦ ϕ|U∩X

)
∈ AX .

Ο πρώτος ισχυρισµός είναι άµεσος, αφού U ∈ τA, άρα U ⊂ M ανοιχτό. Για

τον δεύτερο έχουµε ότι η αναφερόµενη απεικόνιση είναι τσ-οµοιοµορφισµός ως

σύνθεση τσ-οµοιοµορφισµών, όπως προκύπτει από το διάγραµµα:

U ∩X
ϕ|U∩X ✲ ϕ(U ∩X) = ϕ(U) ∩ (Rk × 0) ⊂ Rk × 0

p1,0
(
ϕ(U ∩X)

)
⊂ Rk

p1,0

❄p1,0 ◦ ϕ|U∩X ✲

∆ιάγραµµα 1.1

Εδώ ας επεξηγήσουµε ότι, επειδή η ϕ : U ! ϕ(U) ⊂ Rm είναι οµοιοµορφισµός,

ϑα είναι και η ϕ
∣∣
U∩X

: U ∩X ! ϕ(U ∩X) οµοιοµορφισµός (ως προς τη σχετική

τοπολογία). Επίσης, η p1,0 ◦ ϕ|U∩X είναι οµοιοµορφισµός ως περιορισµός του

οµοιοµορφισµού p1,0 : R
k×0 ! Rk επί του ανοιχτού ϕ(U)∩ (Rk×0) ⊂ Rk×0

ως προς τη σχετική τοπολογία και πάλι.

Η ισότητα τAX
= τA′

X
είναι αποτέλεσµα επίσης γνωστού συµπεράσµατος

για οποιεσδήποτε C∞-πολλαπλότητες (ϐλ. [4, Πρόταση 1.2.7]).
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1.1.7 Πρόταση. Αν X ⊂M είναι κανονική υποπολλαπλότητα, τότε η κανονική

εµφύτευση i : (X,A′
X) !֒ (M,A) είναι C∞-απεικόνιση.

Απόδειξη. ΄Εστω τυχόν x ∈ X. Εφόσον τοX είναι υποπολλαπλότητα, ϑα υπάρχει

χάρτης (U,ϕ) ∈ A, µε x ∈ U , ο οποίος ικανοποιεί την (ΥΠ.1), όποτε ορίζεται

και ο χάρτης (U ∩X, p1,0 ◦ ϕ|U∩X) του X, µε x ∈ U ∩X. Επειδή i(U ∩X) ⊂
U , µπορούµε να σχηµατίσουµε την τοπική παράσταση της i ως προς τους δύο

προηγούµενους χάρτες, δηλαδή την ϕ ◦ i ◦ (p1,0 ◦ϕ)
−1, όπως προκύπτει από το

επόµενο διάγραµµα.

U ∩X
i ✲ U

Rk ⊃ p1,0
(
ϕ(U ∩X)

)
p1,0 ◦ ϕ

❄
ϕ ◦ i ◦ (p1,0 ◦ ϕ)

−1
✲ ϕ(U) ⊂ Rk × Rm−k ≡ Rm

ϕ

❄

∆ιάγραµµα 1.2

Εδώ σηµειώνουµε ότι γράφουµε p1,0 ◦ ϕ αντί p1,0 ◦ ϕ|U∩X . Αυτή τη σύµβαση

ϑα ακολουθούµε συστηµατικά στη συνέχεια, αφήνοντας στον αναγνώστη την

επιµέλεια του προσδιορισµού του πεδίου ορισµού και των σχετικών περιορισµών

των διάφορων απεικονίσεων, οι οποίες ϑα εµφανίζονται στους υπολογισµούς.

΄Αρα, όπως και στην απόδειξη της Πρότασης 1.1.3 [µέρος iii)], έχουµε ότι :

ϕ ◦ i ◦ (p1,0 ◦ ϕ)
−1 = ϕ ◦ i ◦ ϕ−1 ◦ j = j : p1,0(ϕ(U ∩X)) ⊂ Rk −! Rk × 0,

που είναι C∞-απεικόνιση παντού, εποµένως και στο p1,0(ϕ(x)). Συνεπώς, η i
είναι C∞ στο x και, ανάλογα, σε όλο το X.

1.1.8 Παρατήρηση. Μια παρόµοια απόδειξη µπορεί να γίνει και µε τη χρήση

χαρτών της µορφής
(
V ∩X, p1,0 ◦ψ|V ∩X

)
, για (V, ψ) ∈ A που ικανοποιούν την

(ΥΠ.2). Ας την κάνουµε, σύντοµα, ως παράδειγµα εφαρµογής τέτοιων χαρτών.

V ∩X
i ✲ V

B1 = p1,0
(
ψ(V ∩X)

)
p1,0 ◦ ψ

❄ ψ ◦ i ◦ (p1,0 ◦ ψ)
−1

✲ B1 ×B2

ψ

❄

∆ιάγραµµα 1.3
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Πάλι, για τυχόν x ∈ X, σύµφωνα µε την Πρόταση 1.1.2,θα υπάρχει (V, ψ) ∈
A, µε τις γνωστές ιδιότητες. Εποµένως, κατά την Πρόταση 1.1.5, το Ϲεύγος(
V ∩X, p1,0 ◦ ψ|V ∩X

)
είναι χάρτης της διαφορικής δοµής του X µε x ∈ V ∩X

και i(V ∩ X) ⊂ V . ΄Αρα, όπως στο προηγούµενο διάγραµµα, έχουµε την α-

ντίστοιχη τοπική παράσταση ψ ◦ ◦(p1,0 ◦ψ)
−1 (ϐλ. και τη σηµειούµενη σύµβαση

στην απόδειξη της Πρότασης 1.1.7).

Προφανώς [ϐλ. (1.1.3)], ψ ◦ i ◦ (p1,0 ◦ ψ)
−1 = j που είναι C∞-απεικόνιση.

Εποµένως καταλήγουµε, όπως και πριν, στο συµπέρασµα της Πρότασης.

1.1.9 Πόρισµα. Η απεικόνιση Txi ≡ (di)x : TxX ! TxM είναι 1-1, για κάθε

x ∈ X.

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας τους χάρτες και την αντίστοιχη τοπική παράσταση

του ∆ιαγράµµατος 1.1.8, έχουµε και το αντίστοιχο µεταθετικό διάγραµµα:

TxX
Txi ✲ Ti(x)M = TxM

Rk

p1,0 ◦ ψ ∼=

❄ D
(
ψ ◦ i ◦ (p1,0 ◦ ψ)

−1
)(
p1,0(ψ(x))

)
✲ Rm ≡ Rk × Rm−k

∼= ψ

❄

∆ιάγραµµα 1.4

Επειδή (λόγω γραµµικότητας της j)

D
(
ψ ◦ i ◦ (p1,0 ◦ ψ)

−1
)(
p1,0(ψ(x))

)
= Dj(p1,0(ψ(x))

)
= j,

καταλήγουµε στην

Txi = ψ
−1

◦ j ◦ (p1,0 ◦ ψ),

η οποία είναι 1-1. Παρόµοια απόδειξη ισχύει αν χρησιµοποιήσουµε το ∆ιάγραµ-

µα 1.1.

1.1.10 Πόρισµα. Μετά την ταύτιση TxX ≡ Txi(TxX), µέσω της 1-1 απεικόνισης

Txi, ο εφαπτόµενος χώρος TxX µπορεί να ϑεωρηθεί γραµµικός υπόχωρος του

TxM µε διάσταση k.

1.1.11 Πρόταση. ΄Εστω f : M ! N µία C∞-απεικόνιση µεταξύ των διαφορικών

πολλαπλοτήτων M και N . Αν X είναι κανονική υποπολλαπλότητα της M , τότε η

απεικόνιση f |X : X ! N είναι C∞.
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Απόδειξη. Το συµπέρασµα είναι άµεση συνέπεια του µεταθετικού διαγράµµατος

X ⊂
i ✲ M

N

f

❄
f |X ✲

∆ιάγραµµα 1.5

δηλαδή, f |X = f ◦ i, που είναι C∞ ως σύνθεση C∞-απεικονίσεων.

1.1.12 Πρόταση. ΄Εστω f : N !M απεικόνιση µεταξύ των διαφορικών πολλα-

πλοτήτων N ≡ (N,B) και M ≡ (M,A). Υποθέτουµε ότι X ⊂ M είναι κανονική

υποπολλαπλότητα (διάστασης k), τέτοια ώστε f(N) ⊂ X, και συµβολίζουµε µε

fX : N ! X την απεικόνιση που ορίζεται από τη σχέση fX(y) := f(y), y ∈ N .

Τότε ισχύει η ισοδυναµία :

[η f : N !M είναι C∞ ] ⇔ [η fX : N ! X είναι C∞ ].

Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα την κατεύθυνση ⇒: Αν y ∈ N είναι τυχόν σηµείον

του πεδίου ορισµού και ϑέσουµε x := f(y), τότε υπάρχει χάρτης (U,ϕ) ∈ A
µε x ∈ U και ϕ(U ∩ X) = ϕ(U) ∩ (Rk × 0), σύµφωνα µε τον Ορισµό 1.1.1.

Επειδή f−1(U) ⊂ N ανοιχτό, ϑα υπάρχει χάρτης (V, ψ) της N τέτοιος ώστε

y ∈ V ⊂ f−1(U). Εποµένως, αφού η f είναι C∞ στο y και f(V ) ⊂ U , προκύπτει

ότι και η τοπική παράσταση της f , µέσω των προηγούµενων χαρτών,

ϕ ◦ f ◦ ψ−1 : ψ(V ) −! ϕ(U)

ϑα είναι C∞ στο ψ(y). Θεωρούµε τους χάρτες (V, ψ) και
(
U ∩X, p1,0 ◦ ϕ|U∩X

)

των N και X αντιστοίχως. Παρατηρούµε ότι fX(V ) = f(V ) ⊂ U ∩ X [αφού

f(V ) ⊂ U και f(V ) ⊂ X λόγω της υπόθεσης]. Εποµένως, η αντίστοιχη τοπική

παράσταση µέσω των (V, ψ) και
(
U ∩X, p1,0 ◦ϕ|U∩X

)
, µετασχηµατίζεται ως εξής :

(
p1,0 ◦ ϕ|U∩X

)
◦ fX ◦ ψ−1 = p1,0 ◦ (ϕ ◦ fX ◦ ψ−1) = p1,0 ◦ (ϕ ◦ f ◦ ψ−1)

(για ευκολία παραλείπουµε τους αντίστοιχους περιορισµούς). Η τελευταία είναι

C∞-απεικόνιση στο ψ(y) ως σύνθεση C∞-απεικονίσεων. Εποµένως, η fX είναι

C∞ στο y και ανάλογα σε ολόκληρο το N .

Η κατεύθυνση ⇐ είναι προφανής : Η f µπορεί να γραφτεί µε τη µορφή

f = i ◦ fX , όπου i : X !֒M.

΄Αρα η f είναι C∞ σύµφωνα µε την Πρόταση 1.1.7.
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1.1.13 Παραδείγµατα.

1) Αν M ≡ (M,A) είναι διαφορική πολλαπλότητα, τότε η διαγώνιος ∆M είναι

κανονική υποπολλαπλότητα της M ×M µε dim∆M = dimM = m.

Πράγµατι, ας πάρουµε ένα τυχόν σηµείο (x, x) ∈ ∆M . Επειδή x ∈ M ,

υπάρχει χάρτης (U,ϕ) ∈ A της M µε x ∈ U . Αν ϑεωρήσουµε την (προφανώς)

αµφιδιαφορίσιµη απεικόνιση

σ : Rm × Rm −! Rm × Rm : (α, b) 7! (α, b − α),

τότε το Ϲεύγος
(
U × U, σ ◦ (ϕ × ϕ)

)
είναι χάρτης της M ×M , για τον οποίον

ισχύει ότι

(1.1.4)

(
σ ◦ (ϕ× ϕ)

)(
(U × U) ∩∆M)

)
=

=
(
σ ◦ (ϕ× ϕ)

)
(∆U ) = σ

(
∆ϕ(U)

)
= ϕ(U) × 0.

Απ᾿ το άλλο µέρος,

(
σ ◦ (ϕ× ϕ)

)
(U × U) = σ

(
ϕ(U)× ϕ(U)

)
=

=
{(
ϕ(y), ϕ(z) − ϕ(y)

)}
(y, z) ∈ U × U

}
,

οπότε

(1.1.5)
(
σ ◦ (ϕ× ϕ)

)
(U × U) ∩ (Rm × 0) = {(ϕ(y), 0)| y ∈ U} = ϕ(U)× 0.

Από τις (1.1.4) και (1.1.5) προκύπτει ότι

(
σ ◦ (ϕ× ϕ)

)(
(U × U) ∩∆M

)
=
(
σ ◦ (ϕ× ϕ)

)
(U × U) ∩ (Rm × 0).

Εποµένως, για το τυχόν (x, x) ∈ ∆M , ϐρίσκουµε χάρτη
(
U × U, σ ◦ (ϕ × ϕ)

)

που ικανοποιεί τον Ορισµό 1.1.1, άρα η ∆M είναι κανονική υποπολλαπλότητα,

διάστασης m, της 2m-διάστατης πολλαπλότητας M ×M .

2) Ο εφαπτόµενος χώρος TxM (x ∈ M) είναι κανονική υποπολλαπλότητα, διά-

στασης m, της εφαπτόµενης δέσµης TM (αν dimM = m).

Πράγµατι, για το x ∈ M υπάρχει χάρτης (U,ϕ) ∈ A της M µε x ∈ U .

Συνεπώς ορίζεται ο αντίστοιχος χάρτης (π−1(U),Φ) της TM (ϐλ. [4, Θεώρηµα

2.4.3]) µε

Φ(u) :=
(
ϕ(y), ϕy(u)

)
, αν u ∈ TyM και ϕy : TyT

≃
−! Rm.

Ο χάρτης (π−1(U),Φ) καλύπτει ολόκληρο τον εφαπτόµενο χώρο TxM , άρα

π−1(U) ∩ TxM = TxM.
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Για τον ίδιο χάρτη έχουµε ότι

Φ(π−1(U)) = ϕ(U)× Rm ⊂ Rm × Rm (ανοιχτό)

και

(1.1.6)
Φ
(
π−1(U) ∩ TxM

)
= Φ(TxM) = {(ϕ(x), ϕ(u)) |u ∈ TxM}

= {ϕ(x)} × ϕx(TxM) = {ϕ(x)} ×Rm.

Βλέπουµε ότι οι προηγούµενες εκφράσεις ουσιαστικά αποδεικνύουν ότι, για

κάθε v ∈ TxM , ϐρίσκουµε χάρτη [πάντοτε τον ιδιο (π−1(U),Φ)], που ικανοποιεί

ουσιαστικά την ιδιότητα (ΥΠ.2) της Πρότασης 1.1.2.

Για να είµαστε, πιο τυπικά, σύµφωνοι µε την (ΥΠ.2) ϑα πρέπει να ϐρούµε

στο τελευταίο µέλος της (1.1.6) την έκφραση Rm×0 αντί της {ϕ(x)}×Rm. Αυτό

γίνεται αφ᾿ ενός µε κατάλληλη µεταφορά του χάρτη (U,ϕ) ∈ A και αφ᾿ ετέρου

µε εφαρµογή της απεικόνισης συµµετρίας. Ακριβέστερα, αντί του (π−1(U),Φ)
ϑα ϑεωρήσουµε τον χάρτη

(
π−1(U), Φ̃

)
όπου η απεικόνιση Φ̃ προκύπτει από το

διάγραµµα

π−1(U)
Φ ✲ ϕ(U)× Rm

Rm ×B

Φ̃

❄
✛ idRm × τ

Rm × ϕ(U)

S

❄

∆ιάγραµµα 1.6

δηλ. Φ̃ = (idRm × τ) ◦ S ◦ Φ, όπου

τ : Rm −! Rm : h 7! h− ϕ(x) (αµφιδιαφόριση),

B := τ
(
ϕ(U)

)
⊂ Rm (ανοιχτό),

S : Rm × Rm −! Rm × Rm : (a, b) 7! (b, a) (αµφιδιαφόριση).

Εποµένως έχουµε τις σχέσεις

Φ̃(π−1(U)) = Rm ×B

και (όπως πριν, για την Φ)

Φ̃
(
TxM ∩ π−1(U)

)
= Rm × 0.

΄Αρα παίρνουµε την (ΥΠ.2).
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1.1.14 Σχόλιο. Οι κανονικές υποπολλαπλότητες είναι τα υποσύνολα µιας πολ-

λαπλότητας που "κληρονοµούν" µε τον καλύτερο δυνατό τρόπο τη διαφορική

δοµή της πολλαπλότητας, έτσι ώστε η επαγόµενη (από την διαφορική δοµή) το-

πολογία να συµπίπτει µε την σχετική τοπολογία και η ϕυσική εµφύτευση να

είναι διαφορίσιµη απεικόνιση. Σε αντίθεση προς τις κανονικές υποπολλαπλότη-

τες, οι εµφυτευµένες υποπολλαπλότητες (ϐλ. την επόµενη παράγραφο) δεν έχουν

την παραπάνω τοπολογική ιδιότητα.

1.1.15 Ασκήσεις.

1. Αν M και N είναι C∞-πολλαπλότητες και y ∈ N τυχόν σηµείο, τότε το

σύνολο M × {y} είναι κανονική υποπολλαπλότητα της M ×N .

2. Αν X είναι κανονική υποπολλαπλότητα της M , τότε

TxX ≡
{
[(α, x)] ∈ TxM | Im(α) ⊂ X

}

3. Η διαφορική δοµή του TxM ως κανονικής υποπολλαπλότητας της TM [ϐλ.

Παράδειγµα 1.1.13 (2)] συµπίπτει µε τη "ϕυσιολογική" διαφορική δοµή,

την οποίαν έχει ως διανυσµατικός χώρος.

4. Κάθε διανυσµατικός υπόχωρος ενός διανυσµατικού χώρου V (πεπερα-

σµένης διάστασης) είναι κανονική υποπολλαπλότητα του V.

5. Να αποδειχθεί ότι οι επόµενες προτάσεις είναι ισοδύναµες

i) Το X είναι κανονική υποπολλαπλότητα της M µε dimX = dimM .

ii) Το X είναι ανοιχτό υποσύνολο της M .

6. ΑνXi είναι κανονική υποπολλαπλότητα τηςMi (i = 1,2), τότε και ηX1×X2

είναι κανονική υποπολλαπλότητα της M1 ×M2.

7. Η σφαίρα (επιφάνεια) S2 ⊂ R3 είναι κανονική υποπολλαπλότητα του R3.

Ανάλογα και ο κύκλος S1 είναι κανονική υποπολλαπλότητα του R2.

8. Αν α : R ! R είναι C∞-καµπύλη, τότε το γράφηµά της

Γα := {(t, α(t))| t ∈ R}

είναι κανονική υποπολλαπλότητα του R2. Επιπλέον, ισχύει η σχέση

T(t, α(t))Γα ≡ ΓTtα, ∀ t ∈ R.
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9. Να γενικευτούν τα συµπεράσµατα της ΄Ασκησης 8 για µία C∞-καµπύλη

α : R !M , όπου M είναι C∞-πολλαπλότητα.

10. Να αποδειχθεί η σχέση

M(x, x)(∆M ) ≡ ∆TxM , ∀x ∈M.

11. (Γενίκευση της 9). ∆ίνεται µία C∞-απεικόνιση f : M ! N . Να αποδειχτεί

ότι το γράφηµα της f ,

Γf = {(x, f(x))|x ∈M} ⊆M ×N,

είναι κανονική υποπολλαπλότητα της M ×N . Ποιά είναι η διάστασή της ;

Επιπλέον, να δειχθεί ότι

T(x,f(x))Γf ≡ ΓTxf , ∀x ∈ T.

1.2 Εµφυτεύσεις

Στην παράγραφο αυτή σταθεροποιούµε δύο διαφορικές πολλαπλότητες M ≡
(T,A) και N ≡ (N,B) µε dimM = m και dimN = n αντιστοίχως, όπου

m ≤ n.

1.2.1 Ορισµός. Μια C∞-απεικόνιση f : M ! N καλείται εµφύτευση (im­

mersion) στο xo ∈ M , αν το σηµειακό διαφορικό της (εφαπτοµένη απεικόνιση

στο xo) Txof : TxoM ! Tf(xo)N είναι απεικόνιση 1-1. Η f ϑα καλείται (απλώς)

εµφύτευση αν είναι εµφύτευση σε κάθε σηµείο x ∈M .

Από τη γνωστή σχέση

dim(TxoM) = dim
(
ker(Txof)

)
+ dim

(
Im(Txof)

)

και την υπόθεση, προκύπτει ότι [αφού ker(Txof) = 0]

rankxo(f) := dim
(
Im(Txof)

)
= m.

Το προηγούµενο δικαιολογεί και την έκφραση "µια εµφύτευση είναι απεικόνιση

µέγιστης τάξης" (ϐλ. και την έννοια της εµβάπτισης, στην επόµενη Παράγρα-

ϕο 1.3, όπου ϑα είναι rankxo(f) = n).

1.2.2 Λήµµα. Οι επόµενες συνθήκες είναι ισοδύναµες :

i) Η f είναι εµφύτευση στο xo ∈M .

ii) Υπάρχουν ανοιχτές περιοχές Uo του xo ∈ M , Wo του 0 ∈ Rk (k := n−m)

και Vo του f(xo) ∈ N , καθώς και µια αµφιδιαφόριση g : Uo ×Wo
≃

−−! Vo, τέτοια

ώστε f(x) = g(x, 0), για κάθε x ∈ Uo. ∆ηλαδή f
∣∣
Uo

= g ◦ J , όπου J είναι η

ϕυσική εµφύτευση (σε επίπεδο πολλαπλοτήτων) Uo ∋ x 7! (x, 0) ∈ Uo ×Wo.
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Η συνθήκη ii) απεικονίζεται στο επόµενο διάγραµµα

Uo
f ✲ Vo

Uo ×Wo

≃ g

✻

J
✲

∆ιάγραµµα 1.7

Εποµένως, κατά το Λήµµα, έχουµε ότι, µέσω κατάλληλης ταύτισης (µε τη ϐο-

ήθεια της g), η f συµπίπτει µε τη ϕυσική εµφύτευση (σε µια περιοχή του υπ᾿

όψιν σηµείου xo ). ΄Ετσι, λέµε ότι τοπικά µια εµφύτευση είναι η ϕυσική εµφύτευση.

Απόδειξη. i) ⇒ ii): Επειδή η f είναι C∞ στο xo, υπάρχουν χάρτες (U,ϕ) ∈ A
και (V, ψ) ∈ B, τέτοιοι ώστε xo ∈ U , f(U) ⊂ V και η τοπική παράσταση

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : Rm ⊃ ϕ(U) −! ψ(V ) ⊂ Rn

να είναι C∞ στο ϕ(xo). Επίσης, επειδή

rankxo(f) = dim(Im(TxoM)) = m ≤ n,

υπάρχει γραµµικός υπόχωρος F του Tf(xo)N µε dimF = k := n − m, και

τέτοιος ώστε

Tf(xo)N = Txof(TxoM)⊕ F.

Εφαρµόζοντας τον γραµµικό ισοµορφισµό ψ : Tf(xo)N
≃

−−! Rn στην τελευταία

σχέση, έχουµε ότι

Rn = ψ
(
Txof(TxoM)

)
⊕ ψ(F )

και

dim
[
ψ
(
Txof(TxoM)

)]
= m, dimψ(F ) = k = n−m.

Κατασκευάζουµε και έναν γραµµικό ισοµορφισµό ξ : Rn
≃

−−! Rn, που να έχει

την ιδιότητα

ξ
(
ψ(Txof(TxoM))

)
= Rm × 0, ξ

(
ψ(F )

)
= 0× Rk.∗

∗Αυτό γίνεται µε τον εξής κλασσικό τρόπο : Σταθεροποιούµε δύο ϐάσεις {ui | i = 1, . . . ,m}
και {uj | j = 1, . . . , k} των ψ

(

Txo
f(Txo

M)
)

και ψ(F ) αντιστοίχως, και ορίζουµε τον ξ από την

απαίτηση να είναι ξ(ui) = ei και ξ(uj) = em+j , αν (e1, . . . , em, em+1, . . . , em+k=n) είναι η

ϕυσική ϐάση του Rn.
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Σχηµατικά, τα προηγούµενα ϐήµατα της απόδειξης απεικονίζονται στο παρα-

κάτω διάγραµµα

Tf(xo)N = Txof(TxoM)⊕ F

Rn

ψ

❄
= ψ

(
Txof(TxoM)

)
⊕ ψ(F )

ψ

❄

Rn

ξ

❄
= (Rm × 0)⊕ (0× Rk)

ξ

❄

∆ιάγραµµα 1.8

Επειδή η απεικόνιση ξ είναι αµφιδιαφόριση, µπορούµε να ορίσουµε και την

επίσης διαφορίσιµη απεικόνιση

h : U × Rk −! Rn : (x, a) 7! h(x, a) := (ξ ◦ ψ ◦ f) + (0, a)

όπου εννοείται ότι (0, a) ∈ Rm×Rk ≡ Rn. Υπολογίζουµε το διαφορικό της h στο

σηµείο (xo, 0). Βάσει του τύπου του Leibniz είναι

(1.2.1) T(xo,0)h(u, v) = Txoho(u) + Tohxo(v),

για κάθε (u, v) ∈ T(xo,0)(U ×Rk) ≡ TxoM × ToR
k. Για τις µερικές απεικονίσεις

της σχέσης (1.2.1) ϐρίσκουµε ότι είναι :

ho : U −! Rn µε ho(x) = (ξ ◦ ψ ◦ f)(x) + c1,

hxo : R
k
−! Rn µε hxo(b) = c2 + (0, b),

όπου c1 = (0, 0) και c2 = (ξ ◦ ψ ◦ f)(xo) σταθερές. Εποµένως, ho = ξ ◦ ψ ◦ f
και hxo = c2 + (0, idRk ), οπότε

Txoho(u) = Txo(ξ ◦ ψ ◦ f)(u),(1.2.2)

Tohxo(v) = (0, v).(1.2.3)

΄Αρα, οι (1.2.2) και (1.2.3) µετασχηµατίζουν την (1.2.1) διαδοχικά ως εξής :

T(xo,0)h(u, v) = Txo(ξ ◦ ψ ◦ f)(u) + (0, v)

=
(
Tf(xo)(ξ ◦ ψ) ◦ Txof

)
(u) + (0, v)

= Tf(xo)(ξ ◦ ψ)
(
Txof(u)

)
+ (0, v).
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Υπολογίζουµε το διαφορικό της ξ ◦ ψ στην προηγούµενη έκφραση. Επειδή

ξ ◦ψ : V ! Rn, χρησιµοποιώντας τους τοπικούς χάρτες (V, ψ) και (Rn, idRn), η

τοπική παράσταση της ξ ◦ψ είναι η idRn ◦ (ξ ◦ψ) ◦ψ−1 = ξ. Συνεπώς, ϑέτοντας

z = ξ(ψ(f(xo))), το αντίστοιχο µεταθετικό διάγραµµα

Tf(xo)N ≡ Tf(xo)V
Tf(xo)(ξ ◦ ψ)✲ TzR

n

Rn

ψ

❄ Dξ
(
ψ(f(xo))

)
✲ Rn

idRn

❄

∆ιάγραµµα 1.9

συνεπάγεται ότι

Tf(xo)(ξ ◦ ψ) = idRn ◦ ξ ◦ ψ,

αφού η ξ είναι γραµµική απεικόνιση, άρα Dξ
(
ψ(f(xo))

)
= ξ. Εποµένως κατα-

λήγουµε στη σχέση

T(xo,0)h(u, v) = (id
−1
Rn ◦ ξ ◦ ψ)(Txof(u)) + (0, v)

= id
−1
Rn [(ξ ◦ ψ)(Txof(u))] + (0, v)

Επειδή idRn ≡ idRm × idRk , η παραπάνω σχέση (µαζί µε τις ιδιότητες της ξ)
οδηγεί στην

(1.2.4) idRn(T(xo,0)h(u, v)) = (ξ ◦ ψ ◦ Txof)(u) + (0, idRk(v)

µε

(ξ ◦ ψ ◦ Txof)(u) + (0, idRk(v)) ∈ (Rm × 0)⊕ (0× Rk) ≡ Rn.

Από την (1.2.4) προκύπτει αµέσως ότι η

T(xo,0)h : TxoM × ToR
k
−! Th(xo,0)R

n

είναι γραµµική 1-1 απεικόνιση µεταξύ χώρων της ίδιας διάστασης (:n), άρα είναι

γραµµικός ισοµορφισµός, συνεπώς και η απεικόνιση h ϑα είναι µία τοπική

αµφιδιαφόριση στο (xo, 0). Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχουν ανοιχτά σύνολα A ⊂
U ×Rk και B ⊂ Rn, µε (xo, 0) ∈ A και h(xo, 0) = (ξ ◦ψ ◦ f)(xo) ∈ B, έτσι ώστε

h
∣∣
A
: A ! B να είναι αµφιδιαφόριση. Θέτουµε B1 := B ∩ (ξ ◦ ψ)(V ) (B1 6= ∅,

αφού f(xo) ∈ V ) και A1 := h−1(B1) ⊂ A, οπότε (xo, 0) ∈ A1. Εποµένως, ϑα
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υπάρχουν ανοιχτά Uo ⊂ M , Wo ⊂ M και Wo ⊂ Rk, µε xo ∈ Uo, 0 ∈ Wo και

Uo ×Wo ⊂ A1. Θέτουµε ακόµη

Bo := h(Uo ×Wo) ⊂ B1 ⊂ (ξ ◦ ψ)(V ),

µέσω του οποίου ορίζουµε την ανοιχτή περιοχή του f(xo)

Vo := (ξ ◦ ψ)−1(Bo) ⊂ V

και την απεικόνιση

g : Uo ×Wo −! Vo µε g := (ξ ◦ ψ)−1 ◦ h
∣∣
Uo×Wo

.

Η g είναι αµφιδιαφόριση ως σύνθεση αµφιδιαφορίσεων και ικανοποιεί τη σχέση

g(x, 0) = (ξ ◦ ψ)−1(h(x, 0)) = (ψ−1 ◦ ξ−1 ◦ ξ ◦ ψ ◦ f)(x) = f(x); x ∈ Uo,

που αποδεικνύει πλήρως την ii).

Αντιστρόφως, αν ισχύει η ii), από τη σχέση f
∣∣
Uo

= g ◦ J προκύπτει ότι

(1.2.5) Txof ≡ Txo
(
f
∣∣
Uo

)
) = T(xo,0)g ◦ TxoJ.

Επειδή J = (idUo , Co), όπου Co είναι η σταθερή απεικόνιση Co(x) = 0, τελικά

ϐρίσκουµε ότι TxoJ = (idTxoM , 0) από την οποίαν έχουµε ότι TxoJ είναι απει-

κόνιση 1-1. ΄Αρα και η (1.2.5) είναι 1-1, αφού, λόγω της αµφιδιαφόρισης g, η

T(xo,0)g είναι γραµµικός ισοµορφισµός.

Ας σχολιάσουµε λίγο το πρώτο µέρος της προηγούµενης απόδειξης, παρα-

ϑέτοντας και το Σχήµα 1.2 στην επόµενη σελίδα. Εκείνο που ουσιαστικά προ-

σπαθούµε να κάνουµε είναι να µικρύνουµε κατάλληλα το V , έτσι ώστε ο περιο-

ϱισµός του (µέσω αµφιδιαφόρισης) να πάρει τη µορφή ενός γινοµένου Uo ×Wo,

όπου και το Uo είναι περιορισµός του U . Αυτό ϑα γίνει µε αντίστοιχο περιορισµό

του ψ(V ) και ανάλυσή του (µέσω ισοµορφίας) σε γινόµενο ανοιχτών υποσυνόλων

του

Rn = Rm × Rn−m ≡ (Rm × 0)⊕ (0× Rn−m).

Οι προηγούµενοι Ευκλείδειοι χώροι είναι µοντέλα εφαπτοµένων χώρων, οπότε η

πιο πάνω ανάλυση γίνεται µέσω κατάλληλης ανάλυσης/διάσπασης των αντίστοι-

χων εφαπτόµενων χώρων. Το ίδιο σχήµα απεικονίζει και την τελική διαδικασία
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προσδιορισµού των συνόλων Uo, Vo,Wo και της απεικόνισης g.

Σχήµα 1.2

1.2.3 Θεώρηµα. ΄Εστω f : M ! N µία C∞-απεικόνιση. Τότε οι επόµενες προ-

τάσεις είναι ισοδύναµες :

i) Η f είναι εµφύτευση στο xo ∈M .

ii) Υπάρχουν χάρτες (Uo, ϕo) ∈ A, (Vo, ψo) ∈ B µε f(Uo) ⊆ Vo και ψo(Vo) =
ϕo(Uo)×Wo ⊂ Rm×Rk, όπου k = n−m και Wo ανοιχτή περιοχή του 0 ∈ Rk,
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εις τρόπον ώστε η αντίστοιχη τοπική παράσταση της f ,

ψo ◦ f ◦ ϕ−1
o : ϕo(Uo) −! ψo(Vo) = ϕo(Uo)×Wo,

να είναι η κανονική εµφύτευση j : a 7! (a, 0). Εποµένως, ψo ◦ f ◦ ϕ−1
o = j.∗∗

iii) Υπάρχει ανοιχτή περιοχή Uo του xo ∈ M και κανονική υποπολλαπλότητα

P ⊂ N µε dimP = m, έτσι ώστε η f
∣∣
Uo

: Uo ! P να είναι αµφιδιαφόριση.

Απόδειξη. i) ⇒ ii): Εφ᾿ όσον η f είναι εµφύτευση στο xo, ϑα υπάρχουν οι πε-

ϱιοχές Uo, Vo και Wo του Λήµµατος 1.2.2, όπου τα Uo και Vo έχουν προκύψει

από τους χάρτες (U,ϕ) και (V, ψ), που αναφέρονται στην απόδειξη του ίδιου

λήµµατος. Θεωρούµε τώρα τους χάρτες

(
Uo, ϕo

∣∣
Uo

)
και (Vo, ψo), µε ψo = (ϕo × idWo) ◦ g

−1,

όπου g είναι η αµφιδιαφόριση επίσης του Λήµµατος 1.2.2 (ϐοηθητικά συµπλη-

ϱώνουµε το ∆ιάγραµµα 1.9 στο επόµενο).

Uo
f ✲ Vo

Uo ×Wo

g
✲

J

✲

ϕo(Uo)×Wo

ϕo × idWo

❄✛

ψo

ϕo(Uo)

ϕo

❄

j

m

✲

ψ(Vo)

ψ|Vo

❄

k
≃

✲

όπου m := ψo ◦ f ◦ ϕ−1,

k := ψ|Vo ◦ g ◦ (ϕ× idWo)
−1

∆ιάγραµµα 1.10

Επειδή f(Uo) ⊂ Vo (όπως ήδη έχουµε από το ίδιο λήµµα), ορίζεται η τοπική

παράσταση της f µέσω των παραπάνω χαρτών, δηλαδή η ψo◦f ◦ϕ
−1
o . Τότε, ϐάσει

∗∗Σηµειώστε τη διαφορά µεταξύ της εµφύτευσης J του Λήµµατος 1.2.2 της j [ϐλ. επίσης και

τη σχέση (1.1.3)].
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της συνθήκης ii) του Λήµµατος 1.2.2 και για οποιοδήποτε α ∈ ϕo(Uo), είναι

(
ψo ◦ f ◦ ϕ−1

o

)
(α) =

[
(ϕo × idWo) ◦ g

−1
](
f(ϕ−1

o (α))
)

=
[
(ϕo × idWo) ◦ g

−1)
](
g(ϕ−1

o (α), 0)
)

= (α, 0),

δηλαδή καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι ψo ◦ f ◦ ϕ−1
o = j.

ii) ⇒ iii): Θέτουµε P := f(Uo). Λόγω της υπόθεσης f(Uo) ⊂ Vo, είναι τελικά

P ⊂ Vo ⊂ N . Ο προηγούµενος χάρτης (Vo, ψo) καλύπτει ολόκληρο το P και,

από την κατασκευή του, έχει τη µορφή ψo(Vo) = ϕo(Uo)×Wo, µε ϕo(Uo) ⊂ Rm

ανοιχτό και Wo ⊂ Rk ανοιχτό. Επιπλέον,

ψo(Vo ∩ P ) = ψo(P ) = ψo
(
f(Uo))

= (ψo ◦ f ◦ ϕ−1
o )
(
ϕo(Uo)

)

= j
(
ϕo(Uo)

)
= ϕo(Uo)× 0

΄Αρα το (Vo, ψo) είναι χάρτης της N που ικανοποιεί την ΥΠ. 2, για όλα τα ση-

µεία του P , οπότε το P είναι κανονική υποπολλαπλότητα της N , διάστασης m.

Σηµειώνεται ότι η διαφορική δοµή του P ορίζεται από τον (µέγιστο) άτλαντα

{(
Vo ∩ P = P, p1,0 ◦ ψo|P

)}′
.

Επειδή η f : M ! N είναι C∞, ϑα είναι C∞ και η f |Uo : Uo ! N , άρα και η

f |Uo : Uo ! P , αφού f(Uo) = P και P κανονική υποπολλαπλότητα της N (ϐλ.

σχετικά και την Πρόταση 1.1.12).

Η f |Uo : M ! P είναι 1-1 (αφού η τοπική της παράσταση ψo ◦ f ◦ ϕ−1
o = j

είναι 1-1). Εποµένως, υπάρχει η αντίστροφη απεικόνιση (f |Uo)
−1 : P ! Uo.

∆είχνουµε ότι και αυτή είναι απεικόνιση C∞: Χρησιµοποιώντας τον ολικό χάρτη

(P, p1◦ψo|P ), που αναφέρθηκε στον παραπάνω σχολιασµό, η τοπική παράσταση

της (f |Uo)
−1 είναι η

ϕo ◦ (f |Uo)
−1 ◦

(
p1,0 ◦ ψo|P

)−1
= ϕo ◦ (f |Uo)

−1 ◦ (ψ−1
o ◦ j)

=
(
ϕo ◦

(
f |Uo

)−1
◦ ψ−1

o

)
◦ j

=
(
ψo ◦ f ◦ ϕ−1

o

)−1
◦ j

= j−1 ◦ j = idϕo(Uo)

[ϑυµίζουµε ότι η συγκεκριµένη εµφύτευση j : α 7! (α, 0) αντιστρέφεται]. Συ-

νεπώς η (f |Uo)
−1 είναι C∞ (σε όλο το πεδίο ορισµού της), δηλαδή τελικά η

f |Uo : Uo ! P είναι αµφιδιαφόριση.
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iii) ⇒ i): Εφ᾿ όσον η f |Uo : Uo ! P είναι αµφιδιαφόριση και dimP = m =
dimM , από τον γραµµικό ισοµορφισµό

Txof ≡ Txo(f |Uo) : TxoUo ≡ TxoM
≃

−−−! Tf(xo)P

προκύπτει ότι

dim
(
Txo f(TxoM)

)
= dim

(
Tf(xo)P

)
= m,

άρα

dim
(
ker(Txo f)

)
= dim

(
TxoM

)
− dim

(
Tx f(TxoM)

)
= 0,

απ᾿ όπου ker(Txo f) = {0}, δηλαδή καταλήγουµε στην i).

1.2.4 Πόρισµα. Η f : M ! N είναι εµφύτευση αν και µόνον αν διαθέτει τοπικά

αριστερή αντίστροφο, δηλαδή, για κάθε x ∈ M , υπάρχει ανοιχτή περιοχή

A ⊂ M του x, ανοιχτή περιοχή B ⊂ N του f(x) και C∞-απεικόνιση σ : B ! A
τέτοια ώστε f(A) ⊂ B και σ ◦ f |A = idA.

Απόδειξη. ΄Εστω τυχόν xo ∈ M . Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.2.3, υπάρχουν

κατάλληλοι χάρτες (Uo, ϕo) και (Vo, ψo) των xo και f(xo), έτσι ώστε ψo◦f ◦ϕ
−1
o =

j (ϐλ. και το επόµενο διάγραµµα).

Uo
f ✲ Vo

ϕo(Uo)

ϕo

❄ j ✲ ϕo(Uo)×Wo

ψo

❄

∆ιάγραµµα 1.11

Θέτουµε A := Uo, B := Vo, και ορίζουµε την απεικόνιση σ : B ! A µέσω της

σχέσης

σ(y) := ϕ−1
o

(
p1(ψo(y))

)
; y ∈ B,

όπου p1 : ϕo(Uo) × Wo ! ϕo(Uo) είναι η προβολή στον πρώτο παράγοντα.

Προφανώς η σ είναι C∞-απεικόνιση και ικανοποιεί τη σχέση

(σ ◦ f)(x) = σ(f(x)) = (ϕ−1
o ◦ p1)

(
ψo(f(x))

)

= (ϕ−1
o ◦ p1)

(
ψo ◦ f ◦ ϕ−1

o (ϕo(x))
)

= (ϕ−1
o ◦ p1)

(
j(ϕo(x))

)

= (ϕ−1
o ◦ p1)(ϕo(x), 0) = x,
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για κάθε x ∈ A. ΄Αρα σ ◦ f |A = idA.

Αντίστροφα, η σχέση σ ◦ f |A = idA συνεπάγεται ότι

Txo(σ ◦ f |A) = Txo(idA) = idTxoA ≡ idTxoM ,

εποµένως

idTxoM = Tf(xo)σ ◦ Txo
(
f |A
)
= Tf(xo)σ ◦ Txo f,

απ᾿ όπου προκύπτει ότι η Txo f είναι όντως 1-1 (και παρεπιµπτόντως η Tf(xo)σ
επί), άρα η f είναι εµφύτευση στο xo και ανάλογα σε ολόκληρο το M .

1.2.5 Πόρισµα. Το σύνολο

J := {x ∈M : f είναι εµφύτευση στο x}

είναι ανοιχτό υποσύνολο του Μ.

Απόδειξη. ΄Εστω τυχόν xo ∈ J . Σύµφωνα µε την περίπτωση iii) του Θεωρήµα-

τος 1.2.3, ϑα υπάρχει αµφιδιαφόριση f |Uo : Uo
≃
−−! P , όπου Uo περιοχή του xo.

Τότε όµως ϑα ισχύει η συνθήκη iii) του ίδιου ϑεωρήµατος και για κάθε x ∈ Uo,
άρα η f είναι εµφύτευση και σε κάθε x ∈ Uo, οπότε Uo ⊂ J . ∆ηλαδή, για το

τυχόν xo ϐρίσκουµε ανοιχτό Uo ⊂ M µε xo ∈ Uo ⊂ J , που αποδεικνύει τον

ισχυρισµό.

1.2.6 Πρόταση. ΑνX είναι κανονική υποπολλαπλότητα τηςM , τότε η κανονική

εµφύτευση i : X !֒M είναι εµφύτευση (µε την έννοια του Ορισµού 1.2.1).

Απόδειξη. ’µεση συνέπεια του Πορίσµατος 1.1.9.

1.2.7 Σχόλια. Στο Θεώρηµα 1.2.3 είδαµε ότι τοπικά η εικόνα µιας εµφύτευ-

σης είναι κανονική υποπολλαπλότητα. ΄Οµως αυτή η ιδιότητα δεν ολικοποιείται,

δηλαδή ακόµη και αν η απεικόνιση είναι παντού εµφύτευση και 1-1, δεν συν-

άγεται αναγκαία ότι ολόκληρη η εικόνα της είναι κανονική υποπολλαπλότητα

του πεδίου τιµών. ΄Ενα κλασικό αντιπαράδειγµα δίνεται από την απεικόνιση f
του εποµένου σχήµατος :

Σχήµα 1.3
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Εδώ ϑεωρούµε την απεικόνιση f η οποία απεικονίζει το R στο R2 και η εικόνα

της είναι η συνεχής γραµµή στο δεξιό µέρος του σχήµατος. Η f είναι εµφύτευση

παντού αλλά η εικόνα της δεν είναι κανονική υποπολλαπλότητα του R2. Αυτό

ϕαίνεται από µια στοιχειώδη εξέταση των περιοχών του 0, στο πεδίο ορισµού R

και στην εικόνα f(R).

Γενικά, αν f : M ! N είναι εµφύτευση 1-1, η εικόνα f(M) ⊂ N καλείται

εµφυτευµένη υποπολλαπλότητα. Στην περίπτωση αυτή υπάρχει (εκ µεταφο-

ϱάς από την M ) δοµή πολλαπλότητας επί του f(M), αλλά αυτή επάγεται µία

τοπολογία που δεν συµπίπτει αναγκαία µε την σχετική τοπολογία. Κάτι τέτοιο

συµβαίνει αν και µόνον αν η f είναι οµοιοµορφισµός από την M στην f(M).
Σηµειώνουµε ότι µία εµφύτευση 1-1 καλείται κατάκλιση (imbedding).

Ειδικότερα, αν M είναι υποσύνολο µιας πολλαπλότητας N και το M έχει

µία δοµή πολλαπλότητας, έτσι ώστε η i : X !֒ M να είναι εµφύτευση, τότε το

M είναι µία εµφυτευµένη υποπολλαπλότητα της N . Φυσικά η τοπολογία που

εισάγει η διαφορική δοµή επί του M δεν συµπίπτει µε τη σχετική τοπολογία (ως

υποχώρου του N ).

Συναφώς αναφέρουµε το εξής συµπέρασµα:

΄Εστω f : M ! N µία 1-1 C∞-απεικόνιση και P ⊂ N . Τότε το P είναι

κανονική υποπολλαπλότητα της N τότε και µόνον τότε αν P = f(M) και

f : M ! P είναι οµοιοµορφισµός.

1.2.8 Ασκήσεις.

1. Αν M και N είναι C∞-πολλαπλότητες, τότε η απεικόνιση

iy : M −!M ×N µε iy(x) := (x, y),

για ένα y ∈ N σταθερό, είναι εµφύτευση.

2. Κάθε διαφορίσιµο διανυσµατικό πεδίο είναι εµφύτευση.

3. Αν f : M ! N1 είναι εµφύτευση και g : M ! N2 τυχαία C∞-απεικόνιση,

τότε η (f, g) : M ! N1 ×N2 είναι εµφύτευση.

4. Αν fi : Mi ! Ni ( i = 1,2) είναι εµφυτεύσεις, τότε και η f1 × f2 είναι

εµφύτευση.

5. Να αιτιολογηθεί γιατί η f , που δίνεται στα Σχόλια 1.2.7, είναι εµφύτευση

και γιατί η εικόνα της δεν είναι κανονική υποπολλαπλότητατου R2.
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1.3 Εµβαπτίσεις

΄Οπως και στην προηγούµενη παράγραφο, σταθεροποιούµε δύο πολλαπλότητες

M ≡ (M,A) και N ≡ (N,B), όπου όµως τώρα υποθέτουµε ότι dimM = m ≥
n = dimN .

1.3.1 Ορισµός. Μια C∞-απεικόνιση f : M ! N καλείται εµβάπτιση (sub­

mersion) στο xo ∈ M αν η Txof : TxoM ! TxoN είναι απεικόνιση επί. Η f ϑα

καλείται εµβάπτιση αν είναι εµβάπτιση σε κάθε σηµείο x ∈M .

Από τον προηγούµενο Ορισµό προκύπτει ότι

rankxo(f) := dim
(
Txof(TxoM)

)
= dim(Tf(xo)N) = n.

Εποµένως, µία εµβάπτιση είναι απεικόνιση µέγιστης τάξης. Επίσης, είναι και

(1.3.1) dim
(
ker(Txof)

)
= m− n =: k

1.3.2 Λήµµα. Οι επόµενες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

i) Η f είναι εµβάπτιση στο xo ∈M .

ii) Υπάρχει ανοιχτή περιοχή Uo ⊂ M του xo, ανοιχτή περιοχή Vo ⊂ N του

f(xo), ανοιχτή περιοχή Wo ⊂ Rk του 0 και αµφιδιαφόριση g : Uo
≃
−−! Vo ×Wo,

έτσι ώστε f
∣∣
Uo

= p1 ◦ g, όπου p1 : Vo ×Wo ! Vo : (α, b) 7! α είναι η προβολή

στον πρώτο παράγοντα.

Η δεύτερη συνθήκη του ϑεωρήµατος απεικονίζεται στο επόµενο διάγραµµα.

Uo
f ✲ Vo

Vo ×Wo

p1

❄

≃
g

✲

∆ιάγραµµα 1.12

Εποµένως, µέσω κατάλληλης ταύτισης (µε τη ϐοήθεια της αµφιδιαφόρισης g), η

f συµπίπτει τοπικά (δηλαδή σε µια περιοχή του xo) µε την πρώτη προβολή (:

προβολή στον πρώτο παράγοντα). ∆ηλαδή, όπως λέµε, τοπικά µία εµβάπτιση είναι

µία προβολή.
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Απόδειξη. i) ⇒ ii): Ακολουθούµε µία διαδικασία ανάλογη µε αυτήν της απόδει-

ξης του Λήµµατος 1.2.2: Λόγω της διαφορισιµότητας της f στο xo, ϑα υπάρχουν

χάρτες (U,ϕ) ∈ A, (V, ψ) ∈ B µε xo ∈ U , f(U) ⊂ V , και έτσι ώστε η τοπική

παράσταση

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : Rn × Rk ≡ Rm ⊃ ϕ(U) −! ψ(V ) ⊂ Rn (k = m− n)

να είναι C∞ στο ϕ(xo). Επίσης, λόγω της (1.3.1), υπάρχει γραµµικός υπόχωρος

E ≤ TxoM µε dimE = n και τέτοιος ώστε

TxoM = E⊕ ker(Txo f),

οπότε και

Rm = ϕ(TxoM) = ϕ(E)⊕ ϕ
(
ker(Txo f)

)
,

µε

dim
(
ϕ(E)

)
= n, dimϕ

(
ker(Txo f)

)
= k = m− n.

Στη συνέχεια κάνουµε ένα µετασχηµατισµό του Rm έτσι ώστε ο ϕ(E) να

απεικονίζεται ακριβώς στον Rn ≡ Rn× 0 και ο ϕ
(
ker(Txo f)

)
στον Rk ≡ 0×Rk,

δηλαδή ϐρίσκουµε έναν γραµµικό ισοµορφισµό ξ : Rm
≃
−−! Rm, έτσι ώστε

ξ(ϕ(E)) = Rn × 0 και ξ
(
ϕ(ker(Txo f))

)
= 0× Rk

(ϐλ. την ανάλογη απόδειξη του Λήµµατος 1.2.2 και τη σχετική υποσηµείωση).

Σχηµατικά έχουµε το επόµενο ϐοηθητικό διάγραµµα.

TxoM = E⊕ ker(Txo f)

Rm

ϕ

❄
= ϕ(E)⊕ ϕ

(
ker(Txo f)

)
ϕ

❄

Rm

ξ

❄
= (Rn × 0)⊕ (0× Rk)

ξ

❄

∆ιάγραµµα 1.13

Μετά από αυτά ορίζουµε την απεικόνιση

(1.3.2) h : U −! V × Rk : x 7! h(x) :=
(
f(x), (p2 ◦ ξ ◦ ϕ)(x)

)
,
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όπου p2 : R
n×Rk ! Rk είναι η προβολή στον δεύτερο παράγοντα. Η h είναι C∞

και το διαφορικό της στο xo ∈ U είναι η απεικόνιση

Txoh : TxoU ≡ TxoM −! Th(xo)(V × Rk) ≡ Tf(xo)N × TqR
k,

όπου, για ευκολία, έχουµε ϑέσει q = (p2◦ξ◦ϕ)(xo). Το προηγούµενο διαφορικό,

για τυχόν u ∈ TxoM = E ⊕ ker(Txo f) µε u = u1 + u2, όπου u1 ∈ E και

u2 ∈ ker(Txo f), δίνει ότι

(1.3.3)
Txoh(u) =

(
Txo f(u1 + u2), Txo(p2 ◦ ξ ◦ ϕ)(u1 + u2)

)

=
(
Txo f(u1), Txo(p2 ◦ ξ ◦ ϕ)(u1 + u2)

)

Επειδή p2 ◦ ξ ◦ ϕ : U ! Rk, η τοπική παράστασή της µέσω των χαρτών (U,ϕ)
και (Rk, idRk) είναι η

idRk ◦ (p2 ◦ ξ ◦ ϕ) ◦ ϕ
−1 = p2 ◦ ξ|ϕ(U) : ϕ(U) −! Rk.

΄Αρα, µέσω του µεταθετικού διαγράµµατος

TxoM
Txo(p2 ◦ ξ ◦ ϕ) ✲ TqR

k

Rm

ϕ

❄ D(p2 ◦ ξ)
(
ϕ(xo)

)
✲ Rk

idRk

❄

∆ιάγραµµα 1.14

µπορούµε να υπολογίσουµε την τιµή Txo(p2 ◦ ξ ◦ ϕ)(u1 + u2). Ακριβέστερα,

ϐρίσκουµε ότι διαδοχικά είναι :

Txo(p2 ◦ ξ ◦ ϕ)(u1 + u2) =
[
id

−1
Rk ◦D(p2 ◦ ξ)(ϕ(xo)) ◦ ϕ

]
(u1 + u2)

=
[
id

−1
Rk ◦ (p2 ◦ ξ) ◦ ϕ

]
(u1 + u2)[ αφού p2 ◦ ξ γραµµική ]

=
(
id

−1
Rk ◦ p2

)(
ξ(ϕ(u1)) + ξ(ϕ(u2))

)

ή, ϑέτοντας ξ(ϕ(u1)) = (α, 0), ξ(ϕ(u2)) = (0, b),

≡
(
id

−1
Rk ◦ p2

)(
(α, 0) + (0, b)

)

=
(
id

−1
Rk ◦ p2

)
(α, b)

= id
−1
Rk (b).
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΄Αρα, µέσω του γραµµικού ισοµορφισµού p0,2 : 0× Rk ! Rk : (0, b)
≃
−! b,

Txo(p2 ◦ ξ ◦ ϕ)(u1 + u2) = id
−1
Rk (b) = id

−1
Rk

[
p0,2(ξ(ϕ(u2)))

]
.

Εποµένως, ϐάσει της τελευταίας, η (1.3.3) παίρνει τη µορφή

(1.3.4) Txoh(u1 + u2) =
(
Txo f(u1), ( id

−1
Rk ◦ p0,2 ◦ ξ ◦ ϕ)(u2)

)

∆ιαπιστώνουµε ότι η (1.3.4) είναι απεικόνιση 1-1: Ας ϑεωρήσουµε δύο στοι-

χεία u, u′ ∈ TxoM µε Txoh(u) = Txoh(u
′). Επειδή u = u1+u2 και u′ = u′1+u

′
2,

όπου u1, u
′
1 ∈ E και u2, u

′
2 ∈ ker(Txo f), η ίδια σχέση δίνει τις

Txo f(u1) = Txo f(u
′
1),(1.3.5)

( id
−1
Rk ◦ p2,0 ◦ ξ ◦ ϕ)(u2) = ( id

−1
Rk ◦ p2,0 ◦ ξ ◦ ϕ)(u

′
2).(1.3.6)

Από την (1.3.6), λόγω ισοµορφισµού, έχουµε αµέσως ότι u2 = u′2. Απ᾿ το άλλο

µέρος, η (1.3.5) συνεπάγεται ότι Txo f(u1−u
′
1) = 0, δηλαδή u1−u

′
1 ∈ ker(Txo f).

΄Οµως και u1 − u′1 ∈ E, άρα [επειδή E ∩ ker(Txo f) = 0] u1 = u′1, δηλαδή

καταλήγουµε στην u = u′, που αποδεικνύει τον ισχυρισµό.

Επειδή τώρα το πεδίο ορισµού και το πεδίο τιµών της (1.3.4) έχουν ίδια

διάσταση m, τελικά έχουµε ότι Txoh είναι γραµµικός ισοµορφισµός. ΄Αρα, κατά

το ϑεώρηµα της αντίστροφης συνάρτησης, η h είναι τοπική αµφιδιαφόριση στο

xo, δηλαδή ϑα υπάρχει µία ανοιχτή περιοχή A ⊂ U του xo και µία ανοιχτή

περιοχή B ⊂ V × Rk του h(xo), έτσι ώστε η

h|A : U ⊃ A
≃

−−! B ⊂ V × Rk

να είναι (C∞-)αµφιδιαφόριση. Βάσει του ορισµού της τοπολογίας στο καρτεσιανό

γινόµενο, µπορούµε να ϐρούµε Vo ⊂ V ανοιχτό και Wo ⊂ Rk ανοιχτό, µε

h(xo) ∈ Vo ×Wo ⊂ B ⊂ V × Rk. Θέτουµε Uo := h−1(Vo ×Wo), οπότε xo ∈
Uo ⊂ A ⊂ U και ορίζουµε τη Ϲητούµενη αµφιδιαφόριση g ϑέτοντας g := h|Uo .

Μένει να δείξουµε ότι καταλήγουµε στις συνθήκες της ii). Πριν από αυτό

όµως να παρατηρήσουµε το εξής : ΄Οπως κατασκευάστηκε η περιοχήWo δεν είναι

ϐέβαιο πώς είναι ανοιχτή περιοχή του 0. Στην περίπτωση αυτή ϐρίσκουµε µία

περιοχή του 0, όπως στην εκφώνηση, µε τον εξής τρόπο : ϑέτοντας (για ευκολία)

h(xo) = (αo, bo) ∈ Vo ×Wo, ϑεωρούµε την µετατόπιση

τ−bo : R
k
! Rk : ~h 7!

~h− bo,

οπότε ορίζεται η ανοιχτή περιοχή W o := τ−bo(Wo) του 0. Κατόπιν ϑεωρούµε,

αντί της Uo, την h−1(Vo ×W o) =: Uo και ως g παίρνουµε πλέον την h|Uo
. ΄Ετσι,
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αντί της τριάδας δεδοµένων (Uo, g, Vo × Wo) του λήµµατος, ϑα πάρουµε την

(U o, g, Vo ×W o).
Επανερχόµενοι στην αρχική τριάδα (Uo, g, Vo × Wo) [και υποθέτοντας ότι

Wo είναι περιοχή του 0], διαπιστώνουµε ότι η g = h|Uo : Uo
≃

−−! Vo ×Wo είναι

αµφιδιαφόριση, τέτοια ώστε, για κάθε x ∈ Uo, να ικανοποιείται η σχέση

(p1 ◦ g)(x) = p1
(
h(x)

)
= p1

(
f(x), (p2 ◦ ξ ◦ ϕ)(x)

)
= f(x),

η οποία αποδεικνύει πλήρως την ii).

Αντίστροφα, αν υποθέσουµε ότι ισχύει η ii), από τη σχέση f |Uo = p1 ◦ g :
Uo ! Vo προκύπτει ότι η

Txof ≡ Txo(f |Uo) : TxoUo ≡ TxoM −! Tf(xo)Vo ≡ Tf(xo)N

ικανοποιεί τη σχέση

Txof = Txo(p1 ◦ g) = Tg(xo)p1 ◦ Txog = p1 ◦ Txog,
†

από την οποίαν προκύπτει ότι η Txo f είναι απεικόνιση επί, δηλαδή καταλήγουµε

στην i).

1.3.3 Θεώρηµα. Αν είναι f : M ! N µία C∞-απεικόνιση, τότε οι επόµενες προ-

τάσεις είναι ισοδύναµες :

i) Η f είναι εµβάπτιση στο xo, δηλαδή η Txo f είναι απεικόνιση επί.

ii) Υπάρχουν χάρτες (Uo, ϕo) ∈ A, (Vo, ψo) ∈ B και ανοιχτή περιοχή Wo του

0 ∈ Rk, έτσι ώστε : xo ∈ Uo, f(Uo) ⊆ Vo, ϕo(Uo) = ψo(Vo)×Wo και

ψo ◦ f ◦ ϕ−1
o = p̃1 : ϕo(Uo) = ψo(Vo)×Wo −! ψo(Vo).

Εδώ p̃1 συµβολίζει την προβολή στον πρώτο παράγοντα σε επίπεδο ευκλειδείων

χώρων.

iii) Υπάρχει ανοιχτή περιοχή B ⊂ N του f(xo) και µία C∞-απεικόνιση

σ : N ⊃ B !M , τέτοια ώστε σ(f(xo)) = xo και f ◦ σ = idB .

N ⊃ B
σ ✲ M

N

f

❄
idB ✲

∆ιάγραµµα 1.15

†Στο τελευταίο µέλος ϑέσαµε p1 = p1|Tαo
N × TboR

k, αν g(xo) = (αo, bo).
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Απόδειξη. i) ⇒ ii): Σύµφωνα µε το Λήµµα 1.3.2, υπάρχουν περιοχές Uo, Vo και

αµφιδιαφορίση g όπως στο ∆ιάγραµµα 1.12, σελ. 24. Οι περιοχές αυτές προέκυ-

ψαν από κατάλληλη σµίκρυνση των χαρτών (U,ϕ) και (V, ψ) που αναφέρονται

στην απόδειξη του Λήµµατος 1.3.2, δηλαδή Uo ⊂ U και Vo ⊂ V . Εποµένως

µπορούµε να ϑεωρήσουµε τον χάρτη (Vo, ψo) ∈ B µε ψo := φ|Vo . Η κατασκευή

του (Uo, ϕo) είναι πιο πολύπλοκη και προκύπτει από κατάλληλη "συµπλήρωση"

του ∆ιαγράµµατος 1.12 στο επόµενο διάγραµµα.

U ⊃ Uo
f ✲ Vo ⊂ V

Vo ×Wo

p1
✲

≃
g

✲

ψo(Vo)×Wo

ψo × idWo

❄

ϕo

✲

ϕ(Uo)

ϕ

❄

j
✲

ψo(Vo) = ψ(Vo)

ψo = ψ
∣∣
Vo

❄

p̃1

✲

όπου j = (ψo × idWo) ◦ g ◦ ϕ
−1
∣∣
ϕ(Uo)

∆ιάγραµµα 1.16

Ακριβέστερα, ϑέτουµε ϕo := (ψo × idWo) ◦ g, οπότε (Uo, ϕo) ∈ A, αφού ϕo
είναι αµφιδιαφόριση. Επειδή ήδη f(Uo) ⊂ Vo, ορίζεται η τοπική παράσταση της

f [ως προς (Uo, ϕo), (Vo, ψo)] ψo◦f ◦ϕ
−1
o : ψo(Vo)×Wo ! ψo(Vo), για την οποίαν

έχουµε ότι

ψo ◦ f ◦ ϕ−1
o = ψo ◦ f ◦

(
(ψo × idWo) ◦ g

)−1

= ψo ◦ (f ◦ g−1) ◦ (ψ−1
o × idWo)

= ψo ◦ p1|Vo×Wo ◦ (ψ
−1
o × idWo)

= p̃1|ψo(Vo)×Wo
,

όπως ακριβώς Ϲητούσαµε.

ii) ⇒ iii): Θέτοντας B := Vo, ορίζουµε την απεικόνιση

(1.3.7) σ(y) := ϕ−1
o

(
ψo(y), p̃2(ϕo(xo))

)
; y ∈ B,
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όπου p̃2 : ψo(Vo) ×Wo ! Wo η προβολή στον δεύτερο παράγοντα (σε επίπεδο

ευκλειδείων χώρων). ∆ιαπιστώνουµε ότι :

a) Η σ είναι C∞-απεικόνιση, αφού σ = ϕ−1
o ◦ (ψo, c), δηλαδή είναι σύνθεση

C∞-απεικονίσεων, όπου c είναι η σταθερή απεικόνιση c(y) := p̃2(ϕo(xo)).
b) Ισχύει η σχέση f ◦ σ = idB, επειδή, για κάθε y ∈ B είναι

f
(
σ(y)

)
= (f ◦ ϕ−1

o )
(
ψo(y), p̃2(ϕo(xo))

)

=
(
ψ−1
o ◦ p̃1

)(
ψo(y), p̃2(ϕo(xo))

)

= y.

c) Ιδιαιτέρως, στο f(xo), είναι

σ(f(xo)) = ϕ−1
o

(
ψo(f(xo)), p̃2(ϕo(xo))

)

= ϕ−1
o

[
(ψo ◦ f ◦ ϕ−1

o )(ϕo(xo)), p̃2(ϕo(xo))
]

= ϕ−1
o

(
p̃1(ϕo(xo)), p̃2(ϕo(xo))

)

= ϕ−1
o (ϕo(xo)) = xo.

Εποµένως, η σ πληροί τις ιδιότητες της εκφώνησης και αποδεικνύει την iii).

Παρενθετικά αναφέρουµε ότι η κατασκευή της σ προκύπτει από το ∆ιάγραµ-

µα 1.16 της προηγούµενης σελίδας χωρίς τη χρήση της g [δηλαδή µέσω του

(υπο)∆ιαγράµµατος 1.12 (σελ. 24) που δεν περιέχεται στη συνθήκη ii)], όπως

ϕαίνεται και στο επόµενο διάγραµµα.

Uo
f ✲✛
σ

Vo

ψo(Vo)×Wo

✛

(ψ
o
, c
)

ϕo
✲

ψo(Vo)

ψo

❄
p̃1 ✲

∆ιάγραµµα 1.17

iii) ⇒ i): Θέτουµε, για ευκολία, yo := f(xo). Παραγωγίζοντας την f ◦σ = idB
στο yo, ϐρίσκουµε ότι Tyo(f ◦ σ) = TyoidB, ή

(1.3.8) idTyoN ≡ idTyoB ≡ TyoidB = Tσ(yo)f ◦ Tyoσ = Txo f ◦ Tyoσ
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TyoN
Tyoσ✲ TxoM

TyoN

Txo f

❄
id ✲

∆ιάγραµµα 1.18

από την οποίαν προκύπτει ότι Txo f είναι επί (και, παρεπιπτόντως, η Tyoσ 1-1).

΄Αρα καταλήγουµε στην i), οπότε κλείνει η απόδειξη του ϑεωρήµατος.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Οι χάρτες της ii) στην πραγµατικότητα είναι τέτοιοι ώστε f(Uo) =
Vo. Πράγµατι, από την τοπική παράσταση ψo ◦ f ◦ ϕ−1

o = p̃1 προκύπτει ότι

f |Uo = ψ−1
o ◦ p̃1 ◦ ϕo, άρα η f : Uo ! Vo είναι επί, απ᾿ όπου προκύπτει ο

ισχυρισµός.

1.3.4 Ορισµός. Μία C∞-απεικόνιση σ, όπως στο Θεώρηµα 1.3.3, λέγεται τοπι-

κή τοµή της f . Ιδιαιτέρως, επειδή σ(f(xo)) = xo, λέµε ότι η σ έχει (ή ικανοποιεί

την) αρχική συνθήκη (xo, f(xo)).

1.3.5 Πόρισµα. Αν η f είναι εµβάπτιση στο xo, τότε η τοπική τοµή-της σ, µε

αρχική συνθήκη
(
xo, f(xo)

)
, είναι εµφύτευση στο f(xo).

Απόδειξη. ΄Αµεση συνέπεια του 1-1 της Tyoσ (µε yo = f(xo)), που προέκυψε στο

τελευταίο µέρος της απόδειξης του Θεωρήµατος 1.3.3.

1.3.6 Πόρισµα. Κάθε εµβάπτιση f : M ! N έχει τοπική τοµή, για οποιαδήποτε

αρχική συνθήκη (x, f(x)), x ∈M .

Απόδειξη. Προφανής συνέπεια του Θεωρήµατος 1.3.3.

1.3.7 Πόρισµα. Αν f : M ! N είναι C∞-απεικόνιση, τότε το σύνολο

S := {x ∈M : η f είναι εµβάπτιση στο x}

είναι ανοιχτό υποσύνολο του M .

Απόδειξη. Εστω τυχόν xo ∈ S. Τότε, κατά το Θεώρηµα 1.3.3, υπάρχουν χάρτες

(Uo, ϕo) και (Vo, ψo) µε xo ∈ Uo και έτσι ώστε ψo ◦ f ◦ϕ−1
o = p̃1. Εποµένως, για

οποιοδήποτε x ∈ Uo, οι προηγούµενοι χάρτες ικανοποιούν την ii) του ϑεωρήµα-

τος, άρα η f είναι εµβάπτιση σε κάθε x, δηλαδή η f είναι εµβάπτιση σ᾿ ολόκληρο

το Uo. Συνεπώς, xo ∈ Uo ⊂ S, που αποδεικνύει τον ισχυρισµό.

1.3.8 Πόρισµα. Κάθε εµβάπτιση είναι ανοιχτή απεικόνιση.
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Απόδειξη. ΄Εστω µία εµβάπτιση f : M ! N και ένα τυχόν ανοιχτό A ⊂ M .

΄Εχουµε δει ότι για τυχόν xo ∈ M υπάρχουν κατάλληλοι χάρτες (Uo, ϕo) και

(Vo, ψo) των xo και f(xo), ώστε

ψo ◦ f ◦ ϕ−1
o = p̃1 : ϕo(Uo) = ψo(Vo)×Wo −! ψo(Vo),

οπότε f |Uo = ψ−1
o ◦ p̃1 ◦ ϕo. ΄Οµως, οι ψo, ϕo και p̃1 είναι ανοιχτές απεικονίσεις,

άρα και η f |Uo είναι ανοιχτή. Συνεπώς, για κάθε x ∈ A, ϑα υπάρχει (όπως

πριν) ανοιχτό Ux ⊂ M , έτσι ώστε η f |Ux να είναι ανοιχτή απεικόνιση, οπότε

f(A ∩ Ux) ⊂ N ανοιχτό (αφού A ∩ Ux ⊂ Ux ανοιχτό). Επειδή ακόµη A =⋃
x∈A

(A ∩ Ux), τελικά ϑα είναι

f(A) = f
(⋃

x∈A

(A ∩ Ux)
)
=
⋃

x∈A

f
(
A ∩ Ux

)

ανοιχτό υποσύνολο του N , πράγµα που αποδεικνύει και το πόρισµα.

1.3.9 Ορισµός. Αν f : M ! N είναι εµβάπτιση και y ∈ f(M) ⊂ N , τότε το

σύνολο f−1({y}) ≡ f−1(y) ⊂ M καλείται νήµα (fiber) της f στο (ή πάνω από

το) σηµείο y.

Προφανώς µπορούµε να ορίσουµε το νήµα f−1(y), για οποιοδήποτε y ∈ N .

Αν όµως η f δεν είναι επί, µπορούµε να ϐρούµε νήµατα κενά. Τέτοια νήµατα,

ϐέβαια, δεν έχουν καµιά σηµασία εδώ.

1.3.10 Θεώρηµα. Αν f : M ! N είναι εµβάπτιση, τότε, για κάθε y ∈ f(M), το

νήµα f−1(y) είναι κανονική υποπολλαπλότητα της M µε

dim
(
f−1(y)

)
= dimM − dimN = m− n =: k (m ≥ n)

Απόδειξη. ΄Εστω τυχόν xo ∈ f−1(y). Επειδή η f είναι εµβάπτιση στο xo, υ-

πάρχουν χάρτες (Uo, ϕo) ∈ A, (Vo, ψo) ∈ B και περιοχή Wo, όπως στη ii) του

Θεωρήµατος 1.3.3 (µε xo ∈ Uo και f(xo) = y ∈ Vo). Ιδιαιτέρως, έχουµε δει ότι

ϕo(Uo) = ψo(Vo)×Wo, ψo ◦ f ◦ ϕ−1
o = p̃1.

Ορίζουµε την απεικόνιση ("συµµετρία")

s : Rn × Rk −! Rk × Rn : (α, b) 7! (b, α),

η οποία είναι C∞-αµφιδιαφόριση, καθώς και την απεικόνιση

µ = idRk × τ−ψo(y) : Rk ×Rn −! Rk ×Rn : (α, b) 7!
(
α, b− ψo(y)

)
.
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Είναι άµεσον ότι τ−ψo(y) και µ είναι αµφιδιαφορίσεις, οπότε µπορούµε να ο-

ϱίσουµε και τον χάρτη (U,ϕ) ∈ A µε U := Uo και ϕ = µ ◦ s ◦ ϕo (xo ∈ U). Για

τον τελευταίο χάρτη ισχύει ότι

(1.3.9)
ϕ(U) = µ

(
s(ϕo(Uo))

)
= µ

(
s(ψo(Vo)×Wo)

)

= µ
(
Wo × ψo(Vo)

)
=Wo × P,

όπου P := τ−ψo(y)

(
ψo(Vo)

)
, το οποίον είναι ανοιχτό υποσύνολο του Rn. Από το

άλλο µέρος, ϐρίσκουµε αµέσως ότι

p̃2 = p̃1 ◦ s
−1 : Wo × ψo(Vo) −! ψo(Vo).

Ακόµη είναι προφανές ότι U ∩ f−1(y) = f−1
U (y), αν ϑέσουµε fU = f |U . Επο-

µένως,

ϕ
(
U ∩ f−1(y)

)
= ϕ

(
f−1
U (y)

)
= (µ ◦ s)

(
ϕo(f

−1
U (y))

)

= (µ ◦ s)
(
ϕo
(
f−1
U ({ψ−1

o (ψo(y))})
))

= (µ ◦ s)
(
(ψo ◦ f

∣∣
U=Uo

◦ ϕ−1)−1({ψo(y)})
)

= (µ ◦ s)
(
p̃−1
1 ({ψo(y)})

)

= (µ ◦ s)
(
{ψo(y)} ×Wo

)

= µ
(
Wo × {ψo(y)}

)

=Wo × 0.

Η τελευταία, µαζί µε την (1.3.9), αποδεικνύει ότι ο χάρτης (U,ϕ) ∈ A ικανοποιεί

την ΥΠ. 2 της Πρότασης1.1.2. Παρόµοια ισχύουν και για κάθε άλλο σηµείο του

f−1(y), χρησιµοποιώντας ακριβώς τον ίδιο χάρτη (U,ϕ) ∈ A. ΄Αρα η απόδειξη

είναι πλήρης.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Η σχέση ϕo
(
f−1
U ({y}

)
=
(
ψo ◦ f ◦ϕ−1

o

)−1
({ψo(y)}) που χρησι-

µοποιήθηκε στο τελευταίο µέρος της προηγούµενης απόδειξης, αποδεικνύεται

στοιχειωδώς.

1.3.11 Πόρισµα. ΄Εστω f : M ! N µία εµβάπτιση και τυχόν y ∈ f(M). Αν

συµβολίσουµε µε Y := f−1(y) το νήµα της f στο y, τότε ισχύει η ϑεµελιώδης

σχέση

(1.3.10) Txi(TxY ) = ker(Txf), ∀x ∈ Y,

όπου i : Y !֒M η εµφύτευση. Ιδιαιτέρως, µετά την ταύτιση TxY ≡ Txi(TxY ) [ϐλ.

σχετικά και τα Πορίσµατα 1.1.9 και 1.1.10], µπορούµε να γράψουµε ότι

(1.3.10′ ) TxY ≡ ker(Txf).
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Απόδειξη. ΄Εστω τυχόν u ∈ Txi(TxY ). Τότε υπάρχει v ∈ TxY , τέτοιο ώστε u =
Txi(v), οπότε

(1.3.11) Txf(u) = Txf(Txi(v)) = Tx(f ◦ i)(v).

΄Οµως, για κάθε z ∈ Y = f−1({y}), είναι (f ◦ i)(z) = f(z) = y, δηλαδή η

f ◦ i είναι σταθερή απεικόνιση, οπότε η (1.3.11) συνεπάγεται ότι Txf(u) = 0 ή

u ∈ ker(Txf) και

(1.3.12) Txi(TxY ) ≤ ker(Txf).

Επειδή η f είναι εµβάπτιση, ϐάσει του Θεωρήµατος 1.3.10 και του Πορίσµα-

τος 1.1.9, χουµε ότι

dim(ker(Txf)) = m− n = dim(TxY ) = dim
(
Txi(TxY )

)
.

Η τελευταία και η (1.3.12) αποδεικνύουν τις (1.3.10) και (1.3.10′ ).

1.3.12 Σχόλια. Μία εµβάπτιση διαθέτει (µέσω των τοπικών τοµών) τοπικά δε-

ξιά αντίστροφο, ενώ οι εµφυτεύσεις διαθέτουν τοπικά αριστερή αντίστροφο (ϐλ.

Πόρισµα 1.2.4). Επίσης, είδαµε ότι τα νήµατα f−1({y}) είναι κανονικές υπο-

πολλαπλότητες του πεδίου ορισµού. Πιο γενικά, η αντίστροφη εικόνα f−1(N)
ή η f−1(P ), αν P ⊂ N κανονική υποπολλαπλότητα, δεν είναι αναγκαία κανο-

νική υποπολλαπλότητα του πεδίου ορισµού M . Κάτι τέτοιο απαιτεί ιδιαίτερες

συνθήκες επί της f (εγκαρσιότητα), όπως µελετούµε στην επόµενη παράγραφο.

1.3.13 Ασκήσεις.

1. Αν M καιN είναι C∞-πολλαπλότητες, τότε οι προβολές pM : M×N !M
και pN : M ×N ! N είναι εµβαπτίσεις.

2. Η προβολή π : TM !M της εφαπτόµενης δέσµης είναι εµβάπτιση.

3. Αν fi : Mi ! Ni (i = 1,2) είναι εµβαπτίσεις, τότε η f1 × f2 είναι επίσης

εµβάπτιση.

4. Αν M είναι συµπαγής πολλαπλότητα, N συνεκτική πολλαπλότητα Haus­

dorff και f : M ! N εµβάπτιση, τότε η f είναι απεικόνιση επί.

5. Αν M είναι συµπαγής πολλαπλότητα, τότε δεν υπάρχει εµβάπτιση

f : M ! Rn.

6. Αν f : M ! N είναι εµβάπτιση και dimM = dimN , τότε για κάθε y ∈
f(M), το νήµα f−1(y) έχει ως σχετική τοπολογία την διακριτική.
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7. Εστω f : M ! N εµβάπτιση επί και g : N ! P απεικόνιση τέτοια ώστε η

g ◦ f να είναι C∞. Τότε η g είναι C∞-απεικόνιση.

8. Μια εµβάπτιση διαθέτει τοπικά δεξιά αντίστροφο.

9. Να αποδειχτεί, µε χρήση εµβαπτίσεων, ότι η σφαίρα S2 και το γράφηµα

Γf µιας C∞-απεικόνισης f : M ! R είναι κανονικές υποπολλαπλότητες

του R και M × R αντιστοίχως (ϐλ. σχετικά και τις Ασκήσεις 1.1.15).

1.4 Εγκάρσιες απεικονίσεις

Σταθεροποιούµε και πάλι δύο διαφορικές πολλαπλότητες M = (M,A) και N ≡
(N,B)

1.4.1 Ορισµός. ΄Εστω f : M ! N C∞-απεικόνιση και W ⊂ N κανονική υ-

ποπολλαπλότητα. Η f λέγεται εγκάρσια (tranverse /transversal) προς την W
στο x (συµβολισµός : f⋔xW ) αν ισχύει µία από τις επόµενες συνθήκες :

(I) f(x) /∈W ,

(II) f(x) ∈W και Tf(x)N = Txf(TxM) + Tf(x)W

Η f ϑα λέγεται εγκάρσια στην W (συµβ: f⋔W ) αν είναι εγκάρσια προς την W
σε κάθε x ∈M

Αντί για την παραπάνω ορολογία, χρησιµοποιούµε συχνά και την έκφραση

"η f τέµνει την W εγκάρσία (στο x)".

Πριν προχωρήσουµε, µερικά σχόλια : Στη συνθήκη (II) του προηγουµένου

ορισµού χρησιµοποιείται η ταύτιση

Tf(x)W ≡ Tf(x)i(Tf(x)W ) ≤ Tf(x)N,

όπου i : W !֒ N είναι η εµφύτευση.

Ακόµη επισηµαίνουµε ότι το άθροισµα της συνθήκης (II) δεν είναι κατ᾿ α-

νάγκην το ευθύ άθροισµα.

Μερικές περιπτώσεις εγκαρσίων απεικονίσεων παρουσιάζονται στα σχήµατα

της επόµενης σελίδας.
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Σχήµα 1.4

Σχήµα 1.5

Σχήµα 1.6
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Στην περίπτωση του Σχήµατος 1.4 έχουµε ότι f ⋔W , αφού για κάθε x ∈M
είναι f(x) /∈W .

Στο Σχήµα 1.5 έχουµε ότι f ⋔xW , για κάθε x 6= 0. Ιδιαιτέρως, για κάθε x =
0, έχουµε ότι To f(ToM) ∼= R ∼= Tf(o)W . Συνεπώς, τυχόν στοιχείο u ∈ Tf(o)N ∼=
R2 δεν µπορεί να παρασταθεί ως a+ b, µε a ∈ To f(ToM) και b ∈ Tf(o)W , αφού

To f(ToM) ≡ Tf(o)W ≡ R.

Τέλος, στην περίπτωση του Σχήµατος 1.6, έχουµε ότι f ⋔W . Αυτό είναι προ-

ϕανές για κάθε x µε f(x) /∈ f(M) ∩W . Για τα σηµεία x µε f(x) ∈ f(M) ∩W
έχουµε τη συνθήκη (II). Πράγµατι, τυχόν u ∈ Tf(x)N ∼= R2 µπορεί να αναλυθεί

σε άθροισµα όπως στο σχήµα, δηλαδή u = a + b µε a ∈ Tx f(TxM) ∼= R και

b ∈ Tf(x)W ∼= R.

1.4.2 Λήµµα. Για f και W όπως στον Ορισµό 1.4.1, µε dimN = n και dimW =
k, οι επόµενες συνθήκες είναι ισοδύναµες :

i) f ⋔W [µε f(x) ∈W ].

ii) Υπάρχει ανοιχτή περιοχή U ⊂ M του x και χάρτης (V, ψ) ∈ B, έτσι ώστε

f(U) ⊂ V , ψ(V ) = B1 × B2, όπου B1 ⊂ Rk, B2 ⊂ Rn−k ανοιχτά σύνολα,

ψ(V ∩W ) = B1 × 0, ψ(f(x)) = (0, 0), και η απεικόνιση

p̃2 ◦ ψ ◦ f : U −! B2

να είναι εµβάπτιση στο x. Η p̃2 : B1×B2 ! B2 είναι (προφανώς) η προβολή στον

δεύτερο παράγοντα.

Απόδειξη. Εφ᾿ όσον W είναι κανονική υποπολλαπλότητα της N , για το σηµείο

y := f(x) ∈ W ϑα µπορούµε να ϐρούµε χάρτη (V, ψ) ∈ B [ϐλ. (ΥΠ.2), στην

Πρόταση 1.1.2,] που ικανοποιεί τις συνθήκες

ψ(V ) = B1 ×B2, ψ(V ∩W ) = B1 × 0, ψ(y) = (0, 0),

όπως στην εκφώνηση [ιδιαιτέρως, η τελευταία επιτυγχάνεται πάντοτε µε κατάλ-

ληλη µεταφορά του χάρτη της (ΥΠ. 2)]. Θέτουµε U := f−1(V ), οπότε x ∈ U
και f(U) ⊂ V . Ακόµη, αφού dimW = k, ϑα είναι dimTf(x)W = k καθώς και

dim
(
ker(Tf(x)(p̃2 ◦ ψ))

)
= k, επειδή

Tf(x)(p̃2 ◦ ψ) : Tf(x)N −! Tp2(ψ(f(x)))B2
∼= Rn−k

είναι επί [αφού Tf(x)(p̃2 ◦ ψ) = (p2|T(·)B1×T(·)B2) ◦ Tf(x)ψ είναι απεικόνιση επί],

οπότε

dim
(
ker(Tf(x)(p̃2 ◦ ψ))

)
= dimTf(x)N − dim

(
Tf(x)(p̃2 ◦ ψ)(Tf(x)N)

)

= n− (n− k) = k.
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Απ᾿ το άλλο µέρος, αν

u =
[
(α, f(x))

]
∈ Tf(x)W

όπου α : (−ε, ε) ! V ∩W είναι µία C∞-καµπύλη µε α(0) = f(x), ϐρίσκουµε

ότι

Tf(x)(p̃2 ◦ ψ)(u) = [p̃2 ◦ ψ ◦ α, (p̃2 ◦ ψ ◦ f)(x)] = [(0, 0)] = 0,

άρα

Tf(x)W ≤ ker
(
Tf(x)(p̃2 ◦ ψ)

)
.

Επειδή όµως

dimTf(x)W = dim
(
ker(Tf(x)(p̃2 ◦ ψ))

)
= k,

τελικά είναι

Tf(x)W = ker
(
Tf(x)(p̃2 ◦ ψ)

)
.

Συνεπώς έχουµε ότι :

f ⋔xW ⇔ Txf(TxM) + Tf(x)W = Tf(x)N

⇔ Txf(TxM) + ker(Tf(x)(p̃2 ◦ ψ)) = Tf(x)N
∗
⇔ Tf(x)(p̃2 ◦ ψ) ◦ Txf = Tx(p̃2 ◦ ψ ◦ f) είναι επί.

Στην τελευταία ισοδυναµία (
∗
⇔ ) της προηγούµενης απόδειξης χρησιµοποι-

ήσαµε το επόµενο αποτέλεσµα, του οποίου η απόδειξη αποτελεί στοιχειώδη

άσκηση της Γραµµικής ’λγεβρας.

ΑΣΚΗΣΗ Α : Αν h : E ! F είναι γραµµική απεικόνιση και g : F ! G γραµµικός

επιµορφισµός τότε ισχύει η ακόλουθη ισοδυναµία :

Η απεικόνιση g ◦ h είναι επί ⇔ F = Im(h) + ker(g).

1.4.3 Θεώρηµα. Υποθέτουµε ότι f : M ! N C∞-απεικόνιση και W ⊂ N κα-

νονική υποπολλαπλότητα µε dimW = k. Εάν f ⋔W , τότε ισχύουν τα εξής : i) Η

f−1(W ) είναι κανονική υποπολλαπλότητα.

ii) Οι πολλαπλότητες W και f−1(W ) έχουν την ίδια συνδιάσταση.

iii) Txo(f
−1(W )) = (Txof)

−1(Tf(xo)W ).

Απόδειξη. ∆είχνουµε ότι ισχύει η i). ΄Εστω τυχόν xo ∈ f−1(W ). Επειδή f ⋔xo W ,

κατά το Λήµµα 1.4.2, υπάρχουνU, (V, ψ) καιB1, B2 έτσι ώστε να ικανοποιούνται

οι συνθήκες της ii) του ίδιου λήµµατος και, ιδιαιτέρως, η

p̃2 ◦ ψ ◦ f : M ⊃ U −! B2 ⊂ Rn−k
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να είναι εµβάπτιση στο xo. Εποµένως, κατά την ii) του Θεωρήµατος 1.3.3, ϑα

υπάρχουν χάρτες (Uo, ϕo) της ανοιχτής υποπολλαπλότητος U (άρα και της M ),

µε xo ∈ Uo, και (Do, χo) της B2 ⊂ Rn−k, έτσι ώστε ϕo(Uo) = χo(Do)×Ao (όπου

Ao ανοιχτή περιοχή του 0 στην Rn−k), χo(0) = 0 ‡ και

(1.4.1) χo ◦ (p2 ◦ ψ ◦ f) ◦ ϕ−1
o = p̃1 : χo(Do)×Ao −! χo(Do).

(ϐλ. και το επόµενο διάγραµµα).

U
f ✲ V

ψ✲ B1 ×B2
p̃2 ✲ B2

Uo

⊆

✲

Do

⊆

✲

χo(Do)×Ao

ϕo

❄ p̃1 ✲ χo(Do)

χo

❄

∆ιάγραµµα 1.19

Θα δείξουµε ότι µέσω του χάρτη (Uo, ϕo) ικανοποιείται η συνθήκη ΥΠ. 2 της

Πρότασης 1.1.2 για την f−1(W ) και το xo.

Εκ κατασκευής, ϕo(Uo) = χo(Do)×Ao. Προφανώς, xo ∈ Uo ∩ f
−1(W ). Θα

δείξουµε ακόµη ότι

(1.4.2) ϕo
(
Uo ∩ f

−1(W )
)
= 0×Ao.

Πράγµατι, αν z ∈ Uo ∩ f
−1(W ), τότε f(z) ∈W . Εποµένως,

p̃1(ϕo(z)) =
(
χo ◦ (p̃2 ◦ ψ ◦ f) ◦ ϕ−1

o

)
(ϕo(z)) = (χo ◦ p̃2 ◦ ψ ◦ f)(z),

ή, επειδή ψ(V ∩W ) = B1 × 0, [ϐλ. και συνθήκη ii) του Λήµµατος 1.4.2]

p̃1(ϕo(z)) = χo(0),

άρα, λόγω της σχέσης και υποσηµείωσης ( ‡ ),

p̃1(ϕo(z)) = 0,

‡Αυτό γίνεται, ως συνήθως, µε κατάλληλη µεταφορά.
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απ᾿ όπου ϕo(z) ∈ 0×Ao, που σηµαίνει ότι

(1.4.3) ϕo
(
Uo ∩ f

−1(W )
)
⊂ 0×Ao.

Για την αντίστροφη της (1.4.3), ϑεωρούµε ένα (0, a) ∈ 0×Ao. Αφού ϕo(Uo) =
χo(Do)× Ao και ισχύει η (1.4.1), ϑα υπάρχει z ∈ Uo µε ϕo(z) = (0, a) και έτσι

ώστε

0 = p̃1(ϕo(z)) = (χo ◦ p̃2 ◦ ψ ◦ f ◦ ϕ−1
o )(ϕ(z)) = (χo ◦ p̃2 ◦ ψ ◦ f)(z).

Εποµένως,

(p̃2 ◦ ψ ◦ f)(z) = χ−1
o (0) = 0,

κι επειδή ψ
(
f(z)

)
∈ ψ(V ) = B1 × B2, ϑα είναι (ψ ◦ f)(z) ∈ B1 × 0 ή [ϐλ. και

πάλι τη συνθήκη ii) του Λήµµατος 1.4.2]

f(z) ∈ ψ−1(B1 × 0) = V ∩W,

άρα f(z) ∈ W και z ∈ f−1(W ). Επειδή ήδη z ∈ Uo, τελικά ϐρίσκουµε ότι

z ∈ Uo ∩ f
−1(W ), οπότε (0, a) = ϕo(z) ∈ ϕo

(
Uo ∩ f

−1(W )
)
, δηλαδή

(1.4.4) 0×Ao ⊂ ϕo
(
Uo ∩ f

−1(W )
)
.

Η τελευταία µαζί µε την (1.4.3) αποδεικνύει την (1.4.2).

Τα προηγούµενα αποδεικνύουν ότι έχουµε δοµή υποπολλαπλότητας επί του

W . [Πιο τυπικά, για να ϐρισκόµαστε σε απόλυτη συµφωνία µε την ΥΠ. 2, ϑα

πρέπει να πάρουµε τον χάρτη (Uo, s◦ϕo), όπου s η συµµετρία 0×Ao
≃

−! Ao×0].

∆είχνουµε τώρα τη ii). Από τους χάρτες (Uo, ϕo) της προηγούµενης απόδειξης

ϕαίνεται ότι η f−1(W ) εφοδιάζεται µε χάρτες, των οποίων η εικόνα είναι ανοιχτά

σύνολα της µορφής Ao ⊂ Rm−n−k. ΄Αρα, dim f−1(W ) = m− n− k και

codimf−1(W ) := dimM − dim f−1(W )

= m− (m− n+ k) = n− k

= dimN − dimW

= codimW.

Για την iii) προχωρούµε ως εξής : Σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 1.1.15 (2), έχουµε

διαδοχικά :

u = [(α, xo)] ∈ Txo
(
f−1(W )

)
⇔ Im(α) ⊂ f−1(W ) ⇔

Im(f ◦ α) ⊂W ⇔ Txof(u) =
[
(f ◦ α, f(xo))

]
∈ Tf(xo)W,

από την οποίαν προκύπτει το Ϲητούµενο και ολοκληρώνεται η απόδειξη.
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1.4.4 Πρόταση. Υποθέτοµε ότι f : X ! Z και g : Y ! Z είναι C∞-απεικονίσεις

(µε ίδιο πεδίο τιµών). Τότε, για κάθε (x, y) ∈ X × Y µε f(x) = g(y), οι επόµενες

συνθήκες είναι ισοδύναµες :

i) (f × g)⋔(x,y)∆Z

ii) TzZ = Txf(TxX) + Tyg(TyY ), αν z = f(x) = g(y).

Για την απόδειξη χρειαζόµαστε προηγουµένως το εξής αλγεβρικό αποτέλε-

σµα, του οποίου η επαλήθευση είναι στοιχειωδης.

ΑΣΚΗΣΗ Β: Αν E και F είναι γραµµικοί υπόχωροι του γραµµικού χώρου G,

τότε ισχύει η ισοδυναµία :

G×G = (E× F) + ∆G ⇔ G = E+ F.

Απόδειξη της Πρότασης 1.4.4. ΄Εστω τυχόν (x, y) ∈ X × Y µε f(x) = g(y) := z,
δηλαδή (f(x), g(y)) ∈ ∆Z . Εφόσον ∆Z είναι κανονική υποπολλαπλότητα της

Z × Z [ϐλ. Παράδειγµα 1.1.13 (1)], σύµφωνα µε την συνθήκη ii) του Ορισµ-

ού1.4.1, έχουµε τις ισοδυναµίες :

(f × g)⋔(x,y)∆Z ⇔ T(f×g)(x,y)(Z × Z) = T(x,y)(f × g)
(
T(x,y)(X × Y )

)

+ T(f×g)(x,y)∆Z ,

ή, µετά τις απαραίτητες ταυτίσεις,

(f × g)⋔(x,y)∆Z ⇔ Tf(x)Z × Tg(y)Z =
(
Txf(TxX)× Tyg(TyY )

)

+ T(f(x),g(y))∆Z .

΄Αρα, ϐάσει της ΄Ασκήσης1.1.15(10) και της παραπάνω Β,

(f × g)⋔(x,y)∆Z ⇔ TzZ × TzZ =
(
Txf(TxX)× Tyg(TyY )

)
+∆TzZ

⇔ TzZ = Txf(TxX)× Tyg(TyY ),

που ολοκληρώνουν την απόδειξη.

1.4.5 Πόρισµα. Αν f και g είναι C∞-απεικονίσεις όπως στην Πρόταση 1.4.4 και

µία εξ αυτών είναι εµβάπτιση, τότε (f × g)⋔∆Z .

Απόδειξη. ΄Αµεση εφαρµογή της προηγούµενης Πρότασης

Κλείνουµε την παράγραφο αυτή µε την κατασκευή του νηµατικού γινοµένου,

που χρησιµοποιείται και στα Κεφάλαια 2 και 3.
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1.4.6 Ορισµός. Θεωρούµε δύο απεικονίσεις f : X ! Z και g : Y ! Z. Καλο-

ύµε νηµατικό γινόµενο των f και g (ή ακόµη και νηµατικό γινόµενο των X,Y
µέσω των f, g) το σύνολο

X ×Z Y := {(x, y) : f(x) = g(y)}.

Από τον ορισµό προκύπτει ότιX×ZY ⊂ X×Y και ορίζονται οι απεικονίσεις

f∗ : X ×Z Y −! Y µε f∗ := p2
∣∣X ×Z Y,

g∗ : X ×Z Y −! X µε g∗ := p1
∣∣X ×Z Y,

όπου p1, p2 είναι οι προβολές του X × Y στον πρώτο και δεύτερο παράγοντα

αντιστοίχως.

X ×Z Y
f∗ ✲ U

X

g∗

❄ f ✲ Z

g

❄

∆ιάγραµµα 1.20

1.4.7 Θεώρηµα. Υποθέτουµε ότι f : X ! Z και g : Y ! Z είναι C∞-απ-

εικονίσεις και η g εµβάπτιση. Τότε το νηµατικό γινόµενο X ×Z Y είναι κανονική

υποπολλαπλότητα της X × Y και οι f∗, g∗ είναι C∞-απεικονίσεις.

Απόδειξη. Πρώτα παρατηρούµε ότι X ×Z Y = (f × g)−1(∆Z). Επειδή η ∆Z

είναι κανονική υποπολλαπλότητα του Z × Z [ϐλ. Παράδειγµα 1.1.13 (1)] και

(f × g)⋔∆Z (ϐλ. Πόρισµα 1.4.5), το πρώτο συµπέρασµα είναι συνέπεια του

Θεωρήµατος 1.4.3. Η διαφορισιµότητα των f∗ και g∗ είναι συνέπεια της διαφο-

ϱισιµότητας των p1, p2 και της Πρότασης 1.1.11.

1.4.8 Ασκήσεις.

1. Αν f : X ! Z, g : Y ! Z είναι C∞-απεικονίσεις, W κανονική υποπολλα-

πλότητα της Z και g ⋔W , τότε ισχύει η ισοδυναµία :

f ⋔
(
g−1(W )

)
⇔ (g ◦ f)⋔W.
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2. ∆ύο κανονικές υποπολλαπλότητες X και Y της πολλαπλότητας M ϑα

λέγονται εγκάρσιες αν η κανονική εµφύτευση i : X !֒M είναι εγκάρσια

στην Y . Εποµένως για δύο εγκάρσιες υποπολλαπλότητες X,Y ισχύουν τα

επόµενα συµπεράσµατα :

i) X ∩ Y είναι κανονική υποπολλαπλότητα της M .

ii) Tz(X ∩ Y ) = (TzX) ∩ (TzY ), ∀ z ∈ X ∩ Y.

3. Ισχύει η ισοδυναµία των εποµένων συνθηκών:

i) f ⋔xW , όπου f : M ! N και W ⊂ N κανονική υποπολλαπλότητα.

ii) Αν q : Tf(x)N ! Tf(x)N/Tf(x)W είναι η κανονική απεικόνιση (στο

πηλίκον), τότε η απεικόνιση q ◦ Txf είναι επί,

TxM
Txf ✲ Tf(x)N

Tf(x)N
∣∣Tf(x)W

q

❄
Txf ✲

∆ιάγραµµα 1.21

µετά την ταύτιση Tf(x)W ≡ Tf(x)i(Tf(x)W ) ≤ Tf(x)N , όπου i η

εµφύτευση W !֒ N .

4. Να επαληθευτούν οι ισχυρισµοι των Ασκήσεων Α (σελ. 38) και Β (σελ. 41).

5. Να αποδειχτεί πλήρως το Πόρισµα 1.4.5.





ΚΕΦΑΛΑΙΟ

2

∆ιανυσµατικές ∆έσµες

They [vector bundles] played an increa­

singly important role in modern mathe­

matics, culminating in the sophisticated

subject K­theory, which studies equiva­

lence classes of vector bundles over a

given space.

D. W. Kahn [16, p. 38]

Στο κεφάλαιο αυτό εξετάζουµε τις ϐασικές ιδιότητες των διανυσµατικών δεσµών

και των µορφισµών τους. Μεταξύ των άλλων, εξετάζουµε τις απεικονίσεις µετα-

ϕοράς, µέσω των οποίων (ανα)κατασκευάζεται πλήρως µία διανυσµατική δέσµη,

ενώ µεγάλο µέρος του κεφαλαίου αφιερώνεται στην κατασκευή διαφόρων σηµα-

ντικών διανυσµατικών δεσµών, που χρειάζονται στη συνέχεια.

45
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2.1 Βασικοί ορισµοί και ιδιότητες

Η έννοια που εισάγεται εδώ αποτελεί γενίκευση της έννοιας της εφαπτόµενης

δέσµης.

2.1.1 Ορισµός. ΄Εστω X, E δύο C∞-πολλαπλότητες και π : E ! X µία C∞-

απεικόνιση. ΄Εστω ακόµη ότι το σύνολο

(∆∆.1) Ex := π−1(x)

έχει δοµή διανυσµατικού χώρου, για κάθε x ∈ X. Επίσης, υποθέτουµε ότι

υπάρχει µία ανοιχτή κάλυψη {Ui}i∈I του X και, για κάθε i ∈ I, υπάρχουν

n(i) ∈ N και µια C∞-αµφιδιαφόριση

τi : π
−1(Ui) −! Ui × Rn(i),

έτσι ώστε να ικανοποιείται η συνθήκη :

Το διάγραµµα

(∆∆.2)

π−1(Ui)
τi ✲ Ui × Rn(i)

Ui

p

❄
π

✲

∆ιάγραµµα 2.1

είναι µεταθετικό και οι περιορισµοί της τi στα νήµατα

τix := p2 ◦ τi|Ex : Ex −! Rn(i)

είναι γραµµικές απεικονίσεις.

Τότε η τριάδα ℓ = (E, π,X) λέγεται (C∞- διαφορίσιµη) διανυσµατική δέσµη

(vector bundle), η πολλαπλότητα E ολικός χώρος (total space), η X ϐάση

(base space), η απεικόνιση π προβολή (projection), οι αντίστροφες εικόνες

π−1(x) = Ex νήµατα (fibers) και η οικογένεια {(Ui, τi)}i∈I απλοποιούσα

κάλυψη (trivializing cover). Κάθε (Ui, τi) της κάλυψης απότελεί ενα απλοποιο-

ύν Ϲεύγος (trivialization/trivializing pair)

Αν υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε n(i) = n, για κάθε i ∈ I, λέµε ότι η ℓ έχει

νήµατα τύπου Rn.
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2.1.2 Παρατηρήσεις. 1) Από τον ορισµό προκύπτει ότι η απεικόνιση π είναι

επί και οι απεικόνισεις τix είναι γραµµικοί ισοµορφισµοί.

2) Αν (U, τ) είναι απλοποιούν Ϲεύγος και V ⊂ U ανοικτό, τότε αποδεικνύεται

εύκολα ότι (V, τ |π−1(V )) είναι επίσης απλοποιούν Ϲεύγος.

3) Οπως και στο σύνολο των n-διαστάτων Cκ-ατλάντων επί ενός συνόλου

X, ετσι και στο σύνολο τών απλοποιουσών καλύψεων µιας δεδοµένης τριάδας

(E, π,X) ορίζονται σχέσεις διάταξης µέσω του περιέχεσθαι, και ισοδυναµίας

µέσω της συµβιβαστότητας. Αποδεικνύεται οτι κάθε απλοποιούσα κάλυψη περι-

έχεται σε µια µοναδική απλοποιούσα κάλυψη που είναι µεγιστικό στοιχείο ως

προς την διάταξη του περιέχεσθαι. Στη διεθνή ϐιβλιογραφία, συνήθως δεν γίνεται

αναφορά σε µέγιστες απλοποιούσες καλύψεις, για τεχνικούς όµως λόγους είναι

σκόπιµο να δουλεύει κανείς µε αυτές. Στα επόµενα, όταν ϑεωρούµε απλοποιο-

ύσα κάλυψη ϑα εννοούµε µέγιστη απλοποιούσα κάλυψη.

4) Στη συνέχεια ϑα ϑεωρούµε πάντοτε δέσµες µε νήµατα σταθερού τύπου Rn.

Η παραδοχή αυτή δεν προκαλεί σοβαρή ϐλάβη της γενικότητας, γιατί πάνω από

κάθε συνεκτική συνιστώσα της ϐάσης µιας διανυσµατικής δέσµης τα νήµατα

είναι σταθερού τύπου [ϐλ. ΄Ασκηση 2.7 (2) στο τέλος του κεφαλαίου αυτού].

5) Η σχέση (∆∆.2) χαρακτηρίζει τη δέσµη ως τοπικώς τετριµµένη (locally

trivial). Η ορολογία αυτή ϑα εξηγηθεί πλήρως από το επόµενο Παράδειγµα

2.1.3 (1), την έννοια του ισοµορφισµού διανυσµατικών δεσµών (Ορισµός 2.1.4),

και το Παράδειγµα 2.1.6 (4).

6) ΄Αµεση συνέπεια του ορισµού είναι ότι η π : E ! X είναι εµβάπτιση.

Συνεπώς, κάθε Ex είναι (κανονική) υποπολλαπλότητα του E και

dimEx = n = dimE − dimX = dim(U × Rn)− dimU,

όπου (U, τ) απλοποιούν Ϲεύγος που περιέχει το x.

2.1.3 Παραδείγµατα. 1) Η τετριµµένη δέσµη (the trivial bundle) (X×Rn, p1,
X), όπου X είναι µια διαφορική πολλαπλότητα. Σ᾿ αυτήν την περίπτωση µια (όχι

µεγίστη) απλοποιούσα κάλυψη αποτελείται από το (ολικό) απλοποιούν Ϲεύγος

(X, idX×Rn).

2) Η εφαπτόµενη δέσµη (the tangent bundle) (TX, π,X) µιας διαφορικής

πλλαπλότητας X: Αν m είναι η διάσταση της X, τα νήµατα π−1(x) είναι οι

εφαπτόµενοι χώροι T (X,x) = TxX, άρα έχουν δοµήm-διάστατου πραγµατικού

διανυσµατικού χώρου. Μια απλοποιούσα κάλυψη αποτελεί η οικογένεια

{
(U, (π, ϕ)) | (U,ϕ) ∈ A

}

όπου

(π, ϕ) : π−1(U) −! U × Rm : v 7!

(
π(v), ϕ(v)

)
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και

ϕ(v) = D(ϕ ◦ α)(0), αν v = [(α, x)] ∈ T (X,x).

Πράγµατι, το διάγραµµα

π−1(U)
(π, ϕ)✲ U × Rm

U

p1

❄
π

✲

∆ιάγραµµα 2.2

είναι µεταθετικό και ο περιορισµός της (π, ϕ) σε κάθε νήµα π−1(x) = T (X,x)
είναι η απεικόνιση

ϕ = p2 ◦ (π, ϕ) : T (X,x) ! Rm,

που είναι γραµµική.

2.1.4 Ορισµός. ΄Εστω ℓi = (Ei, πi,Xi), i = 1, 2, διανυσµατικές δέσµες. ΄Ενα

Ϲεύγος (f, g) διαφορίσιµων απεικονίσεων f : E1 ! E2 και g : X1 ! X2 λέγεται

µορφισµός διανυσµατικών δεσµών (vector bundle morphism) αν ισχύουν οι

συνθήκες :

Το διάγραµµα

(Μ∆∆.1)

E1
f ✲ E2

X1

π1

❄ g ✲ X2

π2

❄

∆ιάγραµµα 2.3

είναι µεταθετικό.

Για κάθε x ∈ X, ο περιορισµός της f στο νήµα E1x,

(Μ∆∆.2) fx : E1x −! E2g(x),

είναι γραµµική απεικόνιση.
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Εξάλλου, ένας µορφισµός (f, g) : ℓ1 ! ℓ2 ϑα λέγεται ισοµορφισµός διανυ-

σµατικών δεσµών (vector bundle isomorphism), αν υπάρχει (f ′, g′) : ℓ2 ! ℓ1
µορφισµός διανυσµατικών δεσµών, έτσι ώστε

f ◦ f ′ = idE2 , f
′ ◦ f = idE1 , g ◦ g

′ = idX2 , g
′ ◦ g = idX1 .

2.1.5 Παρατηρήσεις. 1) Το µεταθετικό διάγραµµα της συνθήκης (Μ∆∆.1) µας

εξασφαλίζει ότι

f(E1x) ⊆ E2g(x), ∀x ∈ X1,

άρα και το καλά ορισµένο της απεικόνισης fx της συνθήκης (Μ∆∆.2).

2) Αν (f, g) : ℓ1 ! ℓ2 είναι ισοµορφισµός, τότε οι f, g είναι αµφιδιαφορίσεις

και η fx ισοµορφισµός διανυσµατικών χώρων, για κάθε x ∈ X. Αλλά και α-

ντίστροφα, αν (f, g) : ℓ1 ! ℓ2 είναι µορφισµός διανυσµατικών δεσµών, έτσι ώστε

οι f, g να είναι αµφιδιαφορίσεις, τότε το (f, g) είναι ισοµορφισµός [ϐλ. ΄Ασκη-

ση 2.7 (5) στο τέλος του κεφαλαίου].

3) Μια διανυσµατική δέσµη ℓ = (E, π,X) µε νήµατα τύπου Rn ϑα λέγεται

τετριµµένη (trivial), αν υπάρχει ισοµορφισµός διανυσµατικών δεσµών

(Φ, idX ) : ℓ −! (X ×Rn, p1,X).

Στην περίπτωση αυτή, το Ϲεύγος (X,Φ) είναι ολικό απλοποιούν Ϲεύγος.

2.1.6 Παραδείγµατα. 1) Για κάθε διανυσµατική δέσµη ℓ = (E, π,X), το Ϲεύγος

(idE , idX ) είναι ισοµορφισµός διανυσµατικών δεσµών.

2) Αν ℓi = (Ei, πi,Xi), i = 1, 2, 3, είναι διανυσµατικές δέσµες και

(fi, gi) : ℓi −! ℓi+1, i = 1, 2,

είναι (ισο)µορφισµοί διανυσµατικών δεσµών, τότε το

(f2 ◦ f1, g2 ◦ g1) : ℓ1 −! ℓ3

είναι (ισο)µορφισµός διανυσµατικών δεσµών.

3) Αν (f, g) : ℓ1 ! ℓ2 είναι µορφισµός διανυσµατικών δεσµών, έτσι ώστε οι f, g
να είναι αµφιδιαφορίσεις, τότε το

(
f−1, g−1

)
: ℓ2 ! ℓ1 είναι µορφισµός.

4) ’ν (U, τ) είναι απλοποιούν Ϲεύγος µιας ℓ = (E, π,X), τότε το Ϲεύγος (τ, idU )
είναι ισοµορφισµός µεταξύ των διανυσµατικών δεσµών

ℓU =
(
π−1(U), π|π−1(U), U

)
και

(
U ×Rn, p1, U

)
.

Αυτό εξηγεί τον όρο "τοπικώς τετριµµένη" για την δέσµη ℓ.
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5) ΄Εστω M, N διαφορίσιµες πολλαπλότητες και f : M ! N διαφορίσιµη α-

πεικόνιση. Τότε το Ϲεύγος (df, f) είναι µορφισµός από την (TM,πM ,M) στην

(TN, πN , N). Αν η f είναι αµφιδιαφόριση, τότε το (df, f) είναι ισοµορφισµός

διανυσµατικών δεσµών.

Θυµίζουµε ότι df = Tf : TM ! TN είναι το ολικό διαφορικό της f .

Οι διανυσµατικές δέσµες, οι µορφισµοί τους και η σύνθεση που ορίζεται στο

Παράδειγµα 2.1.6 (2), αποτελούν την κατηγορία των διανυσµατικών δεσµών,

που ϑα συµβολίσουµε µε VB. Αν σταθεροποιήσουµε µια πολλαπλότητα (X,A)
και ϑεωρήσουµε µόνο τις δέσµες µε ϐάση X και τους µορφισµούς που αφήνουν

τη ϐάση αναλλοίωτη (δηλαδή g = idX ) παίρνουµε µια υποκατηγορία της VB
που ϑα συµβολίζουµε µε VB(X).

2.2 Απεικονίσεις µεταφοράς

Ας δούµε τώρα αναλυτικά τι συµβαίνει στην τοµή δύο απλοποιούντων Ϲευγών

(Ui, τi), (Uj , τj) µιας απλοποιούσας κάλυψης {(Ui, τi)}i∈I της διανυσµατικής

δέσµης ℓ = (E, π,X), µε Ui ∩ Uj 6= ∅. Πρώτα παρατηρούµε ότι οι περιορισµοί

των τi, τj στο σύνολο

π−1(Ui ∩ Uj) =
⋃

x∈Ui∩Uj

Ex

έχουν εικόνα ακριβώς το σύνολο (Ui ∩ Uj)×Rn. Θεωρούµε και το διάγραµµα

(Ui ∩ Uj)× Rn
τj ◦ τ

−1
i ✲ (Ui ∩ Uj)× Rn

π−1(Ui ∩ Uj)

τj
✲

τ−1
i

✲

Ui ∩ Uj

π

❄✛

p1p1

✲

∆ιάγραµµα 2.4

του οποίου όλα τα τρίγωνα είναι µεταθετικά. Αν τώρα (x, h) ∈ (Ui ∩ Uj) × Rn,

τότε

τj ◦ τ
−1
i (x, h) =

(
A(x, h), B(x, h)

)
,
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όπου A = p1 ◦ τj ◦ τ
−1
i και B = p2 ◦ τj ◦ τ

−1
i . ΄Οµως,

A(x, h) = p1 ◦ τj ◦ τ
−1
i (x, h) = π ◦ τ−1

i (x, h) = p1(x, h) = x,

B(x, h) = p2 ◦ τj ◦ τ
−1
i (x, h) = p2 ◦ τj

(
v = τ−1

i (x, h)
)
= τjx(v).

Επειδή v = τ−1
i (x, h) = τ−1

ix (h) ∈ Ex, τελικά

B(x, h) = τjx ◦ τ
−1
ix (h)

Παρατηρούµε ότι, για κάθε x ∈ Ui ∩Uj , η απεικόνιση τjx ◦ τ
−1
ix είναι σύνθεση

δύο γραµµικών ισοµορφισµών, δηλαδή

τjx ◦ τ
−1
ix ∈ GL(n,R) ⊂ L(Rn,Rn).

2.2.1 Ορισµός. ΄Εστω ℓ = (E, π,X)διανυσµατική δέσµη µε νήµατα τύπου Rn

και απλοποιούσα κάλυψη {Ui, τi}i∈I . Τότε οι απεικονίσεις

Tji : Ui ∩ Uj −! GL(n,R) : x 7! τjx ◦ τ
−1
ix ,

όπου Ui ∩ Uj 6= ∅, λέγονται απεικονίσεις µεταφοράς (transition functions)

της ℓ ως προς την απλοποιούσα κάλυψη {(Ui, τi)}i∈I .

΄Οπως ϑα δούµε στο Θεώρηµα 2.2.6, οι απεικονίσεις µεταφοράς {Tji}i,j∈I
καθορίζουν τη δοµή της διανυσµατικής δέσµης.

΄Αµεση συνέπεια του προηγούµενου ορισµού είναι ότι οι απεικονίσεις µετα-

ϕοράς ικανοποιούν την σχέση

(2.2.1) Tkj(x) ◦ Tji(x) = Tki(x),

για κάθε i, j, k ∈ I µε Ui ∩ Uj ∩ Uk 6= ∅ και x ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk. Την ιδιότητα

αυτή εκφράζουµε λέγοντας ότι οι απεικονίσεις µεταφοράςαποτελούν σύγκυκλο

(cocycle). Επίσης, από την (2.2.1) προκύπτουν οι σχέσεις

Tii(x) = idRn , ∀x ∈ Ui και ∀ i ∈ I,

Tij(x) = Tji(x)
−1, ∀ i, j ∈ I µε Ui ∩ Uj 6= ∅ και x ∈ Ui ∩ Uj .

2.2.2 Πρόταση. ΄Εστω ℓ = (E, π,X) διανυσµατική δέσµη µε νήµατα τύπου Rn

και απλοποιούσα κάλυψη {(Ui, τi)}i∈I . Τότε, για κάθε i, j ∈ I µε Ui ∩ Uj 6= ∅,

η απεικόνιση µεταφοράς

Tji : Ui ∩ Uj ! GL(n,R)

είναι διαφορίσιµη.
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Υπενθυµίζουµε ότι GL(n,R) είναι ανοικτή υποπολαπλότητα του L(Rn,Rn)
που είναι διανυσµατικός χώρος, άρα και διαφορική πολλαπλότητα, διάστασης

n2. Το GL(n,R) καλείται και δοµική οµάδα (structure group) της δέσµης ℓ =
(E, π,X).

Η Πρόταση 2.2.2 είναι άµεσο αποτέλεσµα του εποµένου αποτελέσµατος :

2.2.3 Λήµµα. ΄Εστω U ⊆ Rm ανοιχτό και f : U × Rn ! Rκ µια απεικόνιση,

τέτοια ώστε, για κάθε x ∈ U , η µερική απεικόνιση

fx : R
n
−! Rκ : h 7! fx(h) := f(x, h)

να είναι γραµµική. Τότε η f είναι διαφορίσιµη, αν και µόνον αν η

F : U −! L(Rn,Rκ) : x 7! fx

είναι διαφορίσιµη.

Απόδειξη. Στο χώρο L(Rn,Rκ) ϑεωρούµε τον ολικό χάρτη

Φ : L(Rn,Rκ) −! Rn·κ,

που ορίζεται από τη σχέση

Φ(g) =
(
g(e1), g(e2), ....., g(en)

)
∈ Rκ × · · · × Rκ︸ ︷︷ ︸

n−παράγοντες

,

όπου {e1, e2, . . . , en} είναι η κανονική ϐάση του Rn. Η F είναι διαφορίσιµη,

αν και µόνον αν είναι διαφορίσιµη η απεικόνιση

Φ ◦ F : U −! Rn·κ : x 7!

(
fx(e1), fx(e2), . . . , fx(en)

)
.

Παρατηρούµε ότι αν η f είναι διαφορίσιµη, τότε κάθε απεικόνιση

x 7−! fx(ei) = fei(x), i = 1, . . . , n,

είναι διαφορίσιµη ως µερική απεικόνιση της f , οπότε η Φ ◦ F (άρα και η F )

είναι διαφορίσιµη.

Αντίστρφα, έστω ότι η F είναι διαφορίσιµη. Τότε η διαφορισιµότητα της Φ◦F
συνεπάγεται ότι κάθε

x 7−! fx(ei) = f(x, ei)

είναι διαφορίσιµη απεικόνιση του x. ΄Αρα, για (x, h) ∈ U × Rn, έχουµε ότι

f(x, h) = f
(
x,

n∑

i=1

hi ei

)
=

n∑

i=1

hi fx (ei),

δηλαδή η f είναι διαφορίσιµη.
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Αποτέλεσµα του ανωτέρω λήµµατος είναι και η επόµενη πρόταση, που είναι

ανάλογη της Πρότασης 2.2.2 αλλά αφορά τους µορφισµούς.

2.2.4 Πρόταση. ΄Εστω ℓi = (Ei, πi,Xi) διανυσµατικές δέσµες µε νήµατα τύπου

Rn(i) (i = 1, 2) και (f, g) : ℓ1 ! ℓ2 µορφισµός. Αν (U1, τ1), (U2, τ2) είναι απλο-

ποιούντα Ϲεύγη των ℓ1, ℓ2, αντιστοίχως, µε g(U1) ⊆ U2, τότε η

U1 −! L
(
Rn(1),Rn(2)

)
: x 7! τ2g(x) ◦ fx ◦ τ

−1
1x

είναι διαφορίσιµη απεικόνιση.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι η σύνθεση

U1 × Rn(1)
τ−1
1

−−−−! π−1
1 (U1)

f
−−−! π−1

2 (U2)
τ2

−−−−! U2 × Rn(2)
p2

−−−−! Rn(2)

είναι διαφορίσιµη ως σύνθεση διαφορισίµων απεικονίσεων και, για κάθε x ∈ Ui,
ο περιορισµός

τ2g(x) ◦ fx ◦ τ
−1
1x : Rn(1) −! Rn(2)

είναι γραµµική απεικόνιση. Εποµένως, εφαρµόζεται το Λήµµα 2.2.3.

Η επόµενη πρόταση αποτελεί ένα ϐασικό εργαλείο για την κατασκευή δια-

νυσµατικών δεσµών µε δεδοµένα νήµατα.

2.2.5 Πρόταση. ΄Εστω X διαφορική πολλαπλότητα διάστασης m, Ε σύνολο,

π : E ! X απεικόνιση, {Ui}i∈I ανοιχτή κάλυψη του X. ΄Εστω ακόµη ότι, για

κάθε i ∈ I, υπάρχει 1-1 και επί απεικόνιση τi : π
−1(Ui) ! Ui × Rn που κάνει

µεταθετικό το διάγραµµα

π−1(Ui)
τi✲ Ui × Rn

Ui

p1

❄
π

✲

∆ιάγραµµα 2.5

και τέτοια ώστε, για κάθε i, j ∈ I µε Ui ∩ Uj 6= ∅, η σύνθεση

τj ◦ τ
−1
i : (Ui ∩ Uj)× Rn −! (Ui ∩ Uj)× Rn
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να είναι C∞-αµφιδιαφόριση, και, για κάθε x ∈ Ui ∩ Uj , ο περιορισµός-της

τjx ◦ τ
−1
ix : Rn −! Rn

να είναι γραµµικός ισοµορφισµός. Τότε υπάρχει µονοσήµαντα ορισµένη δοµή δια-

ϕορικής πολλαπλότητας επί του E, τέτοια ώστε η τριάδα ℓ = (E, π,X) να γίνεται

διανυσµατική δέσµη µε απλοποιούσα κάλυψη {(Ui, τi)}i∈I .

Απόδειξη. Κάθε υποσύνολο π−1(Ui) του E έρχεται µέσω της τi σε 1-1 και ε-

πί αντιστοιχία µε την πολλαπλότητα Ui × Rn, άρα έχει µια µονοσήµαντα ο-

ϱισµένη διαφορίσιµη δοµή, δηλαδή ένα άτλαντα Ai έτσι ώστε η τi να γίνεται

C∞-αµφιδιαφόριση. Παρατηρούµε ότι οι τοµές π−1(Ui ∩ Uj) είναι ανοιχτές υ-

ποπολαπλότητες των π−1(Ui) και π−1(Uj), για κάθε i, j ∈ I, µε Ui ∩ Uj 6= ∅.

π−1(Ui ∩ Uj) ⊆ π−1(Ui)

(Ui ∩ Uj)× Rn
❄

⊆ Ui × Rn

τi

❄

∆ιάγραµµα 2.6

Πράγµατι κάθε τi ως αµφιδιαφόριση είναι και οµοιοµορφισµός, άρα το

π−1(Ui ∩ Uj) = τ−1
i

(
(Ui ∩ Uj)× Rn

)

είναι ανοιχτό στο π−1(Ui). Ανάλογα και το π−1(Uj). Στη συνέχεια, ϑεωρούµε

την τοµή π−1(Ui ∩ Uj), εφοδιασµένη µε τις προηγούµενες διαφορικές δοµές,

που προκύπτουν από τους αντίστοιχους άτλαντες Ai, Aj, και την ταυτοτική

απεικόνιση

id :
(
π−1(Ui ∩ Uj),Ai

)
−!

(
π−1(Ui ∩ Uj),Aj

)
.

Αυτή έχει τοπική παράσταση

τj ◦ id ◦ τ
−1
i : Ui ∩ Uj × Rn −! Ui ∩ Uj × Rn,

που είναι εξ υποθέσεως αµφιδιαφόριση. ΄Αρα οι δύο διαφορικές δοµές συµπί-

πτουν, δηλαδή

(
π−1(Ui ∩ Uj),Ai

)
=
(
π−1(Ui ∩ Uj),Aj

)
,
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εποµένως ο E δέχεται διαφορική δοµή ϐάσει του Λήµµατος της Συγκόλλησης

(ϐλ. Παράρτηµα Αʹ), και η δοµή αυτή είναι η µοναδική που κάνει τις τi αµφι-

διαφορίσεις.

Ως προς την προηγούµενη δοµή η π είναι διαφορίσιµη γιατί τοπικά γράφε-

ται ως σύνθεση διαφορίσιµων απεικονίσεων, λόγω της µεταθετικότητας του ∆ια-

γράµµατος 2.5 (σελ. 53).

Τέλος, η οικογένεια {(Ui, τi)}i∈I ορίζει µία απλοποιούσα κάλυψη. Πράγ-

µατι, κάθε νήµα Ex δέχεται δοµή διανυσµατικού χώρου µέσω της απεικόνισης

τix : Ex ! Rn, για x ∈ Ui. Η δοµή αυτή είναι ανεξάρτητη του i, γιατί αν

x ∈ Ui∩Uj, εξ υποθέσεως τjx ◦τ
−1
ix είναι γραµµική (ϐλ. ανάλογη απόδειξη στον

ορισµό της γραµµικής δοµής του εφαπτόµενου χώρου στο [4]). Η (∆∆.2) έχει

ήδη αποδειχθεί.

Ερχόµαστε τώρα στο ϐασικό αποτέλεσµα αυτής της παραγράφου:

2.2.6 Θεώρηµα. ΄Εστω Χ µια διαφορική πολλαπλότητα, n ∈ N, {Ui}i∈I ανοι-

χτή κάλυψη του Χ και {Tij : Ui ∩ Uj −! GL(n,R)}i,j∈I ένας σύγκυκλος του

Χ, ως προς την ανοιχτή κάλυψη {Ui}i∈I και µε τιµές στο GL(n,R), δηλαδή

ισχύει η ιδιότητα (2.2.1). Τότε υπάρχει µια διανυσµατική δέσµη ℓ = (E, π,X) µε

απεικονίσεις µεταφοράς τις {Tij}. Η ℓ είναι µοναδική ως προς ένα ισοµορφισµό

διανυσµατικών δεσµών.

Απόδειξη. Στο σύνολο

A = {(i, x, h) | i ∈ I, x ∈ Ui, h ∈ Rn}

ϑεωρούµε τη σχέση ισοδυναµίας

(i, x, h) ∼ (j, y, k) ⇔ x = y και Tji(x)(h) = k.

Θέτουµε E := A/ ∼ και ορίζουµε την απεικόνιση

π : E −! X : [(i, x, h)] 7! x.

Επίσης, για κάθε i ∈ I, ορίζουµε την απεικόνιση

τi : π
−1(Ui) −! Ui × Rn : [(j, y, k)] 7!

(
y, Tij(y)(k)

)
.

Η τi είναι καλά ορισµένη και 1-1:

[(j, y, k)] = [(j′, y′, k′)] ⇔

y = y′ και Tj′j(y)(k) = k′ ⇔

y = y′ και Tij′(y)(k
′) = Tij′(y) ◦ Tj′j(y)(k) = Tij(y)(k) ⇔

τi
(
[(j, y, k)]

)
= τi

(
[(j′, y′, k′)]

)
.
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Η τi είναι επί επειδή

(x, h) ∈ Ui ×Rn ⇒ [(i, x, h)] ∈ π−1(Ui) και τi[(i, x, h)] = (x, h).

Προφανώς, p1 ◦ τi = π. Απ᾿ το άλλο µέρος, αν Ui ∩Uj 6= ∅, τότε η απεικόνιση

τj ◦ τ
−1
i : (Ui ∩ Uj)× Rn −! (Ui ∩ Uj)× Rn

δίνει ότι

τj ◦ τ
−1
i (x, h) = τj

(
[(i, x, h)]

)
=
(
x, Tji(x)(h)

)

=
(
p1, ev ◦ (Tji ◦ p1, p2)

)
(x, h),

από την οποία προκύπτει ότι η τj ◦ τ
−1
i είναι C∞-απεικόνιση, ως σύνθεση C∞-

απεικονίσεων (άρα και C∞- αµφιδιαφόριση).

Επιπλέον, αν x ∈ Ui ∩ Uj , τότε, για κάθε h ∈ Rn, είναι

τjx ◦ τ
−1
ix (h) = τjx(τ

−1
i (x, h)) = τjx

(
[(i, x, h)]

)
= Tji(x)(h),

δηλαδή

τjx ◦ τ
−1
ix = Tji(x) ∈ GL(n,R).

΄Αρα ικανοποιούνται οι υποθέσεις της Πρότασης 2.2.5, οπότε η ℓ = (E, π,X)
είναι διανυσµατική δέσµη µε απεικονίσεις µεταφοράς ακριβώς τις {Tij}.

Για να ολοκληρωθεί η απόδειξη, ϑα πρέπει να δείξουµε ότι, αν ℓ̄ = (Ē,X, π̄)
είναι και µία άλλη διανυσµατική δέσµη µε απλοποιούσα κάλυψη {(Ui, τ̄i)}i∈I
και απεικονίσεις µεταφοράς {Tij}, τότε οι δέσµες ℓ και ℓ̄ είναι ισόµορφες. Πράγ-

µατι, για κάθε i ∈ I, ϑεωρούµε την απεικόνιση fi : π
−1(Ui) ! π̄−1(Ui), όπου

fi = τ̄−1
i ◦ τi, η οποία είναι αµφιδιαφορίσιµη. Επειδή, από τον ορισµό των

απεικονίσεων µεταφοράς,

(
τj ◦ τ

−1
i

)
(x, h) =

(
x, τjx ◦ τ

−1
ix (h)

)
= (x, Tji(x)(h)),(

τ̄j ◦ τ̄
−1
i

)
(x, h) =

(
x, τ̄jx ◦ τ̄

−1
ix (h)

)
= (x, Tji(x)(h)),

για κάθε x ∈ Ui ∩ Uj και h ∈ Rn, προκύπτει ότι τj ◦ τ
−1
i = τ̄j ◦ τ̄

−1
i , απ᾿ όπου

fj = τ̄−1
j ◦ τj = τ̄−1

i ◦ τi = fi,

υπεράνω κάθε τοµής Ui ∩ Uj . Συνεπώς ορίζεται η απεικόνιση f : E ! Ē µε

f |π−1(Ui) = fi, η οποία είναι αµφιδιαφόριση. Αποδεικνύεται αµέσως ότι το Ϲεύγος

(f, idX) είναι ισοµορφισµός µεταξύ των ℓ και ℓ̄.
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2.3 Κατασκευές ορισµένων διανυσµατικών δεσµών

Στην παράγραφο αυτή αναφέρουµε την κατασκευή µερικών διανυσµατικών δε-

σµών, οι οποίες έχουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον και χρησιµοποιούνται σε επόµενα

µέρη των σηµειώσεων.

2.3.1 Η δέσµη των γραµµικών µορφών διανυσµατικής δέσµης

΄Εστω ℓ = (E, π,X) διανυσµατική δέσµη µε νήµατα τύπου Rn και απλοποιο-

ύσα κάλυψη {(Ui, τi)}i∈I . Για κάθε νήµα Ex, ϑεωρούµε τον δυϊκό διανυσµατικό

χώρο E∗
x = L(Ex,R), δηλ. τον χώρο των γραµµικών µορφών επί του Ex. Συµ-

ϐολίζουµε µε E∗ ή µε L(E,R) τη διακεκριµένη ένωση

E∗ ≡ L(E,R) :=
⋃

x∈X

L(Ex,R) =
⋃

x∈X

E∗
x.

Επίσης, συµβολίζουµε µε π̄ την ϕυσική προβολή

E∗
−! X µε π̄(f) = x, αν f ∈ E∗

x.

Τότε η τριάδα ℓ∗ = (E∗, π̄,X) εφοδιάζεται µε δοµή διανυσµατικής δέσµης µε

νήµατα τύπου L(Rn,R) ∼= Rn.

Πράγµατι, για κάθε i ∈ I, ϑεωρούµε την απεικόνιση

τ̄i : π̄
−1(Ui) −! Ui × L(Rn,R) : u 7!

(
x := π̄(f), u ◦ τ−1

ix

)
.

Είναι άµεσο ότι κάθε τ̄i είναι αµφιµονοσήµαντη και επί απεικόνιση, καθώς και

ότι p1 ◦ τ̄i = π̄. Επίσης, αν Ui ∩ Uj 6= ∅, τότε η σύνθεση

τ̄j ◦ τ̄
−1
i : (Ui ∩ Uj)× L(Rn,R) −! (Ui ∩ Uj)× L(Rn,R)

δίνει ότι, για κάθε (x, f) ∈ Ui ∩ Uj × L(Rn,R),

τ̄j ◦ τ̄−1
i (x, f) = τ̄j(u := f ◦ τi x) = (x, f ◦ τi x ◦ τ

−1
j x )

=
(
x, σ(f, Tij(x))

)
=
(
p1, σ ◦ (p2, Tij ◦ p1)

)
(x, f),

όπου

σ : L(Rn,R)× L(Rn,Rn) −! L(Rn,R) : (f, g) 7! f ◦ g,

Tij οι απεικονίσεις µεταφοράς της αρχικής δέσµης ℓ, και p1, p2 οι κανονικές

προβολές του (Ui∩Uj)×L(R
n,R) στους αντίστοιχους παράγοντες. Εποµένως, η
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τ̄j ◦ τ̄
−1
i είναι διαφορίσιµη (άρα και αµφιδιαφόριση) και, για κάθε x ∈ Ui ∩Uj ,

ο περιορισµός-της τ̄j x ◦ τ̄
−1
i x είναι η απεικόνιση

L(Rn,R) −! L(Rn,R) : f 7! f ◦ Tij(x) = f ◦ c

µε c ∈ GL(n,R) σταθερά, άρα είναι γραµµικός ισοµορφισµός. Εποµένως ικα-

νοποιούνται οι υποθέσεις της Πρότασης 2.2.5.

Η ℓ∗ λέγεται και δυϊκή δέσµη (dual bundle) της ℓ. Στην περίπτωση που η ℓ
είναι η εφαπτόµενη δέσµη (TΧ, π,Χ), µιας διαφορίσιµης πολλαπλότητας X, η

ℓ∗, είναι η συνεφαπτόµενη δέσµη (cotangent bundle) (T ∗X,π∗,X).

2.3.2 Η δέσµη των διγραµµικών µορφών διανυσµατικής δέσµης

΄Εστω ℓ = (E, π,X) διανυσµατική δέσµη µε νήµατα τύπου Rn και απλοποιούσα

κάλυψη {(Ui, τi)}i∈I . Για κάθε Ex ϑεωρούµε τον διανυσµατικό χώρο L2(Ex,R)
των διγραµµικών µορφών Ex × Ex ! R, και συµβολίζουµε µε L2(E,R) τη

διακεκριµµένη ένωση

L2(E,R) :=
⋃

x∈X

L2(Ex,R).

Συµβολίζουµε, επίσης, µε π̃ την ϕυσική προβολή

π̃ : L2(E,R) −! X µε π̃(u) = x, αν u ∈ L2(Ex,R).

Τότε η τριάδα L2(Ex,R), π̃,X) εφοδιάζεται µε δοµή διανυσµατικής δέσµης µε

νήµατα τύπου L2(R
n,R) ∼= Rn

2
.

Πράγµατι, για κάθε i ∈ I, ϑεωρούµε την απεικόνιση

τ̃i : π̃
−1(Ui) −! Ui × L2(R

n,R) : u 7!

(
x := π̃(u), u ◦ (τ−1

i x × τ−1
i x )
)
.

Προφανώς, κάθε τ̃i είναι 1-1, επί και p1 ◦ τ̃i = π̃. Εξάλλου, αν i, j ∈ I µε

Ui∩Uj 6= ∅, τότε η σύνθεση τ̃j◦τ̃
−1
i σε ένα σηµείο (x, h) ∈ (Ui∩Uj)×L2(R

n,R)
είναι

τ̃j ◦ τ̃
−1
i (x, h) = τ̃j

(
u := h ◦ (τi x × τi x)

)

=
(
x, h ◦ (τix × τix) ◦ (τ

−1
jx × τ−1

jx )
)

=
(
x, h ◦ ((τix ◦ τ

−1
jx )× (τix ◦ τ

−1
j x ))

)

=
(
x, h ◦ (Tij(x)× Tij(x))

)
.
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Αν συµβολίσουµε µε s την τρι-γραµµική απεικόνιση

s : L2(R
n,R)× L(Rn,Rn)× L(Rn,Rn) −! L2(R

n,R) :

(h, f, g) 7! h ◦ (f × g),

τότε η τ̃j ◦ τ̃
−1
i γράφεται µε τη µορφή

τ̃j ◦ τ̃
−1
i =

(
p1, s ◦ (p2, Tij ◦ p1, Tij ◦ p1)

)
,

απ᾿ όπου προκύπτει ότι τ̃j ◦ τ̃
−1
i είναι διαφορίσιµη (και αµφιδιαφόριση).

Τέλος, για κάθε x ∈ Ui ∩ Uj , ο περιορισµός τ̃j x ◦ τ̃
−1
i x είναι η απεικόνιση

L2(R
n,R) −! L2(R

n,R) : b 7! b ◦
(
Ti j(x)× Ti j(x)

)
,

που είναι γραµµικός ισοµορφισµός. Το αποτέλεσµα πλέον προκύπτει από την

Πρόταση 2.2.5.

Εδώ αξίζει να παρατηρήσουµε ότι αν gx είναι εσωτερικό γινόµενο του νήµα-

τος Ex της αρχικής δέσµης ℓ, τότε gx ∈ L2(Ex,R). ΄Αρα, µια δοµή Riemann της

δέσµης ℓ (δηλαδή µια οικογένεια εσωτερικών γινοµένων {gx}x∈X ), είναι µια το-

µή της δέσµης των διγραµµικών µορφών της ℓ, µε την ιδιότητα κάθε gx να είναι

επιπλέον, εσωτερικό γινόµενο (ϐλ. λεπτοµέρειες στην §6.1). Αποδεικνύεται ότι η

διαφορισιµότητα της δοµής Riemann (όπως συνήθως ορίζεται στην γεωµετρία

Riemann) είναι ισοδύναµη µε την διαφορισιµότητα της

g : X −! L2(E,R) : x 7! g(x) = gx.

Η ύπαρξη, λοιπόν, µιας διαφορίσιµης δοµής Riemann σε µια δέσµη ℓ =
(E, π,X) ανάγεται στην ύπαρξη µιας διαφορίσιµης ολικής τοµής g : X !

L2(E,R), τέτοιας ώστε κάθε g(x) να είναι εσωτερικό γινόµενο.

2.3.3 Το ευθύ άθροισµα (ή άθροισµα Whitney) διανυσµατικών δε-

σµών

΄Εστω ℓκ = (Eκ, πκ,X) διανυσµατική δέσµη µε νήµατα τύπου Rn(κ) και απλο-

ποιούσα κάλυψη {(Ui, τκ i)}i∈I , κ = 1, 2. Θεωρούµε το σύνολο

E1 ⊕ E2 :=
⋃

x∈X

E1x ⊕ E2x

και την απεικόνιση

π : E1 ⊕ E2 −! X : (u1, u2) 7! π(u1, u2) := π1(u1) = π2(u2).
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Η υπόθεση ότι οι απλοποιήσεις {Ui, τκi}i∈I (κ = 1, 2.) ορίζονται πάνω από

την ίδια ανοιχτή κάλυψη {Ui}i∈I του X, δεν αποτελεί ϐλάβη της γενικότητας,

αφού, σε διαφορετική περίπτωση, µπορούµε πάντα να ϑεωρήσουµε τις τοµές των

δύο ανοιχτών καλύψεων. Για κάθε i ∈ I, ορίζουµε την απεικόνιση

τi : π
−1(Ui) −! Ui × Rn(1) × Rn(2),

µέσω της σχέσης

τi(u1, u2) :=
(
x = π(u1, u2), τ1i x(u1), τ2i x(u2)

)
.

Είναι άµεσον ότι κάθε τi είναι απεικόνιση 1-1 και επί µε p1◦τi = π. Αν i, j ∈ I
µε Ui ∩ Uj 6= ∅, τότε η απεικόνιση

τj ◦ τ
−1
i : (Ui ∩ Uj)× Rn(1) × Rn(2) −! (Ui ∩ Uj)× Rn(1) × Rn(2),

σε ένα σηµείο (x, h, κ) ∈ Ui × Rn(1) × Rn(2), δίνει ότι

τj ◦ τ
−1
i (x, h, κ) = τj

(
τ−1
1ix(h), τ

−1
2ix(κ)

)

=
(
x, τ1j ◦ τ

−1
1i (x, h), τ2j ◦ τ

−1
2i (x, h)

)
,

άρα η τj ◦ τ
−1
i είναι (αµφι)διαφορίσιµη. Επίσης, αν x ∈ Ui ∩Uj, ο περιορισµός

τj x ◦ τ
−1
i x = (τ1j x ◦ τ

−1
1i x)× (τ2j x ◦ τ

−1
2i x)

είναι γραµµικός ισοµορφισµός, οπότε ισχύουν πάλι οι υποθέσεις της Πρότα-

σης 2.2.5. Εποµένως η τριάδα (E1 ⊕ E2, π,X) είναι διανυσµατική δέσµη, που

καλείται ευθύ άθροισµα ή άθροισµα Whitney των ℓ1 και ℓ2.

2.3.4 Η δέσµη των γραµµικών απεικονίσεων µεταξύ των νηµάτων

δύο δεσµών.

΄Εστω ℓκ = (Eκ, πκ,X) διανυσµατική δέσµη µε νήµατα τύπου Rn(κ) και απλο-

ποιούσα κάλυψη {(Ui, τκi)}i∈I , κ = 1, 2. Θεωρούµε το σύνολο

L(E1, E2) :=
⋃

x∈X

L(E1x, E2x)

και την απεικόνιση

π : L(E1, E2) −! X µε π(f) = x, αν f ∈ L(E1x, E2x).

Για κάθε i ∈ I ορίζουµε την απεικόνιση

ϕi : π
−1(Ui) −! Ui × L

(
Rn(1), Rn(2)

)
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µέσω της σχέσης

ϕi(f) :=
(
x := π(f), τ2i x ◦ f ◦ τ−1

1i x

)
, f ∈ L(E1x, E2x).

Είναι άµεσον ότι κάθε ϕi είναι αµφιµονοσήµαντη και επί απεικόνιση που ικα-

νοποιεί τη σχέση p1 ◦ ϕi = π. Εξάλλου, αν i, j ∈ I µε Ui ∩ Uj 6= ∅, τότε η

σύνθεση

ϕj ◦ ϕ
−1
i : (Ui ∩ Uj)× L

(
Rn(1), Rn(2)

)
−! (Ui ∩ Uj)× L

(
Rn(1), Rn(2)

)
,

υπολογισµένη σε ένα (x, f) ∈ (Ui ∩ Uj)× L
(
Rn(1), Rn(2)

)
, είναι

ϕj ◦ ϕ
−1
i (x, f) = ϕj

(
τ−1
2i x ◦ f ◦ τ1i x

)

=
(
x, τ2j x ◦ τ

−1
2i x ◦ f ◦ τ1i x ◦ τ

−1
1j x

)

=
(
x, T 2

ij(x) ◦ f ◦ T 1
ij(x)

)

=
(
p1, σ ◦ (T 2

ij ◦ p1, p2, T
1
i j ◦ p1)

)
(x, f),

όπου

σ : L
(
Rn(2), Rn(2)

)
×L
(
Rn(1), Rn(2)

)
× L

(
Rn(1), Rn(1)

)
−! L

(
Rn(1), Rn(2)

)
:

(f, g, h) 7! σ(f, g, h) := f ◦ g ◦ h.

Η σ είναι τρι-γραµµική, άρα διαφορίσιµη, εποµένως η ϕj ◦ ϕ
−1
i είναι (αµ-

ϕι)διαφορίσιµη. Τέλος, για κάθε x ∈ Ui ∩ Uj, ο περιορισµός

ϕj x ◦ ϕ
−1
i x = σ ◦

(
T 2
ij(x), · , T

1
ij(x)

)

είναι γραµµικός ισοµορφισµός. ΄Αρα ισχύουν οι υποθέσεις της Πρότασης 2.2.5

και η (L(E1, E2), π,X) είναι διανυσµατική δέσµη.

Οι προηγούµενες κατασκευές διανυσµατικών δεσµών και πολλές άλλες (όπως

του τανυστικού γινοµένου διανυσµατικών δεσµών κλπ.) ενοποιούνται µε χρήση

ορισµένων εννοιών της Θεωρίας Κατηγοριών (ϐλ., π.χ., [1], [19, Chap. 3, §4]).

2.4 Η αντίστροφη εικόνα διανυσµατικής δέσµης

Ερχόµαστε τώρα σε µια άλλη πολύ χρήσιµη κατασκευή.

2.4.1 Ορισµός. ΄Εστω ℓ = (E, π,X) διανυσµατική δέσµη µε νήµατα τύπου

Rn, Y µια διαφορική πολλαπλότητα και f : Y ! X διαφορίσιµη απεικόνιση.
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Ονοµάζουµε αντίστροφη εικόνα ή ανάκρουση (pull­back) της ℓ µέσω της f
την τριάδα

f∗(ℓ) :=
(
f∗(E), π′, Y

)
,

όπου (ϐλ. Ορισµό 1.4.6 του νηµατικού γινοµένου)

f∗(E) := Y ×X E :=
{
(y, u) ∈ Y × E : f(y) = π(u) ∈ X

}
,

π′ = p1|f∗(E) : f
∗(E) −! Y.

2.4.2 Θεώρηµα. Με τους προηγούµενους ορισµούς/συµβολισµούς ισχύουν τα

επόµενα συµπεράσµατα :

i) Η τριάδα f∗(ℓ) δέχεται δοµή διανυσµατικής δέσµης µε νήµατα τύπου Rn.

ii) Αν f ′ := p2|f∗(E) : f
∗(E) ! E, τότε το Ϲεύγος (f ′, f) είναι µορφισµός

µεταξύ των διανυσµατικών δεσµών f∗(ℓ) και ℓ.
iii) Η f∗(ℓ) έχει την επόµενη καθολική ιδιότητα της αντίστροφης εικόνας

(universal property): Για κάθε διανυσµατική δέσµη ℓ = (E, π̄, Y ) και κάθε µορ-

ϕισµό (g, f) : ℓ ! ℓ, υπάρχει µοναδική διαφορίσιµη απεικόνισηπ∗ : E ! f∗(E),
τέτοια ώστε το

(π∗, idY ) : ℓ −! f∗(ℓ)

να είναι µορφισµός και να ισχύει η σχέση f ′ ◦ π∗ = g.

Το τελευταίο συµέρασµα απεικονίζεται στο επόµενο σχήµα.

E

f∗(E)
f ′

✲

π∗

✲

E

g

✲

Y

π′

❄ f ✲

π̄

✲

X

π

❄

∆ιάγραµµα 2.7

Απόδειξη. i): Υποθέτουµε ότι {(Ui, τi)}i∈I είναι µία απλοποιούσα κάλυψη της ℓ.
Θεωρούµε την ανοιχτή κάλυψη

{
Vi := f−1(Ui)

}
i∈I

του Y και, για κάθε i ∈ I,
ορίζουµε την απεικόνιση

ϕi : π
′−1(Vi) −! Vi × Rn : (y, u) 7!

(
y, τif(y)(u)

)
.
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Η ϕi είναι αµφιµονοσήµαντη και επί και p1 ◦ ϕi = π′. ΄Εστω i, j ∈ I µε

Vi ∩ Vj 6= ∅ (άρα και Ui ∩ Uj 6= ∅). Τότε η απεικόνιση

ϕj ◦ ϕ
−1
i : Vi ∩ Vj × Rn −! Vi ∩ Vj × Rn,

υπολογισµένη σε ένα σηµείο (y, h), δίνει ότι

ϕj ◦ ϕ
−1
i (y, h) = ϕj

(
y, τ−1

if(y)(h)
)
=
(
y, τjf(y) ◦ τ

−1
if(y)(h)

)

=
(
y,
(
Tji ◦ f(y)

)
(h)
)
=
(
p1, ev ◦ (Tji ◦ f ◦ p1, p2)

)
(y, h),

δηλαδή η ϕj ◦ ϕ
−1
i είναι (αµφι)διαφορίσιµη. Τέλος, για κάθε y ∈ Vi ∩ Vj, ο

περιορισµός

ϕjy ◦ ϕ
−1
iy = τjf(y) ◦ τ

−1
if(y) = Tji

(
f(y)

)

είναι ισοµορφισµός διανυσµατικών χώρων. ΄Αρα το i) προκύπτει από την Πρότα-

ση 2.2.5.

Για το ii) εργαζόµαστε ως εξής : ΄Εστω i ∈ I. Η διαφορισιµότητα της f ′ στο

π′−1(Vi) είναι ισοδύναµη µε την διαφορισιµότητα της "τοπικής παράστασης" τi◦
f ′◦ϕ−1

i , εφ᾿ όσον οι ϕi, τi είναι αµφιδιαφορίσεις (ϐλ. και το επόµενο ∆ιάγραµµα

2.8). Πράγµατι, για κάθε (y, h) ∈ Vi × Rn, είναι

τi ◦ f
′ ◦ ϕ−1

i (y, h) = τi ◦ f
′
(
y, τ−1

if(y)(h)
)
= τi

(
τ−1
if(y)(h)

)

= τi ◦ τ
−1
i (f(y), h) = (f(y), h),

Vi × Rn
ϕ−1
i ✲ π′−1(Vi)

f ′✲ π−1(Ui)
τi✲ Ui × Rn

Vi

π′

❄ f ✲

p1
✲

Ui

π

❄✛
p1

∆ιάγραµµα 2.8

απ᾿ όπου προκύπτει ότι η τi ◦ f
′ ◦ ϕ−1

i είναι διαφορίσιµη. Επίσης, προφανώς,

π ◦ f ′ = f ◦ π′. Τέλος, ο περιορισµός της f ′ σε τυχόν νήµα

f∗(E)y :=
{
(z, u) ∈ Y ×E : f(z) = π(u), π′(z, u) = y

}
= {y} × Ef(y)

είναι η απεικόνιση

f ′y : {y} × Ef(y) −! Ef(y) : (y, v) 7! v,
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που είναι γραµµική.

Για την iii) ορίζουµε την απεικόνιση

π∗ : E −! f∗(E) : u 7! π∗(u) :=
(
π̄(u), g(u)

)
.

Η π∗ είναι καλά ορισµένη, γιατί, για κάθε u ∈ Ē, είναι f(π̄(u)) = π(g(u)),
δηλαδή

(
π̄(u), g(u)

)
∈ f∗(E), αφού (g, f) είναι µορφισµός διανυσµατικών

δεσµών. Προφανώς f ′ ◦ π∗ = g. Επίσης το Ϲεύγος

(π∗, idY ) : ℓ̄ −! f∗(ℓ)

είναι µορφισµός. Πράγµατι, η µεταθετικότητα του διαγράµµατος

E
π∗✲ f∗(E)

Y

π̄

❄ idY ✲ Y

π′

❄

∆ιάγραµµα 2.9

είναι προφανής και ο περιορισµός της π∗ στο νήµα Ey συµπίπτει µε την γραµ-

µική απεικόνιση g|Ey
. Για τη διαφορισιµότητα της π∗, παρατηρούµε ότι αν

(Vi, ψi), και (Vi, ϕi) είναι απλοποιούντα Ϲεύγη των ℓ̄ και f∗(ℓ), αντιστοίχως,

τότε αυτή είναι ισοδύναµη (σύµφωνα και µε το ∆ιάγραµµα 2.10) µε την διαφο-

ϱισιµότητα της ϕi ◦ π
∗ ◦ ψ−1

i , για κάθε i ∈ I.

Vi × Rm
ψ−1
i ✲ π̄−1(Vi

π∗✲ π′−1(Vi)
ϕi✲ Vi × Rn

Vi

π̄

❄ id ✲

p1
✲

Vi

π ′

❄✛
p1

∆ιάγραµµα 2.10

΄Οµως, για (y, h) ∈ Vi × Rm, έχουµε ότι

ϕi ◦ π
∗ ◦ ψ−1

i (y, h) = ϕi ◦ π
∗
(
u := ψ−1

i (y, h)
)
= ϕi

(
y = π̄(u), g(u)

)

=
(
y, τif(y) ◦ g(u)

)
=
(
y, p2 ◦ τi ◦ g ◦ ψ

−1
i (y, h)

)
,

που είναι διαφορίσιµη. Αυτό κλείνει την απόδειξη.
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2.5 Οι ιδιότητες της κατηγορίας VB(X)

Σ᾿ ολόκληρη την παράγραφο αυτή σταθεροποιούµε µια πολλαπλότητα X ≡
(X,A) και ϑεωρούµε τις διαφορίσιµες διανυσµατικές δέσµες µε ϐάση X και

µορφισµούς του τύπου (f, idX), δηλαδή περιοριζόµαστε στην κατηγορία VB(X)
(ϐλ. σχόλια και συµβολισµούς στο τέλος της §2.1, σελ. 50 και Παράρτηµα Βʹ ).

Για ευκολία, ϑα συµβολίζουµε µε f και ενα µορφισµό (f, idX) : ℓ! ℓ′ αλλά και

την απεικόνιση f : E ! E′ µεταξύ των αντιστοίχων ολικών χώρων.

Παρατηρούµε πρώτα ότι αν συµβολίσουµε µε O την τετριµµένη δέσµη

O := (X × {0}, p1,X)

που έχει νήµατα τύπου {0}, τότε, για κάθε ℓ ∈ VB(X), τα σύνολα των µορφισµών

Mor(O, ℓ) και Mor(ℓ,O) είναι µονοσύνολα. Η δέσµη O είναι η µοναδική µε

αυτήν την ιδιότητα. Λέµε ότι η O είναι µηδενικό αντικείµενο (zero object) της

κατηγορίας VB(X).

Σχετικά µε τα σύνολα των µορφισµών Mor(ℓ1, ℓ2), για τυχαίες ℓ1, ℓ2 ∈
VB(X), έχουµε την επόµενη

2.5.1 Πρόταση. Εστω ℓk = (Ek, πk,X) ∈ VB(X), k = 1, 2, και f, g : ℓ1 ! ℓ2
µορφισµοί. Τότε η απεικόνιση

f + g : E1 −! E2 : u 7! f(u) + g(u)

είναι µορφισµός και η αντιστοιχία

(f, g) 7−! f + g

ορίζει µία πράξη στο σύνολο Mor(ℓ1, ℓ2), τέτοια ώστε :

i)
(
Mor(ℓ1, ℓ2),+

)
είναι αβελιανή οµάδα.

ii) Για κάθε ℓ3 ∈ VB(X), η σύνθεση

Mor(ℓ1, ℓ2)×Mor(ℓ2, ℓ3) −!Mor(ℓ1, ℓ3) : (f, g) 7! g ◦ f

είναι επιµεριστική, δηλαδή

g ◦ (f1 + f2) = g ◦ f1 + g ◦ f2,

(g1 + g2) ◦ f = g1 ◦ f + g2 ◦ f,

για κάθε f, f1, f2 ∈Mor(ℓ1, ℓ2) και g, g1, g2 ∈Mor(ℓ2, ℓ3).
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Απόδειξη. Θα αποδείξουµε µόνον ότι f + g και g ◦ f είναι µορφισµοί. Εστω

(U, τ1), (U, τ2) απλοποιούντα Ϲεύγη των ℓ1, ℓ2. Αρκεί να δείξουµε ότι τ2 ◦ (f +
g) ◦ τ−1

1 είναι διαφορίσιµη. Αν Rn(1), Rn(2) είναι οι τύποι των νηµάτων των ℓ1,
ℓ2, αντιστοίχως, τότε η

τ2 ◦ (f + g) ◦ τ−1
1 : U × Rn(1) ! U × Rn(2),

υπολογισµένη σε ένα (x, h) ∈ U × Rn(1) µε τ−1
1 (x, h) = u, δίνει

τ2 ◦ (f + g) ◦ τ−1
1 (x, h) = τ2(f(u) + g(u))

=
(
x, τ2x ◦ fx ◦ τ

−1
1x (h) + τ2x ◦ gx ◦ τ

−1
1x (h)

)

=
(
p1, p2 ◦ τ2 ◦ f ◦ τ−1

1 + p2 ◦ τ2 ◦ g ◦ τ
−1
1

)
(x, h),

δηλαδή είναι διαφορίσιµη.

Για τη διαφορισιµότητα της g ◦ f ϑεωρούµε τα απλοποιούντα Ϲεύγη (Ui, τi)
οφ ℓi, i = 1, 2, 3. Επειδή τ3 ◦ g ◦ τ−1

2 ανδ τ2 ◦ f ◦ τ−1
1 είναι διαφορίσιµες,

εργαζόµενοι όπως προηγουµένως ϐρίσκουµε ότι

(
τ3 ◦ (g ◦ f) ◦ τ

−1
1

)
(x, h) =

=
[
x,
(
τ3x ◦ g ◦ τ

−1
2x

)
◦
(
τ2x ◦ f ◦ τ−1

1x

)
(h)
]

=
[
x,
(
p2 ◦ τ3 ◦ g ◦ τ

−1
2

)
︸ ︷︷ ︸

G

(
x, p2 ◦ τ2 ◦ f ◦ fτ−1

1︸ ︷︷ ︸
F

(x, h)
)]

=
(
x,G(x, F (x, h)

)
=
(
p1, G ◦ (p1, F )

)
(x, h),

που είναι διαφορίσιµη. Οι υπόλοιπες ιδιότητες ελέγχονται αµέσως.

2.5.2 Πρόταση. Εστω ℓk = (Ek, πk,X) ∈ VB(X), k = 1, 2, και το άθροισµα

Whitney ℓ = (E1 ⊕ E2, π,X) των ℓ1, ℓ2. Εστω

Pk : E1 ⊕ E2 −! Ek : (u1, u2) 7! uk.

Τότε Pk ∈Mor(ℓ, ℓk) και η τριάδα (ℓ, P1, P2) έχει την επόµενη καθολική ιδιότητα

του γινοµένου (universal property of product): Για κάθε ℓ̄ = (Ē, π̄,X) ∈ VB(X)
και κάθε Ϲεύγος µορφισµών fk : ℓ̄ ! ℓk (k = 1, 2), υπάρχει ένας µοναδικός

µορφισµός f ≡ (f, idX) : ℓ̄! ℓ µε την ιδιότητα

Pk ◦ f = fk, k = 1, 2,

όπως και στο διάγραµµα της επόµενης σελίδας.
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Ē

E1 ⊕ E2

f

❄

E1

✛
f1

✛
P1

E2

f2

✲P2 ✲

∆ιάγραµµα 2.11

Απόδειξη. Θεωρούµε τα απλοποιούντα Ϲεύγη (U, τk) των ℓk (k = 1, 2), και το

αντίστοιχο (U, τ) της ℓ (ϐλ. την κατασκευή του αθροίσµατος Whitney 2.3.3).

Για τη διαφορισιµότητα της Pk αρκεί να δείξουµε ότι η

τk ◦ Pk ◦ τ
−1 : U × Rn(1) × Rn(2) −! U × Rn(k)

είναι διαφορίσιµη. Οµως, σε κάθε (x, h1, h2) ∈ U × Rn(1) × Rn(2) είναι

τk ◦ Pk ◦ τ
−1(x, h1, h2) = τk ◦ Pk

(
τ−1
1 (x, h1), τ

−1
2 (x, h2)

)

= τk
(
τ−1
k (x, hk)

)
= (x, hk),

που είναι διαφορίσιµη. Η σχέση πk ◦ Pk = π είναι προφανής, όπως και η γραµ-

µικότητα της Pk στα νήµατα. Αρα Pk ∈Mor(ℓ, ℓk).

Εστω τώρα ℓ̄ = (Ē, π̄,X) ∈ VB(X) µε νήµατα τύπουRm και fk ∈Mor(ℓ̄, ℓk).
Ορίζουµε την απεικόνιση

f : Ē −! E1 ⊕ E2 : u 7! (f1(u), f2(u)).

Για να δείξουµε ότι η f είναι διαφορίσιµη, ϑεωρούµε τα απλοποιούντα Ϲεύγη

(U, τ̄) της ℓ̄ και (U, τ) της ℓ [που αντιστοιχεί στα (U, τ1), (U, τ2)] και την απει-

κόνιση

τ ◦ f ◦ τ̄−1 : U × Rm −! U × Rn(1) × Rn(2).

Αρκεί να δείξουµε τη διαφορισιµότητα της τελευταίας. Πράγµατι, για οποιοδήπο-

τε (x, h) ∈ U × Rm, µε u := τ̄−1(x, h), είναι

τ ◦ f ◦ τ̄−1(x, h) = τ ◦ f(u) = τ
(
f1(u), f2(u)

)

=
(
x, τ1x ◦ f1(u), τ2x ◦ f2(u)

)

=
(
x, p2 ◦ τ1 ◦ f1 ◦ τ̄

−1(x, h), p2 ◦ τ2 ◦ f2 ◦ τ̄
−1(x, h)

)
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που είναι διαφορίσιµη, λόγω της διαφορισιµότητας των fk. Η σχέση π ◦ f = π̄
και η γραµµικότητα της f στα νήµατα είναι άµεσες, άρα η f ∈ Mor(ℓ̄, ℓ). Η

µοναδικότητα της f είναι αποτέλεσµα των σχέσεων Pk ◦ f = fk, που προφανώς

ισχύουν.

2.5.3 Πρόταση. Εστω ℓk = (Ek, πk,X) ∈ VB(X), k = 1, 2, και το άθροισµα

Whitney ℓ = (E1 ⊕ E2, π,X) των ℓ1, ℓ2. Εστω

I1 : E1 −! E : u 7! (u, 0) και I2 : E2 −! E : u 7! (0, u).

Τότε Ik ∈Mor(ℓk, ℓ) και η τριάδα (ℓ, I1, I2) έχει την ακόλουθη καθολική ιδιότητα

του συνγινοµένου (universal property of the coproduct): Για κάθε ℓ̄ = (Ē, π̄,X) ∈
VB(X) και κάθε Ϲεύγος µορφισµών fk : ℓk ! ℓ̄ (k = 1, 2), υπάρχει ένας µοναδι-

κός µορφισµός f : ℓ! ℓ̄ µε την ιδιότητα

f ◦ Ik = fk.

E1 E2

E1 ⊕ E2

✛

I2I1

✲

Ē

f

❄✛

f2f1

✲

∆ιάγραµµα 2.12

Απόδειξη. Οπως στην προηγούµενη πρόταση, ϑεωρούµε τα απλοποιούντα Ϲεύγη

(U, τk) των ℓk και το αντίστοιχο (U, τ) της ℓ. Η απεικόνιση

τ ◦ I1 ◦ τ
−1
1 : U × Rn(1) −! U × Rn(1) × Rn(2),

σε κάθε (x, h) ∈ U × Rn(1), δίνει ότι

τ ◦ I1 ◦ τ
−1
1 (x, h) = τ

(
τ−1
1 (x, h), 0

)
=
(
x, τ1x(τ

−1
1x (h)), τ2x(0)

)
= (x, h, 0),

δηλαδή είναι διαφορίσιµη και συνεπάγεται την διαφορίσιµότητα της I1. Ανάλογα

για την I2. Η σχέση π◦Ik = πk και η γραµµικότητα στα νήµατα είναι προφανείς.

Αρα Ik ∈Mor(ℓk, ℓ).
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Αν τώρα ℓ̄ = (Ē, π̄,X) ∈ VB(X) µε νήµατα τύπου Rm και fk ∈Mor(ℓk, ℓ̄),
ορίζουµε την απεικόνιση

f : ℓ −! ℓ̄ : (u1, u2) 7! f(u1, u2) := (f1(u1), f2(u2)) ≡ f1(u1) + f2(u2),

λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι, αν (u1, u2) ∈ E1x ⊕ E2x, τοτε f1(u1), f2(u2) ∈ Ēx,
και, για δύο διανυσµατικούς χώρους E, F, ισχύει η ταύτιση E ⊕ F ≡ E × F

(µέσω ισοµορφίας). Για να δείξουµε ότι η f είναι διαφορίσιµη, ϑεωρούµε τα

απλοποιούντα Ϲεύγη (U, τ) της ℓ και (U, τ̄) της ℓ̄, καθώς και την απεικόνιση

τ̄ ◦ f ◦ τ−1 : U × Rn(1) × Rn(2) −! U ×Rm.

Τότε, για κάθε (x, h1, h2) ∈ U × Rn(1) × Rn(2), ϑα είναι

τ̄ ◦ f ◦ τ−1(x, h1, h2) = τ̄ ◦ f
(
τ−1
1x (h1), τ

−1
2x (h2)

)

≡ τ̄
(
f1 ◦ τ

−1
1x (h1) + f2 ◦ τ

−1
2x (h2)

)

=
(
x, τ̄x ◦ f1x ◦ τ

−1
1x (h1) + τ̄x ◦ f2x ◦ τ

−1
2x (h2)

)

=
(
x, p2 ◦ τ̄ ◦ f1 ◦ τ

−1
1 (x, h1) + p2 ◦ τ̄ ◦ f2 ◦ τ

−1
2 (x, h2)

)
,

απ᾿ όπου συνάγεται η διαφορισιµότητα της f . Η σχέση π̄ = f ◦ π και η γραµ-

µικότητα στα νήµατα είναι άµεσες. Η µοναδικότητα της f είναι αποτέλεσµα των

σχέσεων f ◦ Ik = fk, που προφανώς ισχύουν.

Η ύπαρξη του µηδενικού αντικειµένου O, η αλγεβρική δοµή αβελιανής ο-

µάδας των συνόλων Mor(ℓ1, ℓ2) και η ύπαρξη του αθροίσµατος Whitney για

κάθε Ϲεύγος δεσµών, µε τις καθολικές ιδιότητες του γινοµένου και του συν-

γινοµένου, σηµαίνουν ότι η VB(X) είναι προσθετική κατηγορία (additive

category), για κάθε διαφορική πολλαπλότητα X.

Οπως ϑα δούµε στην Παράγραφο 2.6, οι πυρήνες των µορφισµών δεν δέχο-

νται πάντα δοµή διανυσµατικής δέσµης. Εχουµε όµως την επόµενη

2.5.4 Θεώρηµα. Εστω ℓ = (E, π,X) ∈ VB(X) και p : ℓ ! ℓ ένας προβολέας,

δηλαδή ένας µορφισµός µε p2 = p. Τότε η τριάδα

(
ker p :=

⋃

x∈X

ker px , π|ker p ,X

)
,

δέχεται δοµή διαφορίσιµης διανυσµατικής δέσµης, έτσι ώστε η κανονική εµφύτευση

i : ker p !֒ E να είναι µορφισµός στην VB(X).
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Απόδειξη. Εστω ότι η ℓ έχει νήµατα τύπου Rn. Εστω xo ∈ X και (U, τ) απλο-

ποιούν Ϲεύγος της ℓ µε xo ∈ U . Τότε η απεικόνιση

P := τ ◦ p ◦ τ−1 : U × Rn −! U × Rn

έχει την ιδιότητα P 2 = P , δηλαδή η P είναι προβολέας της τετριµένης δέσµης

(U × Rn, p1, U). Ορίζουµε την απεικόνιση

f : U −! L(Rn,Rn) : x 7! f(x) := idRn − Px − Pxo + 2Pxo ◦ Px,

που είναι διαφορίσιµη (ϐλ. Πρόταση 2.2.4 και Λήµµα 2.2.3), και ϑεωρούµε την

απεικόνιση

F : U ×Rn −! U × Rn : (x, h) 7! (x, f(x)(h)),

που είναι επίσης διαφορίσιµη (Λήµµα 2.2.3). Ακόµη, στην τετριµµένη δέσµη

(U × Rn, p1, U) ορίζουµε τον µορφισµό

Po : U × Rn −! U × Rn : (x, h) 7! (x, Pxo(h)).

∆ιαπιστώνεται αµέσως ότι (U×kerPxo , p1, U) είναι επίσης τετριµµένη δέσµη και

η κανονική εµφύτευση

Io : U × kerPo −֒! U ×Rn : (x, h) 7! (x, h)

είναι µορφισµός δεσµών.

Θεωρούµε τώρα το διάγραµµα

⋃

x∈U

kerPx ⊂
I ✲ U × Rn

P ✲ U × Rn

U × kerPxo

F |⋃
x∈U kerPx

❄
⊂

Io ✲ U × Rn

F

❄ Po ✲ U × Rn

F

❄

∆ιάγραµµα 2.13

όπου I είναι επίσης η αντίστοιχη κανονική εµφύτευση. Το δεξιά τετράγωνο είναι

µεταθετικό. Πράγµατι, για κάθε (x, h) ∈ U × Rn, είναι

F ◦ P (x, h) = F (x, Px(h)) =
(
x, f(x)(Px(h))

)

=
(
x, idRn(Px(h)) − Px(Px(h)

)
− Pxo(Px(h))+

+ 2Pxo(Px(Px(h)))
)

=
(
x, Px(h)− Px(h) − Pxo(Px(h)) + 2Pxo(Px(h))

)

=
(
x, Pxo(Px(h))

)
,
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ενώ

Po ◦ F (x, h) = Po
(
x, idRn(h)− Px(h) − Pxo(h) + 2Pxo(Px(h))

)

=
(
x, Pxo(h− Px(h)− Pxo(h) + 2Pxo(Px(h))

)

=
(
x, Pxo(h)− Pxo(Px(h))− Pxo(h) + 2Pxo(Px(h))

)

=
(
x, Pxo(Px(h))

)
.

Επίσης, επειδή σε κάθε νήµα είναι και Fx(kerPx) ≤ kerPxo , ϐλέπουµε ότι και

το αριστερό τετράγωνο του ανωτέρω διαγράµµατος είναι µεταθετικό.

Παρατηρούµε τώρα ότι f(xo) = idRn ∈ GL(n,R), άρα, λόγω συνεχείας της

f , υπάρχει ανοικτή περιοχή Vo ⊆ U του xo, τέτοια ώστε f(Vo) ⊂ GL(n,R). Αρα

µπορεί να οριστεί η διαφορίσιµη απεικόνιση

α ◦ f : Vo −! GL(n,R) : x 7! (f(x))−1,

(α είναι η απεικόνιση ¨αντιστροφή¨, που είναι αµφιδιαφόριση στις οµάδες Lie,

ϐλ. [4]) και εξ αυτής η διαφορίσιµη απεικόνιση

F−1 : Vo × Rn −! Vo × Rn : (x, h) 7!
(
x, f(x)−1(h)

)
.

Ισχυριζόµαστε ότι το σύνολο των Ϲευγών που κατασκευάζονται όπως το (Vo, F ) ε-

ίναι µιά απλοποιούσα κάλυψη του (
⋃
x∈U kerPx, p1, U), εφαρµόζοντας την Πρότα-

ση 2.2.5. Ελέγχεται αµέσως ότι ο περιορισµός

F :
⋃

x∈Vo

kerPx −! Vo × kerPxo

είναι 1–1 και επί, άρα ορίζει αµφιδιαφόριση, καθώς και ότι κάνει µεταθετικό το

διάγραµµα

⋃

x∈Vo

kerPx
F ✲ Vo × kerPxo

Vo
✛

p1p1 ✲

∆ιάγραµµα 2.14

Εστω τώρα x1 ∈ U . Ορίζουµε τις απεικονίσεις

g : U −! L(Rn,Rn) : x 7! g(x) := idRn − Px − Px1 + 2Px1 ◦ Px,

G : U × Rn −! U × Rn : (x, h) 7!
(
x, g(x)(h)

)
,

P1 : U × Rn −! U × Rn : (x, h) 7!
(
x, Px1(h)

)
.
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Οπως προηγουµένως, υπάρχει ανοιχτό V1 ⊆ U µε x1 ∈ V1, έτσι ώστε ο περιορι-

σµός G|V1×Rn να είναι αµφιδιαφόριση. Αν Vo ∩ V1 6= ∅, τότε η απεικόνιση (ϐλ.

και το επόµενο διάγραµµα)

G ◦ F−1 : (Vo ∩ V1)× Rn −! (Vo ∩ V1)× Rn

είναι αµφιδιαφόριση, όπως και ο περορισµός-της

G ◦ F−1 : (Vo ∩ V1)× kerPxo −! (Vo ∩ V1)× kerPx1 .

(Vo ∩ V1)× kerPx1
I1 ✲ (Vo ∩ V1)× Rn

P1 ✲ (Vo ∩ V1)× Rn

⋃

x∈Vo∩V1

kerPx

G

✻

I ✲ (Vo ∩ V1)× Rn

G

✻

P ✲ (Vo ∩ V1)× Rn

G

✻

(Vo ∩ V1)× kerPxo

F

❄ Io ✲ (Vo ∩ V1)× Rn

F

❄ Po ✲ (Vo ∩ V1)× Rn

F

❄

∆ιάγραµµα 2.15

Εξάλλου, ο περιορισµός της G ◦ F−1 σε ένα νήµα {x} × kerPxo , µε xo ∈
Vo∩V1, συµπίπτει µε τον ισοµορφισµό g(x) ◦ f(x)−1. Αρα το σύνολο των Ϲευγών

(Vo, F ) είναι απλοποιούσα κάλυψη του

(⋃

x∈U

kerPx, p1, U

)
.

Τώρα είναι άµεσον ότι τα Ϲεύγη (Vo, F ◦ τ) αποτελούν απλοποιούσα κάλυψη του

(ker p, π,X), και η εµφύτευση i : ker p !֒ E είναι µορφισµός στην VB(X).

Εφόσον η VB(X) είναι προσθετική κατηγορία και κάθε προβολέας έχει πυ-

ϱήνα µέσα στην VB(X), αυτό σηµαίνει ότι η VB(X) είναι επιπλέον ψευδο-

αβελιανή κατηγορία.
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2.6 Ακριβείς ακολουθίες - ∆ιασπάσεις

Είδαµε ότι, υπό προϋποθέσεις (Πρόταση 2.5.4), ο πυρήνας ενός µορφισµού έχει

δοµή διανυσµατικής δέσµης. Αλλά, ο πυρήνας και η εικόνα τυχόντος µορφισµού

δεν δέχονται γενικά δοµή διανυσµατικής δέσµης. Π.χ., αν X = I = [0, 1] και

ℓ = (I × R, p1, I), τότε η απεικόνιση f : I × R ! I × R : (x, y) 7! (x, xy) είναι

µορφισµός δεσµών. Οµως ο πυρήνας της f έχει νήµα διάστασης 0 σε κάθε x 6= 0
και διάστασης 1 στο x = 0, άρα δεν είναι τοπικά τετριµµένος. Ανάλογα και η

εικόνα.

Στην παράγραφο αυτή ϑα µελετήσουµε συνθήκες που εξασφαλίζουν δοµή

διανυσµατικής δέσµης στην εικόνα ή τον πυρήνα ενός µορφισµού από την κα-

τηγορία VB(X) . Μια σηµαντική εφαρµογή της παραγράφου αυτής ϐρίσκεται

στο Κεφάλαιο 5.

Ακολουθούµε πάντοτε τις συµβάσεις στην αρχή της § 2.5 (σελ. 65)

2.6.1 Ορισµός. Εστω ℓk = (Ek, πk,X) ∈ VB(X), k = 1, 2, 3, µε νήµατα τύπου

Rn(k) και fk : ℓk ! ℓk+1 µορφισµοί διανυσµατικών δεσµών. Μία ακολουθία της

µορφής

O −! ℓ1
f1

−−−! ℓ2

καλείται ακριβής (exact sequence), εαν n(1) ≤ n(2) και υπάρχουν απλο-

ποιούσες καλύψεις {(Ui, τki)}i∈I , k = 1, 2, πάνω από την ίδια ανοιχτή κάλυψη

{Ui}i∈I του X, έτσι ώστε το επόµενο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

π−1
1 (Ui)

f1 ✲ π−1
2 (Ui)

Ui × Rn(1)

τ1i
❄

I ✲ Ui × Rn(2)

τ2i
❄

∆ιάγραµµα 2.16

για κάθε i ∈ I, όπου

(2.6.1) I : Ui × Rn(1) −! Ui ×Rn(2) : (x, h) 7! (x, h, 0)

συµβολίζει την κανονική εµφύτευση.

Ανάλογα, λέµε ότι η ακολουθία

ℓ2
f2

−−−! ℓ3 −! O



74 Κεφάλαιο 2. ∆ιανυσµατικές ∆έσµες

είναι ακριβής, εαν n(2) ≥ n(3) και υπάρχουν απλοποιούσες καλύψεις

{(Ui, τki)}i∈I , k = 2, 3, έτσι ώστε το επόµενο διάγραµµα να είναι µεταθετικό

π−1
2 (Ui)

f2 ✲ π−1
3 (Ui)

Ui × Rn(2)

τ2i
❄

P ✲ Ui × Rn(3)

τ3i
❄

∆ιάγραµµα 2.17

για κάθε i ∈ I, όπου

(2.6.2) P : Ui × Rn(2) −! Ui ×Rn(3) : (x, h, k) 7! (x, h)

είναι η κανονική προβολή.

Τέλος, λέµε ότι η η ακολουθία

O −! ℓ1
f1

−−−! ℓ2
f2

−−−! ℓ3 −! O

είναι ακριβής, ή και οτι είναι µιά σύντοµη ακριβής ακολουθία (short exact

sequence), αν οι ακολουθίες

O −! ℓ1
f1

−−−! ℓ2 και ℓ2
f2

−−−! ℓ3 −! O

είναι ακριβείς και Im f1 = ker f2.

2.6.2 Παράδειγµα. Εστω ℓk = (Ek, πk,X), k = 1, 2, διανυσµατικές δέσµες. Αν

ℓ είναι το άθροισµα Whitney των ℓ1, ℓ2 (ϐλ. §2.3.3), Pk : ℓ! ℓk η κανονική προ-

ϐολή (Πρόταση 2.5.2) και Ik : ℓk ! ℓ η κανονική εµφύτευση (Πρόταση 2.5.3),

τότε, εύκολα διαπιστώνει κανείς ότι οι ακολουθίες

O −! ℓ1
I1

−−−! ℓ
P2

−−−! ℓ2 −! O,

O −! ℓ2
I2

−−−! ℓ
P1

−−−! ℓ1 −! O

είναι σύντοµες ακριβείς ακολουθίες.

2.6.3 Ορισµός. Εστω ℓ = (E, π,X) ∈ VB(X) και S ⊆ E. Λέµε ότι η τριάδα

(S, π|S ,X) είναι υποδέσµη της ℓ, αν δέχεται δοµή διανυσµατικής δέσµης, έτσι

ώστε η κανονική εµφύτευση i : S !֒ E να είναι µορφισµός στην VB(X).
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2.6.4 Παράδειγµα. Στο Παράδειγµα 2.6.2 οι τριάδες
(
Ik(Ek), π|Ik(Ek),X

)
είναι

υποδέσµες της ℓ.

Αποδεικνύουµε τώρα το επόµενο ϐασικό συµπέρασµα.

2.6.5 Θεώρηµα. Εστω ℓk = (Ek, πk,X) ∈ VB(X), k = 1, 2, και f : ℓ1 ! ℓ2
µορφισµός. Η ακολουθία

O −! ℓ1
f

−−! ℓ2

είναι ακριβής, εάν και µόνον εάν η f είναι 1-1.

Απόδειξη. Το ευθύ είναι προφανές. Για το αντίστροφο ϑεωρούµε a ∈ X και

αντίστοιχα απλοποιούντα Ϲεύγη (U, τk), k = 1, 2, των ℓk µε a ∈ U . Σχηµατίζουµε

την "τοπική παράσταση"

F = τ2 ◦ f ◦ τ−1
1 : U × Rn(1) −! U ×Rn(2)

της f µέσω των τ1, τ2, και τον περιορισµό-της στο νήµα υπεράνω του a

Fa := τ2a ◦ fa ◦ τ
−1
1a : Rn(1) −! Rn(2).

Από την υπόθεση, κάθε fx (x ∈ X), είναι 1-1, άρα και η Fa είναι 1-1. Επο-

µένως, το Fa
(
Rn(1)

)
είναι υπόχωρος του Rn(2) διάστασης n(1). Εστω V ένα συ-

µπλήρωµα του Fa
(
Rn(1)

)
στο Rn(2), δηλαδή ένας υπόχωρος του Rn(2) διάστασης

n(2)− n(1) , έτσι ώστε Rn(2) = Fa
(
Rn(1)

)
⊕ V ≡ Fa

(
Rn(1)

)
× V . Θέτουµε

τ̄2 := (idU × F−1
a × idV ) ◦ τ2 : π

−1
2 (U) −! U × Rn(1) × V.

Η απεικόνιση

idU × F−1
a × idV : U × Fa

(
Rn(1)

)
× V −! U × Rn(1) × V

είναι αµφιδιαφόριση και ο περιορισµός της σε κάθε νήµα είναι ο ισοµορφισµός

F−1
a ×idV , άρα το (U, τ̄2) είναι απλοποιούν Ϲεύγος της ℓ2 συµβιβαστό µε τη δοµή

της. Ας συµβολίσουµε τώρα µε F̄ την τοπική παράσταση

F̄ := τ̄2 ◦ f ◦ τ−1
1 : U × Rn(1) −! U × Rn(1) × V.
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Τα προηγούµενα συνοψίονται στο επόµενο µεταθετικό διάγραµµα.

π−1
1 (U)

f ✲ π−1
2 (U)

U × Fa(R
n(1))× V

τ2
❄

idU × F−1
a × idV✲ U × Rn(1) × V

τ̄2

✲

U × Rn(1)

τ1

❄
F̄

✲

F
✲

∆ιάγραµµα 2.18

Για να πετύχουµε το στόχο µας, πρέπει να τροποποιήσουµε κατάλληλα τα

(U, τ1) και (U, τ̄2), έτσι ώστε η νέα τοπική παράσταση της f να είναι η I [ϐλ.

(2.6.1)]. ΄Ετσι, παρατηρούµε ότι, επειδή η F̄x = F̄ (x, .) : Rn(1) ! Rn(1)×V είναι

γραµµική απεικόνιση, η F̄ µπορεί να πάρει τη µορφή

(2.6.3) F̄ : U × Rn(1) −! U ×Rn(1) × V : (x, h) 7!
(
x, f1(x)(h), f2(x)(h)

)
,

όπου οι απεικονίσεις

f1 : U ! L
(
Rn(1),Rn(1)

)
και f2 : U ! L

(
Rn(1), V

)

είναι διαφορίσιµες. Ορίζουµε και την απεικόνιση

(2.6.4) H : U −! L
(
Rn(1) × V, Rn(1) × V

)
: x 7! H(x) :=

(
f1(x) 0
f2(x) idV

)
,

όπου 0: V ! Rn(1) η µηδενική απεικόνιση. Ελέγχεται στοιχειωδώς ότι πράγ-

µατι η H(x) είναι γραµµική απεικόνιση. Επίσης, είναι προφανές ότι η H είναι

διαφορίσιµη, άρα και η

(2.6.5) H̄ : U × Rn(1) × V −! U × Rn(1) × V : (x, h, k) 7!

(
x,H(x)

(
h
k

))

είναι διαφορίσιµη απεικόνιση.

Παρατηρούµε τώρα ότι, στο a ∈ U ,

F̄ (a, h) = (idU × F−1
a × idV )(F (a, h))

= (idU × F−1
a × idV )(a, Fa(h), 0)

= (a, h, 0),
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οπότε, ϐάσει της (2.6.3),

f1(a) = idRn(1) και f2(a) = 0,

εποµένως

H(a) =

(
idRn(1) 0

0 idV

)
∈ GL(n(2),R) ⊂ L

(
Rn(1))× V, Rn(1) × V

)
.

Αρα υπάρχει ανοιχτή περιοχή Uo του a, µε Uo ⊆ U , και έτσι ώστε H(x) ∈
GL(n(2),R), για κάθε x ∈ Uo, δηλαδή η H(x) είναι αντιστρέψιµη για κάθε

x ∈ Uo. Εποµένως, η απεικόνιση

H−1 : Uo −! L
(
Rn(1) × V, Rn(1) × V

)
: x 7! H(x)−1

είναι διαφορίσιµη (αφού H−1 = α ◦H, όπου α είναι η απεικόνση αντιστροφής),

άρα και η

H̄−1 : Uo × Rn(1) × V −! Uo × Rn(1) × V : (x, h, k) 7!

(
x,H(x)−1

(
h
k

))

είναι αµφιδιαφόριση επειδή έχει διαφορίσιµη αντίστροφη ακριβώς την απεικόνι-

ση H̄
∣∣
Uo×Rn(1)×V

. Ακόµη, ο περιορισµός της H̄−1 σε κάθε νήµα υπεράνω του x

(x ∈ Uo), είναι ο ισοµορφισµός H(x)−1, άρα το (Uo, H̄
−1 ◦ τ̄2) είναι απλοποιούν

Ϲεύγος της ℓ2, συµβιβαστό µε τη δοµή της.

π−1
1 (Uo)

f ✲ π−1
2 (Uo)

Uo × Rn(1) × V

τ̄2
❄

H̄−1
✲ Uo × Rn(1) × V

H̄−1 ◦ τ̄2

✲

Uo × Rn(1)

τ1

❄
I

✲

F̄
✲

∆ιάγραµµα 2.19

Μένει να δείξουµε ότι η τοπική παράσταση της f µέσω των
(
Uo, τ1

∣∣
π−1
1 (Uo)

)
και

(Uo, H̄
−1 ◦ τ̄2) είναι η I, όπως ϕαίνεται και στο ∆ιάγραµµα 2.17. Πράγµατι, για
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κάθε (x, h) ∈ Uo × Rn(1), έχουµε ότι

H̄−1 ◦ τ̄2 ◦ f ◦ τ−1
1 (x, h) = H̄−1 ◦ F̄ (x, h)

= H̄−1
(
x, f1(x)(h), f2(x)(h)

)

= H̄−1

(
x,H(x)

(
h
0

))
[ϐλ. (2.6.4) ]

= H̄−1
(
H̄(x, h, 0)

)
= (x, h, 0)[ϐλ. (2.6.5) ]

= I(x, h),[ϐλ. (2.6.1) ]

δηλαδή ισχύει η συνθήκη του Ορισµού 2.6.1.

Παρατηρούµε ότι, λόγω του Θεωρήµατος 2.6.5, ο Ορισµός 2.6.1 για την

ακρίβεια της ακολουθίας O −! ℓ1
f

−−! ℓ2 ισοδυναµεί µε την απλούστατη

συνθήκη ότι η f είναι 1-1, ή, ισοδύναµα, ότι κάθε fx είναι 1-1. Η απαίτηση

όµως που διατυπώνεται στον Ορισµό 2.6.1 είναι πιό "λειτουργική" και µας

δίνει σηµαντικές πληροφορίες για την σχέση των τοπικών δοµών των ℓ1, ℓ2.
Εξάλλου η συνθήκη του Ορισµού 2.6.1 χρησιµοποιείται ως ορισµός της

ακρίβειας στις διανυσµατικές δέσµες άπειρης διάστασης, όπου το 1-1 της

f στα νήµατα είναι ασθενέστερο και δεν αρκεί για την εξαγωγή ϐασικών

συµπερασµάτων των διανυσµατικών δεσµών τέτοιας διάστασης .

Ανάλογα µε το Θεώρηµα 2.6.5, έχει κανείς και το επόµενο

2.6.6 Θεώρηµα. Εστω ℓk = (Ek, πk,X) ∈ VB(X), k = 1, 2, και f : ℓ1 ! ℓ2
µορφισµός. Η ακολουθία

ℓ1
f

−−! ℓ2 −! O

είναι ακριβής, εάν και µόνον εάν η f είναι επί. �

Η ακρίβεια της ακολουθίας

O −! ℓ1
f

−−! ℓ2

και η έννοια της υποδέσµης (Ορισµός 2.6.3) συνδέονται, όπως δείχνει η επόµενη

2.6.7 Πρόταση. i) Εστω ℓk = (Ek, πk,X) ∈ VB(X), k = 1, 2, και f : ℓ1 ! ℓ2
µορφισµός. Αν η ακολουθία

O −! ℓ1
f

−−! ℓ2

είναι ακριβής, τότε
(
Im f, π2|Im f ,X

)
είναι υποδέσµη της ℓ2.
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ii) Εστω ℓ = (E, π,X) ∈ VB(X) και S ⊆ E. Αν ℓS := (S, π|S ,X) είναι

υποδέσµη της ℓ, τότε η ακολουθία

O −! ℓS
i

−−! ℓ

είναι ακριβής.

Απόδειξη. Για την απόδειξη του i) υποθέτουµε ότι ο τύπος νήµατος της ℓk είναι

Rn(k) . Από την ακρίβεια της ακολουθίας O −! ℓ1
f

−! ℓ2, έχουµε ότι υπάρχουν

απλοποιούσες καλύψεις {(Ui, τki)}i∈J των ℓk, έτσι ώστε, για κάθε i ∈ J , το

τετράγωνο του επόµενου διαγράµµατος να είναι µεταθετικό (συµβολίζουµε µε J
το σύνολο των δεικτών για να αποφύγουµε τη σύγχυση µε την εµφύτευση I στο

ίδιο διάγραµµα).

π−1
1 (Ui)

f ✲ π−1
2 (Ui)

Ui × Rn(1)

τ1i
❄

I ✲ Ui × Rn(1) × Rm

τ2i
❄

P ✲ Ui × Rn(1)

✲

∆ιάγραµµα 2.20

Εδώ I(x, h) = (x, h, 0), για κάθε (x, h) ∈ Ui × Rn(1) και m = n(2)− n(1).
Παρατηρούµε ότι, για u ∈ π−1

2 (Ui), έχουµε ότι

u ∈ Im f ⇔ τ2i(u) ∈ Ui × Rn(1) × {0}.

Αρα η απεικόνιση

τ̄2i := τ2i|π−1
2 (Ui)∩Im f : π−1

2 (Ui) ∩ Im f −! Ui × Rn(1) × {0}

είναι 1–1 και επί. Το ίδιο και η απεικόνιση

P ◦ τ̄2i : π
−1
2 (Ui) ∩ Im f −! Ui × Rn(1),

όπου τώρα η P συµβολίζει τον περιορισµό της προβολής (2.6.2) στο σύνολο

Ui × Rn(1) × {0}, µε αντίστροφη την I.
Θα δείξουµε ότι τα Ϲεύγη (Ui, P ◦ τ̄2i) σχηµατίζουν απλοποιούσα κάλυψη του(

Im f, π2|Im f ,X
)
. Πράγµατι, αν i, j ∈ J µε Ui ∩ Uj 6= ∅, τότε

(P ◦ τ̄2j) ◦ (P ◦ τ̄2i)
−1 : (Ui ∩ Uj)×Rn(1) −! (Ui ∩ Uj)× Rn(1)
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είναι η απεικόνιση

P ◦ τ̄2j ◦ τ̄
−1
2i ◦ I = P ◦ (τ2j ◦ τ

−1
2i ) ◦ I,

άρα είναι (αµφι)διαφορίσιµη, και οι περιορισµοί της στα νήµατα είναι οι γραµ-

µικοί ισοµορφισµοί Px ◦ (τ2jx ◦ τ
−1
2ix) ◦ Ix. Προφανώς, p1 ◦ (P ◦ τ̄2i) = π2|Im f ,

για κάθε i ∈ J , εποµένως ικανοποιούνται οι υποθέσεις της Πρότασης 2.2.5, και

η
(
Im f, π2|Im f ,X

)
δέχεται δοµή διανυσµατικής δέσµης.

Για την απεικόνιση i : Im f ! E2 είναι, προφανώς, π2 ◦ i = π2|Im f και

οι περιορισµοί ix στα νήµατα είναι γραµµικές απεικονίσεις. Για την διαφορισι-

µότητα της i, αρκεί να παρατηρήσουµε ότι η τοπική παράστασή της, µέσω των

απλοποιήσεων (U,P ◦ τ̄2i) και (Ui, τ2i), είναι η

τ2i ◦ i ◦ (P ◦ τ̄2i)
−1 = τ2i ◦ τ

−1
2i ◦ I = I,

δηλαδή είναι διαφορίσιµη απεικόνιση.

Η απόδειξη του ii) είναι προφανής από το Θεώρηµα 2.6.5.

2.6.8 Πρόταση. Εστω ℓk = (Ek, πk,X) ∈ VB(X), k = 1, 2, και f : ℓ1 ! ℓ2
µορφισµός. Αν η ακολουθία

ℓ1
f

−−! ℓ2 −! O

είναι ακριβής, τότε ο ker f δέχεται δοµή διανυσµατικής δέσµης, έτσι ώστε η ακο-

λουθία

O −! ker f
i

−−! ℓ1
f

−−! ℓ2 −! O

να είναι ακριβής.

Απόδειξη. Εστω ότι Rn(1) = Rn(2) × Rm και Rn(2) είναι οι τύποι των νηµάτων

(m = n(1) − n(2)) και {(Ui, τki)}i∈J οι απλοποιούσες καλύψεις των ℓk που

ικανοποιούν την ακρίβεια της δοθείσας ακολουθίας και κάνουν µεταθετικό το

δεξιό τετράγωνο του εποµένου διαγράµµατος.

π−1
1 (Ui) ∩ ker f ⊂

i ✲ π−1
1 (Ui)

f ✲ π−1
2 (Ui)

Ui × Rm

P̂ ◦ τ̄1i

❄
✛ P̂

Ui × Rn(2) × Rm

τ1i
❄

P ✲ Ui × Rn(2)

τ2i
❄

∆ιάγραµµα 2.21
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Για ένα u ∈ π−1
1 (Ui), παρατηρούµε ότι

u ∈ ker f ⇔ τ1i(u) ∈ Ui × {0} × Rm.

Συµβολίζουµε µε

P̂ : Ui × Rn(2) × Rm −! Ui × Rn(2) : (x, h, k) 7! (x, k)

την κανονική 1-3-προβολή, και ορίζουµε την απεικόνιση

τ̄1i := τ1i|ker f∩π−1
1 (Ui)

: π−1
1 (Ui) ∩ ker f −! Ui × {0} × Rm,

οπότε συµπληρώνουµε το διάγραµµα µε το αριστερό τετράγωνο, που είναι και

αυτό µεταθετικό.

Τότε η P̂ ◦ τ̄1i είναι απεικόνιση 1-1 και επί (µε την P̂ περιορισµένη τώρα στο

Ui × {0} × Rm) και p1 ◦ P̂ ◦ τ̄1i = π1|ker f .

Θα δείξουµε ότι τα Ϲεύγη (Ui, P̂ ◦ τ̄1i) αποτελούν απλοποιούσα κάλυψη του

ker f . Πράγµατι, αν (Uj , P̂ ◦ τ̄1j) είναι ένα άλλο τέτοιο Ϲεύγος µε Ui ∩ Uj 6= ∅,

τότε

(P̂ ◦ τ̄1j) ◦ (P̂ ◦ τ̄1i)
−1 = P̂ ◦ τ̄1j ◦ τ

−1
1i ◦ Î ,

όπου

Î : Ui × Rm −! Ui × Rn(2)× Rm : (x, k) 7! (x, 0, k),

άρα είναι (αµφι)διαφορίσιµη. Προφανώς ο περιορισµός σε κάθε νήµα είναι γραµ-

µικός (ισο)µορφισµός, άρα ισχύουν οι υποθέσεις της Πρότασης 2.2.5.

Η ακρίβεια της ακολουθίας

O −! ker f
i

−−! ℓ1
f

−−! ℓ2 −! O

είναι αποτέλεσµα της Πρότασης 2.6.7 (ii) και του Ορισµού 2.6.1.

Ανάλογα µε την Πρόταση 2.6.8, έχουµε και την

2.6.9 Πρόταση. Εστω ℓk = (Ek, πk,X) ∈ VB(X), k = 1, 2, και f : ℓ1 ! ℓ2
µορφισµός. Αν η ακολουθία

O −! ℓ1
f

−−! ℓ2

είναι ακριβής, τότε η τριάδα ℓ2/Im f = (E2/Im f, π,X), µε

E2/Im f =
⋃

x∈X

E2x/Im fx
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και π : E2/Im f ! X η ϕυσική προβολή, δέχεται δοµή διανυσµατικής δέσµης,

έτσι ώστε η ακολουθία

O −! ℓ1
f

−−! ℓ2
p

−−! ℓ2/Im f −! O,

να είναι ακριβής, όπου

p : E2 −! E2/Im f : u 7! u+ fx(E1x), u ∈ E2x.

2.6.10 Ορισµός. Εστω ℓk = (Ek, πk,X) ∈ VB(X), k = 1, 2, 3, και f : ℓ1 ! ℓ2,
g : ℓ2 ! ℓ3 µορφισµοί, τέτοιοι ώστε η ακολουθία

O −! ℓ1
f

−−! ℓ2
g

−−! ℓ3 −! O

να είναι ακριβής. Λέµε ότι η ανωτέρω ακριβής ακολουθία διασπάται αν υπάρ-

χουν µορφισµοί g′ : ℓ3 ! ℓ2 και f ′ : ℓ2 ! ℓ1, τέτοιοι ώστε η ακολουθία

O −! ℓ3
g′

−−! ℓ2
f ′

−−−! ℓ1 −! O

να είναι ακριβής και g ◦ g′ = idℓ3 , f ′ ◦ f = idℓ1 , όπως στο επόµενο διάγραµµα.

O

ℓ3
❄

O ✲ ℓ1
f ✲ ℓ2

g′

❄

g
✲ ℓ3 ✲

idℓ3

✲

O

ℓ1

f ′

❄
idℓ1 ✲

O
❄

∆ιάγραµµα 2.22

Αποδεικνύουµε και το επίσης χρήσιµο συµπέρασµα.
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2.6.11 Λήµµα. Αν ℓk = (Ek, πk,X) ∈ VB(X), k = 1, 2, f : ℓ1 ! ℓ2 µορφισµός,

και ψ : X ! R διαφορίσιµη απεικόνιση, τότε η απεικόνιση

ψ · f : E1 −! E2 : u 7! ψ(π(u)) · f(u)

ορίζει µορφισµό διανυσµατικών δεσµών στην VB(X).

Απόδειξη. Προφανώς π2 ◦ (ψ · f) = π1 και οι περιορισµοί (ψ · f)x στα νήµατα

είναι γραµµικές απεικονίσεις. Για τη διαφορισιµότητά της, αρκεί να παρατη-

ϱήσουµε ότι, αν (U, τ1), (U, τ2) είναι απλοποιούντα Ϲεύγη των ℓ1, ℓ2, αντιστοίχως,

τότε η τοπική παράσταση

τ2 ◦ (ψ · f) ◦ τ−1
1 : U × Rn(1) −! U × Rn(2),

υπολογισµένη σε ένα (x, h) ∈ U × Rn(1), είναι

τ2 ◦ (ψ · f) ◦ τ−1
1 (x, h) = τ2

(
ψ(π1(τ

−1
1 (x, h))

)
· f
(
τ−1
1 (x, h))

)

= τ2
(
ψ(x) · f(τ−1

1 (x, h))
)
=
(
x, (p2 ◦ τ2)

(
ψ(x) · f(τ−1

1 (x, h))
))

=
(
x, ψ(x) · (p2 ◦ τ2 ◦ f ◦ τ−1

1 )(x, h)
)
, [αφού ψ(x) ∈ R ]

δηλαδή είναι διαφορίσιµη.

Πριν αποδείξουµε την ύπαρξη διάσπασης µιας ακριβούς ακολουθίας, χρεια-

Ϲόµαστε τις επόµενες προκαταρκτικές έννοιες.

΄Εστω X είναι ένας τοπολογικός χώρος. Μια οικογένεια {(Ui, ψi)}i∈I λέγεται

διαµέριση της µονάδας του X (partition of unity) αν ({Ui}i∈I είναι ανοιχτή

τοπικά πεπερασµένη κάλυψη του X και κάθε ψi : X ! [0, 1] είναι συνεχής

συνάρτηση µε

{x ∈ X : ψi(x) 6= 0} ⊂ Ui, ∀ i ∈ I,
∑

i∈I

ψi(x) = 1, ∀x ∈ X.

Τοπικά πεπερασµένη κάλυψη σηµαίνει ότι κάθε x ∈ X έχει µια περιοχή, η

οποία τέµνει πεπερασµένο πλήθος από τα ανοιχτά σύνολα της {Ui}i∈I .
Απ᾿ το άλλο µέρος, ένας τοπολογικός χώρος X λέγεται παρασυµπαγής

(paracompact), αν είναι Hausdorff και κάθε ανοιχτή κάλυψη A του X δέχε-

ται τοπικά πεπερασµένη εκλέπτυνση (refinement) B, δηλ. η B είναι επίσης

ανοιχτή κάλυψη του X και, για κάθε B ∈ B, υπάρχει A ∈ B µε B ⊂ A.

Θα δεχτούµε χωρίς απόδειξη το επόµενο αποτέλεσµα:
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ΑνX είναι παρασυµπαγής C∞-πολλαπλότητα, τότε, για κάθε ανοιχτή κάλυ-

ψη {Ui}i∈I του X, υπάρχει C∞-διαµέριση της µονάδας {(Vi, ψi)}i∈J υ-

ποκείµενη στην {Ui}, δηλαδή η {(Vi, ψi)}i∈J είναι τέτοια ώστε J ⊂ I,

ψi : X ! [0, 1] να είναι C∞-απεικόνιση και Vi ⊂ Ui, για κάθε i ∈ J .

Μπορούµε τώρα να εξετάσουµε συνθήκες ύπαρξης διασπάσεων ακριβών α-

κολουθιών.

2.6.12 Πρόταση. Εστω ℓk = (Ek, πk,X) ∈ VB(X), k = 1, 2, και µορφισµός

f : ℓ1 ! ℓ2. Εστω ακόµη ότι η ϐάση X δέχεται διαφορίσιµες διαµερίσεις της

µονάδας. Αν η ακολουθία

O −! ℓ1
f

−−! ℓ2

είναι ακριβής, τότε υπάρχει µορφισµός f ′ : ℓ2 ! ℓ1, τέτοιος ώστε η ακολουθία

ℓ2
f ′

−−−! ℓ1 −! O

να είναι ακριβής και f ′ ◦ f = idℓ1 (ϐλ. και ∆ιάγραµµα 2.22, σελ. 82).

Απόδειξη. Εστω Rn(1), Rn(2) = Rn(1)×Rm οι τύποι των νηµάτων των ℓ1, ℓ2 και

οι τοπικά πεπερασµένες απλοποιούσες καλύψεις {(Ui, τki)}i∈J , που ικανοποιο-

ύν τη συνθήκη του Ορισµού 2.6.1 (χρησιµοποιούµε το J ως σύνολο δεικτών για

διαφοροποίηση από την εµφύτευση I, όπως στην απόδειξη της Πρότασης 2.6.7

). Για κάθε i ∈ J , ορίζουµε την απεικόνιση

f ′i := τ−1
1i ◦ P ◦ τ2i : π

−1
2 (Ui) −! π−1

1 (Ui).

π−1
1 (Ui)

f ✲✛
f ′i

π−1
2 (Ui)

Ui ×Rn(1)

τ1i
❄ I ✲✛

P
Ui × Rn(1) × Rm

τ2i
❄

∆ιάγραµµα 2.23

Η f ′i είναι µορφισµός (τετριµµένων) δεσµών και (υπεράνω του π−1
1 (Ui) )

f ′i ◦ f = τ−1
1i ◦ P ◦ τ2i ◦ f

= τ−1
1i ◦ P ◦ τ2i ◦ τ

−1
2i ◦ I ◦ τ1i

= τ−1
1i ◦ P ◦ I ◦ τ1i

= τ−1
1i ◦ τ1i = idπ−1

1 (Ui)
.[ϐλ. (2.6.1), (2.6.2)]
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Εστω τώρα {ψi}i∈J µια διαφορίσιµη διαµέριση της µονάδας υποκείµενη στην

κάλυψη {Ui}i∈J του X. Το γινόµενο ψi · f
′
i : π

−1
2 (Ui) ! π−1

1 (Ui) είναι µορφι-

σµός, που επεκτείνεται σε µορφισµό ψi · f
′
i : E2 ! E1 µέσω του τύπου

ψi · f
′
i(u) :=

{
ψi(π2(u)) · f

′
i(u), ∀ u ∈ π−1

2 (Ui),

0, ∀ u /∈ π−1
2 (Ui).

Θέτουµε

f ′ :=
∑

i

ψi · f
′
i : E2 −! E1.

Η f ′ είναι µορφισµός ως άθροισµα µορφισµών (Πρόταση 2.5.1) και

f ′ ◦ f =

(∑

i

ψi · f
′
i

)
◦ f =

∑

i

ψi · (f
′
i ◦ f) =

∑

i

ψi · idπ−1
1 (Ui)

= idE1 .

Από τη σχέση f ′ ◦ f = idE1 συνάγεται ότι η f ′ είναι απεικόνιση επί, άρα (κατά

το Θεώρηµα 2.6.6) και η ακολουθία ℓ2
f ′

−−−! ℓ1 −! O είναι ακριβής.

Ανάλογα αποδεικνύεται και η

2.6.13 Πρόταση. Εστω ℓk = (Ek, πk,X) ∈ VB(X), k = 1, 2, και µορφισµός

g : ℓ1 ! ℓ2 . Εστω ακόµη ότι η ϐάση X είναι παρασυµπαγής. Αν η ακολουθία

ℓ1
g

−−! ℓ2 −! O

είναι ακριβής, τότε υπάρχει µορφισµός g′ : ℓ2 ! ℓ1, τέτοιος ώστε η ακολουθία

O −! ℓ2
g′

−−! ℓ1

να είναι ακριβής και g ◦ g′ = idℓ2 .

Κλείνουµε το κεφάλαιο αυτό µε το επόµενο ϑεµελιώδες αποτέλεσµα.

2.6.14 Θεώρηµα. Εστω X παρασυµπαγής πολλαπλότητα. τότε κάθε σύντοµη

ακριβής ακολουθία στην VB(X) διασπάται.

Απόδειξη. Εστω

O −! ℓ1
f

−−! ℓ2
g

−−! ℓ3 −! O

µια σύντοµη ακριβής ακολουθία στην κατηγορία VB(X). Θεωρούµε ένα µορφι-

σµό f ′ : ℓ2 ! ℓ1, για τον οποίον f ′ ◦ f = idℓ1 και η ακολουθία

ℓ2
f ′

−−−! ℓ1 −! O
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είναι ακριβής (Πρόταση 2.6.12). Τότε ker f ′ είναι υποδέσµη της ℓ2 [ϐλ. Προ-

τάσεις 2.6.8 και 2.6.7 (ii)]. Εξάλλου, για κάθε x ∈ X, µε απλή γραµµική άλγε-

ϐρα, αποδεικνύεται εύκολα ότι E2x = Im fx ⊕ ker f ′x. Επειδή και η Im f είναι

υποδέσµη της ℓ2, έχουµε ότι

E2 = Im f ⊕ ker f ′.

Επίσης, λαµβάνοντας υπόψιν ότι Im f = ker g, εύκολα µπορεί να αποδείξει

κανείς ότι g|ker f ′ : ker f ′ ! E3 είναι απεικόνιση 1-1 και επί. Ορίζουµε τώρα

την

g′ := i ◦ (g|ker f ′)
−1 : E3 −! E2,

όπου i : ker f ′ !֒ E2 είναι η κανονική εµφύτευση. Τότε ο g′ είναι ο Ϲητούµενος

µορφισµός για να συµπληρωθεί η ℓ2
f ′

−−−! ℓ1 −! O στην σύντοµη ακριβή

ακολουθία

O −! ℓ3
g′

−−! ℓ2
f ′

−−−! ℓ1 −! O,

µέσω της οποίας παίρνουµε το ∆ιάγραµµα 2.22 της σελ. 82, που κλείνει και την

απόδειξη του ϑεωρήµατος.

Επειδή E1
∼= Im f και ker f ′ ∼= E3, ένα παραπροϊόν της προηγούµενης

απόδειξης είναι το

2.6.15 Πόρισµα. Αν η σύντοµη ακριβής ακολουθία

O −! ℓ1
f

−−! ℓ2
g

−−! ℓ3 −! O

διασπάται, τότε

ℓ2 ∼= ℓ1 ⊕ ℓ3.

2.7 Ασκήσεις Κεφαλαίου 2

1. Αν ℓ = (E, π,X) είναι διανυσµατική δέσµη, δείξτε ότι η π : E ! X είναι

εµβάπτιση.

2. ∆είξτε ότι σε κάθε συνεκτική συνιστώσα της ϐάσης µιας διανυσµατικής

δέσµης τα νήµατα είναι σταθερού τύπου.

3. ∆είξτε ότι κάθε νήµα Ex µιας διανυσµατικής δέσµης ℓ = (E, π,X) είναι

κανονική υποπολλαπλότητα της E, άρα έχει διαφορική δοµή. Επίσης έχει

διαφορική δοµή ως διανυσµατικός χώρος. ∆είξτε ότι οι δύο διαφορικές

δοµές συµπίπτουν.
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4. Αν ℓi = (Ei, πi, Xi), i = 1, 2, είναι διανυσµατικές δέσµες, να δείξετε ότι

ℓ1 × ℓ2 := (E1 × E2, π1 × π2, X1 ×X2) είναι διανυσµατική δέσµη.

5. ΄Εστω (f, g) : ℓ1 ! ℓ2 µορφισµός διανυσµατικών δεσµών, έτσι ώστε οι f, g
να είναι αµφιδιαφορίσεις. ∆είξτε ότι το Ϲεύγος (f−1, g−1) : ℓ2 ! ℓ1 είναι

µορφισµός διανυσµατικών δεσµών.

6. Αν ℓi = (Ei, πi,X) είναι διανυσµατικές δέσµες πάνω από την ίδια ϐάση

X (i = 1, 2), να εξετάσετε αν η απεικόνιση

EV : L(E1, E2)⊕ E1 −! E2 : (f, u) −! f(u)

είναι µορφισµός διανυσµατικών δεσµών.

7. Αν ℓi = (Ei, πi,X) ∈ VB(X), i = 1, 2, 3, να εξετάσετε αν η απεικόνιση

COM : L(E1, E2)⊕ L(E2, E3) −! L(E1, E3) : (f, g) −! f ◦ g

είναι µορφισµός διανυσµατικών δεσµών.

8. Αν ℓ = (E, π,X) είναι διανυσµατική δέσµη και f : E ! E µορφισµός

στην VB(X), τέτοιος ώστε η f να είναι 1-1 και επί, δείξτε ότι f είναι

ισοµορφισµός στην VB(X).

9. ∆είξτε ότι το σύνολο Lis(E,E) των ισοµορφισµών f : E ! E είναι ανοιχτό

υποσύνολο του ολικού χώρου L(E,E) (ϐλ. Παράδειγµα 2.3.4).

10. ΄Εστω ℓ1⊕ℓ2 = (E1⊕E2, π,X) το άθροισµα Whitney των διανυσµατικών

δεσµών ℓi = (Ei, πi,X), i = 1, 2. ∆είξτε ότι οι κανονικές προβολές

Pi : E1 ⊕ E2 −! Ei

είναι εµβαπτίσεις και οι κανονικές εµφυτεύσεις

Ii : Ei −! E1 ⊕ E2, i = 1, 2,

είναι εµφυτεύσεις.

11. ΄Εστω ℓ = (E, π,X) διανυσµατική δέσµη. ∆είξτε ότι οι απεικονίσεις

+: E ⊕ E −! E : (u, v) 7! u+ v

· : R× E −! E : (λ, u) 7! λ · u ≡ λu

είναι διαφορίσιµες. Μπορείτε να τις ερµηνεύσετε ως µορφισµούς διανυ-

σµατικών δεσµών;
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12. Θεωρείστε την διανυσµατική δέσµη ℓ1 × ℓ2 (ϐλ. την προηγούµενη ΄Ασκηση

4), όπου ℓi = (Ei, πi,Xi), i = 1, 2, είναι διανυσµατικές δέσµες. ∆είξτε ότι

τα Ϲεύγη

(Pi, pi) : ℓ1 × ℓ2 −! ℓi,

όπου Pi : E1 × E2 ! Ei και pi : X1 × X2 ! Xi οι συνήθεις προβολές,

είναι µορφισµοί διανυσµατικών δεσµών. Να εξετάσετε αν η τριάδα

(
ℓ1 × ℓ2, (P1, p1), (P2, p2)

)

ικανοποιεί την καθολική ιδιότητα του γινοµένου στην κατηγορία VB.

13. ΄Εστω X διαφορική πολλαπλότητα, {Ui}i∈I ανοιχτή κάλυψη του X και

{gj i}, {g′j i} δύο σύγκυκλοι πάνω από την κάλυψη {Ui}i∈I µε τιµές στο

GL(n,R). Οι δύο σύγκυκλοι λέγονται ισοδύναµοι αν υπάρχουν διαφο-

ϱίσιµες απεικόνισεις hi : Ui ! GL(n,R), τέτοιες ώστε

g′j i(x) = hj(x)
−1 ◦ gj i(x) ◦ hi(x),

για κάθε i, j ∈ I, και x ∈ Ui ∩ Uj .

Να αποδείξετε ότι οι δύο σύγκυκλοι {gj i}, {g
′
j i} ορίζουν ισόµορφες δια-

νυσµατικές δέσµες πάνω από το X (Θεώρηµα 2.2.6), εάν και µόνον εάν

είναι ισοδύναµοι.

14. ΄Εστω f : ℓ1 ! ℓ2 ένας µορφισµός δεσµών στην VB(X). ∆είξτε ότι οι

επόµενες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

i) Imf είναι υποδέσµη της ℓ2.

ii) kerf είναι υποδέσµη της ℓ1.

iii) Οι διαστάσεις των νηµάτων της Imf είναι τοπικά σταθερές.

iv) Οι διαστάσεις των νηµάτων του kerf είναι τοπικά σταθερές.

15. Πως πρέπει να διατυπωθεί η Πρόταση 2.2.5, αν κάθε Ex έχει γραµµι-

κή δοµή που ϑέλουµε να διατηρηθεί; Στο τέλος της απόδειξης της ίδιας

πρότασης να δικαιολογηθεί το µονοσήµαντο της δοµής γραµµικού χώρου

επί του Ex.

16. ∆είξτε ότι µια διανυσµατική δέσµη είναι τετριµµένη, εάν και µόνον εάν η

δοµική της οµάδα ανάγεται στην {idRn}.

17. Να αποδειχθούν οι Προτάσεις 2.6.9 και 2.6.13.

18. Να συµπληρωθούν οι λεπτοµέρειες της απόδειξης του Θεωρήµατος 2.6.14.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ

3

Πρωτεύουσες ∆έσµες

Principal bundles constitute, in a certain

sense, a geometric generalization of the

notion of Lie group. In fact ... a principal

bundle looks like a collection of copies of

the structural group G, sitting over the

base manifold M ...

C. von Westenholz [36, p. 131]

Οι πρωτεύουσες δέσµες έχουν δοµή συνθετότερη από αυτήν των διανυσµατικών

δεσµών καθ᾿ όσον τα νήµατά τους είναι ισόµορφα µε µία οµάδα Lie, αντί ενός

γραµµικού χώρου, όπως συµβαίνει στις διανυσµατικες δέσµες. Στο κεφάλαιο

αυτό εξετάζουµε τις ϑεµελιώδεις ιδιότητες των πρωτευουσών δεσµών, τους µορ-

ϕισµούς, τις συναρτήσεις µεταφοράς, µέσω των οποίων (ανα)κατασκευάζεται µία

πρωτεύουσα δέσµη, καθώς και την αντίστροφη εικόνα (pull­back) µιας πρωτ-

89
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εύουσας δέσµης µέσω διαφορίσιµης απεικόνισης.

3.1 ∆ιαφορίσιµες δράσεις

Επειδή η δοµή µιάς πρωτεύουσας δέσµης σχετίζεται µε τις οµάδες Lie και τις

διαφορίσιµες δράσεις, στην παράγραφο αυτή ϑυµίζουµε µερικά ϐασικά συµπε-

ϱάσµατα από την ϑεωρία των τελευταίων, τις οποίες ϑα χρειαστούµε στη συνέχεια.

Για λεπτοµέρειες παραπέµπουµε στις (προπτυχιακές) Σηµειώσεις µας [4].

3.1.1 Ορισµός. ΄Εστω M µία C∞-πολλαπλότητα και G µία οµάδα Lie. Μια C∞-

δράση της G επί της M από τα δεξιά (ή δεξιά δράση) είναι µια C∞-απεικόνιση

δ : M ×G −!M : (x, g) 7! δ(x, g)

η οποία έχει τις ιδιότητες

δ(x, e) = x, ∀x ∈M(∆.1)

δ
(
δ(x, g1), g2

)
= δ(x, g1 · g2), ∀x ∈M και g1, g2 ∈ G.(∆.2)

Πολλές ϕορές, για διευκόλυνση, γράφουµε

(3.1.1) δ(x, g) = x · g.

Φυσικά, το δεξιό µέλος της προηγούµενης ισότητας δεν συµβολίζει κάποιο πολ-

λαπλασιασµό.

Χρησιµοποιώντας τον συµβολισµό της (3.1.1), οι ιδιότητες (∆.1) και (∆.2 )

γράφονται αντίστοιχα µε τη µορφή:

x · e = x

(x · g1) · g2 = x · (g1 · g2)

Οι προηγούµενες ιδιότητες σηµαίνουν ότι :

1) Η δράση µε το ουδέτερο στοιχείο του G αφήνει αµετάβλητα τα στοιχεία

της πολλαπλότητας M .

2) Η δράση, επί ενός x ∈ M , διαδοχικά µε τα στοιχεία g1 και g2 έχει το

ίδιο αποτέλεσµα µε τη δράση του γινοµένου (g1 · g2) επί του x.

Ανάλογα προς τη δεξιά δράση ορίζεται και η αριστερή δράση G×M −!M .

Τη µερική απεικόνιση

δg : M −!M : x 7! δg(x) = x · g
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συµβολίζουµε συχνά και µε Rg και την καλούµε δεξιά µετατόπιση του X κατά

g ∈ G. Πρέπει όµως να τονισθεί ότι δεν πρόκειται για τη δεξιά µετατόπιση µιας

οµάδας Lie, παρ᾿ όλο που χρησιµοποιούµε ίδιο συµβολισµό και ορολογία. Η Rg
είναι αµφιδιαφόριση µε αντίστροφη την Rg−1.

3.1.2 Ορισµός. Μια δράση (όπως στον Ορισµό 3.1.1) λέγεται ελεύθερη όταν

ισχύει η συνθήκη

αν δ(x, g) = x, για κάποιο x ∈M και g ∈ G, τότε g = e.

Επίσης, η δ λέγεται µεταβατική (αντίστοιχα γνήσια µεταβατική) αν

∀ (x, y) ∈M ×M ∃ (αντίστοιχα ∃!) g ∈ G : y = x · g = δ(x, g).

Χρησιµοποιώντας την απεικόνιση Rg, η συνθήκη για να είναι η δ ελεύθερη

διατυπώνεται και ως εξής :

Αν η Rg διαθέτει κάποιο σταθερό σηµείο (δηλαδή υπάρχει x ∈ M :
Rg(x) = x), τότε g = e. Με άλλα λόγια, µόνον η Re = idM διαθέτει

σταθερά σηµεία.

Παρόµοια, συµβολίζοντας µε δx τη µερική απεικόνιση (της δ)

δx : G −!M : g 7! δx(g) := δ(x, g) = x · g,

διαπιστώνουµε ότι

Η δ είναι µεταβατική τότε και µόνον τότε αν, για κάθε x ∈ M , η δx είναι

απεικόνιση επί. Ιδιαίτερα, αν η δ είναι γνήσια µεταβατική, τότε η δx είναι

1-1 και επί, για κάθε x ∈M .

3.1.3 Ορισµός. Για µια δράση δ, η τροχιά Ox του x ∈M είναι το σύνολο

Ox := {δ(x, g) = x · g | g ∈ G} := x ·G.

3.1.4 Πρόταση. ΄Εστω δ µια δράση (όπως στον Ορισµό 3.1.1). Ορίζουµε τη σχέση

(στο M ):

x ∼ y ⇔ y = x · g, για κάποιο g ∈ G [ισοδύναµα: y ∈ Ox]

Τότε η ” ∼ ” είναι σχέση ισοδυναµίας και, για κάθε x ∈M , είναι [x] = Ox.

Απόδειξη. ’µεση εφαρµογή των ορισµών και των (∆.1) και (∆.2 ) της δράσης.

3.1.5 Πόρισµα. Αν η πολλαπλότηταM δέχεται µία δράση, τότε οι τροχιές ορίζουν

µια διαµέριση της M .
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3.1.6 Παραδείγµατα. 1) Μια οµάδα G δρα ϕυσιολογικά στον εαυτόν της µέσω

του πολλαπλασιασµού της, δηλαδή

δ : G×G −! G : (a, b) 7! δ(a, b) := a · b.

2) ΄Εστω ότιM είναι πολλαπλότητα καιG οµάδα Lie. Τότε ηG δρα επί τουM×G
µέσω της απεικόνισης

δ((x, g), g′) ≡ (x, g) · g′ := (x, g · g′).

Πριν κλείσουµε τη σύντοµη αυτή παράγραφο, ας ϑυµίσουµε και την έννοια

του πεδίου Killing: Αν X ∈ L(G), δηλαδή το X είναι ένα αριστερά αναλλοίωτο

C∞-διανυσµατικό πεδίο της οµάδας Lie G, τότε σ᾿ αυτό αντιστοιχεί (µέσω της

δράσης δ), ένα C∞-διανυσµατικό πεδίο X∗ της M [δηλαδή X∗ ∈ X (M)], που

ορίζεται από τη σχέση

(3.1.2) X∗(x) := Teδx(Xe) = Teδx(X(e))

Το X∗ καλείται πεδίο Killing, το οποίον αντιστοιχεί στο X.

3.1.7 Παρατήρηση. Μπορούµε να ορίσουµε τη δράση µιας οµάδας G επί τυ-

χόντος συνόλου M 6= ∅, όπως και τη δράση µιας τοπολογικής οµάδας επί ενός

τοπολογικού χώρου M , και να πάρουµε ανάλογα συµπεράσµατα. Στις περι-

πτώσεις αυτές δεν ορίζεται, ϕυσικά, η έννοια του πεδίου Killing.

3.1.8 Ασκήσεις.

1. Να διατυπωθούν και να αποδειχθούν τα ανάλογα συµπεράσµατα για αρι-

στερές δράσεις.

2. Να δείξετε ότι κάθε δεξιά δράση ορίζει και µία αριστερή δράση και α-

ντίστροφα.

3. Να επαληθευτούν οι ισοδύναµες συνθήκες για την ελεύθερη και τη (γνήσια)

µεταβατική δράση, που δίνονται µετά τον Ορισµό 3.1.2.

4. Να αποδειχτεί πλήρως η Πρόταση 3.1.4.

5. Να επαληθεύσετε ότι η δ του Παραδείγµατος 3.1.6 (2) ορίζει πράγµατι µία

(δεξιά) C∞-δράση.



3.2. Πρωτεύουσες (ή κύριες) δέσµες 93

6. ΄Εστω µία δράση δ : M × G ! M . Για ένα x ∈ M , καλούµε οµάδα ισο-

τροπίας του x το σύνολο Gx = {g ∈ G : x · g = x}. Να δείξετε ότι :

i) Το Gx είναι υποοµάδα του G.

ii) ΑνM είναι πολλαπλότητα Hausdorff, τότε τοGx είναι κλειστή υποοµάδα

του G.

iii) Η δράση είναι ελεύθερη εάν και µόνον εάν Gx = {e}, ∀x ∈M .

7. Αν η δράση είναι µεταβατική, τότε το M διαθέτει µόνον µία τροχιά.

8. Να δείξετε ότι, για οποιαδήποτε x ∈M και g ∈ G, ισχύει η σχέση

Gx·g = g−1 ·Gx · g.

Ιδιαιτέρως, αν η δράση είναι µεταβατική, τότε οι οµάδες ισοτροπίας είναι

µεταξύ τους συζυγείς.

9. Να δείξετε ότι η απεικόνιση δ : G×G! G (όπου G είναι οµάδα Lie) µε

δ(x, α) = a−1 · x · a

ορίζει µία δεξιά C∞-δράση του G επί του εαυτού του.

10. ΄Εστω δ : M ×G!M µία δράση και τυχόν x ∈M . Ορίζουµε το πηλίκο

G/Gx :=
{
Gx · g | g ∈ G

}

Τότε ισχύουν τα επόµενα :

i) Υπάρχει µία απεικόνιση f : G/Gx ! M , τέτοια ώστε f ◦ q = δx, όπου

q : G! G/Gx είναι η κανονική απεικόνιση (προβολή).

ii) Η f είναι 1-1 και f(G/Gx) = Ox.

iii) Αν η δ είναι µεταβατική, τότε η f είναι και απεικόνιση επί, άρα

M ∼= G/Gx,

δηλαδή το M είναι οµογενής χώρος.

3.2 Πρωτεύουσες (ή κύριες) δέσµες

3.2.1 Ορισµός. Μία πρωτεύουσα ή κύρια (νηµατική) δέσµη (principal fi­

bre bundle) είναι µία τετράδα ℓ = (P,G,B, π), όπου P και B είναι C∞-

πολλαπλότητες, π : P ! B C∞-απεικόνιση και G µια οµάδα Lie, που δρα

διαφορίσιµα επί της P (από δεξιά), έτσι ώστε να ισχύει η επόµενη συνθήκη:
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Για κάθε x ∈ B, υπάρχει ανοιχτό U ⊂ B µε x ∈ U , και αµφιδιαϕόριση

Ψ: U ×G −! π−1(U),

η οποία έχει τις ιδιότητες :

i) Το επόµενο διάγραµµα είναι µεταθετικό

U ×G
Ψ✲ π−1(U)

U

π

❄
p1

✲

∆ιάγραµµα 3.1

ii) Ψ
(
(y, g) · g′

)
= Ψ(y, g · g′) = Ψ(y, g) · g′, ∀ y ∈ U και g, g′ ∈ G.

3.2.2 Σχόλια. 1) Η αµφιδιαφορισιµότητα της απεικόνισης Ψ, στον προηγούµενο

ορισµό, νοείται ως προς τη δοµή της πολλαπλότητας που διαθέτει το U ×G, και

τη δοµή της (ανοιχτής) υποπολαπλότητας που διαθέτει το π−1(U), ως ανοιχτό

υποσύνολο του P .

2) Στην ιδιότητα ii) η έκφραση (y, g) · g′ συµβολίζει τη δράση του g′ επί του

(y, g), ως αποτέλεσµα της δράσης (U × G) × G ! U × G, η οποία ορίζεται

όπως στο Παράδειγµα 3.1.6 (2). Ανάλογα, το Ψ(y, g) · g′ είναι το αποτέλεσµα

της δράσης της G επί του P . Εδώ η ii) σηµαίνει ότι, για οποιοδήποτε g′ ∈ G,

Ψ(y, g) · g′ = Ψ(y, g · g′) ∈ π−1(U).

Το Σχόλιο 3.2.2 (2) οδηγεί στην

3.2.3 Πρόταση. Αν U είναι το ανοιχτό σύνολο του προηγούµενου ορισµού, τότε

για κάθε p ∈ π−1(U) και g ∈ G είναι p · g ∈ π−1(U).

Απόδειξη. Λόγω του επί της απεικόνισης Ψ, ϑα υπάρχουν y ∈ U και h ∈ G, έτσι

ώστε p = Ψ(y, h). ΄Αρα, σύµφωνα µε την ιδιότητα ii), έχουµε ότι

p · g = Ψ(y, h) · g = Ψ
(
(y, h) · g

)
= Ψ(y, h · g) ∈ π−1(U).

3.2.4 Πόρισµα. Αν συµβολίσουµε µε δ : P ×G! P τη δράση του G επί του P ,

τότε η απεικόνιση

δU : π−1(U)×G −! π−1(U), µε δU (p, g) = δ(p, g),

ορίζει C∞-δράση του G επί του π−1(U).
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Απόδειξη. Η δU παίρνει τιµές στο π−1(U) σύµφωνα µε την Πρόταση 3.2.3. Ε-

πίσης είναι C∞, ως περιορισµός διαφορίσιµης απεικόνισης επί ανοικτού υποσυ-

νόλου του πεδίου ορισµού
(
π−1(U)×G ⊂ P×G

)
, που παίρνει τιµές σε (ανοιχτή)

υποπολλαπλότητα του πεδίου τιµών (ϐλ. Πρόταση 1.1.12). Η επαλήθευση των

ιδιοτήτων της δράσης είναι προφανής, από τον ορισµό της δU .

3.2.5 Πόρισµα. Αν, µε τους συµβολισµούς του Ορισµού 3.2.1, ϑέσουµε

Φ := Ψ−1 ,(3.2.1)

τότε ισχύει η σχέση

Φ(p · g) = Φ(p) · g, ∀ (p, g) ∈ π−1(U)×G.(3.2.2)

Απόδειξη. ΄Εστω τυχόν p ∈ π−1(U). Λόγω του επί της απεικόνισης Ψ, ϑα υπάρ-

χει (y, h) ∈ U ×G, έτσι ώστε p = Ψ(y, h). ΄Αρα, για οποιοδήποτε g ∈ G,

Φ(p · g) = Φ
(
Ψ(y, h) · g

)
= Φ

(
Ψ(y, h · g)

)
= (Φ ◦Ψ)(y, h · g)

= (y, h · g) = (y, h) · g = Ψ−1(p) · g = Φ(p) · g.

3.2.6 Ορολογία. ΄Εστω ℓ = (P,G,B, π) µία κύρια δέσµη. Τότε το P καλείται

ολικός χώρος, το G δοµική οµάδα, το B ϐάση και η απεικόνισηπ προβολή.

Επίσης, το Px := π−1(x) καλείται νήµα (πάνω από το x ∈ B). Κάθε Ϲεύγος

(U,Φ) ή (U,Ψ) καλείται απλοποιούν Ϲεύγος.

Η ιδιότητα ii) του Ορισµού 3.2.1 και η (3.2.2) χαρακτηρίζουν τις Ψ και Φ,

αντιστοίχως, ως G-ισοµεταβλητές (ως προς τις αντίστοιχες δράσεις του G επί

των πεδίων ορισµού και τιµών των απεικονίσεων αυτών).

Τέλος, η ιδιότητα i) του Ορισµού 3.2.1 χαρακτηρίζει τη δέσµη ως τοπικώς

τετριµµένη [πρβλ. την αντίστοιχη ιδιότητα των διανυσµατικών δεσµών, Παρα-

τήρηση 2.1.2 (5)]. Αυτό ϑα κατανοηθεί καλλίτερα αφού ορίσουµε και την έννοια

του µορφισµού µεταξύ πρωτευουσών δεσµών.

Σηµειώνουµε εδώ ότι τα πεδία ορισµού των απλοποιούντων Ϲευγών απο-

τέλουν, προφανώς, ανοιχτή κάλυψη της ϐάσης B.

Πριν προχωρήσουµε στο επόµενο συµπέρασµα ϑυµίζουµε (ϐλ. Ορισµό 1.3.1)

ότι µία διαφορίσιµη απεικόνιση f : X ! Y καλείται εµβάπτιση στο x ∈ X αν

Txf : TxX ! Tf(x)Y . Αν η f είναι εµβάπτιση σε κάθε x ∈ X, τότε καλείται

απλώς εµβάπτιση.

3.2.7 Πρόταση. Η προβολή π είναι απεικόνιση επί και εµβάπτιση.

Απόδειξη. i) ΄Εστω τυχόν x ∈ B. Τότε ϑα υπάρχει απλοποιούν Ϲεύγος (U,Ψ) µε

x ∈ U . ΄Αρα, για οποιοδήποτε g ∈ G, το p := Ψ(x, g) έχει την ιδιότητα π(p) = x
(ϐλ. µεταθετικό ∆ιάγραµµα 3.1, σελ. 94), άρα η π είναι απεικόνιση επί.
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ii) Αν τώρα p ∈ P είναι τυχόν σηµείο µε π(p) = x και ϑεωρήσουµε το ίδιο

µεταθετικό ∆ιάγραµµα 3.1, που προκύπτει από το (U,Ψ) µε x ∈ U , ϑα είναι

π = p1 ◦ Φ, δηλαδή η π είναι εµβάπτιση ως σύνθεση εµβαπτίσεων. Αλλιώς :

Παραγωγίζοντας την π = p1 ◦Φ, ϐρίσκουµε ότι

(3.2.3) Tpπ = Tp(p1 ◦Φ) = TΦ(p) p1 ◦ TpΦ =
(
p1
∣∣
TxB×TgG

)
◦ TpΦ,

αν Φ(p) = (x, g). Επειδή το δεύτερο µέλος της (3.2.3) είναι απεικόνιση επί,

έχουµε τελικά ότι η Tpπ είναι επί, δηλαδή η π είναι εµβάπτιση στο p και

παρόµοια σε κάθε σηµείο του P .

Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 1.3.10, αποδεικνύουµε αµέσως το

3.2.8 Πόρισµα. Τα νήµατα µιας πρωτεύουσας δέσµης είναι µη κενές κανονικές

υποπολλαπλότητες του ολικού χώρου P . Ιδιαίτερα, αν η B είναι χώρος Haus­

dorff, τότε κάθε νήµα είναι κλειστή υποπολλαπλότητα του P .

3.2.9 Παραδείγµατα. 1) Αν M είναι C∞-πολλαπλότητα και G οµάδα Lie,

τότε η τετράδα (M × G,G,M, p1) είναι πρωτεύουσα δέσµη [εδώ τώρα η δράση

είναι αυτή του Παραδείγµατος 3.1.6 (2)]. Η δέσµη αυτή καλείται η τετριµµένη

πρωτεύουσα δέσµη (µε ϐάση M και δοµική οµάδα G).

2) Με τις υποθέσεις του προηγουµένου παραδείγµατος, αν U είναι τυχόν

ανοιχτό υποσύνολο της M , τότε η (U × G,G,U, p1) είναι πρωτεύουσα δέσµη

(: η τετριµµένη πρωτεύουσα δέσµη µε ϐάση U και δοµική οµάδα G).

3) Αν ℓ = (P,G,B, π) είναι πρωτεύουσα δέσµη και το U είναι πεδίο ορισµού

ενός απλοποιούντος Ϲεύγους, τότε και η

(
π−1(U), G, U, π

∣∣
π−1(U)

)

είναι πρωτεύουσα δέσµη.

4) Αν (Pi, Gi, Bi, πi) είναι πρωτεύουσες δέσµες (i = 1, 2), τότε και η

(P1 × P2, G1 ×G2, B1 ×B2, π1 × π2)

είναι πρωτεύουσα δέσµη.

Σηµείωση. Οι πρωτεύουσες δέσµες είναι τοπικά τετριµµένες (ϐλ. την Ορολο-

γία 3.2.6, αλλά όχι πάντοτε και ολικά τετριµµένες. Για ένα παράδειγµα µη

τετριµµένης δέσµης πάνω από τον κύκλο S1 παραπέµπουµε στο [8]. ΄Ενα άλλο

παράδειγµα µη τετριµµένης δέσµης είναι η δέσµη των πλαισίων µιας διαφορικής

πολλαπλότητας, που ϑα κατασκευάσουµε στο Παράδειγµα 3.6.5 .
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3.2.10 Θεώρηµα. Αν p ∈ P είναι τυχόν σηµείο του ολικού χώρου µε π(p) = x,

τότε ισχύει η σχέση

π−1(x) = Op = p ·G

(ϐλ. και τον συµβολισµό του Ορισµού 3.1.3).

Απόδειξη. ΄Εστω (U,Φ) ένα απλοποιούν Ϲεύγος µε x ∈ U , όπου

Φ: π−1(U)
∼=

−−! U ×G.

Τότε, για οποιοδήποτε q ∈ Op ϑα είναι q = p · g, για κάποιο g ∈ G. Επειδή

p ∈ π−1(U), ϑα είναι και q = p · g ∈ π−1(U) (ϐλ. Πρόταση 3.2.3), άρα, ϐάσει

της (3.2.2),

Φ(q) = Φ(p · g) = Φ(p) · g.

Εποµένως, η τελευταία µετασχηµατίζεται στην [ϐλ. και ΄Ασκηση 3.2.18 ( 2) στο

τέλος της παραγράφου]

(
π(q), p2(Φ(q)

)
=
(
π(p), p2(Φ(p))

)
· g =

(
π(p), p2(Φ(p) · g

)
,

απ΄ όπου π(q) = π(p) = x, οπότε q ∈ π−1(x) και Op ⊂ π−1(x).
Αντίστροφα, αν q ∈ π−1(x), ϑα είναι π(q) = x και Φ(q) =

(
x, p2(Φ(q))

)
.

Παρόµοια, Φ(p) =
(
x, p2(Φ(p))

)
. Επειδή p2(Φ(q)), p2(Φ(p)) ∈ G, υπάρχει

(µοναδικό) g ∈ G έτσι ώστε p2(Φ(q)) = p2(Φ(p)) · g. Εποµένως, σύµφωνα µε τον

συµβολισµό του Πορίσµατο 3.2.5,

q = Φ−1
(
x, p2(Φ(q))

)
= Ψ

(
x, p2(Φ(p)) · g

)
= Ψ

(
x, p2(Φ(p))

)
· g = p · g,

δηλαδή q ∈ Op και π−1(x) ⊂ Op, οπότε καταλήγουµε στο συµπέρασµα.

3.2.11 Πόρισµα. Ισχύουν τα επόµενα συµπεράσµατα :

i) Για κάθε x ∈ B, το αντίστοιχο νήµα έχει τη µορφή π−1(x) = p ·G, όπου p
είναι τυχόν στοιχείο µε π(p) = x.

ii) Για κάθε p ∈ P και g ∈ G, είναι π(p · g) = π(p), δηλαδή p · g ∈ π−1(x),
αν π(p) = x.

iii) Τα νήµατα ορίζουν µία διαµέριση του P :

P =
⋃

x∈B
π−1(x) =

⋃
p∈P

Op.

Απόδειξη. Η i) είναι αναδιατύπωση του Θεωρήµατος 3.2.10.

Για τη ii) παρατηρούµε ότι αν π(p) = x, τότε p ∈ π−1(x). Συνεπώς

p · g ∈ p ·G = Op = π−1(x) και π(p · g) = x.

Η iii) είναι προφανής (ϐλ. επίσης και το ανάλογο Πόρισµα 3.1.5).
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3.2.12 Πρόταση. Αν συµβολίσουµε µε δ : P ×G! P τη C∞-δράση του G επί

του P και, για ένα σταθεροποιηµένο x ∈ X, ϑέσουµε

δx(p, g) := δ(p, g) = p · g, (p, g) ∈ π−1(x)× g ∈ G,

τότε η δx ορίζει µία C∞-δράση του G επί του νήµατος π−1(x).

Απόδειξη. Πρώτα διαπιστώνουµε ότι δx(p, g) ∈ π−1(x), σύµφωνα µε το Πόρι-

σµα 3.2.11. ΄Αρα παίρνουµε την απεικόνιση δx : π−1(x)×G! π−1(x). Επειδή

π−1(x) είναι κανονική υποπολλαπλότητα της P (Πρόταση 3.2.8), η δx είναι C∞

ως άµεση συνέπεια της διαφορισιµότητας της δ και των Προτάσεων 1.1.11 και

1.1.12.

3.2.13 Σχόλιο. Από την προηγούµενη πρόταση προκύπτει ότι "η δράση διατηρεί

τα νήµατα". Αυτό ϐέβαια συνάγεται και από το Πόρισµα 3.2.8 (ii).

3.2.14 Θεώρηµα. ΄Εστω (U,Φ) απλοποιούν Ϲεύγος της πρωτεύουσας δέσµης

ℓ = (P,G,B, π). Τότε ισχύουν τα επόµενα :

i) Φ
(
π−1(x)

)
= {x} ×G, για κάθε x ∈ U .

ii) Αν ϑέσουµε

(3.2.4) Φx := p2 ◦ Φ
∣∣
π−1(x)

τότε η Φx : π
−1(x) ! G † είναι αµφιδιαφόριση και G-ισοµεταβλητή ως προς τη

δράση του G επί του π−1(x) (κατά την Πρόταση 3.2.12) και την δράση του G επί

του G [κατά το Παράδειγµα 3.1.6 (1)].

Απόδειξη. i) ΄Εστω p ∈ π−1(x). Τότε

Φ(p) =
(
π(p), p2(Φ(p))

)
=
(
x, p2(Φ(p))

)
∈ {x} ×G,

δηλαδή Φ(π−1(x)) ⊂ {x} ×G.

Αντίστροφα, για τυχόν (x, g) ∈ {x} × G ⊂ U × G, λόγω του επί της Φ ϑα

υπάρχει q ∈ π−1(U) µε Φ(q) = (x, g). Εποµένως

x = p1(x, g) = (p1 ◦ Φ)(q) = π(q),

δηλαδή q ∈ π−1(x). ΄Αρα, (x, g) = Φ(q) µε q ∈ π−1(x), που συνεπάγεται ότι

{x} ×G ⊂ Φ(π−1(x))

†Εδώ, προφανώς, η Φx δεν είναι µερική απεικόνιση.
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και οδηγεί, µε την αντίστροφη σχέση, στο πρώτο συµπέρασµα.

Για τη ii) ας δείξουµε πρώτα ότι η Φx είναι G-ισοµεταβλητή. Πράγµατι, για

κάθε p ∈ π−1(x) και g ∈ G είναι [ϐλ. και (3.2.2)]

Φx(p · g) = p2(Φ(p · g)) = p2(Φ(p) · g) = p2
(
(π(p), p2(Φ(p))

)
· g
)

= p2
(
x, p2(Φ(p)) · g

)
= p2(Φ(p)) · g = Φx(p) · g.

Για την απόδειξη της αµφιδιαφορισιµότητας της Φx αποδεικνύουµε κατά

σειρά τα εξής συµπεράσµατα :

α) Η Φx είναι 1-1 : ΄Εστω ότι Φx(p) = Φx(q), για δύο p, q ∈ π−1(x). Τότε

Φ(p) =
(
x,Φx(p)

)
=
(
x,Φx(q)

)
= Φ(q)

από όπου και p = q [ϐλ. και την ΄Ασκηση 3.2.18 ( 2)].

ϐ) Η Φx είναι επί : Για τυχόν g ∈ G, ορίζουµε το

p := Ψ(x, g) = Φ−1(x, g) ∈ π−1(U).

Αλλά π(p) = (π ◦Ψ)(x, g) = x, άρα p ∈ π−1(x). Συνεπώς,

Φx(p) = p2
(
Φ(p)

)
= p2(x, g) = g,

που αποδεικνύει το επί.

γ) Η Φx είναι C∞ ως σύνθεση C∞-απεικονίσεων p2 : U ×G ! G και Φ|π−1(x).

Η τελευταία είναι C∞ ως περιορισµός C∞-απεικόνισης σε κανονική υποπολλα-

πλότητα.

δ) Αποδεικνύεται αµέσως (΄Ασκηση ! ) ότι

Φ−1
x (g) = Ψ(x, g), ∀ g ∈ G,

άρα

Φ−1
x = Ψ ◦ (cx, idG), όπου cx : G −! U : g 7! x (σταθερά),

οπότε έχουµε και τη διαφορισιµότητα της Φ−1
x , που ολοκληρώνει την απόδειξη

της ii) και του ϑεωρήµατος.

3.2.15 Πόρισµα. Μέσω της Φx, κάθε νήµα π−1(x) αποκτά τη δοµή οµάδας Lie

εις τρόπον ώστε η Φx να είναι ισοµορφισµός οµάδων Lie.

3.2.16 Πρόταση. Αν ℓ = (P,G,B, π) είναι πρωτεύουσα δέσµη τότε :

i) Η δράση της G επί της P είναι ελεύθερη.

ii) Η δράση της G επί των νηµάτων είναι γνήσια µεταβατική.
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Απόδειξη. i) ΄Εστω p ∈ P και g ∈ G µε p = p · g. Αν π(p · g) = π(p) = x, ϑα

υπάρχει απλοποιούν Ϲεύγος (U,Φ) µε x ∈ U . Εποµένως, η p = p·g συνεπάγεται

την [ϐλ. και Θεώρηµα 3.2.14 (ii)]

Φx(p) = Φx(p · g) = Φx(p) · g,

δηλαδή ϐρίσκουµε ότι Φx(p) = Φx(p) · g (στην οµάδα G), άρα g = e.

ii) Αν πάρουµε τυχόντα p, q ∈ π−1(x), τότε Φx(p),Φx(q) ∈ G άρα υπάρχει

g ∈ G µε

Φx(q) = Φx(p) · g = Φx(p · g),

οπότε (αφού η Φx είναι ισοµορφισµός) q = p · g. Το g είναι µονοσήµαντα

ορισµένο γιατί αν είναι p · g = q = p · g′, τότε ϑα είναι και

(3.2.5) Φx(p · g) = Φx(p · g
′) ή Φx(p) · g = Φx(p) · g

′

(στην G ), άρα g = g′.

3.2.17 Παρατηρήσεις. 1) Η δράση του G επί του P δεν είναι (γενικά) µετα-

ϐατική. Πράγµατι, αν πάρουµε δύο τυχόντα p, q ∈ P µε αντίστοιχες προβολές

π(p) = x 6= y = π(q), δηλαδή τα p, q να ϐρίσκονται σε διαφορετικά νήµατα. Αν

υπήρχε g ∈ G µε q = p · g, τότε (σύµφωνα µε το Πόρισµα 3.2.11) ϑα ήταν

y = π(q) = π(p · g) = π(p) = x

(δηλαδή αναγκαία τα p, q ϑα έπρεπε να ϐρίσκονται στο ίδιο νήµα), πράγµα που

είναι άτοπο.

2) Μια άλλη απόδειξη της γνησιότητας της µεταβατικής δράσης στα νήµατα

(ϐλ. απόδειξη του ii) της Πρότασης 3.2.16):

p · g = p · g′ ⇔ (p · g)g−1 = (p · g′)g−1

⇔ p · (g · g−1) = p · (g′ · g−1)

⇔ p · e = p · (g′ · g−1)

⇔ p = p · (g′ · g−1)

(δράση ελεύθερη) ⇔ g′ · g−1 = e

⇔ g′ = g.

3) ΄Ενας άλλος ορισµός της Φx είναι και ο επόµενος :

Φx = ix ◦Φ, όπου ix είναι η αµφιδιαφόριση(!)

{x} ×G −! G : (x, g) 7! g.
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Με αυτόν τον τρόπο, τα συµπεράσµατα του Θεωρήµατος 3.2.14, είναι προφανή.

Ακολουθήσαµε όµως την προηγούµενη αναλυτική απόδειξη του ϑεωρήµατος για

εξοικείωση µε τη γενικότερη συµπεριφορά των Φ και Ψ.

3.2.18 Ασκήσεις.

1. Να επαληθεύσετε ότι τα Παραδείγµατα 3.2.9 ορίζουν πράγµατι πρωτεύου-

σες δέσµες.

2. Να δείξετε ότι Φ(p) =
(
π(p), p2

(
Φ(p)

))
και κατά συνέπεια, αν π(p) = x,

τότε Φ(p) =
(
x,Φx(p)

)
.

3. Να δείξετε ότι η συνθήκη του Ορισµου 3.2.1 ισοδυναµεί µε την επόµενη :

Για κάθε x ∈ B, υπάρχει ανοιχτό U ⊂ B µε x ∈ U και αµφιδιαφόριση

Φ: π−1(U)
∼=
−−! U ×G,

µε τις ιδιότητες :

i) Το διάγραµµα

π−1(U)
Φ✲ U ×G

U

π

❄
π

✲

∆ιάγραµµα 3.2

είναι µεταθετικό.

ii) Για κάθε p ∈ π−1(U), g ∈ G, είναι p · g ∈ π−1(U) και ισχύει η σχέση

Φ(p · g) = Φ(p) · g

4. Να δείξετε ότι Φ−1
x (g) = Φ−1(x, g) = Ψ(x, g).

5. Αν x 6= y, τότε π−1(x) ∩ π−1(y) = ∅

6. Στον ολικό χωρο P µιας πρωτεύουσας δέσµης ℓ = (P,G,B, π) ορίζουµε

τη σχέση

p ∼ q ⇔ ∃ g ∈ G : q = p · g.
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Να δείξετε ότι :

i) Η "∼" είναι σχέση ισοδυναµίας.

ii) Αν P/G είναι ο αντίστοιχος χώρος-πηλίκο, τότε το P/G ϐρίσκεται σε

1-1 και επί αντιστοιχία µε τη ϐάση B. Πως ερµηνεύονται οι κλάσεις ισο-

δυναµίας και το P/G;

iii) Το P/G εφοδιάζεται µε τη δοµή πολλαπλότητας, αµφιδιαφορικής προς

τη B, της οποίας η κανονική τοπολογία συµπίπτει µε την τοπολογία πη-

λίκο.

7. Να αποδειχτεί το Πόρισµα 3.2.15.

8. Να αποδειχτεί ότι η προβολή π µιας πρωτεύουσας δέσµης ℓ = (P,G,B, π)
είναι εµβάπτιση χρησιµοποιώντας τη συνθήκη ii) του Λήµµατος 1.3.2 και

τη συνθήκη iii) του Θεωρήµατος 1.3.3.

9. Αν ℓ = (P,G,B, π) είναι πρωτεύουσα δέσµη και A ⊂ B ανοιχτό, τότε και

η τετράδα (P |A, G,B, π
′), όπου

P |A := π−1(A) και π′ = π|π−1(A),

είναι επίσης πρωτεύουσα δέσµη.

3.3 Οι τοµές µιας πρωτεύουσας δέσµης

Στη συνέχεια ϑεωρούµε µια πρωτεύουσα δέσµη ℓ = (P,G,B, π). Συχνά λέµε και

γράφουµε η δέσµη ℓ ή P , υπονοώντας ολόκληρη την προηγούµενη τετράδα και

εφ᾿ όσον ϐέβαια δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης σε ότι αφορά και τα υπόλοιπα

στοιχεία της δέσµης.

Είδαµε στην Πρόταση 3.2.7 ότι η π είναι εµβάπτιση, άρα κατά τη συνθήκη iii)

του Θεωρήµατος 1.3.3 και τον Ορισµό 1.3.4, η π διαθέτει τοπικές τοµές και

µάλιστα µε δοσµένες αρχικές συνθήκες. Γενικώς τις τοµές της π ϑα τις λέµε

και τοµές της δέσµης, όπως τυπικά ϑα ορίσουµε και πιο κάτω. Η σχετικά απλή

τοπική δοµή της δέσµης και οι ιδιότητες της προηγουµένης § 3.2 επιτρέπουν

να ϐρούµε εύκολα τις τοµές της δέσµης, µε δοσµένες αρχικές συνθήκες, χωρίς

προσφυγή στη γενική ϑεωρία των εµβαπτίσεων.

3.3.1 Ορισµός. Μία C∞-(τοπική) τοµή της πρωτεύουσας δέσµης είναι µία

C∞-απεικόνιση s : U ! P , µε U ⊂ B ανοιχτό, και τέτοια ώστε π ◦ s = idU .

∆ηλαδή το επόµενο διάγραµµα είναι µεταθετικό
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B ⊃ U
s ✲ P

U

π

❄
idU ✲

∆ιάγραµµα 3.3

Από τον προηγούµενο ορισµό προκύπτει αµέσως ότι

(3.3.1) s(U) ⊂ π−1(U) και s(x) ∈ π−1(x).

Συµβολίζουµε µε

(3.3.2) Γ(U,P )

το σύνολο των C∞-τοµών της δέσµης ℓ = (P,G,B, π), µε πεδίο ορισµού το

U ⊂ B. Αν U = B, τότε η s καλείται ολική τοµή.

΄Οπως σχολιάσαµε και πριν την Πρόταση 3.2.7, αν ϑεωρήσουµε όλα τα

απλοποιούντα Ϲεύγη, σύµφωνα µε τη συνθήκη του Ορισµού 3.2.1 παίρνουµε

µία ανοιχτή κάλυψη της ϐάσης. Για διευκόλυνση, ας ϑεωρήσουµε ότι έχουµε

µία οικογένεια απλοποιούντων Ϲευγών

(3.3.3) C =
{
(Ui,Ψi) : i ∈ I

}
,

την οποίαν καλούµε απλοποιούσα κάλυψη της πρωτεύουσας δέσµης

3.3.2 Ορισµός. Οι ϕυσικές τοµές της δέσµης ℓ (ως προς την απλοποιούσα

κάλυψη C) είναι οι απεικονίσεις

(3.3.4) si : Ui −! P : x 7! si(x) = Ψi(x, e), x ∈ Ui.

Από τον προηγούµενο ορισµό προκύπτει αµέσως ότι πραγµατικά οι si είναι C∞-

τοµές της ℓ, δηλαδή [µε τον συµβολισµό (3.3.2)] si ∈ Γ(Ui, P ).

3.3.3 Λήµµα. Αν s ∈ Γ(U,P ), µε U ⊂ B τυχόν ανοιχτό, και g ∈ G, τότε και

s · g ∈ Γ(U,P ), όπου

(3.3.5) (s · g)(x) := s(x) · g = δ
(
s(x), g

)
; x ∈ U,

και δ : P ×G! P η δράση της δοµικής οµάδας στον ολικό χώρο της δέσµης.
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Απόδειξη. Από την (3.3.5) προκύπτει ότι s · g = δ ◦ (s, cg), όπου cg η σταθερή

απεικόνιση

U −! G : x 7! cg(x) = g,

άρα η s · g είναι C∞-απεικόνιση. Από το άλλο µέρος, για κάθε x ∈ U , είναι [ϐλ.

Πόρισµα 3.2.11 (ii)]

π
(
(s · g)(x)

)
= π(s(x) · g) = π(s(x)) = x,

δηλαδή π ◦ (s · g) = idU , που δείχνει ότι η s · g είναι τοµή της P .

3.3.4 Πρόταση. ΄Εστω τυχόν po ∈ P µε π(po) = xo. Τότε υπάρχει s ∈ Γ(U,P ),
για κάποιο U ⊂ B ανοιχτό, µε s(xo) = po και xo ∈ U .

Απόδειξη. ΄Εστω (Ui,Ψi) ∈ C απλοποιούν Ϲεύγος µε xo ∈ Ui και si ∈ Γ(Ui, P )
η αντίστοιχη ϕυσική τοµή της P . Επειδή po και si(xo) είναι στοιχεία του ίδιου

νήµατος π−1(xo) [ϐλ. σχέσεις (3.3.1)], υπάρχει (µοναδικό)

go ∈ G µε po = si(xo) · go

[ϐλ. επίσης και Πρόταση 3.2.16 (ii)]. Συνεπώς, για U = Ui, ϐάσει του Λήµµα-

τος 3.3.3 έχουµε ότι

s := si · go ∈ Γ(U,P ) και s(xo) = po.

Είδαµε προηγουµένως ότι κάθε απλοποιούν Ϲεύγος προσδιορίζει µια (ϕυσι-

κή) τοµή si και απ᾿ αυτήν (µε κατάλληλη δράσης µε στοιχεία της G) παράγονται

και άλλες τοµές (ϐλ. Λήµµα 3.3.3 και ΄Ασκηση 3.3.10 (4) στο τέλος αυτής της

Παραγράφου). Θα δούµε τώρα ότι ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή οι τοµές

ορίζουν απλοποιούντα Ϲεύγη. Πριν απ᾿ αυτό χρειαζόµαστε το επόµενο ϐασικό

συµπέρασµα, για την ορολογία του οποίου παραπέµπουµε στον Ορισµό 1.4.6.

3.3.5 Λήµµα. Θεωρούµε το νηµατικό γινόµενο

P ×B P =
{
(p, q) ∈ P × P : π(p) = π(q)

}
,

και ορίζουµε την απεικόνιση

k : P ×B P −! G,

µε k(p, q) ∈ G να είναι το µοναδικό [ϐάσει της Πρότασης 3.2.16 (ii)] στοιχείο του

G µε την ιδιότητα q = p · k(p, q). Τότε η k είναι C∞-απεικόνιση.
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Απόδειξη. ΄Εστω τυχόν (po, qo) ∈ P ×B P και xo := π(po) = π(qo). Αν (U,Φ)
είναι ένα απλοποιούν Ϲεύγος µε xo ∈ U , τότε ϑεωρούµε τον περιορισµό της k
επί του π−1(U) ×U π

−1(U), που είναι ανοιχτό υποσύνολο του P ×B P επειδή

∆U είναι ανοιχτό υποσύνολο του ∆B

(
αφού∆U = ∆B ∩ (U × U)

)
και

π−1(U)×U π
−1(U) = (π × π)−1(∆U ) ⊂ (π × π)−1(∆B) = P ×B P.

[Εδώ ϑυµίζουµε ότι το P ×B P είναι C∞-πολλαπλότητα σύµφωνα µε το Θεώρη-

µα 1.4.7, ή το Θεώρηµα Α΄.4, σελ. 248 (στο Παράρτηµα Αʹ)]. Τότε, για κάθε

Ϲεύγος (p, q) ∈ π−1(U)×U π
−1(U), η q = p · k(p, q) συνεπάγεται ότι [ϐλ. και τη

σχέση (3.2.2)]

Φ(q) = Φ
(
p · k(p, q)

)
= Φ(p) · k(p, q),

ή, σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 3.2.18 (2),

(
π(q), p2(Φ(q))

)
=
(
π(p), p2(Φ(p))

)
· k(p, q) =

(
π(p), p2(Φ(p)) · k(p, q)

)
,

απ᾿ όπου προκύπτει ότι

p2(Φ(q)) = p2(Φ(p)) · k(p, q),

ή (επειδή η τελευταία ισχύει στο G)

(3.3.6) k(p, q) =
(
p2(Φ(p))

)−1
· p2(Φ(q)).

Ουσιαστικά η τελευταία αποδεικνύει τη διαφορισιµότητα της k στο (po, qo)(
ακριβέστερα σε ολόκληρο το π−1(U) ×U π

−1(U)
)
, και ανάλογα και σε κάθε

άλλο σηµείο του P ×B P . Πράγµατι η (3.3.6) γράφεται τυπικά µε τη µορφή

k = γ ◦
(
(α ◦ p2 ◦Φ)× (p2 ◦ Φ)

)∣∣
π−1(U)×Uπ−1(U)

,

όπου γ και α είναι οι απεικονίσεις γινόµενο και αντιστροφή της οµάδας G, άρα

έχουµε το συµπέρασµα.

Για µιαν άλλη απόδειξη ϐλ. και την §Α.5, σελ. 251 (Παράρτηµα Αʹ).

3.3.6 Πρόταση. ΄Εστω s ∈ Γ(Ū , P ) τυχούσα C∞-τοµή της P , για ένα οποιο-

δήποτε ανοιχτό Ū ⊂ B. Τότε η s ορίζει ένα απλοποιούν Ϲεύγος (Ū , Ψ̄) ως προς

το οποίον η s είναι η αντίστοιχη ϕυσική τοµή.

Απόδειξη. Ορίζουµε την απεικόνιση

Ψ̄ : Ū ×G −! π−1(Ū) : (x, g) 7! Ψ̄(x, g) = s(x) · g, (x, g) ∈ Ū ×G.
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Πραγµατικά, η Ψ̄ παίρνει τιµές στο π−1(Ū) επειδή

π
(
Ψ̄(x, g)

)
= π(s(x) · g) = π(s(x)) = x ∈ Ū ,

και είναι C∞ επειδή

Ψ̄(x, g) = δ(s(x), g) =
(
δŪ ◦ (s × idG)

)
(x, g),

δηλαδή η Ψ̄ είναι σύνθεση C∞-απεικονίσεων. Θυµίζουµε ότι δŪ ορίζεται στο

Πόρισµα 3.2.4.

Η Ψ̄ είναι απεικόνιση 1-1 επειδή

Ψ̄(x, g) = Ψ̄(x′, g′)

⇔ s(x) · g = s(x′) · g′

⇔ π
(
s(x) · g

)
= π

(
s(x′) · g′

)

άρα x = x′. Εξάλλου, η ίδια υπόθεση συνεπάγεται ότι

s(x) · g = s(x′) · g′ = s(x) · g′,

ή, ισοδύναµα,

s(x) =
(
s(x′) · g′

)
· g−1 = s(x) · (g · g−1),

απ᾿ όπου προκύπτει ότι και g = g′ (αφού η δράση είναι ελεύθερη κατά την

Πρόταση 3.2.16. Εποµένως καταλήγουµε στο ότι (x, g) = (x′, g′), που αποδει-

κνύει τον ισχυρισµό για το 1-1.

Η Ψ̄ είναι απεικόνιση επί : ΄Εστω τυχόν p ∈ π−1(Ū). Αναζητούµε ένα Ϲέυγος

(x, g) ∈ Ū ×G τέτοιο ώστε

(3.3.7) p = Ψ̄(x, g) = s(x) · g.

Αν υπάρχει τέτοιο (x, g), ϑα πρέπει π(p) = x. Συνεπώς το Ϲητούµενο x είναι

ακριβώς το π(p). Απ᾿ το άλλο µέρος, επειδή p, s(x) ∈ π−1(x) και η δράση στα

νήµατα είναι γνήσια µεταβατική (ϐλ. Πρόταση 3.2.16), το g είναι το µοναδικό

στοιχείο του G που ικανοποιεί την (3.3.7), συνεπώς το g προσδιορίζεται από την

(3.3.8) g = k
(
s(x), p

)
= k

(
s(π(p)), p

)
.

Οι προηγούµενοι συλλογισµοί ουσιαστικά προσδιορίζουν και την Φ̄ = Ψ̄−1:

Φ̄(p) =
(
π(p), k

(
s(π(p)), p

))
.
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Ελέγχουµε στοιχειωδώς ότι πραγµατκά η Φ̄ είναι η αντίστροφη της Ψ̄, ενώ η

διαφορισιµότητα της προκύπτει (ϐάσει του ορισµού της) από τη σχέση

Φ̄ =
(
π, k ◦ (s ◦ π, idπ−1(Ū))

)
,

που είναι συνδυασµός C∞-απεικονίσεων. ΄Αρα, τελικά, η Ψ̄ είναι αµφιδιαφόριση.

Επιπλέον, έχει τις ιδιότητες

(π ◦ Ψ̄)(x, g) = π
(
s(x) · g

)
= π

(
s(x)

)
= x, ∀ (x, g) ∈ U ×G,

δηλαδή π ◦ Ψ̄ = p1|U×G : U ×G! U , και

Ψ̄
(
(x, g) · g′

)
= Ψ̄(x, g · g′) = s(x) · (g · g′)

=
(
s(x) · g

)
· g′ = Ψ̄(x, g) · g′,

που σηµαίνει ότι η Ψ̄ είναιG-ισοµεταβλητή. Εποµένως το (Ū , Ψ̄) είναι απλοποιο-

ύν Ϲεύγος. Τέλος, αν συµβολίσουµε µε s̄ την ϕυσική τοµή ως προς το (Ū , Ψ̄),
τότε (ϐλ. Ορισµό 3.3.2)

s̄(x) = Ψ̄(x, e) := s(x) · e = s(x), ∀x ∈ Ū ,

η οποία αποδεικνύει και τον τελευταίο ισχυρισµό. (Για µια παραλλαγή της α-

πόδειξης ϐλ. επίσης και την § Α΄.3, σελ. 247 του Παραρτήµατος Αʹ.)

Τα προηγούµενα συνοψίζονται στο

3.3.7 Θεώρηµα. Υπάρχει µία 1-1 και επί αντιστοιχία µεταξύ του συνόλου των

απλοποιούντων Ϲευγών της ℓ και του συνόλου των τοπικών C∞-τοµών της ℓ.

3.3.8 Πόρισµα. i) Η τετριµµένη δέσµη (B ×G,G,B, p1) διαθέτει ολικές τοµές.

ii) Αν µία τυχούσα πρωτεύουσα δέσµη ℓ = (P,G,B, π) διαθέτει ολική C∞-τοµή

s ∈ Γ(B,P ), τότε υπάρχει απλοποιούν Ϲεύγος της µορφής (B,Ψ) µε

Ψ: B ×G
∼=

−−! P.

Απόδειξη. Η i) είναι προφανής. Για την ii) εργαζόµαστε ακριβώς όπως στην α-

πόδειξη της Πρότασης 3.3.6.

3.3.9 Παρατήρηση. Η ii) του Πορίσµατος 3.3.8 αποδεικνύει ότι η ℓ είναι (ολικά)

τετριµµένη δέσµη, σύµφωνα µε την ορολογία της επόµενης παραγράφου. Θα

επανέλθουµε επ᾿ αυτού στα Σχόλια 3.4.9 και στο Θεώρηµα 3.4.10.

3.3.10 Ασκήσεις.
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1. Να επαληθευτούν οι σχέσεις (3.3.1).

2. Να επαληθευτεί ότι οι ϕυσικές τοµές si είναι πράγµατι C∞- τοµές της ℓ.

3. Αν (Ui,Ψi) είναι απλοποιούν Ϲεύγος και si η αντίστοιχη ϕυσική τοµή,

τότε κάθε άλλη τοµή s ∈ Γ(Ui, P ) προκύπτει από την si και µάλιστα κατά

τρόπο µονοσήµαντο.

4. Αν s ∈ Γ(U,P ) και g ∈C∞(U,P ), όπου U ⊂ B ανοιχτό, τότε και η απει-

κόνιση

s · g : U −! P µε (s · g)(x) = s(x) · g(x), ∀x ∈ U,

ορίζει επίσης ένα στοιχείο του Γ(U,G).

5. Αν s, s′ ∈ Γ(U,P ) και U ⊂ B ανοιχτό, τότε υπάρχει µοναδική απεικόνιση

g ∈ C∞(U,G) έτσι ώστε s′ = s · g.

6. Να αποδειχτεί πλήρως το Θεώρηµα 3.3.7 και να συµπληρωθεί η απόδειξη

του Πορίσµατος 3.3.8.

7. Ποιές είναι οι ϕυσικές τοµές της τετριµµένης δέσµης·

8. Να δείξετε ότι, αν U ⊂ B είναι ανοιχτό, το C∞ (U,G) είναι οµάδα, η οποία

δρα (από τα δεξιά) επί του Γ(U,P ). Είναι η προηγούµενη δράση γνήσια

µεταβατική;

9. Να δείξετε ότι το απλοποιούν Ϲεύγος της Πρότασης 3.3.6 είναι µονοσήµα-

ντα ορισµένο.

3.4 Μορφισµοί πρωτευουσών δεσµών

΄Ενας µορφισµός µεταξύ πρωτευουσών δεσµών πρέπει (σύµφωνα µε την γενι-

κή ϑεωρία κατηγοριών) να περιγράφεται από µια ή περισσότερες απεικονίσεις,

που ϑα αντανακλούν την ιδιαίτερη ιδιότητα των αντικειµένων της κατηγορίας

αυτής, δηλαδή των πρωτευουσών δεσµών. Εποµένως, ο ακόλουθος ορισµός είναι

απολύτως ϕυσιολογικός.

3.4.1 Ορισµός. ΄Ενας µορφισµός µεταξύ των πρωτευουσών δεσµών

ℓ1 = (P1, G1, B1, π1) και ℓ2 = (P2, G2, B2, π2)

είναι µια τριάδα (f, ϕ, h), όπου

f : P1 −! P2 και h : B1 −! B2
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είναι C∞-απεικονίσεις και ϕ : G1 ! G2 µορφισµός οµάδων Lie, εις τρόπον ώστε

να ισχύουν οι επόµενες ιδιότητες :

(ΜΠ∆.1) π2 ◦ f = h ◦ π1

δηλαδή το διάγραµµα

P1
f ✲ P2

B1

π1

❄ h ✲ B2

π2

❄

∆ιάγραµµα 3.4

είναι µεταθετικό, και

(ΜΠ∆.2) f(p · g) = f(p) · ϕ(g), ∀ (p, g) ∈ P1 ×G1.

3.4.2 Παρατηρήσεις. 1) Η (ΜΠ∆.1) συνεπάγεται ότι η f διατηρεί τα νήµατα

δηλαδή, για οποιοδήποτε x ∈ B1, ισχύει η σχέση

(3.4.1) f
(
π−1
1 (x)

)
⊆ π−1

2

(
h(x)

)
.

2) Η (ΜΠ∆.2) σηµαίνει ότι η f διατηρεί τις δράσεις. Τυπικά, αν αυτές

είναι αντίστοιχα οι δ1 και δ2, τότε

f
(
δ1(p, g)

)
= δ2

(
f(p), φ(g)

)
, (p, g) ∈ P1 ×G1.

Η απεικόνιση h : B1 ! B2 ορίζεται πλήρως από τις f και g, όπως προκύπτει

από τα επόµενο

3.4.3 Θεώρηµα. Υποθέτουµε ότι ℓi = (Pi, Gi, Bi, πi), i = 1, 2, είναι πρωτεύουσες

δέσµες, f : P1 ! P2 C∞-απεικόνιση καιϕ : G1 ! G2 µορφισµός οµάδωνLie, έτσι

ώστε να ισχύει η (ΜΠ∆.2). Τότε υπάρχει µοναδική C∞-απεικόνιση h : B1 ! B2

έτσι ώστε η τριάδα (f, ϕ, h) να είναι µορφισµός µεταξύ των ℓ1 και ℓ2.

Απόδειξη. Ορίζουµε την απεικόνιση h µέσω της σχέσης

(3.4.2) h(x) := π2(f(p)); x ∈ B1,

όπου p είναι τυχόν σηµείο της P1 µε π1(p) = x.
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Πρώτα παρατηρούµε ότι η h είναι καλά ορισµένη. Πραγµατικά, αν πάρουµε

οποιοδήποτε άλλο q ∈ P1 µε π1(q) = x, τότε, κατά την Πρόταση 3.2.16 (ii), ϑα

είναι q = p · g (g ∈ G). ΄Αρα, λόγω της (ΜΠ∆.2) και του Πορίσµατος 3.2.11 (ii),

έχουµε ότι

π2
(
f(q)

)
= π2

(
f(p · g)

)
= π2

(
f(p) · ϕ(g)

)
= π2

(
f(p)

)
,

που αποδεικνύει τον παραπάνω ισχυρισµό.

Η διαφορισιµότητα της h ελέγχεται ως εξής : Αν ϑεωρήσουµε τυχόν απλο-

ποιούν Ϲεύγος (U,Ψ) και καλέσουµε sU την αντίστοιχη ϕυσική τοµή (ϐλ. Ορι-

σµό3.3.2, τότε η (3.4.2), µαζί µε τα σχόλια για το καλώς ορισµένο της h, οδηγούν

στην

h(x) = π2
(
f(sU(x))

)
; ∀x ∈ U,

δηλαδή hU = π2 ◦ f ◦ sU , που σηµαίνει ότι η hU είναι C∞-απεικόνιση. Επειδή

αυτό συµβαίνει για όλα τα απλοποιούντα Ϲεύγη και τα πεδία ορισµού τους κα-

λύπτουν ολόκληρη τη ϐάση B, καταλήγουµε στην ολική διαφορισιµότητα της

απεικόνισης h.

Η (3.4.2) συνεπάγεται αµέσως την (ΜΠ∆.1), άρα η τριάδα (f, ϕ, h) είναι

πραγµατικά µορφισµός µεταξύ των ℓ1 και ℓ2.
Ας υποθέσουµε τώρα ότι υπάρχει και µία άλλη C∞-απεικόνισηh′ : B1 ! B2,

έτσι ώστε και η τριάδα (f, ϕ, h′) να είναι µορφισµός της ℓ1 στην ℓ2. Τότε από την

(ΜΠ∆.1), και για της δύο προηγούµενες τριάδες, προκύπτει ότι

(3.4.3) h ◦ π1 = h′ ◦ π1.

Εποµένως, αν x ∈ B1 είναι τυχόν σηµείο, ϑα υπάρχει p ∈ P µε π(p) = x (ϐλ.

Πρόταση 3.2.7) και, ϐάσει της (3.4.3),

h(x) = h
(
π1(p)

)
= h′

(
π1(p)

)
= h′(x).

∆ηλαδή καταλήγουµε στην h = h′, που ολοκληρώνει και την απόδειξη.

3.4.4 Πόρισµα. Υπάρχει µία 1-1 και επί αντιστοιχία από το σύνολο των µορ-

ϕισµών µεταξύ των πρωτευουσών δεσµών ℓ1 και ℓ2 επί του συνόλου των Ϲευγών

(f, ϕ) όπως στο Θεώρηµα 3.4.3.

3.4.5 Ορισµός. ΄Ενας µορφισµός (f, ϕ, h) µεταξύ των ℓ1 και ℓ2 λέγεται ισοµορ-

ϕισµός αν οι f, h είναι αµφιδιαφορίσεις και η ϕ είναι ισοµορφισµός οµάδων

Lie. Επίσης, αν B1 = B2 = B και h = idB, ο µορφισµός (f, ϕ, idB) λέγεται B-

µορφισµός. ΑνG1 = G2 = G και ϕ = idG, ο (f, idG, h) λέγεταιG-µορφισµός.

Τέλος αν B1 = B2 = B, G1 = G2 = G, h = idB και ϕ = idG, ο µορφισµός

(f, idG, idB) λέγεται G-B-µορφισµός
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3.4.6 Θεώρηµα. Κάθε G-B-µορφισµός (f, idG, idB) της ℓ1 = (P1, G,B, π1)
στην ℓ2 = (P2, G,B, π2) είναι ισοµορφισµός.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε τον Ορισµό 3.4.5 αρκεί να δείξουµε ότι η f είναι αµφι-

διαφόριση. Προς τούτο αποδεικνύουµε πρώτα τα επόµενα συµπεράσµατα :

i) Η f είναι απεικόνιση 1-1. Πραγµατικά, αν p και q είναι τυχόντα σηµεία

του P1 µε f(p) = f(q), τότε η (ΜΠ∆.1) συνεπάγεται ότι

π1(p) = π2
(
f(p)

)
= π2

(
f(q)

)
= π1(q),

δηλαδή τα p, q ανήκουν στο ίδιο νήµα. Επειδή η δράση στα νήµατα είναι γνήσια

µεταβατική (Πρόταση 3.2.16), υπάρχει (µοναδικό) g ∈ G έτσι ώστε q = p · g.
Εποµένως, η (ΜΠ∆.2) οδηγεί στην

f(p) = f(q) = f(p · g) = f(p) · g,

απ᾿ όπου, επειδή η δράση είναι ελεύθερη (Πρόταση 3.2.16), g = e. ΄Αρα p = q,
που αποδεικνύει τον ισχυρισµό.

ii) Η f είναι επί : ΄Εστω τυχόν q ∈ P2 µε π2(q) =: x. Επειδή ισχύει η 3.4.1,

για τυχόν po ∈ π−1
1 (x), τα f(po) και q ανήκουν στο νήµα π−1

2 (x). ΄Αρα υπάρχει

(µοναδικό) g ∈ G µε

q = f(po) · g = f(po · g).

Εποµένως, το p = po · g είναι σηµείο της P1 µε f(p) = q, δηλαδή η f είναι επί.

Σηµειώνουµε ότι g = k2(f(po), q) (ϐλ. Λήµµα 3.3.5).

Από τα προηγούµενα έχουµε ότι υπάρχει f−1 και f−1(q) = po · k(f(po), q),
για ένα αυθαίρετο po ∈ π−1

1 (x), όπου x = π(q). Θα δείξουµε ότι η f−1 είναι

C∞ δείχνοντας ότι είναι C∞ σε τυχόν qo ∈ P2: Αν π2(qo) = xo, ϑεωρούµε ένα

απλοποιούν Ϲεύγος (U,Ψ) της P1 µε xo ∈ U , και συµβολίζουµε µε sU τη ϕυσική

τοµή της P1 πάνω από το U . Η προηγούµενη µέθοδος απόδειξης του επί της f
ουσιαστικά µας επιτρέπει να εκφράσουµε µε ϐολικό τρόπο την f−1

∣∣
π−1
2 (U)

. Πριν

απ᾿ αυτό παρατηρούµε ότι η έκφραση

f−1(qo) = po · g

(που προκύπτει από την κατασκευή του επί της f ), όπου po ∈ π
−1
1 (xo) και g ∈ G

προσδιοριζόµενο από τη σχέση qo = f(po) · g, µπορεί να αντικατασταθεί από την

(3.4.4) f−1(qo) = sU(xo) · g
′

(αφού το po είναι αυθαίρετο), όπου τώρα όµως το νέο g′ προσδιορίζεται από την

(3.4.5) qo = f
(
sU(xo)

)
· g′.
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Εάν λοιπόν συµβολίσουµε µε k2 την απεικόνιση του Λήµµατος 3.3.5 για την

δέσµη ℓ2, οι (3.4.4) και (3.4.5) οδηγούν στην

f−1(qo) = sU (xo) · k2
(
f(sU(xo)), qo

)
, µε xo = π2(qo).

Την ίδια διαδικασία µπορούµε να ακολουθήσουµε και για οποιοδήποτε q ∈
π−1
2 (U), οπότε καταλήγουµε στην ανάλογη έκφραση

f−1(q) = sU(π2(q)) · k2
(
f(sU(π2(q))), q

)

= δ1
(
sU (π2(q)), k2

(
f
(
sU (π2(q))

)
, q
))
,

δηλαδή

(3.4.6) f−1
∣∣
π−1
2 (U)

= δ1 ◦
(
sU ◦ π2, k2 ◦ (f ◦ sU ◦ π2, idP2)

)∣∣
π−1
2 (U)

όπου δ1 : P1 ×G ! P1 η δράση του G στην P1. Η (3.4.6) είναι C∞-απεικόνιση,

άρα η f−1 είναι C∞ στο qo. Παρόµοια αποδεικνύεται η διαφορισιµότητα της f−1

σε κάθε σηµείο της P2, οπότε κλείνει η απόδειξη.

3.4.7 Παραδείγµατα. 1) Η τριάδα (idP , idG, idB) είναι G-B-(ισο)-µορφισµός

της (P,G,B, π) στον εαυτόν της.

2) Αν ℓi = (Pi, Gi, Bi, πi), i = 1, 2, 3, είναι πρωτεύουσες δέσµες και

(fi, ϕi, hi) : ℓi −! ℓi+1 (i = 1, 2)

µορφισµοί πρωτευουσών δεσµών, τότε η τριάδα

(
f2 ◦ f1, ϕ2 ◦ ϕ1, h2 ◦ h1

)

είναι µορφισµός της ℓ1 στην ℓ3.

3) Αν ℓ = (P,G,B, π) είναι πρωτεύουσα δέσµη και (U,Ψ) απλοποιούν Ϲε-

ύγος, τότε η τριάδα (Ψ, idG, idU ) είναι G-U -µορφισµός της τετριµένης δέσµης

(U ×G,G,U, p1) στην πρωτεύουσα δέσµη
(
π−1(U), G, U, π|π−1(U)

)
[ϐλ. σχετικά

και τα Παραδείγµατα 3.2.9 (2) και 3.2.9 (3)]. Προφανώς εδώ έχουµε ισοµορφισµό

µε αντίστροφο µορφισµό τον (Φ, idG, idU ).

4) Ας υποθέσουµε ότι µία πρωτεύουσα δέσµη ℓ = (P,G,B, π) διαθέτει ο-

λικό απλοποιούν Ϲεύγος (B,Ψ), δηλαδή η Ψ: B × G
≃
−−! P είναι είναι G-

ισοµεταβλητήαµφιδιαφόριση µε π ◦ Ψ = p1 (όπως, π.χ, στην περίπτωση του

Πορίσµατος 3.3.8). Τότε η τριάδα (Ψ, idG, idB) είναι G-B-(ισο)-µορφισµός της

(ολικής) τετριµµένης δέσµης (B × G,G,B, p1) στην ℓ = (P,G,B, π). Για το

αντίστροφο ϐλ. ΄Ασκηση 3.4.12 ( 7 ).



3.4. Μορφισµοί πρωτευουσών δεσµών 113

3.4.8 Ορισµός. Μία πρωτεύουσα δέσµη ℓ = (P,G,B, π) λέγεται τετριµµένη

αν είναι G-B-ισόµορφη µε την τετριµµένη δέσµη (B ×G,G,B, p1).

3.4.9 Σχόλια. Η προηγούµενη ορολογία και τα πιο πάνω παραδείγµατα ξεκα-

ϑαρίζουν πλήρως τώρα την Ορολογία 3.2.6. Ακριβέστερα, οι συνθήκες i) και ii)

του Ορισµού 3.2.1 σηµαίνουν [όπως δείχνει και το Παράδειγµα3.4.7 (3)]) ότι η(
π−1(U), G, U, π|π−1(U)

)
είναι τετριµµένη δέσµη, άρα η ℓ = (P,G,B, π) είναι

τοπικά τετριµµένη, δηλαδή τετριµµένη στο "τµήµα" της πάνω από το U του

απλοποιούντος Ϲεύγους. Και παρόµοια για όλα τα πεδία ορισµού των απλοποιο-

ύντων Ϲευγών. Συνεπώς, η ϐάση B διαθέτει µίαν ανοιχτή κάλυψη, πάνω από τα

ανοιχτά σύνολα της οποίας η δέσµη είναι (τοπικά) τετριµµένη.

Αντίθετα, η περίπτωση να είναι µία πρωτεύουσα δέσµη τετριµµένη (ολικά)

δεν απαντάται συχνά, παρ᾿ όλο που κάτι τέτοιο ϑα ήταν πολύ επιθυµητό, αφού

στην περίπτωση αυτή ϑα είχαµε µια πολύ απλή δοµή για τη δέσµη (ϐλ. και

΄Ασκηση 3.4.12 ( 7). Φυσικά µία τέτοια περίπτωση εξασφαλίζει η ύπαρξη ολικών

τοµών.

Για την πληρότητα (και για την επεξήγηση της Παρατήρησης 3.3.9) συµπλη-

ϱώνουµε το Πόρισµα 3.3.8 µε το επόµενο :

3.4.10 Θεώρηµα. Μια πρωτεύουσα δέσµη ℓ = (P,G,B, π) είναι τετριµµένη τότε

και µόνον τότε αν διαθέτει C∞- ολικές τοµές.

Απόδειξη. Αν η δέσµη είναι τετριµµένη, τότε υπάρχει ένας G-B-ισοµορφισµός

(f, idG, idB) της δέσµης στην τετριµµένη δέσµη (B × G,G,B, p1). Εποµένως,

αν so : B ! B × G είναι η ϕυσική τοµή της τελευταίας, δηλαδή so := (x, e),
τότε f ◦ so ∈ Γ(B,P ). [Φυσικά µπορούµε να κατασκευάσουµε και άλλες ολικές

τοµές (!)]

Αντίστροφα, αν υπάρχει ολική τοµή, τότε ορίζεται απλοποιούν Ϲεύγος (B,Ψ)
όπως στο Πόρισµα 3.3.8 (ii). Εποµένως η τριάδα (Ψ, idG, idB) είναι G-B-ισο-

µορϕισµός της τετριµµένης δέσµης επί της ℓ = (P,G,B, π).

3.4.11 Σχόλιο. ΄Ενα ανάλογο αποτέλεσµα δεν ισχύει για διανυσµατικές δέσµες.

Κάθε διανυσµατική δέσµη διαθέτει µια ολική τοµή, τη µηδενική (ϐλ. Λήµα 5.1.2),

Ω: X −! E : x 7! Ω(x) := 0x ∈ Ex,

χωρίς ϕυσικά όλες οι δέσµες αυτής της κατηγορίας να είναι και απαραίτητα

ολικά τετριµµένες. ΄Ενα κλασσικό παράδειγµα µη τετριµµένης διανυσµατικής

δέσµης είναι η ταινία του Möbius.

3.4.12 Ασκήσεις.
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1. Αν (f, ϕ, h) είναι ισοµορφισµός πρωτευουσών δεσµών, να επαληθευτεί ότι

και (f−1, ϕ−1, h−1) είναι (ισο)µορφισµός.

2. Να δοθεί µιά άλλη απόδειξη του Θεωρήµατος 3.4.3 µε την εξής διαδικα-

σία : Για κάθε απλοποιούν Ϲεύγος (U,Ψ) της ℓ1, µε αντίστοιχη ϕυσική

τοµή sU , ορίζουµε την απεικόνιση hU := π2 ◦ f ◦ sU . ∆είξτε ότι η h κατα-

σκευάζεται ακριβώς από τις hU .

3. Να επαληθεύσετε τη σχέση (3.4.1).

4. Αν (f, ϕ, h) είναι µορφισµός πρωτευουσών δεσµών µε ϕ ισοµορφισµό

οµάδων Lie και h αµφιδιαφόριση, τότε η f είναι αµφιδιαφόριση και η

(f, ϕ, h) ισοµορφισµός.

5. Αν (f, ϕ, idB) είναι µορφισµός µεταξύ των πρωτευουσών δεσµών ℓ =
(P,G,B, π) και ℓ′ = (P ′, G′, B, π′), τότε, για κάθε s ∈ Γ(U,P ), συνάγε-

ται ότι f ◦ s ∈ Γ(U,P ′), όπου U είναι οποιοδήποτε ανοιχτό υποσύνολο

της ϐάσης B.

6. Με τους συµβολισµούς της ΄Ασκησης 5 και την υπόθεση ότι U είναι πεδίο

ορισµού απλοποιούντων Ϲευγών για τις P και P ′, να δείξετε ότι υπάρχει

µοναδική g ∈C∞(U,G′) µε την ιδιότητα f ◦ sU = s′U · g, όπου sU και s′U
οι ϕυσικές τοµές των P και P ′ υπεράνω του U .

7. Αν ℓ = (P,G,B, π) είναι πρωτεύουσα δέσµη, U ⊂ B ανοιχτό και

f : π−1(U) −! U ×G

C∞-απεικόνιση τέτοια ώστε η τριάδα (f, idG, idU ) να είναι µορφισµός

πρωτευουσών δεσµών (ποιών ;), τότε το Ϲεύγος (U, f) είναι απλοποιούν Ϲε-

ύγος. Γενικότερα, πότε και πώς µπορούµε να πάρουµε ένα ολικό απλοποιούν

Ϲεύγος (B, f);

8. ΄Εστω (f, idG, idB) ένας αυτοµορφισµός της ℓ = (P,G,B, π). ∆είξτε ότι

στον (f, idG, idB) αντιστοιχεί κατα τρόπον αµφιµονοσήµαντο µία C∞-

απεικόνιση F : P ! G, που ικανοποιεί τις σχέσεις

F (p · g) = g−1 · F (p) · g, ∀ (p, g) ∈ P ×G,

f(p) = p · F (p), ∀ p ∈ P.

και αντίστροφα. [΄Ενας τέτοιος αυτοµορφισµός λέγεται µετασχηµατισµός

ϐαθµίδας (gauge transformation) και έχει ιδιαίτερη σηµασία για τη σύγ-

χρονη Θεωρητική Φυσική]
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9. Αν (f, ϕ, h) είναι µορφισµός µεταξύ των πρωτευουσών δεσµών ℓ = (P,G,
B, π) και ℓ′ = (P ′, G′, B′, π′), τότε ισχύει η σχέση

ϕ ◦ k = k′ ◦ (f × f)|P×BP .

3.5 Η αντίστροφη εικόνα πρωτεύουσας δέσµης

΄Οπως και στην περίπτωση των διανυσµατικών δεσµών § 2.4, ξεκινώντας από µια

δοσµένη πρωτεύουσα δέσµη µε ϐάση B ϑα κατασκευάσουµε µια νέα δέσµη µε

ϐάση B′, όταν η τελευταία συνδέεται µε τη B µέσω µιάς C∞-απεικόνισης. Η

ϐασική αυτή κατασκευή ικανοποιεί µιά καθολική ιδιότητα και έχει σηµαντικές

εφαρµογές.

Θεωρούµε µιά πρωτεύουσα δέσµη ℓ = (P,G,B, π) και υποθέτουµε ότι δίνε-

ται µιά C∞-απεικόνιση h : B′
! B. Θεωρούµε, επίσης το νηµατικό γινόµενο

h∗(P ) := B′ ×B P := {(x′, p) ∈ B′ × P : h(x′) = π(p)}

και τις αντίστοιχες απεικονίσεις (προβολές)

π∗ := p1|h∗(P ) : h
∗(P ) −! B′ , h∗ := p2|h∗(P ) : h

∗(P ) −! P

(ϐλ. Ορισµό 1.4.6). Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.4.7 , η h∗(P ) είναι C∞-πολλα-

πλότητα, και οι π∗, h∗ είναι C∞-απεικονίσεις.

Επί της h∗(P ) ορίζεται η δράση

δ∗ : h∗(P )×G −! h∗(P ) :
(
(x′, p), g

)
7! (x′, p · g)

η οποία είναι C∞, αφού

δ∗ =
(
pr1, δ ◦ (pr2, pr3)

)
.

3.5.1 Ορισµός. Η τετράδα h∗(ℓ) ≡ ℓ∗ := (h∗(P ), G,B′, π∗) καλείται αντίστρο-

ϕη εικόνα (inverse image) ή ανάκρουση (pull­back) της ℓ µέσω της h.

3.5.2 Θεώρηµα. Ισχύουν τα επόµενα :

i) Η ℓ∗ είναι πρωτεύουσα δέσµη µε νήµατα ισόµορφα προς τα νήµατα της ℓ.
ii) Η τριάδα (h∗, idG, h) είναι G-µορφισµός της ℓ∗ στην ℓ.
iii) Η ℓ∗ ικανοποιεί την επόµενη καθολική ιδιότητα (universal property) :

Αν ℓ1 = (P1, G,B
′, π1) είναι πρωτεύουσα δέσµη και (f, idG, h) : ℓ1 ! ℓ µορ-

ϕισµός πρωτευουσών δεσµών, τότε υπάρχει ένας µονοσήµαντα ορισµένος G-B′-

(ισο)µορφισµός

(π̄, idG, idB′) : ℓ1 = (P1, G,B
′, π1) −! ℓ∗ = (h∗(P ), G,B′, π∗),

τέτοιος ώστε f = h∗ ◦ π̄.
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Το τελευταίο συµπέρασµα συνοψίζεται στο διάγραµµα:

P1

h∗(P ) = B′ ×B P
h∗

✲

π̄

✲

P

f

✲

B′

π∗

❄ h ✲

π1

✲

B

π

❄

∆ιάγραµµα 3.5

Απόδειξη. i) Κατασκευάζουµε τα απλοποιούντα Ϲεύγη της ℓ∗ ως εξής : Αν x′ ∈ B′

είναι τυχόν σηµείο της B′ µε h(x′) = x, ϑεωρούµε ένα απλοποιούν Ϲεύγος

(U,Ψ) ≡ (U,Φ) της ℓ µε x ∈ U . Θέτοντας V := h−1(U), διαπιστώνουµε ότι

π∗−1(V ) = V ×U π
−1(U), οπότε ορίζουµε την απεικόνιση

Ψ′ : V ×G −! π∗−1(V ) : (y, g) 7! Ψ′(y, g) :=
(
y,Ψ(h(y), g)

)

Η Ψ′ είναι C∞-απεικόνιση επειδή παίρνει τη µορφή

Ψ′ =
(
p1|V×G, Ψ ◦ (h× idG)|V×G

)
.

Επιπλέον, όπως ελέγχουµε στοιχειδώς, έχει ως αντίστροφη την C∞-απεικόνιση

Φ′ : , π∗−1(V ) −! V ×G : Φ′(y, p) :=
(
y, (p2 ◦Φ)(p)

)
, ∀ (y, p) ∈ π∗−1(V ).

Συνεπώς η Ψ′ είναι αµφιδιαφόριση και ικανοποιεί τις απαιτήσεις του Ορισµο-

ύ 3.2.1, δηλαδή είναι G-ισοµεταβλητή και π∗ ◦ Ψ′ = p1|V×G (τα τελευταία

αποτελέσµατα είναι άµεσα).

Για το τυχόν x′o ∈ B
′, µε h(x′o) = xo ∈ B, το αντίστοιχο νήµα είναι :

π∗−1(x′o) = {(y, p) ∈ h∗(P ) : π∗(y, p) = x′o}

= {(x′o, p) ∈ B′ × P : h(x′o) = xo = π(p)}

= {x′o} × π−1(xo)

απ᾿ όπου προκύπτει ότι π∗−1(x′o)
∼= π−1(xo) = π−1

(
h(x′o)

)
, άρα αποδεικνύε-

ται η το πρώτο συµπέρασµα.
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ii) Για τυχόν (y, p) ∈ h∗(P ) = B′ ×B P είναι h(y) = π(p), άρα

(π ◦ h∗)(y, p) = π(p) = h(y) = (h ◦ π∗)(y, p),

δηλαδή π ◦ h∗ = h ◦ π∗. Επίσης,

h∗
(
(y, p) · g

)
= h∗(y, p · g) = p · g = h∗(y, p) · g,

δηλαδή η h∗ είναι G-ισοµεταβλητή, όποτε καταλήγουµε στον Ορισµό 3.4.1 και

αποδεικνύεται το δεύτερο συµπέρασµα.

iii) Ορίζουµε την απεικόνιση

π̄ : P1 −! h∗(P ) = B′ ×B P : p1 7! π̄(p1) :=
(
π1(p1), f(p1)

)
.

Εποµένως, η π̄ είναι µία C∞-απεικόνιση, τέτοια ώστε f = h∗ ◦ π̄. Επιπλέον,

από τον ίδιο ορισµό, έχουµε ότι

π∗ ◦ π̄ = π1 ≡ idB′ ◦ π1

και, για κάθε (p1, g) ∈ P1 ×G,

π̄(p1 · g) =
(
π1(p1 · g), f(p1 · g)

)
=
(
π1(p1), f(p1) · g

)

= (π1
(
p1), f(p1)

)
· g = π̄(p1) · g,

δηλαδή διαπιστώνουµε ότι (π̄, idG, idB′) είναι πράγµατι G-B-ισοµορφισµός.

Ας υποθέσουµε τέλος, ότι υπάρχει και µία άλλη απεικόνιση π̃ : P1 ! h∗(P )
µε τις ίδιες ιδιότητες, δηλαδή f = h∗ ◦ π̃ και (π̃, idG, idB′) να είναι µορφισµός,

πράγµα που συνεπάγεται ότι π∗ ◦ π̃ = π1. Επειδή µπορούµε να γράψουµε ότι

π̃ = (π̃1, π̃2) και π̄ = (π̄1, π̄2), όπου π̃i = pi|h∗(P ) ◦ π̃ και π̄i = pi|h∗(P ) ◦ π̄
(i = 1, 2), ο ορισµός των π∗ και h∗, σε συνδυασµό µε τις υποθέσεις για την π̃
(και τις ανάλογες της π̄), οδηγεί στις σχέσεις

π̃1 = p1|h∗(P ) ◦ π̃ = π∗ ◦ π̃ = π1 = π∗ ◦ π̄ = p1|h∗(P ) ◦ π̄ = π̄1,

π̃2 = p2|h∗(P ) ◦ π̃ = h∗ ◦ π̃ = f = h∗ ◦ π̄ = p2|h∗(P ) ◦ π̄ = π̄2,

απ᾿ όπου καταλήγουµε στην

π̃ = (π1, f) = π̄,

µε την οποίαν και ολοκληρώνεται η απόδειξη.
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3.5.3 Παρατηρήσεις. 1) Στο προηγούµενο ϑεώρηµα, η ύπαρξη του G-B′-

µορφισµού (π̄, idG, idB′ ) συνεπάγεται ότι οι δέσµες ℓ1 και h∗(P ) είναι ισόµορ-

ϕες. ∆ηλαδή, αν δοθούν η δέσµη ℓ και η ϐάση B′, ο µορφισµός h : B′
! B

καθορίζει µονοσήµαντα, ως προς έναν ισοµορφισµό, και την δέσµη h∗(ℓ) και τον

µορφισµό (h∗, idG, h) : h
∗(ℓ) ! ℓ.

2) Για µια αυτοτελή απόδειξη ϐασισµένη στην τοπική δοµή της πρωτεύουσας

δέσµης ( χωρίς τη χρήση του Θεωρήµατος 1.4.7, που έγινε στην προκαταρκτική

συζήτηση που προηγήθηκε του Ορισµού 3.5.1 και της εκφώνησης του Θεω-

ϱήµατος 3.5.2 ), παραπέµπουµε στην § Α.6, σελ.251, του Παραρτήµατος Α.

3.6 Οι απεικονίσεις µεταφοράς

΄Εστω ℓ = (P,G,B, π) µία πρωτεύουσα δέσµη και C =
{
(Ui,Ψi) : i ∈ I

}

απλοποιούσα κάλυψη αυτής. Θυµίζουµε ότι Φi := Ψ−1
i .

Για i, j ∈ I µε Ui ∩ Uj 6= ∅ , ορίζεται η απεικόνιση

Φj ◦Φ
−1
i : (Ui ∩ Uj)×G −! (Ui ∩ Uj)×G

π−1(Ui ∩ Uj)

Ui ∩ Uj

π

❄

(Ui ∩ Uj)×G
Φj ◦ Φ

−1
i ✲

✛

Φi

p1

✲

(Ui ∩ Uj)×G

Φj

✲

✛

p1

∆ιάγραµµα 3.6

Αν (b, g) ∈ (Ui ∩Uj)×G, ϑέτουµε Φj ◦Φ
−1
i (b, g) = (b′, g′), οπότε, µέσω και του

προηγουµένου µεταθετικού διαγράµµατος, έχουµε ότι

b′ = p1 ◦Φj ◦Φ
−1
i (b, g) = π ◦Φ−1

i (b, g) = p1(b, g) = b

και

g′ = p2 ◦ Φj ◦ Φ
−1
i (b, g) = p2 ◦ Φj ◦ Φ

−1
ib (g) = Φjb ◦Φ

−1
ib (g).

∆ηλαδή, καταλήγουµε στη σχέση

Φj ◦ Φ
−1
i (b, g) =

(
b,Φjb ◦ Φ

−1
ib (g)

)
.
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Παρατηρούµε ότι, επειδή οι απεικονίσεις Φjb,Φ
−1
ib είναι G-ισοµεταβλητές,

Φjb ◦ Φ
−1
ib (g) = (Φjb ◦Φ

−1
ib )(e) · g =

(
p2 ◦ Φj ◦ Φ

−1
i (b, e)

)
· g.

Ορίζουµε τώρα τις απεικονίσεις

(3.6.1) gji : Ui ∩ Uj −! G : b 7! Φjb ◦ Φ
−1
ib (e) = p2 ◦ Φj ◦ Φ

−1
i (b, e),

για κάθε i, j ∈ I, µε Ui ∩ Uj 6= ∅. Οι απεικονίσεις αυτές είναι διαφορίσιµες,

αφού

gji(b) = p2 ◦ Φj ◦ Φ
−1
i ◦ (idUi∩Uj

, ce)(b),

όπου ce(b) = e, για κάθε b ∈ Ui ∩ Uj. Επίσης οι gji συνδέονται µε τις απλο-

ποιούσες απεικονίσεις Φi µέσω του τύπου

(3.6.2) Φj ◦Φ
−1
i (b, g) =

(
b, gji(b) · g

)
.

3.6.1 Ορισµός. Οι παραπάνω απεικονίσεις gji : Ui ∩ Uj ! G καλούνται απει-

κονίσεις µεταφοράς (transition functions) της ℓ, ως προς την απλοποιούσα

κάλυψη C.

3.6.2 Πρόταση. Οι απεικονίσεις µεταφοράς αποτελούν σύγκυκλο, δηλαδή

gki(b) = gkj(b) · gji(b),

για κάθε i, j, k ∈ I και b ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk 6= ∅.

Απόδειξη. Για κάθε b ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk έχουµε ότι

gki(b) = Φkb ◦Φ
−1
ib (e) = Φkb ◦ Φ

−1
jb ◦ Φjb ◦ Φ

−1
ib (e)

=
(
Φkb ◦ Φ

−1
jb

)
(gji(b)) =

(
Φkb ◦Φ

−1
jb

)
(e) · gji(b)

= gkj(b) · gji(b)

3.6.3 Πόρισµα. Οι απεικονίσεις µεταφοράς ικανοποιούν τις σχέσεις :

i) gii(b) = e, ∀ b ∈ Ui και i ∈ I.

ii) gij(b) =
(
gji(b)

)−1
, ∀ i, j ∈ I και b ∈ Ui ∩ Uj .

Θα συνδέσουµε τώρα τις απεικονίσεις µεταφοράς µε τις ϕυσικές τοµές της

δέσµης πάνω από την ίδια απλοποιούσα κάλυψη C (ϐλ. Ορισµό 3.3.2). Θυµίζου-

µε ότι, για κάθε i ∈ I, η αντίστοιχη ϕυσική τοµή είναι η

si : Ui −! π−1(Ui) : b 7! Φ−1
i (b, e) = Ψi(b, e).
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Αν τώρα b ∈ Ui ∩ Uj 6= ∅, τότε η si(b) = Φ−1
i (b, e) συνεπάγεται ότι

Φjb(si(b)) = Φjb ◦ Φ
−1
i (b, e) = gji(b),

απ᾿ όπου ϐρίσκουµε ότι

si(b) = Φ−1
jb (gji(b)) = Φ−1

jb (e) · gji(b) = sj(b) · gji(b).

Εποµένως, οι ϕυσικές τοµές και οι απεικονίσεις µεταφοράς συνδέονται µε τη

σχέση

(3.6.3) sj(b) = si(b) · gij(b), b ∈ Ui ∩ Uj ,

για κάθε i, j ∈ I µε Ui ∩ Uj 6= ∅.

3.6.4 Θεώρηµα. ΄Εστω B C∞-πολλαπλότητα, G οµάδα Lie, {Ui}i∈I ανοιχτή

κάλυψη του B και {gji : Ui ∩ Uj ! G}i,j∈I σύγκυκλος της B (ως προς την

προηγούµενη κάλυψη, µε τιµές στην οµάδα G). Τότε υπάρχει µοναδική, ως προς

ισοµορφισµό, πρωτεύουσα δέσµη ℓ = (P,G,B, π) µε απεικονίσεις µεταφοράς τις

δοθείσες {gji}.

Απόδειξη. ΄Εστω το σύνολο

E :=
⋃

i∈I

(
{i} × Ui ×G

)
.

Στο E ορίζουµε τη σχέση ισοδυναµίας

(i, b, g) ∼ (j, b′, g′) ⇔ b = b′ και g′ = gji(b) · g,

οπότε και b = b′ ∈ Ui ∩ Uj.
Συµβολίζουµε µε P := E/ ∼ τον αντίστοιχο χώρο πηλίκο. Ο E, ως διακεκρι-

µένη ένωση τοπολογικών χώρων, είναι τοπολογικός χώρος, άρα το P εφοδιάζεται

µε την τοπολογία-πηλίκο. Επίσης, συµβολίζουµε µε ̺ την κανονική απεικόνιση

̺ : E −! P : (i, b, g) 7! [(i, b, g)].

Θεωρούµε ακόµη και την απεικόνιση (προβολή)

π : P −! B : [(i, b, g)] 7! b.

Είναι άµεσον ότι η π είναι καλά ορισµένη. Εξάλλου, από τις ιδιότητες της τοπο-

λογίας-πηλίκο, η π είναι συνεχής τότε και µόνον τότε αν η π ◦̺ είναι συνεχής. Η



3.6. Οι απεικονίσεις µεταφοράς 121

τελευταία όµως έχει τη µορφή π◦̺ : E ! B : (i, b, g) 7! b, που είναι πραγµατικά

συνεχής. Εποµένως, η π είναι συνεχής.

Για κάθε i ∈ I, ορίζουµε τώρα την απεικόνιση

Φi : π
−1(Ui) −! Ui ×G : [(j, b, g)] 7! (b, gij(b) · g),

που δίνει το µεταθετικό τρίγωνο

π−1(Ui)
Φi✲ Ui ×G

Ui

p1

❄
π

✲

∆ιάγραµµα 3.7

Ισχύουν τα εξής :

Η Φi είναι καλά ορισµένη : Πράµατι, αν [(j, b, g)] = [(k, b′, g′)], τότε b =
b′ και g′ = gkj(b) · g, οπότε

Φi
(
[(j, b, g)]

)
= (b, gij(b) · g) =

(b′, gik(b) · gkj(b) · g) = (b′, gik(b) · g
′) = Φi

(
[(k, b′, g′)]

)
.

Η Φi είναι 1-1:

Φi
(
[(j, b, g)]

)
= Φi

(
[(k, b′, g′)]

)
⇒

(b, gij(b) · g) = (b′, gik(b
′) · g′) = (b′, gij(b

′) · gjk(b
′) · g′) ⇒

b = b′ και g = gjk(b
′) · g′ ⇒ [(j, b, g)] = [(k, b′, g′)].

Η Φi είναι επί : Πράγµατι, για κάθε (b, g) ∈ Ui ×G, ισχύει ότι

Φi
(
[(i, b, g)]

)
= (b, gii(b) · g) = (b, g).

΄Αρα κάθε π−1(Ui) εφοδιάζεται µέσω της Φi µε δοµή διαφορίσιµης πολλαπλότη-

τας, αµφιδιαφορικής προς το Ui ×G.

Ας υποθέσουµε τώρα ότι i, j ∈ I µε Ui ∩ Uj 6= ∅. Το π−1(Ui ∩ Uj) είναι

ανοιχτή υποπολλαπλότητα και της π−1(Ui) και της π−1(Uj). Για να δείξουµε

ότι οι δύο διαφορικές δοµές του π−1(Ui ∩ Uj) συµπίπτουν, αρκεί να δείξουµε

ότι η απεικόνιση

Φj ◦ Φ
−1
i : (Ui ∩ Uj)×G −! (Ui ∩ Uj)×G : (b, g) 7! (b, gji(b) · g)
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είναι αµφιδιαφόριση, πράγµα που προφανώς ισχύει. ΄Αρα υπάρχει µονοσήµαντα

ορισµένη διαφορική δοµή στο P έτσι ώστε η Φi να είναι αµφιδιαφόριση, για

κάθε i ∈ I (ϐλ. και σχετικό Σχόλιο 3.6.6 στο τέλος αυτής της παραγράφου).

Η διαφορισιµότητα της π εξασφαλίζεται από τη µεταθετικότητα ∆ιαγράµµα-

τος 3.7 (σελ. 121), για κάθε i ∈ I

Απ᾿ το άλλο µέρος, είναι εύκολο να δεί κανείς ότι η G δρά διαφορίσιµα επί

της P . Πράγµατι, η απεικόνιση

δ : P ×G −! P :
(
[(i, b, g)], h

)
7! [(i, b, g)] · h := [(i, b, gh)]

είναι καλά ορισµένη, επειδή

[(i, b, g)] = [(j, b′, g′)] ⇒ b = b′ και g′ = gji(b) · g

⇒ [(i, b, gh)] = [(j, b′, g′h)],

για κάθε h ∈ G. Επίσης, ορίζει µία δράση (άµεση απόδειξη), και είναι διαφο-

ϱίσιµη, αφού πάνω από κάθε π−1(Ui) παίρνει την αντίστοιχη µορφή

δ = Φ−1
i ◦ δi ◦ (Φi × idG),

όπου δi : Ui ×G! Ui η ϕυσιολογική δράση, δηλαδή η δi είναι σύνθεση διαφο-

ϱίσιµων, και οδηγεί στη διαφορισιµότητα της δ.

Ακόµη, κάθε Φi είναι G-ισοµεταβλητή :

Φi
(
[(j, b, g)] · h

)
= Φi

(
[(j, b, gh)]

)
=
(
b, gij(b) · gh

)

=
(
b, gij(b) · g

)
· h = Φi

(
[(j, b, g)]

)
· h.

Αποδείχτηκε λοιπόν ότι η ℓ = (P,G,B, π) είναι πρωτεύουσα δέσµη µε απλο-

ποιούντα Ϲεύγη τα (Ui,Φi), i ∈ I.

Για τις απεικονίσεις µεταφοράς Gji αυτής της δέσµης διαπιστώνουµε ότι

Gji(b) = Φjb ◦ Φ
−1
ib (e) = p2 ◦ Φj ◦ Φ

−1
i (b, e)

= p2 ◦Φj
(
[(i, b, e)]

)
= p2(b, gji(b) · e) = gji(b),

όπως ακριβώς Ϲητούσαµε.

΄Εστω τώρα (P ′, G,B, π′) είναι και µία άλλη δέσµη µε απλοποιούσα κάλυ-

ψη {(Ui,Φ
′
i)}i∈I και απεικονίσεις µεταφοράς τις {gij}. Τότε, για κάθε i ∈ I,

ορίζουµε τη διαφορίσιµη απεικόνιση

fi := Φ−1
i ◦Φ′

i : π
′−1(Ui) −! π−1(Ui),
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όπως στο επόµενο διαγραµµα.

π′−1(Ui)
fi ✲ π−1(Ui)

Ui ×G

Φi

❄
Φ′
i ✲

∆ιάγραµµα 3.8

Παρατηρούµε ότι, αν Ui ∩ Uj 6= ∅, τότε

(3.6.4) fi
∣∣
π′−1(Ui∩Uj)

= fj
∣∣
π′−1(Ui∩Uj)

.

Πράγµατι, η προηγούµενη σχέση ισοδυναµεί µε την

(3.6.5) Φj ◦ Φ
−1
i

∣∣
(Ui∩Uj)×G

= Φ′
j ◦ Φ

′−1
i

∣∣
(Ui∩Uj)×G

.

΄Οµως, για κάθε (b, g) ∈ (Ui ∩ Uj)×G είναι

Φj ◦Φ
−1
i (b, g) =

(
b, gji(b) · g

)
= Φ′

j ◦Φ
′−1
i (b, g)

[ϐλ. σχέση (3.6.2)], οπότε καταλήγουµε στις (3.6.5) και (3.6.4). ΄Αρα ορίζεται µια

διαφορίσιµη απεικόνιση f ′ : P ′
! P , ϑέτοντας

f ′
∣∣
π′−1(Ui)

:= fi, ∀ i ∈ I.

Θα δείξουµε ότι η τριάδα (f ′, idG, idB) ορίζει έναν G-B-(ισο)µορφισµό της µορ-

ϕής

(P ′, G,B, π′) −! (P,G,B, π).

Για το σκοπό αυτό ελέγχουµε πρώτα ότι το διάγραµµα

P ′ f ′ ✲ P

B

π

❄
π′

✲

∆ιάγραµµα 3.9
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είναι µεταθετικό. Αυτό προκύπτει από τον ορισµό της f ′ και τη µεταθετικότητα

των δύο επάνω τριγώνων (για κάθε i ∈ I), του εποµένου διαγράµµατος, που

συµπληρώνει το ∆ιάγραµµα 3.9 της προηγούµενης σελίδας.

Ui ×G

Ui

p1

❄

π′−1(Ui)
fi ✲

Φ′
i

✲

π′

✲

π−1(Ui)

Φ−1
i

✲

✛

π

∆ιάγραµµα 3.10

Τέλος, για οποιαδήποτε p′ ∈ P ′ και g ∈ G, ϑα υπάρχει κάποιο i ∈ I έτσι ώστε

π′(p′ · g) = π′(p′) ∈ Ui, οποτε ηG-ισοµεταβλητότητα των Φi και Φ′
i συνεπάγεται

την

f(p′ · g) =
(
Φ−1
i ◦Φ′

i

)
(p′ · g) = Φ−1

i

(
Φ′
i(p

′) · g
)
= f(p) · g,

άρα η f είναι και G-ισοµεταβλητή. Εποµένως οι (P ′, G,B, π′)και (P,G,B, π)
είναι ισόµορφες πρωτεύουσες δέσµες, οπότε ολοκληρώνεται η απόδειξη.

3.6.5 Παράδειγµα. Η δέσµη των πλαισίων µιας πολλαπλότητας.

Θεωρούµε την διαφορική πολλαπλότητα M ≡ (M,A) διάστασης m. Για κάθε

(Ui, ϕi), (Uj , ϕj) ∈ A µε Ui ∩ Uj 6= ∅, ορίζουµε την απεικόνιση

gji : Ui ∩ Uj −! G := GL(m,R)

x 7! D(ϕj ◦ ϕ
−1
i )
(
ϕi(x)

)
.

Κάθε gji είναι διαφορίσιµη, ως σύνθεση των C∞- απεικονίσεων D(ϕj ◦ϕ
−1
i ) και

ϕi. Η οικογένεια {gji}i∈I άποτελεί σύγκυκλο. Πράγµατι, αν x ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk,
τότε

gki(x) = D(ϕk ◦ ϕ
−1
i )(ϕi(x))

= D(ϕk ◦ ϕ
−1
j ◦ ϕj ◦ ϕ

−1
i )(ϕi(x))

= D(ϕk ◦ ϕ
−1
j )(ϕj(x)) ◦D(ϕj ◦ ϕ

−1
i )(ϕi(x))

= gkj(x) ◦ gji(x),
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όπου ϐέβαια η σύνθεση είναι τώρα η πράξη της οµάδας Lie G = GL(m,R).
Συνεπώς, ϐάσει του Θεωρήµατος 3.6.4, υπάρχει µιά µοναδική πρωτεύουσα

δέσµη (P,GL(m,R),M, π) µε απεικονίσεις µεταφοράς τις {gji}i∈I . Η δέσµη

αυτή λέγεται δέσµη των πλαισίων (frame bundle) της πολλαπλότητας M .

Συνηθίζεται να ϑέτουµε P = F(M), άρα η δέσµη συµβολίζεται πλήρως ως

(F(M), GL(m,R),M, π).

Μία υλοποίηση της δέσµης των πλαισίων, µε στοιχεία της αρχικής πολλα-

πλότητας M , περιγράφεται στη ϐασική ΄Ασκηση 3.6.8 στο τέλος αυτής της πα-

ϱαγράφου.

3.6.6 Σχόλιο. Στην απόδειξη του Θεωρήµατος 3.6.4 δείξαµε ότι κάθε π−1(Ui)
διαθέτει δοµή πολλαπλότητας και πιο κάτω ότι το π−1(Ui ∩ Uj) ως ανοιχτή

υποπολλαπλότητα της π−1(Ui) έχει την ίδια δοµή µε αυτήν της ανοιχτής υ-

ποπολλαπλότητας της π−1(Uj). Εποµένως ισχύουν οι συνθήκες του παρακάτω

Λήµµατος της Συγκόλλησης, οπότε το

P =
⋃

i∈I

π−1(Ui)

εφοδιάζεται µε τη δοµή C∞-πολλαπλότητας

3.6.7 Λήµµα (της Συγκόλλησης). ΄Εστω X τυχόν σύνολο µε

X =
⋃

i∈I

Xi,

όπου Xi ⊂ X µε τις εξής ιδιότητες :

i) Κάθε Xi είναι C∞-πολλαπλότητα.

ii) ∀ i, j ∈ I, το Xi ∩Xj είναι ανοιχτό υποσύνολο των Xi και Xj .

iii) Η διαφορική δοµή του Xi ∩Xj , ως ανοιχτής υποπολλαπλότητας της Xi,

συµπίπτει µε τη διαφορική δοµή της ανοιχτής υποπολλαπλότητας της Xj.

Τότε το X είναι C∞-πολλαπλότητα και κάθε Xi είναι ανοιχτή υποπολλαπλότητα

του X.

Για την απόδειξη παραπέµπουµε στο Παράρτηµα Αʹ, §Α.1, σελ.245, ενώ στην

§Α.2, σελ.246, δίνεται και µια άλλη (ισοδύναµη) διατύπωση του ίδιου λήµµατος.

3.6.8 ΄Ασκηση. ΄Εστω (M,A) διαφορική πολλαπλότητα. Για κάθε x ∈M ϑεω-

ϱούµε το σύνολο Bx των ϐάσεων του εφαπτόµενου χώρου TxM και την διακε-

κριµένη ένωσή τους

B :=
⊔

x∈B

Bx.
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Θεωρούµε τη ϕυσική προβολή

π̂ : B −!M : {v1, · · · , vm} 7−! x := π(v1) = · · · = π(vm),

αν {v1, · · · , vm} είναι ϐάση του TxM και π : TM ! M η προβολή της εφα-

πτόµενης δέσµης. Επίσης, για κάθε χάρτη (Ui, ϕi) ∈ A, ορίζουµε το Ϲεύγος(
π̂−1(Ui), Φ̂i

)
, µε

Φ̂i : π̂
−1(Ui) −! ϕi(Ui)×GL(m,R) :

{v1, · · · vn} 7−!

(
ϕi(π(v1)), (λkj)

)
,

όπου (λkj) είναι ο αντιστρεπτός πίνακας, ο οποίος προσδιορίζεται από τη σχέση

ϕ̄i(vk) =

m∑

j=1

λkj ej.

(ϕ̄i είναι ο γνωστός γραµµικό ισοµορφισµός TxM
∼=

−−! Rm.)

Με τους προηγούµενους συµβολισµούς και υποθέσεις, να αποδειχθούν τα

επόµενα :

i) Κάθε Ϲεύγος
(
π̂−1(Ui), Φ̂i

)
είναι χάρτης του B.

ii) Αν Ui ∩ Uj 6= ∅, οι χάρτες
(
π̂−1(Ui), Φ̂i

)
και

(
π̂−1(Uj), Φ̂j

)
είναι διαφο-

ϱίσιµα συµβιβαστοί.

iii) Αν B είναι ο µέγιστος άτλαντας που αντιστοιχεί στο B, τότε η απεικόνιση

π̂ : (B,B) ! (M,A) είναι C∞.

iv) Η οµάδα Lie GL(m,R) δρα διαφορίσιµα επί του B.

v) Η τετράδα (B,GL(m,R),M, π̂) είναι πρωτεύουσα δέσµη µε απλοποιούσα

κάλυψη την

{(
π̂−1(Ui), (ϕ

−1
i × idGL(m,R)) ◦ Φ̂i)

) ∣∣ (Ui, ϕi) ∈ A
}
.

vi) Οι απεικονίσεις µεταφοράς {Gji}i∈I της προηγούµενης δέσµης ορίζονται

ως εξής :

Gji : Ui ∩ Uj −! GL(m,R) : x 7! D(ϕj ◦ ϕ
−1
i )
(
ϕi(x)

)
.

Συγκρίνετε τις {Gji} µε τις {gji} του Παραδείγµατος 3.6.5 και διατυπώστε

το συµπέρασµα που προκύπτει από τη σύγκριση αυτή.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ

4

Συνοχές σε Πρωτεύουσες

∆έσµες

To the uninitiated, it would seem that the use of

fiber bundles and connections to describe the basic

forces of nature is a half­baked scheme devised by

some clique of mathematicians bent on producing

an application for their work. However, physicists

themselves found these notions forced upon them

by their own perception of nature.

D. Bleecker [8, p. xiii]

Το κεφάλαιο αυτό, όπως δηλώνει και ο τίτλος του, είναι αφιερωµένο στις συνοχές

σε πρωτεύουσες δέσµες. Οι συνοχές αυτές οφείλονται στον Ch. Ehresmann και

αποτελούν γενίκευση της έννοιας της (γραµµικής) συνοχής σε µία διαφορική

πολλαπλότητα ή, γενικότερα, σε µία διανυσµατική δέσµη. Η τελευταία περίπτω-

127
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ση εξετάζεται στο Κεφάλαιο 6. Οι συνοχές σε πρωτεύουσες δέσµες είναι ϑεµελι-

ώδεις για τη µελέτη της Θεωρίας Βαθµίδος (Gauge Theory), η οποία —από την

άποψη της Φυσικής— οδηγεί στη Θεωρία Yang­Mills, µε στόχο τη Θεωρία του Ε-

νοποιηµένου Πεδίου. Εδώ περιοριζόµαστε στις ϐασικές ιδιότητες της συνοχής, σε

µερικούς ισοδύναµους ορισµούς και την έννοια της παράλληλης µετατόπισης.

’λλα σηµαντικά ϑέµατα, όπως η µορφή καµπυλότητας, η σύνδεση γραµµικών

συνοχών και συνοχών σε πρωτεύουσες δέσµες, το Θεώρηµα της Ολονοµίας και

η Θεωρία Chern­Weil ϑα συµπληρωθούν σε µελλοντικό στάδιο.

4.1 Προκαταρκτικά

4.1.1 Ορισµός. ΄Εστω ℓ = (P,G,B, π) µία πρωτεύουσα δέσµη. Για ένα σταθερό

g ∈ G, ορίζουµε την απεικόνιση

Rg : P −! P : p 7! Rg(p) := p · g ≡ pg.

Η Rg καλείται δεξιά µεταφορά ή µετατόπιση (right translation) της P (κατά

g ∈ G).

Η Rg είναι αµφιδιαφόριση. Πράγµατι, αν δ είναι η (δεξιά) δράση της G επί

της P , η Rg είναι ακριβώς η µερική απεικόνιση δg, η οποία είναι 1-1, επί και

C∞. Ελέγχουµε αµέσως ότι η αντίστροφη της Rg είναι η Rg−1, που είναι επίσης

C∞-απεικόνιση .

4.1.2 Ορισµός. ΄Εστω ℓ = (P,G,B, π) πρωτεύουσα δέσµη και p ∈ P ένα

σταθερό σηµείο. Ορίζουµε την απεικόνιση

(4.1.1) p̄ : G −! π−1(b) : g 7! p̄(g) := pg = p · g,

όπου b := π(p).

Επειδή p̄ = δp, διαπιστώνουµε ότι η προηγούµενη απεικόνιση είναι 1-1, επί

(άρα έχει αντίστροφη) και διαφορίσιµη. Για την διαφορισιµότητα της αντίστροφης

αρκεί να παρατηρήσουµε ότι η p̄−1 δίνεται από τη σχέση p̄−1(q) = k(p, q), για

κάθε q ∈ π−1(b), αφού q = p · k(p, q). Συνεπώς η διαφορισιµότητα της p̄−1 είναι

συνέπεια της διαφορισιµότητας της k (ϐλ. Λήµµα 3.3.5) .

4.1.3 Ορισµός. ΄Εστω ℓ = (P,G,B, π) πρωτεύουσα δέσµη και X ∈ L(G)
ένα δεδοµένο αριστερά αναλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο του G. Θεωρούµε την

απεικόνιση

(4.1.2) X∗ : P −! TP : p 7! X∗(p) := Tep̄(Xe).

Το X∗ καλείται πεδίο Killing ή ϑεµελιώδες διανυσµατικό πεδίο (fundamen­

tal or Killing vector field) του P , που αντιστοιχεί στο X µέσω της δράσης δ.
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Σχετικά µε την προηγούµενη ορολογία, παραπέµποουµε και στο εδάφιο που

προηγείται της Παρατήρησης 3.1.7 καθώς και τα παρακάτω σχόλια.

Το X∗ είναι διαφορίσιµο διανυσµατικό πεδίο της P : Πρώτα ϐλέπουµε ότι,

για κάθε p ∈ P µε π(p) = b, είναι

Tep̄(Xe) ∈ Tp̄(e)(π
−1(b)) = Tp(π

−1(b)) ≤ TpP,

δηλαδή το X∗ είναι διανυσµατικό πεδίο του P .

Για τη διαφορισιµότητα του X∗ παρατηρούµε ότι

X∗(p) = Tep̄(Xe) = Teδp(Xe) + Tpδe(Op)

= T(p,e)δ(Op,Xe) = Tδ ◦ (Ω, c)(p),

όπου

Ω: P ! TP : p 7! Op

είναι το µηδενικό διανυσµατικό πεδίο του P και c η σταθερή απεικόνιση

c : P −! TeG : p 7! Xe.

΄Αρα το X∗ είναι C∞ ως σύνθεση C∞-απεικονίσεων.

Αποδεικνύεται ότι η απεικόνιση

L(G) −! X(P ) : X 7! X∗

είναι µονοµορφισµός αλγεβρών Lie.

Πριν προχωρήσουµε, να υπενθυµίσουµε ότι η άλγεβρα Lie L(G) των αρι-

στερά αναλλοίωτων διανυσµατικών πεδίων µιας οµάδας Lie G ταυτίζεται µε τον

εφαπτόµενο χώρο TeG (: e το ουδέτερο στοιχείο της οµάδας) µέσω του γραµµι-

κού ισοµορφισµού

L(G) ∋ X
≃

7−! Xe ∈ TeG.

Η προηγούµενη ισοµορφία εφοδιάζει τον TeG µε τη δοµή άλγεβρας Lie (οπότε

και ο παραπάνω ισοµορφισµός είναι ισοµορφισµός αλγεβρών Lie). Την τελευταία

άλγεβρα Lie συµβολίζουµε µε G. Εποµένως έχουµε τις ταυτίσεις (µέσω ισοµορ-

ϕισµών)

(4.1.3) L(G) ≡ TeG ≡ G.

΄Εστω ℓ = (P,G,B, π) πρωτεύουσα δέσµη. Επειδή η π είναι εµβάπτιση, για

κάθε b ∈ B το αντίστοιχο νήµα π−1(b) είναι κανονική υποπολλαπλότητα της

P και (ϐλ. Θεώρηµα 1.3.10 και Πόρισµα 1.3.11)

Tp(π
−1(b)) = ker (Tpπ), ∀ p ∈ π−1(b).
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4.1.4 Ορισµός. Ο χώρος Tp(π
−1(b)) καλείται κάθετος υπόχωρος (vertical

subspace) του TpP και συµβολίζεται ιδιαιτέρως µε VpP . ΄Αρα

VpP := Tp(π
−1(b)) = ker (Tpπ).

Από τους Ορισµούς 4.1.3 και 4.1.4, για κάθε X ∈ L(G) και για κάθε p ∈ P ,

το X∗(p) είναι κάθετο διάνυσµα (vertical vector), δηλαδή

X∗(p) ∈ VpP.

Επίσης, προκύπτει και ο γραµµικός ισοµορφισµός

Tep̄ : TeG
∼=

−−−−! VpP.

4.1.5 Ορισµός. ΄Εστω G οµάδα Lie. Για ένα g ∈ G ορίζουµε τον αντίστοιχο

εσωτερικό αυτοµορφισµό του G (inner automorphism)

Ig : G −! G : a 7! Ig(a) := gag−1.

Επειδή, όπως διαπιστώνουµε αµέσως,

Ig = rg−1 ◦ ℓg = ℓg ◦ rg−1 ,

όπου rg και ℓg είναι αντιστοίχως η δεξιά και αριστερή µετατόπιση (µεταφορά)

της οµάδας G κατά g, δηλαδή

rg : G −! G : a 7! ag, ℓg : G −! G : a 7! ga,

έχουµε ότι η Ig είναι αµφιδιαφόριση.

Ορίζουµε επίσης την απεικόνιση.

Ad(g) := TeIg : TeG −! TeG.

Προφανώς η Ad(g) είναι ισοµορφισµός διανυσµατικών χώρων, οπότε ορίζεται

και η απεικόνιση

Ad : G −! Aut(TeG) ≡ Aut(G) : g 7! Ad(g).

Η Ad λέγεται συζυγής παράσταση της G (adjoint representation) και είναι

µορφισµός οµάδων Lie. Ιδιαιτέρως, αν n = dimG, τότε Aut(TeG) ∼= GL(n,R).

Υπενθυµίζοντας την ταύτιση (4.1.3) έχουµε τώρα και τις επόµενες χρήσιµες

έννοιες.
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4.1.6 Ορισµός. ΄Εστω M διαφορική πολλαπλότητα και G οµάδα Lie µε άλ-

γεβρα Lie G. Μια διαφορική 1-µορφή επί της M µε τιµές στη G (G­valued

1­form) είναι µια τοµή της δέσµης των γραµµικών απεικονίσεων L(TM,G) από

την δέσµη TM στην τετριµµένη δέσµη M × G . ∆ηλαδή

ω : M −! L(TM,G) µε π̄ ◦ ω = idX ,

αν π̄ είναι η προβολή της L(TM,G). Αναλυτικότερα, για κάθε x ∈M , ω(x) :=
ωx είναι µια γραµµική απεικόνιση ωx : TxM ! G.

Προφανώς, η δέσµη L(TM,G) αποτελεί γενίκευση του Παραδείγµατος (κα-

τασκευής της δέσµης γραµµικών µορφών) 2.3.1 για E = TM , ή ειδικότερη

περίπτωση της κατασκευής 2.3.4, για E1 = TM και E2 =M × G.

Γενικότερα, µια διαφορική k-µορφή επί τηςM µε τιµές στην G (G­valued

k­form) (k ∈ N) είναι µια τοµή της δέσµης των k-γραµµικών απεικονίσεων από

την δέσµη TM στη δέσµη M × G (ϐλ. την ανάλογη κατασκευή στο Παράδειγ-

µα 2.3.2 ), έτσι ώστε κάθε

ωx : TxM × · · · × TxM −! G

να είναι αντισυµµετρική k-γραµµική απεικόνιση. Συµβολικά γράφουµε ότι

ω ∈ Λk(M,G).

Αποδεικνύεται ότι µια ω ∈ Λk(M,G) είναι C∞ τότε και µόνον τότε αν, για

κάθε X1, . . . ,Xk ∈ X(M), η

(4.1.4) ω(X1, . . . ,Xk) : M −! G : x 7! ωx
(
X1(x), . . . ,Xk(x)

)

είναι C∞-απεικόνιση.

4.1.7 Ορισµός. Θεωρούµε δύο διαφορικές 1-µορφές α, β επί της πολλαπλότη-

ταςM µε τιµές στην άλγεβρα Lie G µιας οµάδας LieG, δηλαδή α, β ∈ Λ1(M,G).
Ονοµάζουµε εξωτερικό γινόµενο (exterior or wedge product) των α, β τη δια-

ϕορική 2-µορφή α ∧ β ∈ Λ2(M,G), η οποία ορίζεται από τη σχέση

(4.1.5) (α ∧ β)x(u, v) := [αx(u), βx(v)] − [αx(v), βx(u)],

για κάθε u, v ∈ TxM .

Επίσης, αν α ∈ Λ1(M,G), το εξωτερικό διαφορικό (exterior differential)

της α είναι η διαφορική 2-µορφή dα ∈ Λ2(M,G), που ορίζεται από τη σχέση

(4.1.6) (dα)(X,Y ) = X(α(Y ))− Y (α(X)) − α([X,Y ]),

για κάθε X,Y ∈ X(M).
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Αποδεικνύεται ότι η dα είναι καλά ορισµένη διαφορική 2-µορφή, γιατί η τιµή

της σε ένα σηµείο x ∈ M , δηλαδή η διγραµµική αντισυµµετρική απεικόνιση

(dα)x : TxM ×TxM −! G εξαρτάται µόνο από την τιµή των X,Y στο x, δηλαδή

από τα διανύσµατα Xx και Yx.

Για την πληρότητα, ας ϑυµήσουµε εδώ τι σηµαίνει µια έκφραση της µορφής

X(α(Y )). Σύµφωνα µε την (4.1.4) και τον ορισµό µιας συνάρτησης της µορφής

X(f), η παραπάνω έκφραση αποτελεί µια διαφορίσιµη απεικόνιση από την M
στην G, µε

X(α(Y ))(x) = Xx

(
α(Y )(x)

)
= Xx

(
αx(Yx)

)
,

για κάθε x ∈M.

4.1.8 Ορισµός. ΄Εστω f : M ! N µία C∞-απεικόνιση και µια διαφορική 1-

µορφή ω ∈ Λ1(N,G). Ονοµάζουµε αντίστροφη εικόνα (pull­back, image in­

verse) της ω µέσω της f τη διαφορική 1-µορφή f∗ ∈ Λ1(M,G), που δίνεται από

την σχέση

(f∗ω)x(u) := ωf(x)(Txf(u)),

για κάθε x ∈M και u ∈ TxM . Ανάλογα ισχύουν και για k-µορφές.

Η διαφορισιµότητα της f∗ω διαπιστώνεται ως εξής : Για τυχόν διανυσµατικό

πεδίο η ∈ X(N) και τυχόν y ∈ N , έχουµε ότι

(
(f∗ω)

)
(η)(y) = (f∗ω)y(η(y)) = ωf(y)

(
Tyf(η(y))

)

= (ω ◦ f)
(
Tyf(η(y))

)
= (ω ◦ f)(y)

(
Tf(η(y))

)

= ev ◦ (ω ◦ f, Tf ◦ η)(y),

δηλ. (f∗ω)(η) = ev ◦(ω ◦f, Tf ◦η), που είναι διαφορίσιµη απεικόνιση, επειδή η

απεικόνιση εκτίµησης ev : L(TM,G)×TM ! G είναι διαφορίσιµη. Η τελευταία

ιδιότητα προκύπτει από τη γενική κατασκευή της δέσµης 2.3.4.

4.2 Συνοχές

4.2.1 Ορισµός. ΄Εστω ℓ = (P,G,B, π) πρωτεύουσα δέσµη. Μια συνοχή (con­

nection) είναι µία C∞-διαφορική 1-µορφή επί της P µε τιµές στην άλγεβρα Lie

G ≡ L(G) της οµάδας Lie G, δηλαδή ω ∈ Λ1(P,G), η οποία ικανοποιεί και τις

επόµενες δύο συνθήκες :

ω(X∗) = X, ∀ X ∈ L(G),(ω.1)

R∗
gω = Ad(g−1)ω, ∀ g ∈ G.(ω.2)



4.2. Συνοχές 133

Η πρώτη σχέση σηµαίνει ότι

ωp(X
∗
p ) = X = (σταθερά), ∀ p ∈ P,

ένώ η δεύτερη δίνει ότι

(R∗
gω)p(u) = Ad(g−1)(ωp(u)), ∀ p ∈ P, g ∈ G, u ∈ TpP

Η ω λέγεται επίσης και µορφή συνοχής (connection form). Ο λόγος της

διπλής (ισοδύναµης) ορολογίας ϑα εξηγηθεί πιό κάτω (ϐλ. Παρατήρηση 4.2.8).

Στη συνέχεια ϑα ϑεωρούµε µία πρωτεύουσα δέσµη ℓ = (P,G,B, π), την ο-

ποία ϑα συµβολίζουµε (για ευκολία και εφ᾿ όσον δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης)

απλώς µε ℓ.

4.2.2 Ορισµός. ΄Εστω ω µια συνοχή επί της ℓ. Για κάθε p ∈ P ονοµάζουµε

οριζόντιο υπόχωρο (horizontal subspace) του TpP τον

HpP := kerωp ≤ TpP.

4.2.3 Πρόταση. ΄Εστω ℓ πρωτεύουσα δέσµη εφοδιασµένη µε συνοχή ω. Τότε για

κάθε p ∈ P , ισχύει η σχέση

TpP = HpP ⊕ VpP

Απόδειξη. Οι HpP και VpP είναι εξ ορισµού υπόχωροι του TpP . ΄Εστω τώρα

ότι υπάρχει u ∈ HpP ∩ VpP . Τότε

ωp(u) = 0 και u ∈ Vp = ker Tpπ = Tp
(
π−1(b)

)

(ϐλ. Ορισµό 4.1.4). Εξ άλλου, αφού η απεικόνιση p̄ : G ! π−1(b) είναι αµ-

ϕιδιαφόριση (ϐλ. Ορισµό 4.1.2 και τα σχόλιά του), το αντίστοιχο διαφορικό

Tep̄ : TeG! Tp
(
π−1(b)

)
είναι ισοµορφισµός διανυσµατικών χώρων, άρα

∃! v ∈ TeG ≡ G µε Tep̄(v) = u.

ΑνX ∈ L(G) είναι το µονοσήµαντα ορισµένο αριστερά αναλλοίωτο διανυσµατικό

πεδίο της G µε Xe = v, τότε,

ωp(X
∗
p ) = ωp

(
Tep̄(v)

)
= ωp(u) = 0,

εποµένως, λόγω της (ω.1),

0 = ωp(X
∗
p ) = ω(X∗)(p) = Xe = v, άρα u = Tep̄(v) = 0,
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που σηµαίνει ότι HpP ∩ VpP = {0}.

Ας πάρουµε τώρα τυχόν u ∈ TpP και ας ϑέσουµε ωp(u) = X ∈ L(G) ≡ G.

Λόγω της (ω.1), ϑα έχουµε ότι

ωp(X
∗
p ) = X = ωp(u),

απ΄ όπου ωp(u−X∗
p ) = 0, άρα u−X∗

p ∈ ker ωp = HpP. ΄Οµως X∗
p ∈ VpP (ϐλ.

τα σχόλια µετά τον Ορισµό 4.1.4). ΄Αρα η ισότητα

u = X∗
p + (u−X∗

p )

δίνει τη Ϲητούµενη ανάλυση του u, οπότε TpP ⊆ HpP ⊕ VpP , µε την οποίαν

κλείνει η απόδειξη.

4.2.4 Πόρισµα. Με τις υποθέσεις της Πρότασης 4.2.3, κάθε u ∈ TP δέχεται µια

µονοσήµαντα ορισµένη ανάλυση

u = uh + uv,

όπου uh ∈ HpP και uv ∈ VpP είναι αντιστοίχως η οριζόντια και κάθετη συνιστώσα

του u. Ανάλογα, κάθε διανυσµατικό πεδίο ξ ∈ X(P ) έχει τη µονοσήµαντα ορισµένη

ανάλυση

ξ = ξh + ξv,

όπου ξh, ξv είναι τα διανυσµατικά πεδία του P µε ξh(p) = ξhp ∈ HpP και ξv(p) =
ξvp ∈ VpP , για κάθε p ∈ P .

Στην Πρόταση 4.2.7 ϑα δείξουµε ότι τα ξh, ξv είναι διαφορίσιµα διανυσµατικά

πεδία.

4.2.5 Πόρισµα. Με τις ίδιες υποθέσεις όπως προηγουµένως, η απεικόνιση

Tpπ
∣∣
HpP

: HpP −! TbB

είναι ισοµορφισµός, για κάθε b ∈ B και p ∈ π−1(b).

Απόδειξη. Αν u, u′ ∈ HpP είναι διανύσµατα µε Tpπ(u) = Tpπ(u
′), τότε Tpπ(u−

u′) = 0, άρα u − u′ ∈ kerTpπ = VpP . ΄Οµως και u − u′ ∈ HpP . Συνεπώς

u− u′ = 0, απ᾿ όπου προκύπτει ότι η απεικόνιση του πορίσµατος είναι 1–1.

Για το επί της ίδιας απεικόνισης ϑεωρούµε µία τοµή s : U ⊂ B ! P µε

s(b) = p (υπάρχει πάντοτε τέτοια σύµφωνα µε την Πρόταση 3.3.4), οπότε ορίζεται

και το διαφορικό-της

Tbs : TbU ≡ TbB −! Tp
(
π−1(U)

)
≡ TpP.



4.2. Συνοχές 135

Για τυχόν w ∈ TbB ϑέτουµε u := Tbs(w) ∈ TpP . Επειδή u = uh + uv, για το

uh ∈ HpP ϑα έχουµε ότι

Tpπ
(
uh
)
= Tpπ

(
uh + uv

)
= Tpπ(u)

= Tpπ
(
Tbs(w)

)
= Tb(π ◦ s)(w) = w.

Εποµένως δείξαµε ότι, για τυχόν w ∈ TbB, υπάρχει uh ∈ HpP , µε Tpπ(u
h) = w,

που αποδεικνύει το Ϲητούµενο επί και κλείνει την απόδειξη.

4.2.6 Πρόταση. Οι δεξιές µετατοπίσεις διατηρούν τους οριζόντιους υποχώρους

της συνοχής ω, δηλαδή

TpRg (HpP ) = Hpg P,

για κάθε p ∈ P και g ∈ G.

Απόδειξη. ΄Εστω u ∈ HpP , οπότε ωp(u) = 0. Για να δείξουµε ότι TpRg(u) ∈
HpgP , αρκεί να δείξουµε ότι ωpg(TpRg(u)) = 0. Πράγµατι [ ϐλ. και (ω.2)],

ωpg
(
TpRg(u)

)
= (R∗

gω)p(u) = Ad(g−1)(ωp(u)) = Ad(g−1)(0) = 0,

από την οποίαν προκύπτει η

(4.2.1) TpRg (Hp P ) ⊂ Hpg P.

Βάσει της τελευταίας έχουµε και την ανάλογη Tpg Rg−1 (Hpg P ) ⊂ Hp P , που

ισοδυναµεί µε την

(4.2.2) Hpg P ⊂ (Tpg Rg−1)−1(Hp P ) = TpRg (Hp P ).

Οι σχέσεις (4.2.1) και (4.2.2) αποδεικνύουν την πρόταση.

4.2.7 Πρόταση. ΄Εστω ℓ πρωτεύουσα δέσµη µε συνοχή ω και ξ : P ! TP δια-

νυσµατικό πεδίο του P . Τότε ισχύει η ισοδυναµία

ξ ∈ X(P ) ⇔ ξh ∈ X(P ) και ξv ∈ X(P ).

∆ηλαδή το ξ είναι διαφορίσιµο διανυσµατικό πεδίο τότε και µόνον τότε τα ξh και

ξv είναι διαφορίσιµα.

Απόδειξη. Προφανώς (Πόρισµα 4.2.4), αν ξh, ξv ∈ X(P ), τότε και ξ ∈ X(P ).

Το αντίστροφο απαιτεί περισσότερη ανάλυση. Ξεκινάµε µε τη διαφορισιµότη-

τα του ξv. Εφ᾿ όσον, για δοσµένο p ∈ P , ξvp = ξv(p) ∈ VpP , ϑα υπάρχει X ∈ G
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έτσι ώστε ξvp = Tep̄(X) = X∗
p . [Προσοχή: Αν ϑεωρήσουµε ένα άλλο σηµείο q 6= p,

τότε για το ξvq ϑα υπάρχει κάποιο G ∋ Y 6= X, ώστε ξvq = Y ∗
q ]. Επειδή

ωp(ξp) = ωp
(
ξhp
)
+ ωp

(
ξvp
)
= ω

(
ξvp
)
= ωp(X

∗
p ) = X,

προκύπτει ότι Xe ≡ X = ω(ξ)(p), οπότε

ξvp = Tep̄(Xe) = Tep̄
(
ω(ξ)(p)

)

= Teδp
(
ω(ξ)(p)

)
= T(p,e)δ

(
0p, ω(ξ)(p)

)
[ τύπος Leibniz ]

= Tδ ◦
(
Ω, ω(ξ)

)
(p),

δηλαδή ξv = Tδ ◦ (Ω, ω(ξ)), που αποδεικνύει τη διαφορισιµότητα του ξv. Θυ-

µίζουµε ότι δ είναι η δράση του G επί του P και Ω: P ! TP το µηδενικό

διανυσµατικό πεδίο.

Η διαφορισιµότητα του ξh προκύπτει αµέσως από τη σχέση ξ − ξv.

Συµπληρωµατικά µπορούµε να ϐρούµε και µιαν άλλη έκφραση του ξv που

εµφανίζεται σε πολλά ϐιβλία, η οποία ισχύει αν η G είναι οµάδα Lie πεπερα-

σµένης διάστασης. Για το σκοπό αυτό ϑεωρούµε µία ϐάση X1, . . . ,Xk της G (η

οποία υπάρχει πάντοτε αφού η οµάδαG είναι παραλληλοποιήσιµη πολλαπλότη-

τα), όπου k = dim(G). Τότε µπορούµε να γράψουµε ότι

ω(ξ)(p) =
k∑

i=1

ωi(ξ)(p) ·Xi, ωi(ξ)(p) ∈ R.

Προφανώς, οι συντελεστές ορίζουν διαφορικές µορφές ωi ∈ Λ1(P,R). Εποµένως,

ϐασει και της (4.1.4),

ξvp = Tep̄
(
ω(ξ)(p)

)
= Tep̄

(
k∑

i=1

ωi(ξ)(p) ·Xi)

)

=

k∑

i=1

ωi(ξ)(p) · Tep̄(Xi) =

k∑

i=1

ωi(ξ)(p) ·X∗
i (p),

απ᾿ όπου και η Ϲητούµενη διαφορισιµότητα.

4.2.8 Παρατήρηση. Είδαµε στα προηγούµενα ότι, όταν µια πρωτεύουσα δέσµη

ℓ = (P,G,B, π) εφοδιάζεται µε µια συνοχή ω, τότε κάθε εφαπτόµενος χώρος

TpP διασπάται σε ένα ευθύ άθροισµα υποχώρων HpP ⊕ VpP (Πρόταση 4.2.3),

έτσι ώστε οι οριζόντιοι υπόχωροι να διατηρούνται από τις δεξιές µετατοπίσεις (α-

κριβέστερα, από τα διαφορικά των µετατοπίσεων), όπως στην Πρόταση 4.2.6, και
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η αντίστοιχη διάσπαση των διανυσµατικών πεδίων να δίνει διαφορίσιµα διανυ-

σµατικά πεδία (Πρόταση 4.2.7).

Πιο κάτω (ϐλ. Πρόταση 4.2.10) ϑα δείξουµε ότι ισχύει και το αντίστροφο : Αν

υπάρχει µια απεικόνιση (διανοµή – distribution), που σε κάθε p ∈ P αντιστοιχεί

έναν (οριζόντιο) υπόχωρο HpP του TpP , έτσι ώστε να ισχύουν οι παραπάνω ιδι-

ότητες, δηλαδή TpP = HpP ⊕ VpP , οι συνιστώσες Xh,Xv κάθε διανυσµατικού

πεδίου X ∈ X(P ) να είναι διαφορίσιµες, και οι χώροι HpP να παραµένουν

αναλλοίωτοι από τα διαφορικά των Rg, τότε υπάρχει µορφή συνοχής ω για την

οποία ισχύει ότι

ker ωp = HpP, ∀ p ∈ P.

Ακριβώς µια τέτοια διανοµή οριζοντίων χώρων καλείται συνοχή, ενώ η α-

ντίστοιχη ω καλείται µορφή συνοχής. Λόγω όµως της αµφίδροµης διαδικασίας

που περιγράψαµε, δεν κάνουµε διάκριση ανάµεσα στις συνοχές και τις αντίστοι-

χες µορφές τους και χρησιµοποιούµε αδιακρίτως και τους δύο όρους.

Ανάλογα προς την Πρόταση 4.2.6 έχουµε και την διατήρηση των καθέτων

υποχώρων, µέσω των δεξιών µετατοπίσεων. ΄Οµως εδώ δεν χρειάζεται η ύπαρξη

συνοχής, αφού οι κάθετοι υπόχωροι ορίζονται ανεξάρτητα απ᾿ αυτήν. Ακριβέστε-

ϱα έχουµε την

4.2.9 Πρόταση. Σε οποιαδήποτε πρωτεύουσα δέσµη ℓ = (P,G,B, π), οι δεξιές

µετατοπίσεις διατηρούν τους κάθετους υποχώρους, δηλαδή

TpRg(VpP ) = VpgP, ∀ p ∈ P, g ∈ G.

Απόδειξη. ΄Εστω u ∈ VpP . Επειδή, για κάθε p ∈ P , είναι (π ◦Rg)(p) = π(pg) =
π(p), δηλαδή π ◦Rg = π, ϑα έχουµε ότι

TpRg(u) ∈ VpgP ⇔ Tpgπ
(
TpRg(u)

)
= 0

⇔ Tp(π ◦Rg)(u) = 0

⇔ Tpπ(u) = 0

⇔ u ∈ VpP,

ϐάσει της οποίας TpRg(VpP ) ⊂ VpgP . Ανάλογα,

TpgR
−1
g (VpgP ) = TpgRg−1(VpgP ) ⊂ VpP,

απ΄ όπου και VpgP ⊂ TpRg(VpP ), µε την οποία κλείνει η απόδειξη.

4.2.10 Πρόταση. ΄Εστω ℓ = (P,G,B, π) πρωτεύουσα δέσµη και {HpP}p∈P
µια οικογένεια υποχώρων των TpP µε τις ιδιότητες :
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i) TpP = HpP ⊕ VpP, ∀ p ∈ P .

ii) Για κάθε ξ ∈ X(P ), οι µονοσήµαντα ορισµένες συνιστώσες-του ξv και ξh,

που προκύπτουν από τις σχέσεις

ξ = ξv + ξh και ξvp = ξv(p) ∈ VpP, ξhp = ξh(p) ∈ HpP, ∀ p ∈ P,

ορίζουν διαφορίσιµα διανυσµατικά πεδία.

iii) Οι δεξιές µετατοπίσεις διατηρούν τους υποχώρους HpP .

Τότε υπάρχει µοναδική συνοχή ω, τέτοια ώστε HpP = ker ωp, για κάθε p ∈ P .

Απόδειξη. ΄Εστω p ∈ P και u ∈ TpP . Αν ω είναι η Ϲητούµενη συνοχή, τότε ϑα

πρέπει να είναι

ωp(u) = Xe ∈ TeG,

για κάποιο διάνυσµα Xe ∈ TeG. ΄Οµως το Xe αντιστοιχεί σε ένα µοναδικό X ∈
L(G) και αυτό µε τη σειρά του ορίζει ένα (ϑεµελιώδες) πεδίο Killing X∗ ∈ X(P ).
Εποµένως,

ωp(X
∗
p ) = Xe = ωp(u),

οπότε

u−X∗
p ∈ ker ωp = HpP ενώ X∗

p ∈ VpP,

άρα

u−X∗
p = uh και X∗

p = uv.

Αλλά η διάσπαση u = uh + uv είναι γνωστή, αφού είναι γνωστοί οι υπόχωροι

VpP , HpP . ΄Αρα είναι γνωστό το uv = X∗
p . Για να προσδιορίσουµε το Xe ≡ X

[που ορίζει και την ωp(u)], αρκεί να ϑεωρήσουµε την

uv = X∗
p = Tep̄(Xe),

από την οποίαν έχουµε ότι

ωp(u) = Xe = (Tep̄)
−1(uv).

Βάσει της αµφιδιαφορισιµότητας της p̄ : G! π−1(b) (ϐλ. Ορισµό 4.1.2) και του

Λήµµατος 3.3.5, διαπιστώνουµε ότι,για οποιοδήποτε q ∈ p−1(b),

p̄−1(q) = g ⇔ p̄(g) = q ⇔ pg = q

⇔ k(p, q) = g ⇔ kp(q) = g,

απ᾿ όπου ϐρίσκουµε ότι

p̄−1 = kp και (Tep̄)
−1 = Tpp̄

−1 = Tpkp.
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Εποµένως, καταλήγουµε στο ότι η Ϲητούµενη ω δίνεται από τη σχέση

(4.2.3) ωp(u) = Tpkp(u
v) = Tpp̄

−1(uv), ∀ u ∈ TpP.

Είναι προφανές ότι κάθε ωp : TpP ! G είναι γραµµική απεικόνιση. Για τη

διαφορισιµότητα της ω ϑεωρούµε τυχόν ξ ∈ X(P ) και ϐλέπουµε ότι

ω(ξ)(p) = ωp(ξp) = Tpkp(ξ
v
p)

= Tpkp(ξ
v
p) + Tpkp(0p)

= T(p,p)k(0p, ξ
v
p) = Tk ◦ (Ω, ξv)(p),[ τύπος Leibniz ]

δηλαδή ω(ξ) = Tk ◦ (Ω, ξv), που αποδεικνύει τη διαφορισιµότητα της ω(ξ), άρα

και της ω.

Απόδειξη της (ω.1): ΄Εστω τυχόν X ∈ L(G) και X∗ ∈ X(P ) το αντίστοιχο

πεδίο Killing. Τότε

ωp(X
∗
p ) = (Tep̄)

−1
(
Tep̄(Xe)

)
= Xe ≡ X.

Απόδειξη της (ω.2): Για τυχόντα p ∈ P , u ∈ TpP και g ∈ G, οι Προ-

τάσεις 4.2.6 και 4.2.9, καθώς και η σχέση (4.2.3), συνεπάγονται ότι

(R∗
gω)p(u) = ωRg(p)

(
TpRg(u

v + uh)
)

= ωpg
(
TpRg(u

v)
)
+ ωpg

(
TpRg(u

h)
)

= ωpg
(
TpRg(u

v)
)
+ 0

= Tpgkpg
(
TpRg(u

v)
)

= Tp(kpg ◦Rg)(u
v).

Αλλά, για κάθε q ∈ P ,

(kpg ◦Rg)(q) = k(pg, qg) = g′

⇔ pgg′ = qg ⇔ pgg′g−1 = q

⇔ p · Ig(g
′) = q ⇔ k(p, q) = Ig(g

′)

⇔ (I−1
g ◦ k)(p, q) = g′

⇔ (Ig−1 ◦ kp)(q) = g′ = (kpg ◦Rg)(q),

δηλαδή καταλήγουµε στην

kpg ◦Rg = Ig−1 ◦ kp,
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µέσω της οποίας ϐρίσκουµε διαδοχικά ότι

(R∗
gω)p(u) = Tp(Ig−1 ◦ kp)(u

v)

=
(
Tkp(p)Ig−1 ◦ Tpkp

)
(uv)

= TeIg−1

(
Tpkp(u

v)
)

= Ad(g−1)(ωp(u)).

Η ισότητα HpP = ker ωp είναι άµεση συνέπεια του παραπάνω ορισµού της

ωp. Τέλος το µονοσήµαντο της ω αποδεικνύεται ως εξής : ΄Εστω ότι υπάρχει και

µία άλλη συνοχή θ µε τις ίδιες ιδιότητες. Τότε, για τυχόντα p ∈ P και u ∈ TpP ϑα

έχουµε ότι ωp(u) = ωp(u
h + uv) = ωp(u

v) και, ανάλογα, θp(u) = θp(u
h + uv) =

θp(u
v). Επειδή uv = X∗

p , για κάποιο X ∈ G, προκύπτει ότι

ωp(u) = ωp(X
∗
p ) = X = θp(X

∗
p ) = θp(u),

απ΄ όπου έχουµε το µονοσήµαντο της ω, µε το οποίον κλείνει η απόδειξη.

Οι Προτάσεις 4.2.3, 4.2.6, 4.2.7 και 4.2.10 συνοψίζονται τώρα στο επόµενο

ϐασικό αποτέλεσµα.

4.2.11 Θεώρηµα. ΄Εστω µία πρωτεύουσα δέσµη ℓ = (P,G,B, π). Η ℓ διαθέτει

συνοχή ω, εάν και µόνον εάν υπάρχει µια οικογένεια {HpP}p∈P υποχώρων των

TpP (διανοµή) µε τις ιδιότητες :

i) TpP = HpP ⊕ VpP για κάθε p ∈ P .

ii) Για κάθε ξ ∈ X(P ), οι µονοσήµαντα ορισµένες συνιστώσες-του ξv και ξh,

που προκύπτουν από τις σχέσεις

ξ = ξv + ξh και ξvp ∈ VpP, ξhp ∈ HpP, ∀ p ∈ P,

ορίζουν διαφορίσιµα διανυσµατικά πεδία.

iii) Οι δεξιές µετατοπίσεις διατηρούν τους υποχώρους HpP .

Θα αποδείξουµε τώρα ότι κάτω από ορισµένες υποθέσεις, µια πρωτεύουσα

δέσµη µπορεί να εφοδιαστεί µε συνοχή. Πριν από αυτό ϑα εξετάσουµε δύο πα-

ϱαδείγµατα απλών πρωτευουσών δεσµών, οι οποίες εφοδιάζονται µε αντίστοιχες

χαρακτηριστικές συνοχές.

4.2.12 Παράδειγµα. Η ϕυσική συνοχή της τετριµµένης δέσµης.

΄Εστω B µία C∞-πολλαπλότητα και G οµάδα Lie. Θεωρούµε την τετριµµένη

δέσµη ℓo = (B×G,G,B, pr1), όπου η G δρα στην B×G µέσω της απεικόνισης

δ : (B ×G)×G −! B ×G : ((b, g), g′) 7! (b, gg′).
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Με τους συµβολισµούς του Ορισµού 4.1.5, ϑεωρούµε την απεικόνιση

ω : B ×G −! L
(
T (B ×G), G

)
,

που ορίζεται µέσω της σχέσης

ω(b,g) : TbB × Tg G −! TeG ≡ G : (u, v) 7! Tg ℓg−1(v),

και ϑα δείξουµε ότι είναι συνοχή της ℓo.
Είναι ϕανερό ότι η ω είναι διαφορική 1-µορφή της B ×G µε τιµές στην G.

Για τον έλεγχο της διαφορισιµότητάς της ϑεωρούµε τυχόν X ∈ X(B×G), οπότε

µπορούµε να γράψουµε ότι X = (X1,X2), όπου [µετά την ταύτιση T (B×G) ≡
TB × TG] X1 = p1 ◦X : B × G ! TB και X2 = p2 ◦X : B × G ! TG είναι

διαφορίσιµες απεικονίσεις (p1, p2 είναι οι αντίστοιχες προβολές του TB × TG).

Εποµένως, η ω(X) δίνεται από τον τύπο

ω(X)(b, g) = ω(b,g)

(
X1(b, g),X2(b, g)

)

= Tg ℓg−1

(
X2(b, g)

)

= Tg ℓg−1

(
X2(b, g)

)
+ 0

= Tg ℓg−1

(
X2(b, g)

)
+ Tg−1rg(Og−1)

= T(g,g−1)γ
(
X2(b, g), Ω ◦ α(g)

)

=
(
Tγ ◦ (X2, Ω ◦ α ◦ pr2)

)
(b, g),

όπου γ η πράξη της οµάδας G, α η απεικόνιση αντιστροφής και Ω το µηδενικό

διανυσµατικό πεδίο τηςG. Οι παραπάνω σχέσεις αποδεικνύουν ότι η ω(X) είναι

C∞-απεικόνιση, άρα και η ω.

Για την απόδειξη της (ω. 1) παρατηρούµε πρώτα ότι, για κάθε X ∈ L(G)
και για κάθε p = (b, g) ∈ B ×G, είναι

p̄ : G −! π−1(b) = pr−1
1 (b) = {b} ×G : g′ 7! (b, g)g′ = (b, gg′),

δηλαδή p̄(g′) = (C, ℓg)(g
′), όπου C(g′) = b (σταθερά), για κάθε g′ ∈ G, άρα

X∗
p = Tep̄(Xe) = Te(C, ℓg)(Xe) =

(
0, Teℓg(Xe)

)
.

Εποµένως

ωp(X
∗
p ) = ωp

(
0, Te ℓg (Xe)

)
= Tg ℓg−1

(
Te ℓg (Xe)

)
= Xe ≡ X,

δηλαδή καταλήγουµε στην ω(X∗) = X, για κάθε X ∈ L(G), όπως Ϲητούσαµε.

Για την (ω. 2), παρατηρούµε πρώτα ότι, για κάθε g′ ∈ G, είναι

Rg′(b, g) = (b, g)g′ = (b, gg′) = (idB × rg′)(b, g).
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΄Αρα, και για κάθε u = (u1, u2) ∈ T(b,g)(B ×G) ≡ TbB × TgG,

(R∗
g′ω)(b,g)(u) = ωRg′ (b,g)

(
T(b,g)Rg′(u)

)

= ω(b,gg′)

(
T(b,g)(idB × rg′)(u1, u2)

)

= ω(b,gg′)

(
u, Tg rg′(u2)

)

= Tgg′ℓ(gg′)−1

(
Tg rg′(u2)

)

= Tg(ℓg′−1 ◦ ℓg−1 ◦ rg′)(u2)

= Tg(rg′ ◦ ℓg′−1 ◦ ℓg−1)(u2)

= Te(rg′ ◦ ℓg′−1)
(
Tg ℓg−1(u2)

)

= Te Ig′−1(ω(b,g)(u))

= Ad(g′−1)(ω(b,g)(u)),

που αποδεικνύει την (ω. 2).

4.2.13 Παράδειγµα. Η αντίστροφη εικόνα συνοχής µέσω ενός G-B-ισο-

µορϕισµού.

΄Εστω ℓi = (Pi, G,B, πi) (i = 1, 2) κύριες δέσµες και ω µία συνοχή της ℓ2. Αν

(f, idG, idB) : ℓ1 ! ℓ2 είναι ένας G-B-ισοµορφισµός, ϑέτουµε

ω′ = f∗ω.

Προφανώς η ω′ είναι διαφορική 1-µορφή της P1. Η διαφορισιµότητά της ελέγ-

χεται ως εξής : Για τυχόν X ∈ X(P1), ορίζεται το Y = Tf ◦X◦f−1 ∈ X(P2) (δηλ.

το Y είναι το µοναδικό διανυσµατικό πεδίο του P2 που είναι f -συσχετισµένο µε

το X), οπότε, για κάθε p ∈ P1

ω′(X)(p) = ω′
p(Xp) = ωf(p)

(
Tpf(Xp)

)

= ωf(p)
(
Tf ◦X ◦ f−1

)
(f(p)g)

= ωf(p)(Yf(p)) =
(
ω(Y ) ◦ f

)
(p).

Εποµένως, η ω′(X), ως σύνθεση C∞-απεικονίσεων, είναι διαφορίσιµη, που α-

ποδεικνύει τη διαφορισιµότητα της ω′.

Για τις υπόλοιπες ιδιότητες της συνοχής προχωρούµε ως ακολούθως :

(ω. 1): ΄Εστω X ∈ L(G). Τότε υπάρχουν τα αντίστοιχα πεδία Killing X∗
1 ∈ X(P1)

και X∗
2 ∈ X(P2), αφού ηG δρα και στις δύο πολλαπλότητες P1 και P2. Θα

πρέπει να δείξουµε ότι ω′(X∗
1 ) = X. Προς τούτο παρατηρούµε πρώτα ότι, για

κάθε p ∈ P , είναι

(f ◦ p̄)(g) = f(pg) = f(p) · g = f(p)(g), ∀g ∈ G.
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Εποµένως,

ω′
p(X

∗
1,p) = ωf(p)

(
Tpf(X

∗
1,p)
)
= ωf(p)

(
Tpf(Tep̄(Xe))

)

= ωf(p)
(
Te(f ◦ p̄)(Xe)

)
= ωf(p)

(
Tef(p)(Xe)

)

= ωf(p)(X
∗
2,f(p)) = X.

(ω. 2): Ας συµβολίσουµε µε R1
g και R2

g τις δεξιές µετατοπίσεις (κατά g ∈ G) των

P1 και P2, αντιστοίχως. Πρέπει να δείξουµε ότι

(R1
g)

∗ω′ = Ad(g−1)ω′, ∀g ∈ G.

∆ιαπιστώνουµε αµέσως ότι f ◦ R1
g = R2

g ◦ f , για κάθε g ∈ G. Εποµένως, για

κάθε p ∈ P1 και u ∈ TpP1, είναι :

(
(R1

g)
∗ω′
)
p
(u) = ω′

R1
g(p)

(
TpR

1
g(u)

)
= ω′

pg

(
TpR

1
g(u)

)

= ωf(pg)
(
Tpgf ◦ TpR

1
g(u)

)

= ωf(pg)
(
Tp(f ◦R1

g)(u)
)

= ωf(p)g
(
Tp(R

2
g ◦ f)(u)

)

= ωf(p)g
(
Tf(p)R

2
g ◦ Tpf(u)

)

= ωR2
g(f(p))

(
Tf(p)R

2
g(Tp f(u))

)

=
(
(R2

g)
∗ω
)
f(p)

(
Tpf(u)

)

= Ad(g−1)
(
ωf(p)(Tpf(u)

)

= Ad(g−1)
(
ω′
p(u)

)
.

Είµαστε τώρα σε ϑέση να αποδείξουµε το επόµενο ϐασικό ϑεώρηµα ύπαρξης

συνοχής σε µία πρωτεύουσα δέσµη. Θα χρειαστούµε επίσης να ανατρέξουµε και

στα περί διαµερίσεων της µονάδας και παρασυµπάγειας, που αναφέρονται στη

σελίδα 83.

4.2.14 Θεώρηµα. ΄Εστω ℓ = (P,G,B, π) πρωτεύουσα δέσµη της οποίας η ϐάση

B είναι παρασυµπαγής πολλαπλότητα. Τότε η ℓ εφοδιάζεται µε συνοχή ω.

Απόδειξη. ΄Εστω {(Ui,Φi)}i∈I απλοποιούσα κάλυψη της ℓ. Για κάθε i ∈ I,
ϑεωρούµε την πρωτεύουσα δέσµη

ℓi =
(
π−1(Ui), G, Ui, π|π−1(Ui)

)

και την αντίστοιχη τετριµµένη δέσµη

ℓio = (Ui ×G,G,Ui, pr1)
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[ϐλ. Παραδείγµατα 3.2.9 (2) και (3)]. Είναι προφανές ότι

(Φi, idG, idUi
) : ℓi −! ℓio

είναι G-Ui-ισοµορφισµός. Αν ωi συµβολίζει τη ϕυσική συνοχή της ℓio (ϐλ. Πα-

ϱάδειγµα 4.2.12), τότε η

ω′
i = Φ∗

iωi

είναι συνοχή της ℓi, κατά το Παράδειγµα 4.2.13.

΄Εστω τώρα ότι {(Vi, ψi)}i∈J είναι µία C∞-διαµέριση της µονάδας υποκε-

ίµενη στην ανοιχτή κάλυψη {Ui}i∈I της ϐάσης B. Θέτουµε

ω :=
∑

i∈J

(ψi ◦ π) · ω
′
i.

Η ω είναι διαφορική 1-µορφή, ως γραµµικός συνδυασµός διαφορικών 1-µορ-

ϕών. Επίσης είναι διαφορίσιµη : Αν X ∈ X(P ), τότε, για κάθε p ∈ P , έχουµε

ότι

ω(X)(p) = ωp(Xp) =

=
∑

i∈J

ψi(π(p)) · ω
′
ip(Xp) =

(∑

i∈J

(ψi ◦ π) · ω
′
i(X)

)
(p),

απ᾿ όπου και η Ϲητούµενη διαφορισιµότητα.

Αποδεικνύουµε τώρα τις ιδιότητες της συνοχής. Για ευκολία ϑα παραλείψου-

µε τους δείκτες στο σύµβολο του αθροίσµατος.

(ω. 1): Για τυχόν X ∈ L(G), ϐρίσκουµε ότι

ωp(X
∗
p ) =

∑
ψi(π(p)) · ω

′
ip(X

∗
p ) =

=
∑

ψi(π(p)) ·X =
(∑

ψi
(
π(p)

))
·X = 1 ·X = X.

(ω. 2): ΄Εστω g ∈ G. Τότε, για κάθε p ∈ P και u ∈ TpP , είναι

(R∗
gω)p(u) = ωpg

(
TpRg(u)

)

=
∑

(ψi ◦ π)(pg) · ω
′
ipg

(
TpRg(u)

)

=
∑

ψi(π(pg)) · (R
∗
g ω

′
i)p (u)

=
∑

ψi(π(p)) ·Ad(g
−1)
(
ω′
ip (u)

)

= Ad(g−1)
(∑

(ψi ◦ π) (p) · ω
′
ip(u)

)

= Ad(g−1)(ωp(u)).
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4.3 Οριζόντιες Ανυψώσεις διανυσµατικών πεδίων

Εδώ ϑα ασχοληθούµε µε µια ειδική κατηγορία διανυσµατικών πεδίων µιας πρωτ-

εύουσας δέσµης ℓ = (P,G,B, π) εφοδιασµένης µε µία συνοχή ω .

4.3.1 Ορισµός. Αν ξ ∈ X (B) είναι ένα διανυσµατικό πεδίο (της ϐάσης), καλο-

ύµε οριζόντια ανύψωση του ξ ένα διανυσµατικό πεδίο ξ̂ ∈ X (P ) (του ολικού

χώρου), µε τις ιδιότητες

Tpπ
(
ξ̂(p)

)
= ξ(π(p)),(HL 1)

ξ̂(p) ∈ HpP,(HL 2)

για κάθε p ∈ P .

Εποµένως, τα πεδία ξ̂ και ξ είναι π-συσχετισµένα, µε την επιπλέον ιδιότητα

για το ξ̂ να είναι οριζόντιο, δηλαδή να ισχύει η (HL 2). Η ιδιότητα (HL 1) σηµαίνει

επίσης ότι το ξ̂ προβάλλεται στο ξ.

4.3.2 Πρόταση. Με τους συµβολισµούς του προηγούµενου Ορισµού 4.3.1, για

κάθε ξ υπάρχει ένα µονοσήµαντα ορισµένο αντίστοιχο ξ̂.

Απόδειξη. Ας δείξουµε πρώτα τη µοναδικότητα του ξ̂, για ένα δοσµένο ξ: Αν

υποθέσουµε ότι υπάρχει και µία άλλη οριζόντια ανύψωση η̂ ∈ X (P ) του ξ, τότε

Tpπ
(
η̂(p)

)
= ξ(π(p)) = Tpπ

(
ξ̂(p)

)
, ∀ p ∈ P.

Επειδή η Tpπ|HpP : HpP ! Tπ(p)B, είναι γραµµικός ισοµορφισµός, προκύπτει

ότι η̂(p) = ξ̂(p) ∈ HpP , για κάθε p ∈ P , οπότε και η̂ = ξ̂.
Για την κατασκευή της οριζόντιας ανύψωσης του ξ ϑέτουµε

ξ̂(p) := (Tpπ)
−1 (ξ(π(p))) , p ∈ P.

Προφανώς, λόγω του ισοµορφισµού Tpπ, είναι ξ̂(p) ∈ HpP , για κάθε p ∈ P .

Επιπλέον, εκ κατασκευής, το ξ̂ προβάλλεται στο ξ.
Μένει να αποδειχθεί η διαφορισιµότητα του ξ̂. Αυτό γίνεται τοπικά σε µια

περιοχή τυχόντος σηµείου po ∈ P µε π(po) = bo ∈ B. Για το po υπάρχει

απλοποίηση (U,Φ) του P µε bo ∈ U και po ∈ π−1(U). Θεωρούµε και την

απεικόνιση η : U ×G! T (U ×G), που δίνεται από τη σχέση

η(b, g) := (ξ(b), 0g) ∈ TbU × TgG ≡ T(b,g)(U ×G).

Το η είναι διαφορίσιµο διανυσµατικό πεδίο της πολλαπλότητας U × G, µε τη

διαφορισιµότητα του να προκύπτει από την

η(b, g) = (ξ(b), 0g) = (ξ(b),Ω(g)) = (ξ ◦ pr1,Ω ◦ pr2) (b, g); (b, g) ∈ U ×G,
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όπου Ω είναι το µηδενικό διανυσµατικό πεδίο του G.

Συµβολίζουµε τώρα µε η̂ : π−1(U) ! T
(
π−1(U)

)
≡ TP το (µοναδικό) δια-

ϕορίσιµο διανυσµατικό πεδίο που είναι Φ-συσχετισµένο µε το η (η επιλογή αυτού

του συµβολισµού ϑα δικαιολογηθεί στη συνέχεια), δηλαδή η̂ = TΦ−1 ◦ η ◦ Φ.

Παρατηρούµε ότι, για τυχόν q ∈ π−1(U) µε Φ(q) = (b, g), είναι

Tqπ
(
η̂(q)

)
= Tqπ

(
T(b,g)Φ

−1(η(b, g))
)

= T(b,g)
(
π ◦ Φ−1

)
(η(b, g)) = T(b,g)pr1(η(b, g))

= pr1 (ξ(b), 0g) = ξ(b) = ξ(π(q)),

από την οποία προκύπτει ότι το η̂ προβάλλεται στο ξ|U και είναι οριζόντιο δια-

νυσµατικό πεδίο, αφου η̂(q) = (Tqπ)
−1 (ξ(π(q))) ∈ HqP , πάλι λόγω του ισο-

µορφισµού Tqπ : HqP ! Tπ(q). ∆ηλαδή το η̂ είναι οριζόντια ανυψωση του ξ|U .

Από το άλλο µέρος, σύµφωνα µε τον ορισµό του ξ̂ και την παραπάνω σειρά

σχέσεων,

ξ̂(q) = (Tqπ)
−1 (ξ(π(q))) = η̂(q), q ∈ π−1(U),

οπότε ξ̂ |π−1(U) = η̂ που αποδεικνύει τη διαφορισιµότητα του ξ̂ στην περιοχή

π−1(U) του po. Ανάλογα και για κάθε άλλο σηµείο του P . Εποµένως το ξ̂ που

κατασκευάσαµε είναι πράγµατι διαφορίσιµο διανυσµατικό πεδίο, µε το οποίο

κλείνει η απόδειξη.

Ενώ κάθε διανυσµατικό πεδίο της ϐάσης διαθέτει ορζόντια ανύψωση, ένα τυ-

χόν οριζόντιο διανυσµατικό διανυσµατικό πεδίο δεν είναι απαραίτητα (οριζόντια)

ανύψωση ενός διανυσµατικού πεδίου της ϐάσης. Αυτό είναι δυνατόν υπό ορι-

σµένη προυπόθεση, όπως ϕαινεται στην επόµενη πρόταση.

4.3.3 Πρόταση. ΄Εστω η ∈ X (P ) ένα οριζόντιο διανυσµατικό πεδίο αναλλοίωτο

ώς προς τις δεξιές µετατοπίσεις, δηλαδή ισχύει η σχέση

TpRg(ηp) = ηpg; p ∈ P, g ∈ G.

Τότε υπάρχει µοναδικό ξ ∈ X (B), έτσι ώστε η = ξ̂. Με άλλα λόγια, κάθε δεξιά

αναλλοίωτο οριζόντιο διανυσµατικό πεδίο του ολικού χώρου P είναι οριζόντια

ανύψωση ενός µοναδικού διανυσµατικού πεδίου της ϐάσης B.

Απόδειξη. Για ένα b ∈ B, ϑέτουµε ξ(b) := Tpπ(η(p)), όπου p ∈ P είναι τυχόν

σηµείο µε π(p) = b. Το ξ είναι διανυσµατικό πεδίο του B καλά ορισµένο γιατί,

αν πάρουµε και οποιοδήποτε q ∈ P µε π(q) = b, τότε υπάρχει g ∈ G, έτσι ώστε

q = pg, οπότε

Tqπ(η(q)) = Tpgπ(η(pg)) = Tp(π ◦Rg)(η(p)) = Tpπ(η(p)) = ξ(b).
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Το ξ είναι διαφορίσιµο στην περιοχή U κάθε απλοποιούντος Ϲεύγους (U,Φ).
Πράγµατι, για κάθε b ∈ U , είναι

ξ(b) = Ts(b)π(η(s(b))) = (Tπ ◦ η ◦ s)(b),

όπου s είναι η ϕυσική τοµή που αντιστοιχεί στο (U,Φ) (ϐλ. Ορισµό 3.3.2). Επο-

µένως, ξ|U = Tπ ◦η ◦s, απ΄ όπου προκύπτει η διαφορισιµότητα του ξ στο U και,

ανάλογα, σε ολόκληρο το B.

Αν τώρα ξ̂ είναι η οριζόντια ανύψωση του ξ, έχουµε ότι

Tpπ
(
ξ̂(p)

)
= ξ(π(p)) = Tpπ(η(p)); p ∈ P,

απ΄ όπου προκύπτει αµέσως ότι η = ξ̂.

Με χρήση της οριζόντιας ανύψωσης ενός διανυσµατικού πεδίου, µπορούµε

να αποδείξουµε το επόµενο αποτέλεσµα, που δίνει έναν άλλο χαρακτηρισµό της

συνοχής σε µια πρωτεύουσα δέσµη, ισοδύναµο µε το Θεώρηµα 4.2.11. Ακρι-

ϐέστερα έχουµε:

4.3.4 Θεώρηµα. ΄Εστω µία πρωτεύουσα δέσµη ℓ = (P,G,B, π). Η ℓ διαθέτει

συνοχή ω, εάν και µόνον εάν υπάρχει µια οικογένεια {HpP}p∈P υποχώρων των

TpP (διανοµή) µε τις ιδιότητες :

i) TpP = HpP ⊕ VpP , για κάθε p ∈ P .

ii) Για κάθε p ∈ P υπάρχει µία αντίστοιχη περιοχή V ∈ Np και n = dimB
το πλήθος οριζόντια διανυσµατικά πεδία {X1, . . . ,Xn} επί της V , τέτοια ώστε η

οικογένεια {X1(q), . . . ,Xn(q)} να αποτελεί ϐάση του HqP , για κάθε q ∈ V .

iii) Οι δεξιές µετατοπίσεις διατηρούν τους υποχώρους HpP .

Πριν την απόδειξη, ας αναφέρουµε ότι η ιδιότητα ii) του ϑεωρήµατος αποτελεί

(εξ ορισµού) τη συνθήκη διαφορισιµότητα της διανοµής P ∋ p 7! HpP .

Θα χρειαστούµε το επόµενο γενικότερο συµπέρασµα.

4.3.5 Λήµµα. Με τις υποθέσεις του Θεωρήµατος 4.3.4, για κάθε ξ ∈ X (P ), οι

συνιστώσες ξv και ξh του ξ, που προκύπτουν από τη συνθήκη ι), (ϐλ. επίσης και

το Πόρισµα 4.2.4) είναι διαφορίσιµα διανυσµατικά πεδία.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι το ξh είναι διαφορίσιµο, οπότε ϑα είναι διαφορίσιµο

και το ξv, αφού ξv = ξ−ξh. Για τούτο αρκεί να δείξουµε ότι είναι διαφορίσιµο σε

τυχόν σηµείο po ∈ P . Για ένα τέτοιο po υπάρχει απλοποιούν Ϲεύγος (U,Φ), έτσι

ώστε po ∈ V := π−1(U). Εποµένως, ϐάσει της ii) για κάθε q ∈ V , το ξh(q) ∈ TqP
γράφεται µε τη µορφή

(4.3.1) ξh(q) =

n∑

i=1

λi(q)Xi(q), όπου λi(q) ∈ R και n = dimB.
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Εποµένως, αρκεί να δείξουµε ότι οι συναρτησεις λi : V ! R είναι διαφορίσιµες.

Πράγµατι, από την (4.3.1) προκύπτει ότι

Tqπ(ξ(q)) = Tqπ
(
ξv(q) + ξh(q)

)
= Tqπ

(
ξh(q)

)
=

n∑

i=1

λi(q)Tqπ(Xi(q)).

Επειδή τα Tq(Xi(q)), i = 1, . . . , n, αποτελούν ϐάση του TqB (πάλι λόγω του

γραµµικού ισοµορφισµού Tqπ|HqP ), έχουµε ότι

λi(q) = pri (Tqπ(ξ(q))) =
(
pri ◦ Tπ ◦ ξ

)
(q), q ∈ V.

Η τελευταία σχέση αποδεικνύει ότι πράγµατι οι συντελεστες της (4.3.1) είναι

διαφορίσιµες απεικονίσεις, άρα και το ξh είναι διαφορίσιµο διανυσµατικό πεδίο

στην περιοχή V του po. Ανάλογα και σε κάθε άλλο σηµείο του P .

Απόδειξη του Θεωρήµατος 4.3.4. Ας υποθέσουµε πρώτα ότι η ℓ εφοδιάζεται µε

µία συνοχή ω. Τότε ισχύουν οι ιδιότητες i) και iii), ϐάσει των Προτάσεων 4.2.3

και 4.2.6, αντιστοίχως.

Για τη ii): ΄Εστω τυχόν p ∈ P . Αν π(p) = b και (U,Φ) ένα απλοποιούν

Ϲεύγος µε b ∈ U ⊂ B, µπορούµε να υποθέσουµε ότι το U είναι (µε κατάλληλη

σµίκρυνση, αν χρειάζεται) πεδίον ορισµού ενός χάρτη (U, φ) του B. Θεωρούµε

τα ϐασικά διανυσµατικά πεδία

∂

∂xi
∈ X (U); i = 1, . . . , n,

και τις αντίστοιχες οριζόντιες ανυψώσεις τους

Xi =

(̂
∂

∂xi

)
∈ X (V ); i = 1, . . . , n.

Επειδή Tqπ|HqP : HqP ! Tπ(q)B είναι γραµµικός ισοµορφισµός και ισχύει η

σχέση

Tqπ (Xi(q)) =
∂

∂xi

∣∣∣
π(q)

; i = 1, . . . , n, q ∈ V,

καταλήγουµε στην ιδιότητα ii).

Το αντίστροφο αποδεικνύεται ακριβώς όπως στην Πρόταση 4.2.10. ΄Ενα ϐα-

σικό σηµείο της απόδειξης αποτελεί η διαφορισιµότητα της ω [που ορίζεται από

την (4.2.3)], και η οποία ϐασίζεται ουσιωδώς στη διαφορισιµότητα του ξv. Η

τελευταία ιδιότητα εδώ εξασφαλίζεται από το Λήµµα 4.3.5.
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4.4 Παράλληλη µετατόπιση κατά µήκος καµπύλης

Υποθέτουµε ότι ℓ = (P,G,B, π) είναι πρωτεύουσα δέσµη εφοδιασµένη µε µία

συνοχή ω. ΄Εισάγουµε τις επόµενες χρήσιµες έννοιες.

Αν I ⊂ R είναι κλειστό διάστηµα, µια καµπύλη α : I ! B ϑα λέγεται

(C∞)-διαφορίσιµη, αν υπάρχει ανοιχτό διάστηµα J ⊂ R µε I ⊂ J , και C∞-

καµπύλη α̃ : J ! B, τέτοια ώστε α̃|I = α.

΄Εστω τώρα I = [0, 1] και α : I ! B συνεχής καµπύλη. Η α λέγεται κατά

τµήµατα διαφορίσιµη (piece­wise differentiable) (ϐραχυγραφικά, κ.τ. C∞) αν

υπάρχουν πεπερασµένα το πλήθος ti ∈ [0, 1] (i = 0, . . . , k), µε to = 0 < t1 <
· · · < tk = 1, έτσι ώστε η αi = α|[ti,ti+1] : [ti, ti+1] ! B να είναι διαφορίσιµη

καµπύλη, για κάθε i = 0, . . . , k − 1.

Τέλος, σε µια πρωτεύουσα δέσµη ℓ = (P,G,B, π) µε συνοχή ω, ϑα λέµε ότι

η κ.τ. C∞-καµπύλη α̂ : I = [0, 1] ! P είναι οριζόντια ανύψωση (horizontal

lifting) της α : [0, 1] ! B, αν ικανοποιούνται οι συνθήκες :

π ◦ α̂ = α,(i)

˙̂α(t) = (Tt α̂)

(
d

dt

∣∣∣
t

)
∈ Hα̂(t),(ii)

για κάθε t ∈ (ti, ti+1) και i = 0, . . . k − 1.

Για λόγους τυπογραφικής ευκολίας, το ϐασικό διανυσµατικό πεδίο
d

dt
του R

συµβολίζεται µε ∂, οπότε

(4.4.1) ∂t = ∂(t) =
d

dt
(t) =

d

dt

∣∣∣
t
,

για κάθε t ∈ R.

4.4.1 Θεώρηµα. Υποθέτουµε ότι ℓ = (P,G,B, π) είναι πρωτεύουσα δέσµη ε-

ϕοδιασµένη µε µία συνοχή ω, και α : I = [0, 1] ! B κ.τ. C∞-καµπύλη. Τότε,

για κάθε po ∈ π−1(α(o)), υπάρχει µια µοναδική οριζόντια ανύψωση α̂ της α µε

αρχική συνθήκη α̂(0) = po.

Απόδειξη. Περίπτωση i): Ας υποθέσουµε πρώτα ότι υπάρχει απλοποιούν Ϲεύγος

(U,Φ) της ℓ, τέτοιο ώστε α(I) ⊂ U . Θέτουµε Φ(po) = (bo, go) [προφανώς bo =
α(0)] και ϑεωρούµε την κ.τ. C∞-καµπύλη

γ : I −! P : t 7! γ(t) := Φ−1
(
α(t), go

)
.

Επειδή

γ(0) = Φ−1(α(0), go) = Φ−1(bo, go) = po
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και

π ◦ γ(t) = π ◦ Φ−1(α(t), go) = pr1
(
α(t), go

)
= α(t),

η γ είναι ανύψωση της α µε αρχική συνθήκη γ(0) = po. ΄Οµως η γ δεν είναι

απαραιτήτως οριζόντια. Ας συµβολίσουµε λοιπόν µε α̂ την Ϲητούµενη οριζόντια

ανύψωση. ΄Οµως, για κάθε t ∈ [0, 1], τα α̂(t) και γ(t) είναι σηµεία του ίδιου

νήµατος π−1(α(t)), άρα ϑα υπάρχει µοναδικό g(t) ∈ G, έτσι ώστε α̂(t) =
γ(t)g(t) (ϐλ. Πρόταση 3.2.16). Εποµένως, ορίζεται µία καµπύλη g : I ! G, η

οποία είναι κ.τ. C∞, αφού η σχέση Φ(α̂(t)) = Φ
(
γ(t)g(t)

)
, συνεπάγεται την

g(t) =
(
pr2 ◦ Φ ◦ γ(t)

)−1
·
(
pr2 ◦Φ ◦ α̂(t)

)
.

Επίσης g(0) = e, επειδή α̂(0) = γ(0).
Προφανώς, αν µπορέσουµε να προσδιορίσουµε την καµπύλη g, ϑα έχουµε

άµέσως και την α̂(t), αφού η γ είναι ήδη γνωστή.

Ας δούµε τώρα τι προκύπτει από την απαίτηση η α̂ να είναι οριζόντια. ∆ιαφο-

ϱίζοντας την ισότητα α̂ = δ ◦ (γ, g) (που προκύπτει από τη σχέση των ανυψώσεων

α̂ και γ), ϐρίσκουµε διαδοχικά :

˙̂α(t) = (Tt α̂)(∂t) = Tt
(
δ ◦ (γ, g)

)
(∂t)

= T(γ(t),g(t))δ
(
Tt γ (∂t), Tt g (∂t)

)

= Tγ(t) δg(t)
(
γ̇(t)

)
+ Tg(t) δγ(t)

(
ġ(t)

)

= Tγ(t)Rg(t)
(
γ̇(t)

)
+ Tg(t) γ(t)

(
ġ(t)

)
.(4.4.2)

Εξάλλου, από το ġ(t) ∈ Tg(t)G ορίζεται το Ae := Tg(t)ℓg(t)−1(ġ(t)) ∈ TeG, άρα

υπάρχει αντίστοιχο (του Ae) πεδίο A ∈ L(G). Συνεπώς,

Tg(t)γ(t) (ġ(t)) = Tg(t)γ(t) ◦ Teℓg(t)(Ae)

= Teγ(t)g(t) (Ae)

= A∗
γ(t)g(t) = A∗

α̂(t),

οπότε η (4.4.2) µετασχηµατίζεται στην

˙̂α(t) = Tγ(t)Rg(t) (γ̇(t)) +A∗
α̂(t).

Υπολογίζοντας τη µορφή συνοχής στο τελευταίο διάνυσµα ϐρίσκουµε την

(4.4.3) ωα̂(t)
(
˙̂α(t)

)
= ωα̂(t)

(
Tγ(t)Rg(t) (γ̇(t))

)
+ ωα̂(t)

(
A∗
α̂(t)

)
.

΄Εχουµε όµως ότι

˙̂α(t) ∈ Hα(t)P και ωα̂(t)
(
A∗
α̂(t)

)
= A ≡ Ae,
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άρα η (4.4.3) οδηγεί στην

ωα̂(t)
(
Tγ(t)Rg(t) (γ̇(t))

)
+Ae = 0,

και, ισοδύναµα, στην

−Ae = ωγ(t)g(t)
(
Tγ(t)Rg(t) (γ̇(t))

)

= (R∗
g(t)ω)γ(t)

(
γ̇(t)

)

= Ad(g(t)−1)
(
ωγ(t)(γ̇(t))

)

= Te Ig(t)−1

(
ωγ(t)(γ̇(t))

)

= Te
(
ℓg(t)−1 ◦ rg(t)

)(
ωγ(t)(γ̇(t))

)

= Tg(t) ℓg(t)−1 ◦ Te rg(t)
(
ωγ(t)(γ̇(t))

)
.

Επειδή ϑέσαµε Ae = Tg(t)ℓg(t)−1

(
ġ(t)

)
και η Tg(t)ℓg(t)−1 είναι ισοµορφισµός,

από την προηγούµενη σειρά µετασχηµατισµών προκύπτει η

(4.4.4) −Tg(t)rg(t)−1

(
ġ(t)

)
= ωγ(t)(γ̇(t)),

δηλαδή καταλήγουµε σε µία διαφορική εξίσωση όπου η άγνωστη συνάρτηση

είναι η g(t). Η (4.4.4) είναι µία εξίσωση µε ολικό διαφορικό, η οποία επιλύεται

µονοσήµαντα για δεδοµένη αρχική συνθήκη, οπότε υπολογίζεται η g και, όπως

εξηγήσαµε, και η οριζόντια ανύψωση α̂, για την περίπτωση i). Για το παραπάνω

είδος εξισώσεων και την επιλυσή τους παραπέµπουµε στο [10, Ch. ΙΙΙ, §3.17;

Ch. ΙΙΙ, §6.7].

Περίπτωση ii): Ας υποθέσουµε τώρα ότι η εικόνα α(I)δεν περιέχεται σε ένα

απλοποιούν Ϲεύγος (U,Φ). Στην περίπτωση αυτή, για κάθε b ∈ α(I), υπάρχει

απλοποιούν Ϲεύγος (Ub,Φb) µε b ∈ Ub, οπότε

α(I) ⊂
⋃

b∈α(I)

Ub.

Αφού όµως το α(I) είναι συµπαγές, η ανοιχτή κάλυψη {Ub}b∈α(I) δέχεται πεπε-

ϱασµένη υποκάλυψη {Ui := Ubi}i=1,...,k. Τότε υπάρχουν

to = 0, t1, . . . , tk−1, tk = 1 ∈ [0, 1] µε ti < ti+1,

έτσι ώστε α
(
[ti, ti+1]

)
⊂ Ui, ∀ i = 0, . . . , k − 1.

΄Οπως στην περίπτωση i), ϐρίσκουµε την οριζόντια ανύψωση α̂o της καµπύλης

(περιορισµού) αo := α
∣∣
[to,t1]

, µε αρχική συνθήκη α̂o(0) = po. Συνεχίζοντας

διαδοχικά ϐρίσκουµε την οριζόντια ανύψωση της κάθε αi := α|[ti,ti−1] µε αρχι-

κή συνθήκη α̂i(ti) = α̂i−1(ti). Η ένωση των καµπυλών α̂i είναι κατα τµήµατα

διαφορίσιµη οριζόντια ανύψωση της α µε αρχική συνθήκη α̂(0) = po.
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4.4.2 Ορισµός. ΄Εστω ℓ = (P,G,B, π) πρωτεύουσα δέσµη µε συνοχή ω και µία

κ.τ. C∞-καµπύλη α : I = [0, 1] ! B µε α(0) = bo και α(1) = b1. Για κάθε

p ∈ π−1(bo), συµβολίζουµε µε α̂p τη µοναδική οριζόντια ανύψωση της α µε

αρχική συνθήκη α̂p(0) = p. Η απεικόνιση

τα : π
−1(bo) −! π−1(b1) : p 7! α̂p(1)

καλείται παράλληλη µετατόπιση κατά µήκος της α (parallel displacement

along α).

4.4.3 Λήµµα. Η παράλληλη µετατόπιση τα ικανοποιεί τη σχέση

τα ◦Rg = Rg ◦ τα,

για κάθε g ∈ G. Αναλυτικότερα,

τα(pg) = τα(p) · g; p ∈ π−1(bo), g ∈ G.

Απόδειξη. ΄Εστω g ∈ G και p ∈ π−1(bo). Τότε έχουµε τις σχέσεις
(
τα ◦Rg

)
(p) = τα(pg) = α̂pg(1),(

Rg ◦ τα
)
(p) = Rg

(
α̂p(1)

)
= α̂p(1) · g.

Θα πρέπει να δείξουµε ότι α̂pg(1) = α̂p(1) · g. Αυτό προκύπτει απο τη

γενικότερη σχέση

α̂pg(t) = α̂p(t) · g, t ∈ [0, 1].

Πράγµατι, επειδή η α̂pg είναι η µοναδική οριζόντια ανύψωση της α µε αρχική

συνθήκη α̂pg(0) = pg, για να δείξουµε την ισότητα των απεικονίσεων α̂pg και

α̂p · g, αρκεί να δείξουµε ότι η α̂p · g είναι οριζόντια ανύψωση της α µε αρχική

συνθήκη (α̂p · g)(0) = α̂p(0) · g = pg.
Η αρχική συνθήκη προφανώς είναι η Ϲητουµένη. Επίσης, η α̂p · g είναι

ανύψωση της α, αφού (ϐλ. Πόρισµα 3.2.11)

π
(
α̂p(t) · g

)
= π(α̂p(t)) = α(t), t ∈ I.

Τέλος, είναι οριζόντια καµπύλη επειδή [ϐλ. και σχέση (4.4.1)], για κάθε t ∈ I
έχουµε:

( ·

˜̂αp · g
)
(t) =

( ·

R̃g ◦ α̂p
)
(t) = Tt(Rg ◦ α̂p)(∂t)

=
(
Tα̂p(t)Rg ◦ Ttα̂p

)
(∂t)

= Tα̂p(t)Rg
( ·

α̂p (t)
)
∈

∈ Tα̂p(t)Rg (HpP ) = Hα̂p(t)g P.
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4.4.4 Λήµµα. Με τις υποθέσεις του Ορισµού 4.4.2, η

τα : π
−1(α(0)) −! π−1(α(1))

είναι C∞-απεικόνιση.

Απόδειξη. Ας σταθεροποιήσουµε ένα po ∈ π−1(α(0)). Θέτουµε

qo := τα(po) ∈ π−1(α(1)).

Για κάθε p ∈ π−1(α(0)), υπάρχει ένα µοναδικό g ∈ G, τέτοιο ώστε p = po · g.
Εποµένως, (ϐλ. Λήµµα 3.3.5) g = k(po, p) = kpo(p)), όπου η kpo είναι C∞-

απεικόνιση. Εξάλλου, ϐάσει του Λήµµατος 4.4.3 και του Ορισµού 4.1.2,

τα(p) = τα(po · g) = τα
(
Rg(po)

)
= Rg

(
τα(po)

)
=

= Rg(qo) = qog = qo(k(po, p)) =
(
qo ◦ kpo

)
(p),

δηλαδή τα = qo ◦ kpo , η οποία είναι διαφορίσιµη απεικόνιση. Προφανώς, η

διαφορισιµότητα δεν εξαρτάται από την επιλογή του po ∈ π−1(α(0)) (γιατί ;)

Επειδή σκοπός µας, στη συνέχεια, είναι να δείξουµε ότι η τα είναι αµφι-

διαφόριση, χρειαζόµαστε πρώτα την έννοια της αντίθετης καµπύλης (inverse

curve) α−1 µιας καµπύλης α : I ! B. Ακριβέστερα, είναι

(4.4.5) α−1 : I −! B : t 7! α−1(t) := α(1 − t).

Προφανώς

α−1 = α ◦ µ,

όπου η µεταφορά

µ : R −! R : t 7! 1− t

είναι διαφορίσιµη απεικόνιση, και

(
α−1

)−1
= α.

Από τα προηγούµενα συνάγεται αµέσως ότι µία καµπύλη α είναι κ.τ. (≡
κατά τµήµατα) C∞-καµπύλη , αν και µόνον αν η α−1 είναι κ.τ. C∞-καµπύλη.

Επίσης, αν α είναι κ.τ. C∞-καµπύλη, η α−1 ορίζει την αντίστοιχη παράλληλη

µετατόπιση

τα−1 : π−1
(
α−1(0)

)
= π−1(α(1)) −! π−1(α(0)) = π−1

(
α−1(1)

)
.

Με τους προηγούµενους συµβολισµούς αποδεικνύεται το



154 Κεφάλαιο 4. Συνοχές σε Πρωτεύουσες ∆έσµες

4.4.5 Λήµµα. Για κάθε (κ.τ.) C∞-καµπύλη α, ισχύει η σχέση

τα−1 = τ−1
α .

Απόδειξη. ΄Εστω p ∈ π−1(α(0)) και α̂p η οριζόντια ανύψωση της α µε αρχική

συνθήκη p. Θεωρούµε την (αντίθετη) καµπύλη (α̂p)
−1, για την οποίαν παρατη-

ϱούµε ότι :

i) Είναι ανύψωση της α−1, επειδή

π ◦ (α̂p)
−1 = π ◦ α̂p ◦ µ = α ◦ µ = α−1.

ii) Είναι οριζόντια, διότι

·

(̃α̂p)−1 (t) = Tt(α̂p)
−1(∂t)

= Tt(α̂p ◦ µ)(∂t)

= Tµ(t)α̂p
(
µ′(t) · ∂µ(t)

)

= Tµ(t)α̂p
(
(−1) · ∂µ(t)

)

= −T(1−t)α̂p
(
∂(1−t)

)

= −
·

α̂p (1− t) ∈ Hα̂p(1−t)P.

iii) Τέλος έχει αρχική συνθήκη

(α̂p)
−1(0) = α̂p(1) = τα(p).

Εποµένως, η α̂−1
p είναι οριζόντια ανύψωση της α−1 µε αρχική συνθήκη

α̂p(1), οπότε (σύµφωνα µε τους συµβολισµούς του Ορισµού 4.4.2) µπορούµε

να γράψουµε ότι

(4.4.6) (α̂p)
−1 =

(
α̂−1

)
α̂p(1)

,

µέσω της οποίας ϐρίσκουµε ότι

(τα−1 ◦ τα)(p) = τα−1

(
α̂p(1)

)
=

=
(
α̂−1

)
α̂p(1)

(1) = (α̂p)
−1(1) = α̂p(0) = p,

για κάθε p ∈ π−1(α(0)), δηλαδή καταλήγουµε στη σχέση

(4.4.7) τα−1 ◦ τα = idπ−1(α(0)).
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Επειδή (α−1)−1 = α, µε ανάλογο τρόπο αποδεικνύουµε ότι

τα ◦ τα−1(q) = q, ∀ q ∈ π−1(α(1)),

δηλαδή

(4.4.8) τα ◦ τα−1 = idπ−1(α(1)).

Οι (4.4.7) και (4.4.8) κλείνουν την απόδειξη.

Τα δύο τελευταία λήµµατα αποδεικνύουν ουσιαστικά το επόµενο ϐασικό συ-

µπέρασµα:

4.4.6 Θεώρηµα. Για κάθε (κατά τµήµατα) C∞-καµπύλη α : I ! B, η παράλ-

ληλη µετατόπιση τα : π
−1(α(0)) ! π−1(α(1)) είναι αµφιδιαφόριση (µεταξύ των

σηµειουµένων νηµάτων).

4.4.7 Σχόλιο. Είδαµε ότι η παράλληλη µετατόπιση κατά µήκος µιας καµπύλης

α ορίζει µια ισοµορφία µεταξύ των νηµάτων π−1(α(0)) και π−1(α(1)), που

είναι ανεξάρτητη της χρησιµοποιούµενης απλοποιούσας κάλυψης, δηλαδή είναι

ανεξάρτητη του συστήµατος συντεταγµένων. Αυτό σηµαίνει ότι η ισοµορφία αυτή

είναι µία εσωτερική (intrinsic) ιδιότητα της δέσµης, η οποία εξαρτάται µόνον

από την ύπαρξη της συνοχής.

Εδώ ας υπενθυµίσοουµε ότι, µέσω απλοποιούντων Ϲευγών, έχουµε πάντοτε

τις ισοµορφίες

π−1(α(0)) ∼= G ∼= π−1(α(1)),

αλλά η ισοµορφία µεταξύ των νηµάτων δεν είναι εσωτερική, αφού προκύπτει από

την εκλογή απλοποιούντων Ϲευγών.

4.4.8 Πόρισµα. Υποθέτουµε ότι ℓ = (P,G,B, π) είναι πρωτεύουσα δέσµη εφο-

διασµένη µε µία συνοχή ω, και η ϐάση B είναι συνεκτική πολλαπλότητα. Τότε,

για οποιαδήποτε σηµεία b, b′ ∈ B µε b 6= b′, υπάρχει µια εσωτερική ισοµορφία

τ : π−1(b) ! π−1(b′).

Απόδειξη. Είναι γνωστό, από τη ϑεωρία των πολλαπλοτήτων, ότι για οποιαδήποτε

σηµεία b, b′ µιας συνεκτικής διαφορικής πολλαπλότητας υπάρχει πάντοτε µια

κατά τµήµατα διαφορίσιµη καµπύλη α µε αρχή το b και πέρας το b′. Συνεπώς

ορίζεται η ισοµορφία τ = τα.
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4.5 Οµάδες ολονοµίας

Σ᾿ αυτήν την παράγραφο ϑα δείξουµε ότι οι παράλληλες µετατοπίσεις κατά µήκος

κλειστών κατά τµήµατα διαφορισίµων καµπυλών αποτελούν οµάδα.

Πριν απ΄ αυτό ϑα δούµε την παράλληλη µετατόπιση κατά µήκος της σύνθεσης

δύο (κ.τ.) διαφορισίµων καµπυλών.

4.5.1 Ορισµός. Υποθέτουµε ότι α, β : I ! B είναι (κ.τ.) διαφορίσιµες κα-

µπύλες. Καλούµε γινόµενο ή σύνθεση (composition or juxtaposition) των α
και β την καµπύλη

β ⋆ α =

{
α(2t); 0 ≤ t ≤ 1/2,

β(2t− 1); 1/2 ≤ t ≤ 1.

Προφανώς, πρόκειται για την (κ.τ.) διαφορίσιµη καµπύλη που προκύπτει αν

διαγράψουµε πρώτα την καµπύλη α και στη συνέχεια την β.

Για την παραλληλη µετατόπιση κατα µήκος της σύνθεσης καµπυλών έχουµε

το επόµενο.

4.5.2 Λήµµα. Για κάθε p ∈ π−1(α(0)), ισχύει η σχέση

(
β̂ ∗ α

)
p
= β̂q ∗ α̂p,

όπου q = α̂p(1).

Απόδειξη. Η β̂q ∗ α̂p είναι ορίζόντια καµπύλη ως σύνθεση οριζοντίων καµπυλών.

Επίσης είναι ανύψωση της β ∗ α επειδή

π ◦
(
β̂q ∗ α̂p

)
(t) =

{
π
(
α̂p(t)

)
= α(t); 0 ≤ t ≤ 1/2,

π
(
β̂q(t)

)
= β(t); 1/2 ≤ t ≤ 1,

}
= β ∗ α.

Τέλος, παρατηρούµε ότι οι καµπύλες που εµφανίζονται στην ισότητα της εκ-

ϕώνησης έχουν την ίδια αρχική συνθήκη:

(
β̂ ∗ α

)
p
(0) = p,

(
β̂q ∗ α̂p

)
(0) = α̂p(0) = p.

Εποµένως, λόγω του µονοσηµάντου της οριζόντιας ανύψωσης για δοσµένη αρχι-

κή συνθήκη, καταλήγουµε στο συµπέρασµα του λήµµατος.

4.5.3 Πρόταση. Με τους προηγούµενους συµβολισµούς ισχύει η σχέση

τβ∗α = τβ ◦ τα.
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Απόδειξη. Για οποιοδήποτε p ∈ π−1
(
(β ∗ α)(0)

)
= π−1(α(0)), από το προηγο-

ύµενο λήµµα προκύπτει ότι

τβ∗α(p) =
(
β̂ ∗ α

)
p
(1) =

(
β̂q ∗ α̂p

)
(1) = β̂q(1),

(τβ ◦ τα)(p) = τβ (α̂p(1)) = τβ(q) = β̂q(1),

απ΄ όπου προκύπτει η Ϲητούµενη ισότητα παραλλήλων µετατοπίσεων.

Στη συνέχεια ϑα περιοριστούµε σε κλειστές καµπύλες. Ακριβέστερα, µία κα-

µπύλη α : I = [0, 1] ! B καλείται κλειστή (closed) αν α(0) = α(1). Επίσης

συµβολίζουµε µε C(b) το σύνολο όλων των κατα τµήµατα διαφορισίµων και κλει-

στών καµπυλών α : I = [0, 1] ! B µε α(0) = α(1) = b.

4.5.4 Θεώρηµα. Το σύνολο Φb = {τα |α ∈ C(b)}, µε πράξη τη σύνθεση παραλ-

λήλων µετατοπίσεων, αποτελεί οµάδα, υποοµάδα της οµάδας των αµφιδιαφορίσε-

ων Diff
(
π−1(b)

)
του νήµατος π−1(b).

Απόδειξη. Αµεση συνέπεια των Ληµµάτων 4.4.4, 4.4.5, του Θεωρήµατος 4.4.6

και της Πρότασης 4.5.3. Σηµειώνουµε ότι το ουδέτερο στοιχείο είναι η ταυτοτι-

κή απεικόνιση idπ−1(b), η οποία ταυτίζεται µε την παράλληλη µετατόπιση κατά

µήκος της σταθερής καµπύλης α(t) = b, για κάθε t ∈ I.

Η οµάδα Φb καλείται οµάδα ολονοµίας της συνοχής ω [επι της δέσµης

(P,G.B, π)], µε σηµείο αναφοράς το b ∈ B (holonomy group with reference

point b ∈ B).

Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε την οµάδα ολονοµίας µε σηµείο αναφοράς ένα δε-

δοµένο (και σταθεροποιηµένο) p ∈ P µε π(p) = b. Για τον σκοπό αυτό ϑεωρούµε

την απεικόνιση λp : Φb −! G, όπου η εικόνα λp(τα) ορίζεται από τη σχέση

τα(p) = p · λp(τα), ∀τα ∈ Φb.

Πιό τεχνικά, µπορούµε να γράψουµε ότι λp(τα) = k(p, τα(p)). Η λp είναι καλά

ορισµένη επειδή το στοιχείο λp(τα), που δίνεται από την παραπάνω σχέση, είναι

µονοσήµαντα ορισµένο, αφού τα p και τα(p) ανήκουν στο ίδιο νήµα π−1(b) (ϐλ.

Πρόταση 3.2.16 και Λήµµα 3.3.5).

4.5.5 Πρόταση. Η απεικόνιση λp είναι µονοµορφισµός οµάδων.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε πρώτα ότι τα, τβ ∈ Φb µε λp(τα) = λp(τβ). Τότε, για

το σταθεροποιηµένο p, έχουµε ότι

τα(p) = p · λp(τα) = p · λp(τβ) = τβ(p).
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΄Αρα, για τυχόν q ∈ π−1(b), ϑα υπάρχει (µοναδικό) g ∈ G µε q = pg, οπότε (ϐλ.

Λήµµα 4.4.3)

τα(q) = τα(pg) = τα(p) · g = τβ(p) · g = τβ(pg) = τβ(q),

που αποδεικνύει ότι τα = τβ, δηλαδή η λp είναι απεικόνιση 1–1.

Για να δείξουµε ότι η λp είναι µορφισµός οµάδων παρατηρούµε πρώτα ότι

(τβ ◦ τα) (p) = p · λp (τβ ◦ τα) .

Απ᾿ το άλλο µέρος,

(τβ ◦ τα) (p) = τβ (τα(p)) = τβ (p · λp(τα)) =

= τβ(p) · λp(τα) = p · λp(τβ) · λp(τα).

Συγκρίνοντας τις δύο παραπάνω εκφράσεις του (τβ ◦ τα) (p) καταλήγουµε στη

σχέση λp (τβ ◦ τα) = λp(τβ)·λp(τα), που δείχνει ότι η λp είναι µορφισµός οµάδων

και ολοκληρώνει την απόδειξη.

Θέτοντας

Φp := λp (Φb)

παίρνουµε µία οµάδα, την οποίαν καλούµε οµάδα ολονοµίας της ω, µε σηµείο

αναφοράς το p ∈ P (holonomy group with reference point p ∈ P ).

Θα δώσουµε µιαν άλλη ερµηνεία της οµάδας Φp που ϐασίζεται στις ορι-

Ϲόντιες καµπύλες της P . Στην κατεύθυνση αυτή εισάγουµε την επόµενη σχέση

ισοδυναµίας : Θα λέµε ότι δύο σηµεία p, q ∈ P είναι ισοδύναµα, συµβολικά

γράφουµε p ∼hq, αν αυτά συνδέονται µε µία οριζόντια κατά τµήµατα διαφορίσι-

µη καµπύλη, δηλαδή αν υπάρχει οριζόντια κ.τ. διαφορίσιµη καµπύλη γ : I ! P
τέτοια ώστε γ(0) = p και γ(1) = q.

Σταθεροποιώντας, όπως πριν, το p ∈ P , ορίζουµε το σύνολο

Hp = {g ∈ G | p ∼hpg}.

4.5.6 Θεώρηµα. Ισχύει σχέση Φp = Hp.

Απόδειξη. ΄Εστω τυχόν στοιχείο του Φp. Αυτό ϑα έχει τη µορφή λp(τα), για

κάποιο τα ∈ Φb, οπότε τα(p) = p · λp(τα). Η οριζόντια ανύψωση α̂p ικανοποιεί

τις σχέσεις

α̂p(0) = p και α̂p(1) = τα(p) = p · λp(τα).

΄Αρα η α̂p είναι µία οριζόντια καµπύλη κ.τ. διαφορίσιµη µε άκρα τα σηµεία p
και p · λp(τα), δηλαδή p ∼hp · λp(τα), άρα λp(τα) ∈ Hp, οπότε και Φp ⊆ Hp.
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Αντιστρόφως. ΄Εστω τυχόν g ∈ Hp, οπότε p ∼h pg. Αν γ είναι η οριζόντια

καµπύλη µε άκρα γ(0) = p και γ(1) = pg, τότε (λόγω του µονοσηµάντου της

οριζόντιας ανύψωσης µε δοσµένη αρχική συνθήκη) ϑα έχουµε ότι γ = α̂p, όπου

α = π ◦ γ. Εποµένως, p = γ(0) = α̂p(0) και

(4.5.1) pg = γ(1) = α̂p(1) = τα(p).

Απ᾿ το άλλο µέρος, τα(p) = p ·λp(τα). Η προηγούµενη σχέση µαζί µε την (4.5.1)

συνεπάγονται ότι pg = p ·λp(τα). Συνεπώς g = λp(τα), άρα g ∈ Φp και Hp ⊆ Φp,
οπότε καταλήγουµε στη Ϲητούµενη ισότητα.

Το προηγούµενο αποτέλεσµα δίνει µιαν απλούστερη ερµηνεία της οµάδας

Φp: Είναι η υποοµάδα της G, της οποίας τα στοιχεία g έχουν την ιδιότητα τα p
και pg να συνδέονται µε µια οριζόντια κ.τ. διαφορίσιµη καµπύλη.

∆ιατυπώνουµε τώρα και το επόµενο σηµαντικό αποτέλεσµα.

4.5.7 Θεώρηµα. Η οµάδα ολονοµίας Φp είναι οµάδα Lie, υποοµάδα Lie της G.

Για την απόδειξη του ϑεωρήµατος, που υπερβαίνει το πλαίσιο αυτών των ση-

µειώσεων, παραπέµπουµε στο [18]. Επίσης, για το απειροδιάστατο ανάλογο (στο

πλαίσιο των πολλαπλοτήτων και πρωτευουσών δεσµών Banach) παραπέµπουµε

στο [21].

Θα κλείσουµε αναφέροντας (χωρίς απόδειξη) ακόµη µερικές πληροφορίες

για τις οµάδες ολονοµίας (ϐλ. επίσης και [18], [27], [33]).

Αν στον ορισµό της οµάδας ολονοµίας Φb περιοριστούµε σε καµπύλες α κ.τ.

διαφορίσιµες, οι οποίες είναι επιπλέον 0-οµοτοπικές, τότε παίρνουµε την περιο-

ϱισµένη οµάδα ολονοµίας (restricted holonomy group) Φ0
b και, µέσω της λp,

την περιορισµένη οµάδα ολονοµίας Φ0
p. Τα στοιχεία g ∈ Φ0

p χαρακτηρίζονται

τώρα από την ιδιότητα τα p και pg συνδέονται µε οριζόντια καµπύλη της οποίας

η προβολή στη ϐάση είναι 0-οµοτοπική καµπύλη.

Αποδεικνύεται ότι και η Φ0
p είναι υποοµάδα Lie της G, και συνεκτική συνι-

στώσα της Φp.

΄Ενα πολύ ενδιαφέρον αποτέλεσµα είναι το Θεώρηµα της Ολονοµίας, µέσω

του οποίου κατασκευάζεται η άλγεβρα Lie της οµάδας ολονοµίας.

4.6 Ασκήσεις Κεφαλαίου 4

1. Να αποδειχθούν οι σχέσεις

TpRg(u
h) = [TpRg(u)]

h, TpRg(u
v) = [TpRg(u)]

v ,

για κάθε u ∈ TpP .
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2. Να αποδειχθεί η σχέση

TpRg(X
∗
p ) = [Ad(g−1)(Xe)]

∗
pg,

για κάθε X ∈ L(G) ≡ G.

3. Να εξηγηθεί ο ισχυρισµός που κλείνει την απόδειξη του Λήµµατος 4.4.4.

4. Να αποδειχθεί ότι µια οριζοντια καµπύλη α : I ! P , µε αρχή σηµείο

p ∈ P , είναι η οριζόντια ανύψωση καµπύλης I ! B, µε αρχή b = π(p).

5. Να αποδειχθεί η σχέση

Φp·g = g−1 · Φp · g, ∀ (p, g) ∈ P ×B.

6. Θεωρούµε τις ϕυσικές τοµές {si}i∈I µιάς πρωτεύουσας δέσµης P , ως προς

µίαν απλοποιούσα κάλυψη C = {Ui,Φi}i∈I . Αν ω είναι µία συνοχή επί της

P , οριζουµε τις τοπικές µορφές συνοχής (local connection forms) ωi =
s∗iω ∈ Λ1(U,G), i ∈ I. Να αποδειχθεί η επόµενη σχέση συµβιβαστότητας

ωj,b(v) = Ad(g−1
ij )ωi,b(v) + Tb

(
λgij(b)−1 ◦ gij

)
(v),

για κάθε b ∈ Ui ∩ Uj και κάθε v ∈ TbB.

7. Θεωρούµε µία οικογένεια διαφορικών 1-µορφών ωi ∈ Λ1(U,G), i ∈ I,
που ικανοποιεί τη σχέση συµβιβαστότητας της προηγούµενης άσκησης.

Για κάθε i ∈ I, ορίζουµε την απεικόνιση gi : π
−1(Ui) ! G, που δίνεται

από τη σχέση

p = si(π(p)) · gi(p), ∀ p ∈ π−1(Ui).

Τέλος, ϑέτουµε

ωp(u) = Ad(gi(p)
−1)
(
(π∗ωi)p(u)

)
+ Tp(λg−1

i
◦ gi)(u),

για κάθε p ∈ P , µε π(p) ∈ Ui, και κάθε u ∈ TpP . Να αποδειχθούν τα

επόµενα :

(i). Οι gi είναι διαφορίσιµες απεικονίσεις.

(ii). Η ω είναι µία καλά ορισµένη διαφορική 1-µορφή επί της P µε τιµές

στην G.

(iii). Η ω είναι µορφή συνοχής, µε τοπικές µορφές συνοχής ακριβώς τις

δοθείσες ωi.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ

5

Ο Συναρτητής Τοµή

When the basic concepts of category, fun­

ctor, natural transformation and natural

equivalence were first formulated by Eilen­

berg and MacLane they served immedia­

tely to provide the appropriate framework

for describing the way in which algebraic

tools were used, and could be used, in the

study of topology.

I. Bucur – A. Deleanu [12, p. v]

Στο κεφάλαιο αυτό µελετάµε ιδιαιτέρως την αλγεβρική δοµή των διαφορισίµων

(ολικών) τοµών µιας διανυσµατικής δέσµης. Οι τελευταίες αποτελούν ένα πρότυ-

πο (module) υπεράνω της άλγεβρας AX των διαφορισίµων συναρτήσεων στη ϐάση

X της δέσµης. Απ᾿ το άλλο µέρος, οι τοµές εισάγουν ένα συναρτητή ανάµεσα στην

161
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κατηγορία των διαφορισίµων διανυσµατικών δεσµών VB(X) και στην κατηγορία

των AX-προτύπων.

Το κύριο αποτέλεσµα του κεφαλαίου συνοψίζεται στο περιώνυµο ϑεώρηµα

Serre­Swan, το οποίον –περιγραφικά– αποδεικνύει ότι η κατηγορία των διανυ-

σµατικών δεσµών υπεράνω µιας συµπαγούς πολλαπλότητας X είναι ισοδύναµη

(µε την κατηγορική έννοια) µε την κατηγορία των προβολικών πεπερασµένως

παραγοµένων προτύπων υπεράνω του AX . Η ισοδυναµία αυτή αποτελεί ένα από

τα πιο ωραία παραδείγµατα κατηγορικής ισοδυναµίας ανάµεσα σε µία διαφορο-

τοπολογική και µία αλγεβρική δοµή.

Μερικές ϐασικές έννοιες, σχετικές µε τις κατηγορίες και τους συναρτητές,

καθώς και µε τα προβολικά πρότυπα, περιέχονται στα Παραρτήµατα Βʹ και Γʹ,

αντίστοίχως.

5.1 Οι τοµές µιας διανυσµατικής δέσµης

Στα επόµενα ϑεωρούµε µια διανυσµατική δέσµη ℓ = (E, π,X) µε νήµατα

τύπου Rn και µία απλοποιούσα κάλυψή της {(Ui, τi)}i∈I . Θα συµβολίζουµε µε

AX την άλγεβρα των C∞-συναρτήσεων επί του X µε πραγµατικές τιµές, δηλαδή

AX := C∞(X,R) = {f : X ! R διαφορίσιµη}

5.1.1 Ορισµός. Μια τοπική τοµή της ℓ (local section) είναι µια απεικόνιση

σ : A ! E µε A ⊂ X και π ◦ σ = idA. Μια ολική τοµή (global section) της ℓ
είναι µια σ : X ! E µε π ◦ σ = idX .

Στη συνέχεια ϑα αναφερόµαστε πάντοτε σε διαφορίσιµες τοµές πάνω από

ανοιχτά υποσύνολα του X. Το σύνολο των διαφορίσιµων τοµών πάνω από ένα

ανοιχτό U ⊆ X, ϑα το συµβολίζουµε µε Γ(U,E).
Από τον ορισµό ϕαίνεται ότι µια τοµή της ℓ είναι µια τοµή της εµβάπτισης

π. Αυτή η παρατήρηση εξασφαλίζει την ύπαρξη τοπικών τοµών (και µάλιστα

µε ορισµένη αρχική συνθήκη), δηλαδή ότι, για κάθε x ∈ X, υπάρχει ανοιχτή

περιοχή U του x, έτσι ώστε Γ(U,E) 6= ∅. Η δοµή διανυσµατικού χώρου στα

νήµατα όµως µας εξασφαλίζει την ύπαρξη διαφορίσιµης τοµής σε οποιοδήποτε

ανοιχτό σύνολο. Πιο συγκεκριµένα, έχουµε το

5.1.2 Λήµµα. Για κάθε U ⊆ X ανοιχτό, είναι Γ(U,E) 6= ∅.

Απόδειξη. Η απεικόνιση

Ω : U −! E : x 7! 0x,

όπου 0x είναι το µηδενικό στοιχείο του Ex, είναι διαφορίσιµη τοµή. Για την

διαφορισιµότητα της σε ένα σηµείο x ∈ U αρκεί να παρατηρήσουµε ότι υπάρχει
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απλοποιούν Ϲεύγος (V, τ) της ℓ µε x ∈ U ∩V . Η Ω είναι διαφορίσιµη στο U ∩V
αν και µόνον αν η τ ◦Ω: U ∩ V ! (U ∩ V )×Rn είναι διαφορίσιµη (ϐλ. και το

επόµενο διάγραµµα)

π−1(U ∩ V )
τ✲ (U ∩ V )× Rn

U ∩ V

Ω

✻

(idU∩V , c)

✲

∆ιάγραµµα 5.1

΄Οµως, για κάθε y ∈ U ∩ V , είναι

τ ◦ Ω(y) = τ(0y) =
(
y, τy(0y)

)
= (y, 0) = (id, c)(y),

όπου c(y) = 0, σταθερά.

Γενικεύοντας την απόδειξη για την διαφορισιµότητα της Ω, έχουµε το επόµε-

νο

5.1.3 Λήµµα. Η διαφορισιµότητα µιας τοµής σ πάνω από το πεδίο ορισµού U
ενός απλοποιούντος Ϲεύγους (U, τ) είναι ισοδύναµη µε την διαφορισιµότητα της

δεύτερης προβολής της σύνθεσης τ ◦ σ, δηλαδή της

στ := p2 ◦ τ ◦ σ : U −! Rn

5.1.4 Πρόταση. Για κάθε ανοιχτό υποσύνολο U του X, το σύνολο Γ(U,E) είναι

AU -πρότυπο, µε τις κατά σηµείον πράξεις.

Απόδειξη. Προφανώς, για κάθε s, σ ∈ Γ(U,E) και f ∈ AU η απεικόνιση

fs+ σ : U −! E : x 7! f(x)s(x) + σ(x)

είναι τοµή. Επίσης, τα αξιώµατα του AU -προτύπου ελέγχονται αµέσως.

Αποδεικνύουµε την διαφορισιµότητα της fs+ σ πάνω από ένα απλοποιούν

Ϲεύγος (V, τ), µε U ∩ V 6= ∅: Εφαρµόζοντας το Λήµµα 5.1.3, ϐρίσκουµε ότι

p2 ◦ τ ◦ (fs+ σ)(x) = τx
(
f(x)s(x) + σ(x)

)

= f(x)τx
(
s(x)

)
+ τx

(
σ(x)

)

= (f ττ + στ )(x).
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Στη συνέχεια ϑα συµβολίζουµε µε Γ(ℓ) το σύνολο των διαφορισίµων ολικών

τοµών της ℓ, δηλαδή

Γ(ℓ) := Γ(X,E).

Σύµφωνα µε την προηγούµενη πρόταση, το Γ(ℓ) είναι AX-πρότυπο.

5.1.5 Πρόταση. Αν ℓi = (Ei, πi,X) ∈ VB(X), i = 1, 2, 3, και

Mor(ℓ1, ℓ2) :=
{
f : ℓ1 ! ℓ2 : µορφισµός εν VB(X)

}
,

Mor
(
Γ(ℓ1),Γ(ℓ2)

)
:=
{
F : Γ(ℓ1) ! Γ(ℓ2) : µορφισµός AX -προτύπων

}
,

τότε η ισότητα

Γ(f)(s) := f ◦ s, ∀ f ∈Mor(ℓ1, ℓ2), s ∈ Γ(ℓ1),

ορίζει µια αντιστοιχία

Γ(f) : Γ(ℓ1) −! Γ(ℓ2),

η οποία έχει τις ιδιότητες

Γ(idℓ1) = idΓ(ℓ1),(5.1.1)

Γ(g ◦ f) = Γ(g) ◦ Γ(f), ∀ f ∈Mor(ℓ1, ℓ2), g ∈Mor(ℓ2, ℓ3).(5.1.2)

Επιπλέον, η απεικόνιση

Γ: Mor(ℓ1, ℓ2) −!Mor
(
Γ(ℓ1),Γ(ℓ2)

)

είναι µορφισµός AX -προτύπων.

Απόδειξη. Το Mor(ℓ1, ℓ2) είναι AX-πρότυπο (ϐλ. σχετικά Πρόταση 2.5.1 και

Λήµµα 2.6.11). Επίσης, επαληθεύεται αµέσως ότι και τοMor
(
Γ(ℓ1),Γ(ℓ2)

)
είναι

AX-πρότυπο.

∆ιαπιστώνουµε ότι Γ(f) ∈ Mor
(
Γ(ℓ1),Γ(ℓ2)

)
, για κάθε f ∈ Mor(ℓ1, ℓ2).

Πράγµατι, αν s, σ ∈ Γ(ℓ1) και a ∈ AX , τότε

Γ(f)(as + σ)(x) = f ◦ (as + σ)(x)

= fx
(
a(x) · s(x) + σ(x)

)

= a(x) · fx(s(x)) + fx(σ(x))

=
(
a · (f ◦ s) + (f ◦ σ)

)
(x),

για κάθε x ∈ X, δηλαδή

Γ(f)(as+ σ) = a · (f ◦ s) + (f ◦ σ) = a · Γ(f)(s) + Γ(f)(σ),
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που αποδεικνύει τον ισχυρισµό, και ταυτόχρονα ότι η Γ πράγµατι παίρνει τιµές

στο Mor(ℓ1, ℓ2).
Οι σχέσεις (5.1.1) και (5.1.2) είναι προφανείς. Τέλος η Γ είναι µορφισµός

AX-προτύπων, δηλαδή

Γ(af + g) = a · Γ(f) + Γ(g),

για κάθε a ∈ AX και f, g ∈ Mor(ℓ1, ℓ2). Πράγµατι, για κάθε s ∈ Γ(ℓ1) και

x ∈ X, έχουµε ότι

(
Γ(af + g)(s)

)
(x) =

(
(af + g) ◦ s

)
(x)

=
(
a(f ◦ s) + (g ◦ s)

)
(x)

= a(x) · (f ◦ s)(x) + (g ◦ s)(x)

=
(
a · Γ(f)(s) + Γ(g)(s)

)
(x)

=
[(
a · Γ(f) + Γ(g)

)
(s)
]
(x),

µε την οποία αποδεικνύεται η τελευταία ιδιότητα της Γ.

Οι αντιστοιχίες

ℓ Γ(ℓ),

Mor(ℓ1, ℓ2) ∋ f  Γ(f) ∈Mor
(
Γ(ℓ1),Γ(ℓ2)

)
,

που ικανοποιούν τις ιδιότητες (5.1.1) και (5.1.2), ορίζουν ένα συναλλοίωτο

συναρτητή (covariant functor)

Γ: VB(X) −!Mod(AX)

από την κατηγορία VB(X) των διανυσµατικών δεσµών, πάνω από σταθερή ϐάση

X, στην κατηγορίαMod(AX) των AX-προτύπων. Ο Γ καλείται και συναρτητής

τοµή (section functor)

5.1.6 Πρόταση. Αν ℓi = (Ei, πi,X) ∈ V B(X), i = 1, 2, τότε

Γ(ℓ1 ⊕ ℓ2) = Γ(ℓ1)⊕ Γ(ℓ2)

µέσω ισοµορφίας.

Απόδειξη. Ορίζουµε την απεικόνιση

F : Γ(ℓ1 ⊕ ℓ2) −! Γ(ℓ1)⊕ Γ(ℓ2) : s 7!
(
Γ(P1)(s),Γ(P2)(s)

)
,

όπου Pi : ℓ1⊕ ℓ2 ! ℓi είναι η κανονική προβολή στον αντίστοιχο παράγοντα (ϐλ.

Πρόταση 2.5.2). Ελέγχουµε στοιχειωδώς ότι η F αποτελεί πράγµατι ισοµορφι-

σµός AX -προτύπων.
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Οι σχέσεις

Γ(ℓ1 ⊕ ℓ2) = Γ(ℓ1)⊕ Γ(ℓ2),

Γ(f + g) = Γ(f) + Γ(g),

σηµαίνουν ότι ο συναρτητής Γ: VB(X) !Mod(AX) είναι προσθετικός (addi­

tive).

Ας υποθέσουµε τώρα ότι (U, τ) είναι απλοποιούν Ϲεύγος της ℓ. Αν η ℓ έχει

νήµατα τύπου Rn, ϑεωρούµε την n-άδα των απεικονίσεων

σi : U −! π−1(U) : x 7! τ−1(x, ei), i = 1, . . . , n.

Προφανώς αυτές είναι διαφορίσιµες τοπικές τοµές πάνω από το U , δηλαδή

σi ∈ Γ(U,E); i = 1, . . . , n.

Επίσης, για κάθε x ∈ U , η οικογένεια

{
σi(x) := τ−1

x (ei)
}
1≤i≤n

είναι ϐάση του Ex.
΄Εστω σ ∈ Γ(U,E). Επειδή σ(x) ∈ Ex, ϑα υπάρχουν µονοσήµαντα ορισµένα

στοιχεία α1(x), . . . , αn(x) ∈ R, έτσι ώστε

σ(x) =

n∑

i=1

αi(x) · σi(x).

Ορίζεται λοιπόν µια n-άδα απεικονίσεων αi : U ! R, έτσι ώστε

(5.1.3) σ =

n∑

i=1

αiσi.

Οι αi είναι διαφορίσιµες. Πράγµατι, επειδή η σ είναι διαφορίσιµη, κατά το

Λήµµα 5.1.3 ϑα είναι διαφορίσιµη και η

στ := p2 ◦ τ ◦ σ : U −! Rn.

Οπότε, για κάθε x ∈ U ,

στ (x) = p2 ◦ τ
(
σ(x)

)
= τx

(
σ(x)

)

= τx

( n∑

i=1

αi(x) · σi(x)
)
=

n∑

i=1

αi(x) ei

=
(
α1(x), . . . , αn(x)

)
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που αποδεικνύει τη διαφορισιµότητα κάθε αi. Εποµένως, για κάθε σ ∈ Γ(U,E),
υπάρχει µονοσήµαντα ορισµένη n-άδα {α1, . . . , αn} ⊂ AU , ώστε να ισχύει

η σχέση(5.1.3). Με άλλα λόγια, η {σ1, . . . σn} είναι ϐάση του AU -προτύπου

Γ(U,E) ή, ισοδύναµα,

Γ(U,E) ∼= AnU .

Αντικαθιστώντας το U µε X καταλήγουµε στο

5.1.7 Θεώρηµα. Αν η ℓ = (E, π,X)∈ VB(X) είναι τετριµµένη, τότε το Γ(ℓ)
είναι ένα ελεύθερο, πεπερασµένως παραγόµενο AX -πρότυπο. Ειδικότερα, αν η ℓ
έχει νήµατα τύπου Rn, τότε

Γ(ℓ) ∼= AnX .

5.2 Η ισοµορφία των Mor(ℓ1, ℓ2) και Mor
(
Γ(ℓ1),Γ(ℓ2)

)

Θα µελετήσουµε τώρα αναλυτικότερα την αντιστοιχία

(5.2.1) Γ :Mor(ℓ1, ℓ2) −!Mor
(
Γ(ℓ1),Γ(ℓ2)

)
,

για δύο δεδοµένες ℓ1, ℓ2 ∈ VB(X). Γνωρίζουµε ήδη ότι η Γ είναι µορφισµός AX-

προτύπων (Πρόταση 5.1.5). Σκοπός µας είναι να δείξουµε ότι είναι ισοµορφισµός

AX -προτύπων.

5.2.1 Λήµµα. ΄Εστω ℓ = (E, π,X) ∈ VB(X), U ⊆ X ανοιχτό και s ∈ Γ(U,E).
Τότε, για κάθε xo ∈ U , υπάρχει ανοιχτό Uo ⊆ U µε xo ∈ Uo και s̃ ∈ Γ(ℓ), έτσι

ώστε

s̃(x) = s(x), ∀ x ∈ Uo.

∆ηλαδή, κάθε τοπική τοµή επεκτείνεται κατάλληλα σε ολική τοµή της δέσµης.

Απόδειξη. ΄Εστω xo ∈ U και ανοιχτά Uo, V µε xo ∈ Uo ⊂ Ūo ⊂ V ⊂ V̄ ⊂ U ,

καθώς και διαφορίσιµη συνάρτηση a ∈ AX , τέτοια ώστε

0 ≤ a(x) ≤ 1, ∀ x ∈ X,

a(Ūo) = 1 και a(V c) = 0.

(Υπάρχουν τέτοια ανοιχτά σύνολα και συνάρτηση a από την κατασκευή της bump

function. Βλ., για παράδειγµα, [20]).
∆ιαπιστώνουµε αµέσως ότι η απεικόνιση s̃ : X ! E, µε

s̃(x) =

{
a(x) · s(x), x ∈ U

0, x /∈ U

είναι η Ϲητουµένη ολική τοµή.
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Εδώ αξίζει να παρατηρήσουµε ότι, όπως ϕαίνεται και στην προηγούµενη

απόδειξη, δεν επεκτείνουµε ακριβώς την s ∈ Γ(U,E), αλλά τον περιορισµό της

s|Uo στο ανοιχτό υποσύνολο Uo που περιέχει το υπόψη σηµείο xo. Επίσης, κάθε

άλλο σηµείο του U , ϑα ορίζει µια άλλη επέκταση.

5.2.2 Λήµµα. Η απεικόνιση (5.2.1) είναι 1-1.

Απόδειξη. ΄Εστω f, g ∈ Mor(ℓ1, ℓ2) µε Γ(f) = Γ(g). Θα δείξουµε ότι για τυχόν

uo ∈ E1, είναι f(uo) = g(uo): ΄Εστω xo := π1(uo) και (U, τ) απλοποιούν Ϲεύγος

της ℓ1 µε xo ∈ U . Τότε υπάρχει s ∈ Γ(U,E1) µε s(xo) = uo. Πράγµατι, αν

ho = τxo(uo) ∈ Rn, η

s : U −! E : x 7! τ−1(x, ho)

ορίζει (διαφορίσιµη) τοµή που ικανοποιεί τη δοσµένη αρχική συνθήκη. Αν ϑεω-

ϱήσουµε και µίαν αντίστοιχη ολική τοµή s̃ όπως στο Λήµµα 5.2.1, διαπιστώνου-

µε ότι

Γ(f) = Γ(g) ⇒ Γ(f)(s̃) = Γ(g)(s̃)
⇒ f ◦ s̃ = g ◦ s̃
⇒ (f ◦ s̃)(xo) = (g ◦ s̃)(xo)
⇒ f(uo) = g(uo),

που αποδεικνύει ότι f = g.

5.2.3 Λήµµα. ΄Εστω s ∈ Γ(ℓ) και xo ∈ X µε s(xo) = 0. Τότε υπάρχουν si ∈ Γ(ℓ)
και ai ∈ AX (i = 1, . . . , k), µε ai(xo) = 0 και

s =

k∑

i=1

aisi.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι η ℓ έχει τύπο νήµατοςRn. ΄Εστω (U, τ) απλοποιούν

Ϲεύγος της ℓ µε xo ∈ U , Για τον περιορισµό s
∣∣
U

υπάρχουν bi ∈ AU , i = 1, . . . , n,

έτσι ώστε

s
∣∣
U
=

n∑

i=1

bisi,

όπου {si}1≤i≤n ϐάση του Γ(U,E). ΄Εστω τώρα Uo, V και a όπως στην απόδειξη

του Λήµµατος 5.2.1. Θέτουµε

b̃i(x) :=

{
a(x) · bi(x) , x ∈ U

0 , x /∈ U.
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και

s̃i(x) :=

{
a(x) · si(x) , x ∈ U

0 , x /∈ U.

Τότε b̃i ∈ AX , s̃i ∈ Γ(ℓ), b̃i(xo) = 0 [γιατί bi(xo) = 0] και

(5.2.2) s(x) =
n∑

i=1

b̃i(x) · s̃i(x), ∀ x ∈ Uo.

Ονοµάζουµε s′ τη διαφορά

(5.2.3) s′ := s−
n∑

i=1

b̃is̃i.

Θεωρούµε µια ανοιχτή περιοχή W του xo µε W ⊂ Uo, και µία συνάρτηση

b ∈ AX µε b(xo) = 0, b(W c) = 1. Τότε, για κάθε x ∈W ⊂ Uo, είναι

s(x) = b(x) · s′(x) +
n∑

i=1

b̃i(x) · s̃i(x)

= b(x) · 0 +
n∑

i=1

b̃i(x) · s̃i(x),

λόγω της (5.2.2) , ενώ, για κάθε x ∈W c,

s(x) = b(x) · s′(x) +
n∑

i=1

b̃i(x) · s̃i(x)

= 1 · s′(x) +
n∑

i=1

b̃i(x) · s̃i(x),

λόγω της (5.2.3). ΄Αρα

s = bs′ +
n∑

i=1

b̃is̃i,

µε b(xo) = b̃i(xo) = 0.

΄Οπως ϕαίνεται στην προηγούµενη απόδειξη, αν η ℓ έχει νήµατα τύπου Rn,

τοτε k = n + 1, οπότε (a1, . . . , an+1) =
(
b̃1, . . . b̃n, b

)
και (s1, . . . , sn+1) =

(s̃1, . . . s̃n, s
′). Επιπλέον, η έφραση της s, όπως δίνεται στην εκφώνηση του λήµ-

µατος, δεν είναι µονοσήµαντα ορισµένη.
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5.2.4 Λήµµα. ΄Εστω ℓ = (E, π,X)∈ VB(X) και x ∈ X. Θέτουµε

Mx :=
{
s ∈ Γ(ℓ) : s(x) = 0

}
.

Τότε το Mx είναι AX -υποπρότυπο του Γ(ℓ) και

Γ(ℓ)/Mx
∼= Ex.

Απόδειξη. Είναι προφανές ότι Mx έχει δοµή AX-προτύπου. Ορίζουµε την απει-

κόνιση

Φ: Γ(ℓ) −! Ex : s 7! s(x)

και ϑα δείξουµε ότι είναι επιµορφισµός διανυσµατικών χώρων. ∆είχνουµε µόνο

το επί της απεικόνισης Φ. Πράγµατι, αν u ∈ Ex, ϑεωρούµε ένα απλοποιούν

Ϲεύγος (U, τ) µε x ∈ U , και την τοπική τοµή σ ∈ Γ(U,E) µε σ(x) = u. (ϐλ.

σχετικό ισχυρισµό στην απόδειξη του Λήµµατος 5.2.2). Εφαρµόζοντας κατόπιν

το Λήµµα 5.2.1, επεκτείνουµε τη σ σε µία s ∈ Γ(X,E) = Γ(ℓ), οπότε Φ(s) = u.

Εποµένως Ex ∼= Γ(ℓ)/ ker Φ. ΄Οµως, kerΦ = Mx, οπότε έχουµε το αποτέλεσµα.

5.2.5 Λήµµα. Η απεικόνιση Γ, που δίνεται από την (5.2.1), είναι επί.

Απόδειξη. ΄Εστω F : Γ(ℓ1) ! Γ(ℓ2) ένας µορφισµός AX-προτύπων. Θα δείξουµε

ότι υπάρχει f : ℓ1 ! ℓ2 µορφισµός στην VB(X), τέτοιος ώστε Γ(f) = F .

Παρατηρούµε ότι αν, για κάθε x ∈ X, ϑέσουµε

M i
x := {s ∈ Γ(ℓi) : s(x) = 0}, i = 1, 2,

τότε ϑα είναι

(5.2.4) F (M1
x) ⊆M2

x .

Πράγµατι, για τυχόν s ∈M1
x , από το Λήµµα 5.2.3 προκύπτει ότι s =

∑k
i=1 aisi,

µε ai(x) = 0, για κάθε ένα x χωριστά. Εποµένως,

F (s) =

k∑

i=1

ai F (si), µε ai(x) = 0.

΄Αρα F (s)(x) = 0 και F (s) ∈ M2
x . Μέσω της (5.2.4), για κάθε x ∈ X, εισάγεται

ένας καλά ορισµένος µορφισµός διανυσµατικών χώρων (: R-γραµµική απεικόνι-

ση)

f̂x : Γ(ℓ1)/M
1
x −! Γ(ℓ2)/M

2
x : s+M1

x 7! F (s) +M2
x ,
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ο οποίος επάγεται τον µορφισµό fx : E1x ! E2x µεταξύ των αντιστοίχων νη-

µάτων, σύµφωνα µε το Λήµµα 5.2.4.

Γ(ℓ1)/M
1
x

f̂x✲ Γ(ℓ2)/M
2
x

E1x

Φ̂1

❄ fx ✲ E2x

Φ̂2

❄

∆ιάγραµµα 5.2

[Φ̂i οι γραµµικοί ισοµορφισµοι που επάγονται οι Φi (ι=1.2) του Λήµµατος 5.2.4].

΄Ενα u ∈ E1x αντιστοιχεί µέσω του ισοµορφισµού Φ̂1 στην κλάση s +M1
x ,

όπου s ∈ Γ(ℓ1) είναι τυχούσα τοµή µε s(x) = u. Η f̂x απεικονίζει το s +M1
x

στο F (s)+M2
x που αντιστοιχεί, µέσω του ισοµορφισµού Φ̂2 στο F (s)(x) ∈ E2x.

∆ηλαδή

fx(u) = F (s)(x).

Ορίζουµε τώρα την απεικόνιση

f :=
⋃

x∈X

fx : E1 −! E2.

Προφανώς π2 ◦ f = π1 και οι περιορισµοί της f στα νήµατα, δηλαδή οι απεικο-

νίσεις fx, είναι γραµµικές.

Για την διαφορισιµότητα της f προχωρούµε ως εξής : ΄Εστω uo ∈ E1xo ⊂ E1.

Θα δείξουµε ότι η f είναι διαφορίσιµη σε µια περιοχή του uo. Εφόσον xo :=
π1(uo), ϑεωρούµε ένα απλοποιούν Ϲεύγος (U, τ) της ℓ1 µε xo ∈ U , τις ϐασικές

τοµές {σi}i=1,...,n(1) της ℓ πάνω από το U , και τις ολικές επεκτάσεις τους σ̃i
µε σ̃i|Uo = σi, xo ∈ Uo ⊆ U (ϐλ. Λήµµα 5.2.1). Θα δείξουµε ότι η f είναι

διαφορίσιµη στο Uo, δείχνοντας ότι f ◦ τ−1 είναι διαφορίσιµη στο Uo × Rn(1).

Πράγµατι, για (x, h) ∈ Uo × Rn(1), έχουµε ότι

f ◦ τ−1(x, h) = fx
(
τ−1
x (h)

)
= fx



n(1)∑

i=1

hi · τ
−1
x (ei)




= fx



n(1)∑

i=1

hi · σi(x)


 =

n(1)∑

i=1

hi · fx
(
σ̃i(x)

)

=

n(1)∑

i=1

hi · F (σ̃i)(x),
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που είναι διαφορίσιµη έκφραση των x, h, αφού οι F (σ̃i) είναι διαφορίσιµες το-

µές.

Τέλος, αποδεικνύουµε ότι Γ(f) = F : Για κάθε s ∈ Γ(ℓ1) και x ∈ X, είναι

Γ(f)(s)(x) = (f ◦ s)(x) = fx
(
s(x) = u

)
= F (s)(x),

µε την οποίαν κλείνει η απόδειξη.

΄Εχουµε αποδείξει εποµένως το επόµενο ϐασικό αποτέλεσµα:

5.2.6 Θεώρηµα. Η απεικόνιση

Γ: Mor(ℓ1, ℓ2) −!Mor
(
Γ(ℓ1),Γ(ℓ2)

)
: f 7! Γ(f)

είναι ισοµορφισµός AX -προτύπων, για κάθε ℓ1, ℓ2 ∈ VB(X).

Σύµφωνα µε την κατηγορική ορολογία, το Θεώρηµα 5.2.6 σηµαίνει ότι ο

συναρτητής τοµή Γ: VB(X) ! Mod(AX) είναι πλήρως πιστός (completely

faithful).

΄Οπως συµβαίνει και µε κάθε άλλο συναρτητή, αν οι δέσµες ℓ1, ℓ2 είναι ι-

σόµορφες, τότε και οι εικόνες τους Γ(ℓ1),Γ(ℓ2) είναι ισόµορφες. Πράγµατι, αν

f : ℓ1 −! ℓ2 και g : ℓ2 −! ℓ1

είναι µορφισµοί εν VB(X), µε

g ◦ f = idℓ1 και f ◦ g = idℓ2 ,

τότε, λόγω των (5.1.1) και (5.1.2), είναι

Γ(g) ◦ Γ(f) = Γ(g ◦ f) = Γ(idℓ1) = idΓ(ℓ1)

και, ανάλογα,

Γ(f) ◦ Γ(g) = idΓ(ℓ2),

δηλαδή ο Γ(f) : Γ(ℓ1) ! Γ(ℓ2) είναι ισοµορφισµός µε αντίστροφο τον Γ(g) =
Γ
(
f−1

)
.

Το αντίστροφο συµπέρασµα, δηλαδή από ισόµορφες εικόνες να συνάγεται ότι

είναι ισόµορφα και τα αρχικά αντικείµενα, δεν συµβαίνει για κάθε συναρτητή.

Συµβαίνει όµως, όπως εδώ, όταν ο συναρτητής είναι πλήρως πιστός.

Πράγµατι, έστω ℓ1, ℓ2 ∈ VB(X), µε Γ(ℓ1),Γ(ℓ2) ισόµορφα στην κατηγορία

των AX-προτύπων Mod(AX). Ας συµβολίσουµε µε F : Γ(ℓ1) ! Γ(ℓ2) τον ισο-

µορφισµός και G : Γ(ℓ2) ! Γ(ℓ1) τον αντίστροφό του. Από το επί της (5.2.1)
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(ϐλ. Λήµµα 5.2.5), υπάρχουν µορφισµοί f : ℓ1 ! ℓ2 και g : ℓ2 −! ℓ1 µε

Γ(f) = F, Γ(g) = G. Τότε

Γ(f ◦ g) = Γ(f) ◦ Γ(g) = F ◦G = idΓ(ℓ2) = Γ(idℓ2)

και από το 1-1 της (5.2.1) (ϐλ. Λήµµα 5.2.2), f ◦g = idℓ2 . Ανάλογα g◦f = idℓ1 ,

άρα οι ℓ1, ℓ2 είναι ισόµορφες διανυσµατικές δέσµες.

Εποµένως, καταλήγουµε στα επόµενα συµπεράσµατα :

5.2.7 Πόρισµα. Οι δέσµες ℓ1, ℓ2 ∈ VB(X) είναι ισόµορφες, αν και µόνον αν τα

αντίστοιχα πρότυπα Γ(ℓ1),Γ(ℓ2) ∈Mod(AX) είναι ισόµορφα.

Επίσης, σε συνδυασµό και µε το Θεώρηµα 5.1.7, έχουµε:

5.2.8 Πόρισµα. Η δέσµη ℓ ∈ VB(X) είναι τετριµµένη αν και µόνον αν το Γ(ℓ)
είναι ελεύθερο πεπερασµένως παραγόµενο AX -πρότυπο.

5.3 Το Θεώρηµα Serre­Swan

Το αναφερόµενο στον τίτλο της παραγράφου ϑεώρηµα (που διατυπώνεται ακρι-

ϐώς ως Θεώρηµα 5.3.4) αποδείχτηκε από τον J.P. Serre το 1955, για αλγεβρικές

διανυσµατικές δέσµες πάνω από µια συσχετισµένη πολλαπλότητα (algebraic ve­

ctor bundles over an affine variety) και γενικεύθηκε από τον R. Swan το 1961

για τοπολογικές διανυσµατικές δέσµες πάνω από µια συµπαγή, Hausdorff ϐάση.

Σήµερα είναι γνωστές διάφορες γενικεύσεις του για τοπολογικές και διαφορικές

δέσµες µε νήµατα χώρους Banach, πρότυπα πάνω από µια τοπολογική άλγεβρα,

ένα τοπολογικό δακτύλιο κλπ.

Σε όλη την παράγραφο, η ϐάση της δέσµης ϑα είναι συµπαγής.

5.3.1 Θεώρηµα. ΄Εστω X συµπαγής διαφορική πολλαπλότητα και ℓ = (E, π,X)
∈ VB(X). Τότε υπάρχει ℓ′ = (E′, π′,X) ∈ VB(X), έτσι ώστε δέσµη ℓ ⊕ ℓ′ να

είναι τετριµµένη.

Απόδειξη. ΄Εστω {(Ui, τi)}1≤i≤k µια πεπερασµένη απλοποιούσα κάλυψη της ℓ
και {ψi}1≤i≤k µια υποκείµενη διαφορίσιµη διαµέριση της µονάδας (ϐλ. σχετι-

κούς ορισµούς στη σελ. 83). Αν Rn είναι ο τύπος νήµατος της ℓ, ϑεωρούµε την

απεικόνιση

f : E −! X × Rn × · · · ×Rn︸ ︷︷ ︸
k παράγοντες

:

u 7!

(
x := π(u), ψ1(x) · τ1x(u), . . . , ψk(x) · τkx(u)

)
.
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Η f είναι 1-1 µορφισµός της ℓ στην τετριµµένης δέσµη
(
X × Rn·k, p1,X

)
. Πράγ-

µατι, p1 ◦ f = π, ενώ ο περιορισµός της στο νήµα Ex είναι η k-άδα γραµµικών

απεικονίσεων (
ψ1(x) · τ1x, . . . , ψk(x) · τkx

)
.

Επίσης είναι διαφορίσιµη, αφού η πρώτη συντεταγµένη της είναι διαφορίσιµη,

και οι άλλες συντεταγµένηες είναι της µορφής

u 7! (ψi ◦ π)(u) · τi(u) =
(
(ψi ◦ π) · τi

)
(u)

που είναι διαφορίσιµες κατά το Λήµµα 2.6.11.

Για το 1-1, παρατηρούµε ότι η f(u) = f(v) συνεπάγεται ότι

π(u) = π(v) =: x,

και

ψi(x) · τix(u) = ψi(x) · τix(v), ∀ i = 1, . . . , k.

΄Οµως η σχέση
∑k

i=1 ψi(x) = 1 σηµαίνει ότι τουλάχιστον ένα ψi(x) είναι µη

µηδενικό, και γι΄ αυτό το i, τix(u) = τix(v), απ᾿ όπου έπεται ότι u = v.

O ✲ E
f✲ X × Rn·k ∼= Imf ⊕ ker f ′

E

f ′

❄
idE ✲

O
❄

∆ιάγραµµα 5.3

΄Εστω f ′ : X×Rn·k ! E µορφισµός επί, έτσι ώστε f ′◦f = idE . Η ύπαρξη ενός

τέτοιου µορφισµού εξασφαλίζεται από την Πρόταση 2.6.12. Τότε Im f και kerf ′

είναι υποδέσµες της X × Rn·k (ϐλ. Προτάσεις 2.6.7 (i) και 2.6.8). Επιπλέον,

Imf ⊕ ker f ′ = X × Rn·k, αφού ελέγχεται ότι η ισότητα ισχύει στα νήµατα.

Θέτοντας ℓ′ = (ker f ′, π′,X) έχουµε το Ϲητούµενο.

5.3.2 Πόρισµα. ΄Εστω X συµπαγής διαφορική πολλαπλότητα. Τότε, για κάθε

ℓ ∈ VB(X), το Γ(ℓ) είναι προβολικό πεπερασµένως παραγόµενο AX -πρότυπο

(finitely generated projective module).
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Απόδειξη. Σύµφωνα µε το προηγούµενο ϑεώρηµα, υπάρχει ℓ′ ∈ VB(X), έτσι

ώστε η ℓ ⊕ ℓ′ = ℓo, όπου ℓo είναι η τετριµµένη δέσµη µε νήµατα τύπου, έστω,

Rm. Η προσθετικότητα του συναρτητή Γ µας δίνει την

Γ(ℓ)⊕ Γ(ℓ′) = Γ(ℓo)

(ϐλ. Πρόταση 5.1.6). ΄Οµως, κατά το Θεώρηµα 5.1.7, Γ(ℓo) ∼= AmX . ΄Αρα

Γ(ℓ)⊕ Γ(ℓ′) = AmX ,

δηλαδή το Γ(ℓ) είναι ευθύς προσθεταίος ενός ελευθέρου πεπερασµένως παρα-

γόµενου AX-πρότυπου, συνεπώς, εξ ορισµού, είναι προβολικό πεπερασµένως

παραγόµενο (ϐλ. σχετικά και στο Παράρτηµα Γʹ).

Είδαµε ότι αν η ϐάση X είναι συµπαγής, ο συναρτητής Γ παίρνει τις

τιµές του στην υποκατηγορία P(AX) των προβολικών πεπερασµένως πα-

ϱαγόµενων AX-προτύπων. ∆ηλαδή

Γ: VB(X) −! P(AX) ⊆Mod(AX).

Θα αποδείξουµε ότι ο Γ είναι και επί του P(AX).

Πιο συγκεκριµένα, έχουµε το

5.3.3 Θεώρηµα. Αν X είναι συµπαγής διαφορική πολλαπλότητα, τότε για ένα

M ∈ P(AX) υπάρχει ℓ ∈ VB(X), έτσι ώστε Γ(ℓ) ≡M .

Απόδειξη. Αφού M ∈ P(AX), υπάρχει ελεύθερο πεπερασµένως παραγόµενο

AX-πρότυπο AmX και προβολέας P : AmX ! AmX µε ImP = M (ϐλ. Παράρτη-

µα Γʹ ). Τότε

(5.3.1) M ⊕N ∼= AmX , όπου N = kerP.

΄Εστω ℓo η τετριµµένη δέσµη µε νήµατα τύπου Rm. Επειδή AmX = Γ(ℓo), για τον

µορφισµό P ϑα υπάρχει (κατά το Θεώρηµα 5.2.6) ένας µοναδικός µορφισµός

p : ℓo ! ℓo µε Γ(p) = P . Επίσης, επειδή

Γ
(
p2
)
= Γ(p ◦ p) = Γ(p)2 = P 2 = P = Γ(p),

το 1-1 της Γ συνεπάγεται ότι ο p είναι προβολέας. Επίσης είναι προβολέας και

ο µορφισµός 1− p : ℓo ! ℓo, όπου 1 = idℓo . Θέτουµε

ℓ := ker (1− p) και ℓ′ := Ker p.
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Τότε οι ℓ και ℓ′ είναι υποδέσµες της ℓo (ϐλ. Ορισµό 2.6.3 και Θεώρηµα 2.5.4)

και ℓ ⊕ ℓ′ = ℓo. Το ευθύ άθροισµα προκύπτει αµέσως από τον ορισµό των δύο

δεσµών. Για την ισότητα µε την τετριµµένη δέσµη, αρκεί να γράψουµε ότι στα

νήµατα ισχύει η σχέη

u = p(u) + (u− p(u)) ∈ ℓ⊕ ℓ′,

για κάθε u στο αντίστοιχο νήµα της ℓo.
Ισχυριζόµαστε ότι Γ(ℓ) =M [µετά την ταύτιση (5.3.1)]. Πράγµατι

s ∈M ⇔ ∃ s̃ ∈ AmX : P (s̃) = s

⇔ ∃ s̃ ∈ Γ(ℓo) : Γ(p)(s̃) = s

⇔ ∃ s̃ ∈ Γ(ℓo) : p ◦ s̃ = s

⇔ s ∈ Γ(ℓ),

Ας επεξηγήσουµε περισσότερο την τελευταία ισοδυναµία : Εφ΄ όσον (ϐλ. και

Πρόταση 5.1.6) s̃ ∈ Γ(ℓo) = Γ(ℓ)⊕ Γ(ℓ′), µπορούµε να γράψουµε ότι

s̃ = σ + σ′ ∈ Γ(ℓ)⊕ Γ(ℓ′) = Γ(ker(1− p))⊕ Γ(ker p).

Εποµένως,

s = p ◦ s̃ = p ◦ σ + p ◦ σ′ = p ◦ σ.

Και αναλόγως,

0 = (1− p) ◦ σ = σ − p ◦ σ, δηλαδή p ◦ σ = σ.

΄Αρα τελικά, s = p ◦ σ = σ ∈ Γ(ℓ).

Τα συµπεράσµατα αυτής της παραγράφου συνοψίζονται πλέον στο

5.3.4 Θεώρηµα (Serre­Swan). ΄Εστω X συµπαγής διαφορική πολλαπλότητα.

Τότε οι κατηγορίες VB(X) και P(AX) είναι ισοδύναµες. Η ισοδυναµία τους ει-

σάγεται από τον συναρτητή τοµή

Γ: VB(X)
∼=

−−−! P(AX ).

5.4 Ασκήσεις Κεφαλαίου 5

1. Θεωρούµε τις δέσµες ℓ1, ℓ2 ∈ VB(X) και το άθροισµα Whitney ℓ1 ⊕ ℓ2.
Αν Pk : ℓ1 ⊕ ℓ2 −! ℓk είναι οι κανονικές προβολές και Ik : ℓk −! ℓ1 ⊕ ℓ2
οι κανονικές εµφυτεύσεις, να δείξετε ότι η τριάδα

(
Γ(ℓ1 ⊕ ℓ2), Γ(P1), Γ(P2)

)
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ικανοποιεί την καθολική ιδιότητα του γινοµένου και η τριάδα

(
Γ(ℓ1 ⊕ ℓ2), Γ(I1), Γ(I2)

)

ικανοποιεί την καθολική ιδιότητα του συνγινοµένου των Γ(ℓ1), Γ(ℓ2) στην

κατηγορία Mod(AX).

2. ∆είξτε ότι τα AX-πρότυπαMor(ℓ1, ℓ2) καιΓ
(
X, L(E1, E2)

)
(ϐλ. Παράδειγ-

µα 2.3.4) είναι ισόµορφα.

3. ΄Εστω X παρασυµπαγής διαφορική πολλαπλότητα, ℓ1, ℓ2 ∈ VB(X), U ⊂
X ανοιχτό, και f : ℓ1

∣∣
U
! ℓ2

∣∣
U

µορφισµός διανυσµατικών δεσµών, όπου

ℓk
∣∣
U
:=
(
π−1
k (U), πk

∣∣
π−1
k

(U)
, U
)
, k = 1, 2.

Να δειχθεί ότι, για κάθε x ∈ U , υπάρχει µορφισµός f̃ : ℓ1 ! ℓ2, τέτοιος

ώστε f = f̃ τοπικά στο x.





ΚΕΦΑΛΑΙΟ

6

∆οµή Riemann και Συνοχές

Dedekind tells us that Gauss sat at the [Riemann’s

inaugural] lecture [Über die Hypothesen, welche der

Geometrie zu Grunde liegen (On the Hypotheses which

lie at the Foundations of Geometry)], which surpassed

all his expectations, in the greatest astonishmen, and

on the way back from the faculty meeting he spoke to

Wilhelm Weber, with the greatest astonishment, and

with an excitement rare for him, about the depth of the

ideas presented by Riemann.

M. Spivac [32, Vol. II, p. 134]

Η πρώτη παράγραφος του κεφαλαίου αναφέρεται µε συντοµία στη δοµή Rie­

mann, ϐασική έννοια για τη µελέτη της οµώνυµης Γεωµετρίας. Στη δεύτερη

παράγραφο µελετάµε τις (γραµµικές) συνοχές σε µια διανυσµατική δέσµη, τη

συναλλοίωτη παραγώγιση (που ισοδυναµεί µε µία συνοχή), και την ύπαρξη συ-

νοχής συµβιβαστής µε µία δοµή Riemann.

179
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6.1 ∆οµή Riemann

6.1.1 Ορισµός. ΄Εστω διανυσµατική δέσµη ℓ = (E, π,X)∈VB(X). Θεωρούµε

τη διανυσµατική δέσµη (L2(E,R), π̃,X) των διγραµµικών µορφών της ℓ (ϐλ.

Παράδειγµα 2.3.2). Ονοµάζουµε (διαφορίσιµη) δοµή Riemann (Riemannian

structure) της ℓ κάθε (διαφορίσιµη) τοµή

g : X −! L2(E,R),

τέτοια ώστε, για κάθε x ∈ X, η απεικόνιση

gx := g(x) : Ex × Ex −! R

να είναι εσωτερικό γινόµενο.

Με άλλα λόγια, µια δοµή Riemann είναι µια οικογένεια εσωτερικών γινο-

µένων {gx}x∈X ορισµένων στα νήµατα της ℓ. Η διαφορισιµότητα αυτής της οι-

κογένειας ορίζεται εδώ ως διαφορισιµότητα της τοµής

X ∋ x 7−! gx ∈ L2(Ex,R) ⊂ L2(E,R).

Συνήθως, όταν αναφερόµαστε απλώς σε δοµή Riemann, υπονοούµε πάντοτε

ότι αυτή είναι διαφορίσιµη.

Στην κλασική γεωµετρία (της εφαπτόµενης δέσµης), η διαφορισιµότητα της

δοµής εκφράζεται µε έναν άλλο τρόπο. Στην Πρόταση 6.1.4 ϑα δείξουµε ότι η

ανάλογη (προς την κλασική περίπτωση) προσεγγίση της διαφορισιµότητας είναι

ισοδύναµη µε αυτήν του Ορισµού 6.1.1. ΄Οµως, προηγουµένως χρειαζόµαστε

µερικά ϐοηθητικά συµπεράσµατα.

6.1.2 Λήµµα. ΄Εστω X διαφορική πολλαπλότητα, U ⊆ X ανοιχτό και µια απει-

κόνιση

b : U −! L2(R
n,R).

Η b είναι διαφορίσιµη, αν και µόνον αν, για κάθε Ϲεύγος διαφορίσιµων απεικο-

νίσεων f, g : U ! Rn, η απεικόνιση

bfg : U −! R : x 7! bfg(x) := b(x)
(
f(x), g(x)

)

είναι διαφορίσιµη.

Απόδειξη. Για το ευθύ, παρατηρούµε ότι

b(x)
(
f(x), g(x)

)
= ev ◦ (b, f, g)(x),
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όπου η απεικόνιση

ev : L2(R
n,R)× Rn × Rn −! R : (u, h, k) 7! u(h, k)

είναι διαφορίσιµη ως τριγραµµική.

Για το αντίστροφο, παρατηρούµε ότι, λόγω του ισοµορφισµού

L2(R
n,R)

∼=
−−! Mn×n(R) : u 7! (uij) :=

(
u(ei, ej)

)
i,j=1,...,n

,

η διαφορισιµότητα της b είναι ισοδύναµη µε τη διαφορισιµότητα των απεικο-

νίσεων

U ∋ x 7! bij(x) := b(x)(ei, ej) ∈ R, ∀ i, j = 1, . . . , n.

΄Οµως

bij(x) = bfg(x),

όπου τώρα f(x) = ei και g(x) = ej (σταθερές). ’ρα κάθε bij είναι διαφορίσιµη,

συνεπώς και η b.

6.1.3 Λήµµα. ΄Εστω ℓ = (E, π,X)∈ VB(X). Τότε η απεικόνιση

Ev : L2(E,R) ⊕ E ⊕ E −! R : (f, a, b) 7! f(a, b)

είναι διαφορίσιµη.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι η ℓ έχει νήµατα τύπου Rn και µιαν απλοποιούσα

κάλυψη {(Ui, τi)}i∈I . Σύµφωνα µε τη δοµή της δέσµης των διγραµµικών µορ-

ϕών, στο Παράδειγµα 2.3.2, και αυτήν του αθροίσµατος Whitney, στο Παράδειγ-

µα 2.3.3, η δέσµη L2(E,R)⊕E ⊕E έχει, πάνω από κάθε Ui, µια απλοποίηση

της µορφής

τ̃i : π̃
−1(Ui) :=

⋃

x∈Ui

L2(Ex,R)⊕Ex ⊕ Ex −! Ui × L2(R
n,R)× Rn × Rn :

(u, h, k) 7! τ̃i(u, h, k) :=
(
x, u ◦ (τ−1

ix × τ−1
ix ), τix(h), τix(k)

)
,

αν (u, h, k) ∈ L2(Ex,R)⊕ Ex ⊕ Ex .

Η Ev είναι διαφορίσιµη πάνω από κάθε π̃−1(Ui) αν και µόνον αν Ev ◦ τ̃−1
i

είναι διαφορίσιµη. ΄Οµως η

Ev ◦ τ̃−1
i : Ui × L2(R

n,R)× Rn × Rn −! R

έχει τη µορφή

Ev◦τ̃−1
i (x, u, h, k) = Ev

(
u◦(τix×τix), τ

−1
ix (h), τ−1

ix (k)
)
= u(h, k) = ev(u, h, k),

που είναι διαφορίσιµη ως τριγραµµική (ϐλ. και το πρώτο µέρος της απόδειξςη

του Λήµµατος 6.1.2). Εποµένως η Ev είναι διαφορίσιµη απεικόνιση.
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6.1.4 Πρόταση. ΄Εστω ℓ = (E, π,X)∈ VB(X) και g : X ! L2(E,R) µια δοµή

Riemann. Τότε η g είναι διαφορίσιµη αν και µόνον αν, για κάθε s, σ ∈ Γ(X,E),
η απεικόνιση

Gs,σ : X −! R : x 7! gx
(
s(x), σ(x)

)

είναι διαφορίσιµη.

Απόδειξη. Για το ευθύ, παρατηρούµε ότι

gx
(
s(x), σ(x)

)
= Ev ◦ (g, s, σ)(x),

άρα, ϐάσει του Λήµµατος 6.1.3, η Gs,σ είναι διαφορίσιµη, για οποιεσδήποτε

τοµές s, σ ∈ Γ(X,E).
Για το αντίστροφο, ϑεωρούµε τον περιορισµό της g σε ένα απλοποιούν Ϲεύγος

(U, τ̃ ) της L2(E,R) και δείχνουµε ότι η τ̃ ◦ g (όπως στο επόµενο διάγραµµα)

είναι διαφορίσιµη.

π̃−1(U)
τ̃✲ U × L2(R

n,R)

U

g

✻ ✲

∆ιάγραµµα 6.1

Επειδή, για κάθε x ∈ U ,

τ̃ ◦ g(x) = (x, gx ◦
(
τ−1
x × τ−1

x )
)
,

προφανώς η τ̃ ◦ g είναι διαφορίσιµη, αν είναι διαφορίσιµη η

(6.1.1) U −! L2(R
n,R) : x 7! gx ◦ (τ

−1
x × τ−1

x ).

Θεωρούµε τυχούσες διαφορίσιµες απεικονίσεις f, g : U −! Rn και την

U −! R : x 7! gx ◦ (τ
−1
x × τ−1

x )
(
f(x), g(x)

)
.

Παρατηρούµε ότι οι απεικονίσεις

s : U −! π−1(U) : x 7! τ−1
x

(
f(x)

)
= τ−1

(
x, f(x)

)
,

σ : U −! π−1(U) : x 7! τ−1
x

(
g(x)

)
= τ−1

(
x, g(x)

)
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είναι διαφορίσιµες τοπικές τοµές της ℓ, άρα και η

gx ◦ (τ
−1
x × τ−1

x )
(
f(x), g(x)

)
= gx

(
s(x), σ(x)

)
= Gs,σ(x)

είναι διαφορίσιµη από την υπόθεση, οπότε η (6.1.1) είναι διαφορίσιµη σύµφωνα

µε το Λήµµα 6.1.2.

Στην περίπτωση της κλασικής δοµής Riemann g (στην εφαπτοµένη δέσµη),

η διαφορισιµότητα αυτής εκφράζεται ακριβώς µε τη διαφορισιµότητα της απει-

κόνισης

X −! R : x 7! gx
(
ξ(x), η(x)

)
,

για οποιαδήποτε διανυσµατικά πεδία ξ, η ∈ X(X).

Μια ικανή συνθήκη, που εξασφαλίζει την ύπαρξη διαφορίσιµης δοµής Rie­

mann σε µια διανυσµατική δέσµη, είναι η ύπαρξη διαµερίσεων της µονάδας στη

ϐάση της δέσµης. Συγκεκριµένα, έχουµε το

6.1.5 Θεώρηµα. Αν X είναι παρασυµπαγής διαφορική πολλαπλότητα, τότε κάθε

ℓ = (E, π,X)∈ VB(X) εφοδιάζεται µε διαφορίσιµη δοµή Riemann.

Απόδειξη. ΄Εστω ℓ µία διανυσµατική δέσµη µε νήµατα τύπου Rn. ΄Εστω ακόµη

ότι {(Ui, τi)}i∈I είναι µια τοπικά πεπερασµένη απλοποιούσα κάλυψη της ℓ και

{ψi}i∈I µια υποκείµενη διαφορίσιµη διαµέριση της µονάδας. Θεωρούµε ένα

εσωτερικό γινόµενο α του Rn και, για κάθε i ∈ I, ορίζουµε την τοπική τοµή

της L2(E,R)

gi : Ui −! π̃−1(Ui) : x 7! gi(x) := τ̃−1
i (x, α).

Η gi προφανώς είναι µια τοπική διαφορίσιµη δοµή Riemann. Θέτουµε

g =
∑

i

ψi · gi : X −! L2(E,R).

Η g είναι ολική διαφορίσιµη τοµή της L2(E,R). Επίσης, ελέγχεται αµέσως ότι,

για κάθε x ∈ X, το gx είναι εσωτερικό γινόµενο του Ex.

Η ύπαρξη διαµερίσεων της µονάδας είναι ικανή αλλά όχι και αναγκαία συν-

ϑήκη για την ύπαρξη διαφορίσιµης δοµής Riemann. Μια ικανή και αναγκαία

συνθήκη δίνεται από το παρακάτω Θεώρηµα 6.1.7 . Προηγουµένως όµως χρεια-

Ϲόµαστε τον επόµενο ορισµό.
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6.1.6 Ορισµός. ΄Εστω ℓ = (E, π,X) µια διανυσµατική δέσµη µε νήµατα τύπου

Rn, και α ένα εσωτερικό γινόµενο του Rn. Συµβολίζουµε µε (GL(n,R), α) την

υποοµάδα της GL(n,R) που διατηρεί το α. ∆ηλαδή,

(GL(n,R), α) :=
{
f ∈ GL(n,R) : α

(
f(x), f(y)

)
= α(x, y), ∀x, y ∈ Rn

}
.

Θα λέµε ότι η δοµική οµάδα (structure group) GL(n,R) της ℓ ανάγεται

(reduces ) στην (GL(n,R), α), αν υπάρχει απλοποιούσα κάλυψη {(Ui, τi)}i∈I
της ℓ, τέτοια ώστε (ϐλ. Ορισµό 2.2.1),

Tji(x) ∈ (GL(n,R), α), ∀ i, j ∈ I και x ∈ Ui ∩ Uj.

Η προηγούµενη σχέση ισοδυναµεί µε την

(6.1.2) α
(
τjx ◦ τ

−1
ix (h), τjx ◦ τ

−1
ix (k)

)
= α(h, k),

για κάθε x ∈ Ui ∩ Uj; i, j ∈ I, και h, k ∈ Rn.

6.1.7 Θεώρηµα. ΄Εστω ℓ = (E, π,X)∈ VB(X) µε νήµατα τύπου Rn. Η ℓ
δέχεται µια διαφορίσιµη δοµή Riemann αν και µόνον αν η δοµική οµάδα της

ανάγεται στην
(
GL(n,R), α

)
, για κάποιο εσωτερικό γινόµενο α του Rn.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι α είναι ένα εσωτερικό γινόµενο του Rn και {(Ui, τi)}i∈I µια

απλοποιούσα κάλυψη της ℓ, ώστε να ισχύει η (6.1.2). ΄Εστω x ∈ X. Θεωρούµε

ένα i ∈ I, έτσι ώστε x ∈ Ui, και ϑέτουµε

g(x) := α ◦ (τix × τix).

Το g(x) είναι εσωτερικό γινόµενο του Ex. Επίσης είναι ανεξάρτητο του i ∈ I.
Πράγµατι, αν x ∈ Uj, για ένα j ∈ I, τότε η σχέση (6.1.2) συνεπάγεται ότι

α ◦ (τjx × τjx) = α ◦ (Tji(x)× Tji(x)) ◦ (τix × τjx) = α ◦ (τix × τix),

για κάθε i, j ∈ I και x ∈ Ui ∩ Uj. ΄Αρα η απεικόνιση

g : X −! L2(E,R) : x 7! g(x)

είναι µια καλά ορισµένη δοµή Riemann. Ως προς τη διαφορισιµότητά της αρκεί

να παρατηρήσουµε ότι ο περιορισµός της σε κάθε Ui είναι η (ϐλ. και τη δοµή

του Παραδείγµατος 2.3.2)

g(x) = α ◦ (τix × τix) = τ̃−1
i (x, α); x ∈ Ui,

που ορίζει τελικά διαφορίσιµη τοµή της L2(E,R).
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Αντίστροφα, έστω g µια διαφορίσιµη δοµή Riemann της ℓ, και {(Ui, τi)}i∈I
τυχαία απλοποιούσα κάλυψη της ℓ. Θεωρούµε ένα απλοποιούν Ϲεύγος (Ui, τi).
Για κάθε x ∈ Ui, η απεικόνιση

(6.1.3) g(x) ◦ (τ−1
ix × τ−1

ix ) : Rn × Rn −! R

είναι εσωτερικό γινόµενο του Rn. ΑνMix είναι ο πίνακας της τελευταίας, δηλαδή

Mix =
((
g(x) ◦ (τ−1

ix × τ−1
ix )
)
(ek, el)

)
k,l=1,...n

,

τότε, για κάθε x ∈ Ui και h, k ∈ Rn, είναι

g(x) ◦ (τ−1
ix × τ−1

ix )(h, k) = hMix k
t =

= hM
1/2
ix ·

(
M

1/2
ix

)t
kt =

(
hM

1/2
ix

)
·
(
kM

1/2
ix

)t
.

Εδώ ϑυµίζουµε ότι για έναν πίνακα B µε τις ιδιότητες του Mix (ϑετικά ορι-

σµένος), υπάρχει µοναδικός πίνακας A (:ϱίζα), τέτοιος ώστε B = AA = AAt. Ο

A συµβολίζεται και µε B1/2.

Θέτοντας

fix : R
n
−! Rn : h 7! fix(h) := hM

1/2
ix ,

διαπιστώνουµε ότι

(6.1.4) g(x) ◦ (τ−1
ix × τ−1

ix )(h, k) = fix(h) ·
(
fix(k)

)t
= < fix(h), fix(k) >,

όπου < , > είναι το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο του Rn. ∆ηλαδή, ϐρίσκουµε ότι

(6.1.5) g(x) ◦ (τ−1
ix × τ−1

ix ) ◦ (f−1
ix × f−1

ix ) = < , >, ∀x ∈ Ui.

Παρατηρούµε ότι η απεικόνιση

Ui −! L2(R
n,R) : x 7! g(x) ◦ (τ−1

ix × τ−1
ix )

είναι διαφορίσιµη γιατί (ϐλ. και πάλι τη δοµή του Παραδείγµατος 2.3.2)

(6.1.6) g(x) ◦ (τ−1
ix × τ−1

ix ) = p2 ◦ τ̃i ◦ g(x)

Επειδή η αντιστοιχία

L2(R
n,R) −! Mn×n(R) : b 7! (bij) :=

(
b(ei, ej)

)

είναι γραµµικός ισοµορφισµός, η διαφορισιµότητα της (6.1.6) είναι ισοδύναµη

µε την διαφορισιµότητα της

Ui −! Mn×n(R) : x 7!Mix,
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άρα και της

Ui −! Mn×n(R) : x 7!M
1/2
ix ,

εποµένως και της

Ui −! L(Rn,Rn) : x 7! fix,

αφού και η ανιστοιχία

L(Rn,Rn) −! Mn×n(R) : f 7! (fij) :=
(
prj(f(ei))

)

είναι επίσης γραµµικός ισοµορφισµός. Εξάλλου, οι πίνακες Mix, M
1/2
ix είναι

αντιστρέψιµοι, άρα η fix είναι γραµµικός ισοµορφισµός.

Θεωρούµε την απεικόνιση

fi : Ui × Rn −! Ui × Rn : (x, h) 7!
(
x, fix(h)

)
.

Βάσει του Λήµµατος 2.2.3, έχουµε ότι η fi ορίζει ισοµορφισµό τετριµµένων

δεσµών, άρα το (Ui, fi ◦ τi) είναι απλοποιούν Ϲεύγος.

π−1(U)
τi✲ Ui × Rn

fi✲ Ui × Rn

Ui

π

❄ idUi ✲ Ui

pr1

❄

∆ιάγραµµα 6.2

Θεωρούµε τώρα την απλοποιούσα κάλυψη {(Ui, fi ◦τi)}i∈I . Αν συµβολίσου-

µε µε T̂ji τις απεικονίσεις µεταφοράς της ℓ ως προς την προηγούµενη απλο-

ποιούσα κάλυψη, τότε (ϐάσει του Ορισµού 2.2.1) έχουµε, για κάθε h, k ∈ Rn:

〈
T̂ji(x)(h), T̂ji(x)(k)

〉
=

=
〈
(fjx ◦ τjx) ◦ (fix ◦ τix)

−1(h), (fjx ◦ τjx) ◦ (fix ◦ τix)
−1(k)

〉

=
〈
fjx
(
τjx ◦ τ

−1
ix ◦ f−1

ix (h)
)
, fjx

(
τjx ◦ τ

−1
ix ◦ f−1

ix (k)
)〉

(6.1.4)
=== gx ◦ (τ

−1
jx × τ−1

jx )
(
τjx ◦ τ

−1
ix ◦ f−1

ix (h), τjx ◦ τ
−1
ix ◦ f−1

ix (k)
)

= gx ◦ (τ
−1
ix × τ−1

ix )
(
f−1
ix (h), f−1

ix (k)
)

(6.1.4)
===< h, k > .

΄Αρα η δοµική οµάδα της ℓ ανάγεται στην (GL(n,R), <,>).
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Συµπληρωµατικά αναφέρουµε ότι η οµάδα (GL(n,R), <,>) είναι η οµάδα

όλων των ισοµετριών του Rn, που ταυτίζεται µε την οµάδα των n×n αντιστρεπτών

πινάκων µε την ιδιότητα AAt = I και συµβολίζεται µε O(n). Εποµένως :

Αν στο Rn ϑεωρήσουµε εξαρχής το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο < , >
(ϐλ. Ορισµό 6.1.6), τότε η ύπαρξη διαφορίσιµης δοµής Riemann στην

ℓ = (E, π,X) ισοδυναµεί µε την αναγωγή της GL(n,R) στην O(n).

6.2 Συνοχή και συναλλοίωτη παραγώγιση

6.2.1 Ορισµός. ΄Εστω ℓ = (E, π,X)∈ VB(X). Θεωρούµε και την δέσµη

L(ℓX , ℓ) = (L(TX,E), πL,X)

των γραµµικών απεικονίσεων από την εφαπτόµενη δέσµη ℓX = (TX, πX ,X)
στην δέσµη ℓ (ϐλ. Παράδειγµα 2.3.4). Ονοµάζουµε (γραµµική) συνοχή (linear

connection) της ℓ µία γραµµική (ως προς R) απεικόνιση

D : Γ(X,E) ! Γ
(
X,L(TX,E)

)
,

η οποία ικανοποιεί τη συνθήκη Leibniz (Leibniz condition)

D(fs) = (df) · s+ f · Ds,

για κάθε s ∈ Γ(X,E) και f ∈ C∞(X,R).

Η συνθήκη Leibniz σηµαίνει ότι η D δεν είναι γραµµική ως προς C∞(X,R).
Στην ίδια συνθήκη, το (df) · s συµβολίζει τη διαφορίσιµη τοµή της L(TX,E), µε

(
(df) · s

)
(x)(v) = v(f) · s(x),

για κάθε x ∈ X και v ∈ T (X,x) = TxX.

Από τη ϑεωρία των διαφορικών πολλαπλοτήτων ϑυµίζουµε ότι df είναι µία

διαφορική 1-µορφή επί του X, µε

df(x) = dxf = df |TxX : TxX −! R.

Επειδή Txf : TxX ! Tf(x)R, µετά την ταύτιση Tf(x)R ≡ R έχουµε ότι dxf =
Txf , άρα

dxf(v) = Txf(v) = v(f) ∈ R; x ∈ X, v ∈ TxX.

6.2.2 Θεώρηµα. ΄Εστω X παρασυµπαγής διαφορίσιµη πολλαπλότητα. Τότε κά-

ϑε ℓ = (E, π,X)∈ VB(X) εφοδιάζεται µε συνοχή D.
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Απόδειξη. ΄Εστω {(Ui, τi)}i∈I µια τοπικά πεπερασµένη απλοποιούσα κάλυψη

της ℓ και {ψi}i∈I µια υποκείµενη διαφορίσιµη διαµέριση της µονάδας. Για

κάθε i ∈ I, ϑεωρούµε τις ϐασικές τοµές

σik : Ui −! π−1(Ui) : x 7! τ−1
i (x, ek),

k = 1, . . . , n, όπου n είναι η τάξη της δέσµης (: διάσταση του νήµατος). Τότε,

κάθε τοπική τοµή σ ∈ Γ(Ui, E) γράφεται µονοσήµαντα µε τη µορφή

σ =
∑

k

αkσik, αk ∈ C∞(Ui,R).

Για διευκόλυνση, αν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης, ϑα παραλείπουµε στο

σύµβολο του αθροίσµατος το πεδίο µεταβολής του δείκτη. Ορίζουµε τώρα την

απεικόνιση

(6.2.1)

Di : Γ(Ui, E) −! Γ(Ui, L
(
TUi, E)

)
:

σ =
∑

k

αkσik 7−! Di(σ) :=
∑

k

(dαk) · σik.

Η Di είναι καλά ορισµένη, επειδή, για κάθε x ∈ Ui και v ∈ T (X,x), είναι

(Diσ)(x)(v) =
∑

k

(
(dαk) · σi k

)
(x)(v) =

∑

k

v(αk) · σi k(x),

δηλαδή η (Diσ)(x) : T (X,x) ! Ex είναι γραµµική απεικόνιση και µεταβάλ-

λεται διαφορίσιµα ως προς x, άρα ορίζεται πράγµατι µία διαφορίσιµη τοµή της

L
(
TUi, E)

)
.

Επίσης, η Di είναι γραµµική, αφού, για λ, µ ∈ R και οποιεσδήποτε τοµές

σ =
∑

k

αkσik, s =
∑

k

bkσik ∈ Γ(Ui, E),

διαπιστώνουµε ότι

Di(λσ + µs) = Di

(∑

k

(λαk + µbk)σi k

)

=
∑

k

d(λαk + µbk) · σik

= λ
∑

k

(dαk) · σik + µ
∑

k

(dbk) · σik

= λDi(σ) + µDi(σ).
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Τέλος, η Di ικανοποιεί την συνθήκη Leibniz: Αν σ =
∑

k αkσi k ∈ Γ(Ui, E)
και f ∈ C∞(Ui,R), τότε

Di(fσ) = Di

(∑

k

(fαk) · σik
)
=
∑

k

d(fαk) · σik

=
∑

k

(df)αk · σik +
∑

k

f(dαk) · σik

= (df) ·
∑

k

αkσik + f ·
∑

k

(dαk) · σik

= (df) · σ + f · Diσ.

Αρα, κάθε Di είναι συνοχή της
(
π−1(Ui), π, Ui

)
, οπότε η

D :=
∑

i

ψiDi,

είναι συνοχή της ℓ, όπως ελέγχεται αµέσως.

6.2.3 Ορισµός. ΄Εστω ℓ = (E, π,X) ∈ V B(X), εφοδιασµένη µε µία δοµή

Riemann g. Μία συνοχή D. λέγεται συµβιβαστή (compatible) µε τη δοµη g αν

(ϐλ. και συµβολισµό της Πρότασης 6.1.4)

gx
(
Ds(x)(v), σ(x)

)
+ gx

(
s(x), Dσ(x)(v)

)
= v
(
gx(s(x), σ(x))

)
= v(Gs,σ),

για κάθε s, σ ∈ Γ(X,E), x ∈ X και v ∈ T (X,x).

6.2.4 Ορισµός. ΄Εστω ℓ = (E, π,X) ∈ V B(X), εφοδιασµένη µε µία δο-

µή Riemann g και U ⊆ X ανοιχτό. ΄Ενα ορθοκανονικό πλαίσιο επί του

U (orthonormal frame) είναι µια ϐάση {σi}1≤i≤n του Γ(U,E), τέτοια ώστε

{σi(x)}1≤i≤n να είναι ορθοκανονική ϐάση του (Ex, gx), για κάθε x ∈ X.

6.2.5 Λήµµα. ΄Εστω ℓ = (E, π,X) ∈ V B(X)εφοδιασµένη µε δοµή Riemann g
και µια απλοποιούσα κάλυψη {(Ui, τi)}i∈I . Τότε, πάνω από κάθε Ui, η ℓ δέχεται

ορθοκανονικό πλαίσιο.

Απόδειξη. Ανατρέχοντας στο δεύτερο µέρος της απόδειξης του Θεωρήµατος 6.1.7,

από τη δοσµένη απλοποιούσα κάλυψη κατασκευάζουµε την {(Ui, τ̂i)}i∈I , µε

τ̂i = fi ◦ τi, της οποίας οι περιορισµοί τ̂ix στα νήµατα ικανοποιούν τις σχέσεις

(ϐλ. και το τέλος της προαναφερόµενης απόδειξης)

gx ◦ (τ
−1
ix × τ−1

ix )
(
f−1
ix (h), f−1

ix (k)
)
=

= gx ◦
(
τ̂−1
ix × τ̂−1

ix

)
(h, k) =< h, k >,
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για κάθε x ∈ Ui και h, k ∈ Rn, όπου <,> είναι το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο

του Rn. Τότε οι τοπικές τοµές

σi k : Ui −! π−1(Ui) : x 7! τ̂−1
i (x, ek)

αποτελούν ορθοκανονικό πλαίσιο επί του Ui. Πράγµατι,

(6.2.2)
gx
(
σi k(x), σiℓ(x)

)
= gx

(
τ̂−1
ix (ek), τ̂

−1
ix (eℓ)

)
=

= gx ◦
(
τ̂−1
ix × τ̂−1

ix )(ek, eℓ
)
= < ek, eℓ > = δk ℓ.

6.2.6 Θεώρηµα. ΄Εστω X παρασυµπαγής διαφορική πολλαπλότητα, µία δια-

νυσµατική δέσµη ℓ = (E, π,X) ∈ V B(X) και g δοµή Riemann της ℓ. Τότε η ℓ
δέχεται συνοχή D συµβιβαστή µε την g.

Απόδειξη. ΄Εστω {(Ui, τ̂i)}i∈I η απλοποιούσα κάλυψη της ℓ, η οποία υλοποι-

εί την αναγωγή της δοµικής οµάδας GL(n,R) στην (GL(n,R), <,>)= O(n).
Μπορούµε να υποθέσουµε, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, ότι η ανοιχτή κάλυψη

{Ui}i∈I είναι τοπικά πεπερασµένη και υπάρχει µια υποκείµενη διαφορίσιµη

διαµέριση της µονάδας {ψi}i∈I . Για κάθε i ∈ I ϑεωρούµε τις τοπικές τοµές

σi k : Ui −! E : x 7! σi k(x) := τ̂−1
i (x, ek),

οι οποίες (κατά το Λήµµα 6.2.5) αποτελούν ορθοκανονικό πλαίσιο επί του Ui.
Θεωρούµε επίσης τις τοπικές συνοχές Di που κατασκευάζονται όπως στο Θε-

ώρηµα 6.2.2, και το άθροισµα

D :=
∑

i

ψiDi.

Θα δείξουµε ότι η τελευταία συνοχή είναι συµβιβαστή µε την g.
∆είχνουµε πρώτα ότι κάθε Di είναι συµβιβαστή µε την g|Ui

. Πράγµατι, αν

σ, s ∈ Γ(Ui, E), µε σ =

n∑

k=1

αkσik και s =

n∑

j=1

bjσij,

τότε, για κάθε x ∈ Ui και v ∈ T (X,x), είναι [ ϐλ. και (6.2.1) ]

gx
(
Di σ(x)(v), s(x)

)
+ gx

(
σ(x), Di s(x)(v)

)

= gx

(
Di

(∑

k

αk σik

)
(x)(v),

(∑

j

bj σij

)
(x)
)

+ gx

((∑

k

αk σik

)
(x), Di

(∑

j

bj σij

)
(x)(v)

)
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= gx

((∑

k

(dαk) · σik
)
(x)(v),

∑

j

bj(x) · σij(x)
)

+ gx

(∑

k

αk(x)σi(x),
(∑

j

(dbj) · σij
)
(x)(v)

)

= gx

(∑

k

v(αk) · σik(x),
∑

j

bj(x) · σij(x)
)

+ gx

(∑

k

αk(x) · σik(x),
∑

j

v(bj) · σij(x)
)

=
∑

k,j

v(αk) · bj(x) · gx
(
σik(x), σij(x)

)
+

+
∑

k,j

αk(x) · v(bj) · gx
(
σi k(x), σij(x)

)

ή, ϐάσει της (6.2.2),

=
∑

k,j

v(αk) · bj(x) · δkj +
∑

k,j

αk(x) · v(bj) · δkj

=
∑

k

v(αk) bk(x) +
∑

k

αk(x) v(bk)

=
∑

k

(
v(αk) · bk(x) + αk(x) · v(bk)

)

=
∑

k

v
(
αkbk

)
= v
(∑

k

αkbk

)
.

Απ᾿ το άλλο µέρος,

Gσ,s(x) = gx
(
σ(x), s(x)

)
=

= gx

(∑

k

αk(x)σik(x),
∑

j

bj(x)σij(x)
)

=
∑

kj

αk(x)bj(x) gx
(
σik(x), σij(x)

)

=
∑

kj

αk(x)bj(x)δkj =
∑

k

αk(x)bk(x)

=
(∑

k

αkbk

)
(x),
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άρα
∑

k αk bk = Gσ,s, οπότε και

v
(∑

k

αkbk

)
= v(Gσ,s).

Συνδυάζοντας την τελευταία µε την πρώτη σειρά ισοτήτων, αποδεικνύεται συµι-

ϐαστότητα κάθε Di µε την g|Ui
.

Τέλος, αποδεικνύουµε ότι και η D :=
∑

i ψiDi είναι συµβιβαστή µε την g.
΄Εστω σ, s ∈ Γ(X,E), x ∈ X και v ∈ T (X,x). Τότε

gx
(
Dσ(x)(v), s(x)

)
+ gx

(
σ(x), Ds(x)(v))

= gx

(∑

i

ψi(x)Di σ(x)(v), s(x)
)
+

+ gx

(
σ(x),

∑

i

ψi(x) Di s(x)(v)
)

=
∑

i

ψi(x) · gx
(
Di σ(x)(v), s(x)

)
+

+
∑

i

ψi(x) · gx
(
σ(x), Di s(x)(v)

)

=
∑

i

ψi(x) ·
[
gx
(
Di σ(x)(v), s(x)

)
+ gx

(
σ(x), Di s(x)(v)

)]

=
∑

i

ψi(x) · v (Gσ,s) =
(∑

i

ψi(x)
)
· v (Gσ,s)

= v (Gσ,s),

που ολοκληρώνει την απόδειξη.

6.2.7 Ορισµός. ΄Εστω ℓ = (E, π,X) ∈ V B(X), X(X) ο χώρος των διαφο-

ϱίσιµων διανυσµατικών πεδίων του X και Γ(X,E) ο χώρος των διαφορισίµων

τοµών της ℓ. Καλούµε συναλλοίωτη παραγώγιση (covariant derivative)της ℓ
µία διγραµµική (ως προς R) απεικόνιση

∇ : X(X) × Γ(X,E) −! Γ(X,E) : (ξ, σ) 7! ∇(ξ, σ) =: ∇ξ σ

που έχει τις ιδιότητες :

(i) ∇fξ σ = f · ∇ξ σ

(ii) ∇ξ fσ = f · ∇ξ σ + ξ(f) · σ [συνθήκη Leibniz ]

για κάθε f ∈ C∞(X,R), ξ ∈ X(X), σ ∈ Γ(X,E).
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Η συνθήκη Leibniz δείχνει ότι η ∇ δεν είναι διγραµµική ως προς C∞(X,R).
Υπάρχει C∞(X,R)-γραµµικότητα µόνον ως προς την πρώτη µεταβλητή.

Στην ϐιβλιογραφία συναντά κανείς τους όρους συνοχή και συναλλοίωτη πα-

ϱαγώγιση να χρησιµοποιούνται αδιακρίτως και για τις δύο απεικονίσεις D και

∇ των Ορισµών 6.2.1 και 6.2.7, αντιστοίχως. Αυτό συµβαίνει γιατί D και ∇
µπορούν να ταυτιστούν µέσω κατάλληλης αντιστοιχίας (ϐλ. Θεώρηµα 6.2.11 και

σχετικά σχόλια στη συνέχεια). Για να το δείξουµε αυτό χρειαζόµαστε µια σειρά

από ϐοηθητικά αποτελέσµατα.

6.2.8 Λήµµα. ΄Εστω ∇ µια συναλλοίωτη παραγώγιση της διανυσµατικής δέσµης

ℓ = (E, π,X) ∈ V B(X), ξ ∈ X(X) και σ ∈ Γ(X,E). Αν A ⊆ X ανοιχτό µε

ξ|A = 0 ή σ|A = 0, τότε ∇ξ σ
∣∣
A
= 0.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ A. Υπάρχει ανοιχτό V , µε x ∈ V ⊂ V ⊂ A, και διαφο-

ϱίσιµη απεικόνιση

f : X −! R : f |V = 1, f |Ac = 0.

Βλ. κάτι ανάλογο και στην απόδειξη του Λήµµατος 5.2.1 (bump function). ∆ια-

κρίνουµε τις εξής περιπτώσεις :

i) Αν ξ|A = 0, τότε fξ = 0, εποµένως

∇fξ σ = f · ∇ξ σ = 0,

άρα, για κάθε x ∈ A,

(∇fξ σ)(x) = f(x) · (∇ξσ)(x) = 0,

που συνεπάγεται την ∇ξ σ
∣∣
A
= 0.

ii) Αν σ|A = 0, τότε fσ = 0, άρα

∇ξ (fσ) = f · ∇ξ σ + ξ(f) · σ = 0,

εποµένως, για κάθε x ∈ A,

(∇ξ fσ)(x) = f(x) ·
(
∇ξ σ

)
(x) + ξx(f) · σ(x) = 0.

΄Οµως f(x) = 1 και (από κατασκευή) η f είναι σταθερή σε µια περιοχή του x,

οπότε ξx(f) = 0. Συνεπώς,

(
∇ξ fσ

)
(x) =

(
∇ξ σ

)
(x) = 0; x ∈ A,

απ΄ όπου και πάλι ∇ξ σ
∣∣
A
= 0.



194 Κεφάλαιο 6. ∆οµή Riemann και Συνοχές

6.2.9 Πόρισµα. ΄Εστω ∇ συναλλοίωτη παραγώγιση της ℓ ∈ VB(X) και A ⊆ X
ανοιχτό. Αν ξ, η ∈ X(X) µε ξ = η |A, τότε

∇ξ σ = ∇η σ
∣∣
A
, ∀σ ∈ Γ(X,E).

Επίσης, αν σ, s ∈ Γ(X,E) µε σ = s|A, τότε

∇ξ σ = ∇ξ s
∣∣
A
, ∀ ξ ∈ X(X).

6.2.10 Πρόταση. Υποθέτουµε ότι ∇ είναι µια συναλλοίωτη παραγώγιση της

ℓ = (E, π,X) ∈ V B(X)και x ∈ X. Αν ξ, η ∈ X(X) µε ξ(x) = η(x), τότε

(∇ξ σ)(x) = (∇η σ)(x),

για κάθε σ ∈ Γ(X,E).

Απόδειξη. Αρκεί ναδείξουµε ότι, αν ξ ∈ X(X) µε ξ(x) = 0, τότε (∇ξ σ)(x) = 0,

για κάθε σ ∈ Γ(X,E). ΄Εστω λοιπόν (U,ϕ)χάρτης της ϐάσηςX µε x ∈ U . Τότε,

όπως γνωρίζουµε (ϐλ.[4]),

ξ|U =

m∑

i=1

ξi ∂i, m = dimX,

όπου {∂i}1≤i≤m είναι τα ϐασικά διανυσµατικά πεδία που ορίζει ο (U,ϕ) και

ξi ∈ C∞(U,R) οι αντίστοιχες τοπικές συντεταγµένες του ξ. Θεωρούµε ανοιχτές

περιοχές V, W του x µε x ∈ V ⊂ V ⊂ W ⊂ W ⊂ U και συνάρτηση f ∈
C∞(X,R), τέτοια ώστε f |V = 1 και f |W c = 0. Θέτουµε

ξ̃i := fξi και ∂̃i := f∂i.

Αν ξ̃ :=
∑

i ξ̃i ∂̃i, τότε

ξ̃ = ξ|V ,

άρα, για κάθε σ ∈ Γ(X,E) και z ∈ V , είναι

(∇ξ σ)(z) =
(
∇
ξ̃
σ
)
(z) =

(
∇∑

i ξ̃i∂̃i
σ
)
(z) =

m∑

i=i

ξ̃i(z)
(
∇
∂̃i
σ
)
(z).

Εποµένως, για z = x, η υπόθεση ξ(x) = 0, που συνεπάγεται ότι

ξ̃i(x) = ξi(x) = 0,

οδηγεί στην

(∇ξ σ)(x) = 0,

που κλείνει την απόδειξη.
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6.2.11 Θεώρηµα. ΄Εστω ℓ = (E, π,X) ∈ V B(X). Η ℓ έχει µια συνοχή D αν

και µόνον αν έχει συναλλοίωτη παραγώγιση ∇.

Απόδειξη. ΄Εστω D µια συνοχή της ℓ. Ορίζουµε την

∇ : X(X) × Γ(X,E) −! Γ(X,E) : (ξ, σ) 7! ∇ξ σ,

ϑέτοντας

(∇ξ σ)(x) := Dσ(x)(ξx), ∀ x ∈ X.

Ελέγχεται αµέσως ότι ∇ είναι µια καλά ορισµένη συναλλοίωτη παραγώγιση της

διανυσµατικής δέσµης ℓ.
Αντιστρόφως, αν δίνεται µία ∇, ορίζουµε την

D : Γ(X,E) −! Γ
(
X,L(TX,E)

)
: σ 7! Dσ,

ϑέτοντας

Dσ(x)(v) := (∇ξ σ)(x),

για κάθε x ∈ X και v ∈ T (X,x), όπου ξ είναι τυχόν διαφορίσιµο διανυσµατικό

πεδίο για το οποίο ξ(x) = v. Η προηγούµενη Πρόταση 6.2.10 εξασφαλίζει ότι

η τιµή (Dσ)(x)(v) δεν εξαρτάται από την επιλογή του ξ. ΄Αρα η D είναι καλά

ορισµένη. Ελέγχεται εύκολα ότι είναι συνοχή.

Το προηγούµενο αποτέλεσµα ορίζει µια 1–1 και επί αντιστοιχία µεταξύ συνο-

χών και συναλλοιώτων παραγωγίσεων µιάς διανυσµατικής δέσµης (απόδειξη !),

που επιτρέπει να χρησιµοποιούµε αδιακρίτως τον ίδιο όρο και για τους δύο

τελεστές, όπως σχολιάσαµε µετά τον Ορισµό 6.2.7.

6.2.12 Ορισµός. ΄Εστω ℓ = (E, π,X) ∈ V B(X) µε δοµή Riemann g και

συναλλοίωτη παραγώγιση ∇. Η ∇ καλείται συµβιβαστή µε την g, αν (ϐλ. συµ-

ϐολισµό Πρότασης 6.1.4

gx
(
∇ξσ (x), s(x)

)
+ gx

(
σ(x), ∇ξs (x)

)
= ξx(Gσ, s),

για κάθε ξ ∈ X(X), σ, s ∈ Γ(X,E) και x ∈ X.

Χρησιµοποιώντας τη σχέση ανάµεσα στις συνοχές και τις συναλλοίωτες πα-

ϱαγωγίσεις του προηγουµένου ϑεωρήµατος, αποδεικνύουµε αµέσως την

6.2.13 Πρόταση. ΄Εστω ℓ = (E, π,X) ∈ V B(X) εφοδιασµένη µε µία δοµή

Riemann g. Τότε ισχύουν τα επόµενα :

i) Αν D είναι συνοχή της ℓ συµβιβαστή µε την g, η επαγόµενη συναλλοίωτη

παραγώγιση ∇ είναι συµβιβαστή µε την g.

ii) Αν ∇ είναι µια συναλλοίωτη παραγώγιση της ℓ συµβιβαστή µε την g, τότε

η επαγόµενη συνοχή D είναι συµβιβαστή µε την g.
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Θα τελειώσουµε αυτή την παράγραφο (και το κεφάλαιο), εξετάζοντας αναλυ-

τικότερα την τοπική µορφή µιας συναλλοίωτης παραγώγισης. ΄Εχουµε πρώτα το

επόµενο

6.2.14 Λήµµα. ΄Εστω ℓ = (E, π,X) ∈ V B(X) εφοδιασµένη µε µια συναλ-

λοίωτη παραγώγιση ∇. Τότε, σε κάθε A ⊆ X ανοιχτό, η ∇ ορίζει µια τοπική

συναλλοίωτη παραγώγιση

∇A : X(A)× Γ(A,E) −! Γ(A,E),

έτσι ώστε, για κάθε ξ ∈ X(X), σ ∈ Γ(X,E) και x ∈ A, να είναι

∇A
(
ξ|A, σ|A

)
(x) = (∇ξ σ)(x).

Απόδειξη. ΄Εστω A ⊆ X ανοιχτό. Ορίζουµε την

∇A : X(A) × Γ(A,E) −! Γ(A,E)

ως εξής : ΄Εστω ξ ∈ X(A), σ ∈ Γ(A,E) και x ∈ A. Θεωρούµε ανοιχτό V µε

x ∈ V ⊆ A και ξ̃ ∈ X(X), σ̃ ∈ Γ(X,E) µε ξ̃ = ξ |V και σ̃ = σ |V . Τέτοια V, ξ̃
και σ̃ πάντοτε υπάρχουν (ϐλ. Λήµµα 5.2.1). Θέτουµε

∇A(ξ, σ)(x) :=
(
∇
ξ̃
σ̃
)
(x).

Λόγω του Πορίσµατος 6.2.9, η ∇A αποτελεί µία καλά ορισµένη συναλλοίωτη

παραγώγιση.

Ας ϑεωρήσουµε τώρα µια συναλλοίωτη παραγώγιση ∇ της ℓ = (E, π,X)
και ένα ανοιχτό U ⊂ X, πάνω από το οποίον ορίζονται ένας χάρτης (U,ϕ) της

X και ένα απλοποιούν Ϲεύγος (U, τ) της ℓ. Για ευκολία, ϑα χρησιµοποιούµε

το σύµβολο ∇ και για την τοπική συναλλοίωτη παραγώγιση ∇U . Αν {∂i}1≤i≤m
και {σj}1≤j≤n είναι οι κανονικές ϐάσεις των X(U) και Γ(U,E), τότε κάθε

ξ ∈ X(U) και σ ∈ Γ(X,E) γράφονται µε την αντίστοιχη µορφή

ξ =
m∑

i=1

ξi ∂i και σ =
n∑

j=1

αjσj ,

(προφανώς m = dimX και η ℓ έχει νήµατα τύπου Rn). Εποµένως, παραλείπο-

ντας τα πεδία µεταβολής των δεικτών, έχουµε:
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∇ξ σ = ∇ξ

(∑

j

αjσj

)
=
∑

j

∇ξ αjσj

=
∑

j

(
ξ(αj) · σj + αj · ∇ξ σj

)

=
∑

j

ξ(αj) · σj +
∑

j

αj · ∇∑
i ξi∂i

σj

=
∑

j

ξ(αj) · σj +
∑

i j

αjξi · ∇∂iσj.

Εφόσον ∇∂iσj ∈ Γ(U,E), ϑα υπάρχουν διαφορίσιµες συναρτήσεις

Γki j : U −! R; k = 1, . . . , n,

έτσι ώστε να ισχύει η σχέση

(6.2.3) ∇∂iσj =
∑

k

Γkij σk.

΄Αρα καταλήγουµε στην

(6.2.4)

∇ξσ =
∑

k

ξ(αk) · σk +
∑

i j k

ξiαjΓ
k
ij σk

=
∑

k

(
ξ(αk) +

∑

i j

ξiαjΓ
k
ij

)
σk.

Οι Γkij καλούνται συναρτήσεις Christoffel (Christoffel functions) της ∇
πάνω από το U , και ορίζονται από την ∇ µέσω της (6.2.3).

Αλλά και αντιστρόφως, κάθε οικογένεια διαφορίσιµων συναρτήσεων

Γki j : U ! R, i = 1, . . . ,m; j, k = 1, . . . , n,

ορίζει µία τοπική συναλλοίωτη παραγώγιση-συνοχή µέσω του τύπου (6.2.4).

Πράγµατι, αν

ξ =
∑

i

ξi∂i ∈ X(U), η =
∑

i

ηi∂i ∈ X(U),

f, g ∈ C∞(U,R), σ =
∑

j

αjσj ∈ Γ(U,E),
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τότε ϐρίσκουµε ότι

∇fξ+gη σ =
∑

k

(
(fξ + gη)(αk) +

∑

i j

(fξi + gηi)αjΓ
k
ij

)
σk

= f
∑

k

(
ξ(αk) +

∑

i j

ξiαjΓ
k
ij

)
σk+

+ g
∑

k

(
η(αk) +

∑

i j

ηiαjΓ
k
ij

)
σk

= f ∇ξ σ + g∇η σ,

δηλαδή, η ∇ είναι C∞(U,R)-γραµµική ως προς την πρώτη µεταβλητή.

Απ΄ το άλλο µέρος, αν

λ, µ ∈ R, ξ =
∑

i

ξi∂i ∈ X(U),

σ =
∑

j

αjσj, s =
∑

j

bjσj ∈ Γ(U,E),

προκύπτει ότι

∇ξ (λσ + µs) =
∑

k

(
ξ(λαk + µbk) +

∑

i j

ξi · (λαj + µbj) · Γ
k
i j

)
σk

= λ
∑

k

(
ξ(αj) +

∑

i j

ξiαjΓ
k
i j

)
σk

+ µ
∑

k

(
ξ(bj) +

∑

i j

ξibjΓ
k
i j

)
σk

= λ∇ξ σ + µ∇ξ s,

δηλαδή η ∇ είναι R-γραµµική ως προς την δεύτερη µεταβλητή της.

Τέλος, αν

σ =
∑

j

αjσj ∈ Γ(U,E), ξ =
∑

i

ξi∂i ∈ X(U), f ∈ C∞(U,R),

διαπιστώνουµε ότι

∇ξfσ =
∑

k

(
ξ(fαk) +

∑

i j

ξi · fαj · Γ
k
i j

)
σk
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=
∑

k

(
ξ(f) · αk + f · ξ(αk) +

∑

i j

, f · ξiαjΓ
k
i j

)
σk

=
∑

k

ξ(f)αk σk +
∑

k

f
(
ξ(αk) +

∑

i j

ξiαjΓ
k
i j

)
σk

= ξ(f) · σ + f · ∇ξ σ,

η οποία αποδεικνύει τον τύπο Leibniz, άρα τελικά η ∇, που προκύπτει από τα

{Γkij} µέσω της(6.2.3), ορίζει τοπική συνοχή.

6.3 Ασκήσεις Κεφαλαίου 6

1. Μία διανυσµατική δέσµη ℓ = (E, π,X) έχει διαφορίσιµη δοµή Riemann

τότε και µόνον τότε, αν υπάρχει διαφορίσιµη απεικόνιση α : E ⊕ E ! R,

τέτοια ώστε η αx := α
∣∣
Ex⊕Ex

να είναι εσωτερικό γινόµενο, για κάθε σηµείο

x ∈ X.

2. Αν η δοµική οµάδα της ℓ ανάγεται στη
(
GL(n,R), α

)
, για κάποιο εσωτερι-

κό γινόµενο α, τότε ανάγεται και στην
(
GL(n,R), β

)
, για κάθε εσωτερικό

γινόµενο β.

3. Αν ℓi (i = 1,2) έχει δοµή Riemann gi, τότε και η ℓ1⊕ℓ2 έχει δοµή Riemann.

4. Αν ℓi (i = 1,2) έχει συνοχή Di, τότε έχει συνοχή και η ℓ1 ⊕ ℓ2.

5. Αν ℓi (i = 1,2) έχει δοµή Riemann gi και συµβιβαστή συνοχή Di, τότε οι

επαγόµενες δοµές (Riemann και συνοχή) στην ℓ1 ⊕ ℓ2 είναι συµβιβαστές.

6. Μία δοµή Riemann g στην ℓ1 ⊕ ℓ2 ορίζει δοµές Riemann στις ℓ1, ℓ2;

7. Αν η D είναι συνοχή της ℓ1 ⊕ ℓ2, ορίζει συνοχές στις ℓ1, ℓ2;

8. ΄Εστω µία συναλλοίωτη παραγώγιση ∇ επί της δέσµης (E, π,X). Θεωρού-

µε τους χάρτες (U,ϕ) και (Û , ϕ̂) της X, µε U ∩ Û 6= ∅, και τις αντίστοιχες

απλοποιήσεις (U, τ) και (Û , τ̂) της E. Να αποδειχθεί η επόµενη συνθήκη

συµβιβαστότητας (των αντιστοίχων) συναρτήσεων Christoffel

Γ̂γαβ(x) =

m∑

i=1

n∑

j=1

n∑

k=1

∂xi
∂x̂α

∣∣∣
x
· Tβj(x) · T̂kγ(x) · Γ

k
ij(x)

+
m∑

i=1

n∑

j=1

∂xi
∂x̂α

∣∣∣
x
·
∂Tβj
∂xi

∣∣∣
x
· T̂jγ(x),

(6.3.1)
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για κάθε x ∈ U ∩ Û .

Στην προηγούµενη σχέση έχουµε: α = 1, . . . ,m = dimX; β, γ = 1, . . . , n,

όπου n είναι η διάσταση νηµάτων της E; (xi) είναι οι συντεταγµένες του

χάρτη (U,ϕ), (x̂α) αυτές του (Û , ϕ̂), ενώ οι συναρτήσεις της µορφής

Tµλ : U ∩ Û ! R, Tνρ : U ∩ Û ! R

δίνονται από τις αντίστοιχες σχέσεις

T
UÛ

(x)(eµ) =
n∑

λ=1

Tµλ(x)eλ, T
ÛU

(x)(eν) =
n∑

ρ=1

Tνρ(x)eρ,

όπου

TUÛ (x) := τx ◦ τ̂
−1
x , TUÛ (x) := τ̂x ◦ τ

−1
x ; x ∈ x ∈ U ∩ Û .

[∆ηλαδή, οι Tλµ(x) είναι τα στοιχεία του πίνακα TUÛ (x) ∈ GL(n,R), που

αντιστοιχεί στην απεικόνιση µεταφοράς T
UÛ

(ϐλ. Ορισµό 2.2.1). Ανάλογα

για τις Tνρ(x).]

Παρατήρηση. Παραλείποντας τη µεταβλητή x, η (6.3.1) γράφεται και µε

τη συνεπτυγµένη µορφή

(6.3.2) Γ̂γαβ =
∑

i,j,k

∂α̂(xi) · Tβj · T̂kγ · Γ
k
ij +

∑

i,j

∂α̂(xi) · ∂i(Tβj) · T̂jγ ,

όπου τα ∂i, ∂α̂ έχουν προφανή ερµηνεία.

9. Να οριστεί η έννοια της συναλλοίωτης παραγώγισης ∇ στην εφαπτοµένη

δέσµη (TX, π,X) µιας διαφορικής πολλαπλότητας X και να αποδειχτούν

τα επόµενα συµπεράσµατα :

α) Οι αντίστοιχες συναρτήσεις Christoffel υπεράνω ενός χάρτη (U,ϕ) ≡
(U ;x1, . . . , xm) ικανοποιούν τη σχέση

(6.3.3) Γkij = (∇∂i∂j) (xk); i, j, k = 1, . . . ,m = dimX.

Παρατήρηση. Στην περίπτωση µιας τέτοιας συνοχής (∇ επί της TX), οι

συναρτήσεις (Γkij) είναι γνωστές µε τον ιστορικό όρο σύµβολα Christoffel.

.

ϐ) Στην τοµή δύο χαρτών (U,ϕ), και (Û , ϕ̂), ισχύει η συνθήκη συµβιβα-

στότητας συµβόλων Christoffel

(6.3.4) Γ̂γαβ =

m∑

i,j,k=1

∂xi
∂x̂α

∂xj
∂x̂β

∂x̂γ
∂xk

Γkij(x) +

m∑

i=1

∂2xk
∂x̂α∂x̂β

∂x̂γ
∂xk

.
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Η προηγούµενη σχέση να αποδειχθεί κατ᾿ ευθείαν από την (6.3.3), αλλά

και ως εφαρµογή της (6.3.1).

Υπόδειξη: Υπενθυµίζουµε ότι, εξ ορισµού,

∂2xi
∂x̂α∂x̂β

=
∂

∂x̂α

(
∂xi
∂x̂β

)
.

Επίσης, στα τελευταία ϐήµατα των υπολογισµών, ϑα χρειαστεί να αποδει-

χθεί η σχέση
m∑

i=1

∂xi
∂x̂α

∂x̂p
∂xi

= δαp,

για κάθε p = 1, . . . ,m. Η σχέση αυτή ουσιαστικά εκφράζει την αλλαγή των

ϐάσεων (
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xm

)
και

(
∂

∂x̂1
, . . . ,

∂

∂x̂m

)
.

10. Για µια συνοχή ∇ της (E, π,X), ορίζουµε την καµπυλότητα (curvature)

R : X(X) × X(X) × Γ(X,E) −! Γ(X,E) :

(ξ, η, s) 7! R(ξ, η, s) := ∇ξ(∇ηs)−∇η(∇ξs)−∇[ξ,η]s.

Να αποδειχθεί ότι η R είναι C∞(X,R)-τριγραµµική απεικόνιση, ενώ είναι

αντισυµµετρική (ως προς ξ και η).

Ιδιαίτερα, στην περίπρωση της εφαπτόµενης δέσµης (TX, π,X), ισχύει η

ταυτότητα Bianchi

R(ξ, η, ζ) +R(η, ζ, ξ) +R(ζ, ξ, η) = 0,

για κάθε ξ, η, ζ ∈ X(X).

11. Για µια συνοχή ∇ στην εφαπτόµενη δέσµη (TX, π,X), ορίζεται η στρέψη

(torsion)

T : X(X) × X(X) −! X(X) :

(ξ, η) 7! T (ξ, η) := ∇ξη −∇ηξ −∇[ξ,η].

Να αποδειχθεί ότι η T είναι αντισυµµετρική και C∞(X,R)-διγραµµική.

Σχόλιο. Αποδεικνύεται ότι µία πολλαπλότητα εφοδιασµένη µε δοµή Rie­

mann g, διαθέτει µία µοναδική συνοχή ∇, η οποία έχει µηδενική στρέψη

(T = 0) και είναι συµβιβαστή µε τη g. Η συνοχή αυτή καλείται συνο-

χή Riemann ή συνοχή Levi­Cività. Το ενδιαφέρον του σχετικού συµπε-

ϱάσµατος έγκειται στο γεγονός ότι τα σύµβολα Christoffel, άρα και η ίδια

η συνοχή, καθορίζονται πλήρως µόνον από την g.





ΚΕΦΑΛΑΙΟ

7

Η Συνοχή ως διάσπαση

ακριβούς ακολουθίας

I personally feel that the next person to propose

a new definition of a connection should be sum­

marily executed.

M. Spivak [32, Vol. V, p. 602]

Οι ορισµοί της συνοχής σε µία διανυσµατική δέσµη, που δώσαµε στο προηγο-

ύµενο κεφάλαιο (ϐλ. το σχόλιο που ακολουθεί τον Ορισµό 6.2.7, καθώς και το

Θεώρηµα 6.2.11) δεν είναι οι µόνοι που υπάρχουν. Στην πραγµατικότητα είναι

πάρα πολλοί, εξού και το παραπάνω επίγραµµα του M. Spivak. Προφανώς η

πληθώρα των ορισµών υπαγορεύεται από διάφορες ανάγκες. Εµείς εδώ ϑα πα-

ϱουσιάσουµε δύο άλλους ορισµούς (ϐλ., π.χ., [15], [34]), οι οποίοι συνηθίζονται

στην περίπτωση απειροδιαστάτων δεσµών. Παρά τη σχετική πολυπλοκότητα της

προσέγγισης, προκύπτουν, εκτός των άλλων, και πολύ ενδιαφέροντα στοιχεία για

τη δοµή µερικών διανυσµατικών δεσµών, που σχετίζονται αµέσως µε την αρχική

διανυσµατική δέσµη επι της οποίας ορίζονται οι συνοχές.

203
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7.1 ∆ιασπάσεις και απεικονίσεις συνοχής

Σταθεροποιούµε µια διαφορική πολλαπλότητα X ≡ (X,A) µε µοντέλο Rm και

A = {(Ui, ϕi)}i∈I . Θεωρούµε ακόµη µια διανυσµατική δέσµη ℓ = (E, π,X) ∈
V B(X) µε νήµατα τύπου Rn και απλοποιούσα κάλυψη {(Ui, τi)}i∈I .

Η εφαπτόµενη δέσµη ℓX = (TX, πX ,X) έχει µιαν απλοποιούσα κάλυψη

{Ui, (πX , ϕ̄i))}i∈I µε

(πX , ϕ̄i) : π
−1
X (Ui) −! Ui × Rm : v 7! (πX(v), ϕ̄i(v)).

Θυµίζουµε ότι, αν u = [(x, α)] ∈ T (X,x), τότε ϕ̄i(u) = (ϕi ◦ α)
′(0) ≡

D(ϕi ◦ α)(0). Η προηγούµενη ταύτιση προκύπτει από τη σχέση (ϕi ◦ α)
′(0) =(

D(ϕi ◦ α)(0)
)
(1).

Εξάλλου, ο ολικός χώρος E της δέσµης έχει µια διαφορική δοµή, η οποία

δίνεται από τον άτλαντα {(Vi, ψi)i∈I , όπου

Vi = π−1(Ui),

ψi = (ϕi × idRn) ◦ τi : V −! ϕi(Ui)× Rn

Εποµένως, η εφαπτοµένη δέσµη ℓE = (TE, πE , E) του E έχει µιαν απλοποιο-

ύσα κάλυψη
{(
Vi,
(
πE, ψ̄i

))}
i∈I

, όπου

(
πE , ψ̄i

)
: π−1

E (Vi) −! Vi × Rm × Rn : w 7!

(
πE(w), ψ̄i(w)

)
.

Ας ϑεωρήσουµε τώρα την αντίστροφη εικόνα π∗(ℓX) =
(
π∗(TX), p1, E

)
της

ℓX µέσω της απεικόνισης π, όπως στο επόµενο διάγραµµα (ϐλ. Ορισµό 2.4.1,

και Θεώρηµα 2.4.2),

π∗(X) = E ×X TX
p2 ✲ TX

E

p1

❄ π ✲ X

πX

❄

∆ιάγραµµα 7.1

όπου, για ευκολία, έχουµε ϑέσει p1 := pr1
∣∣
E×XTX

και p2 := pr2
∣∣
E×XTX

. Τώρα

η αντίστροφη εικόνα έχει µιαν απλοποιούσα κάλυψη της µορφής {(Vi, ti)}i∈I ,
µε

ti : p
−1
1 (Vi) =

{
(u, v) ∈ E × TX : π(u) = πX(v) ∈ Ui

}
−! Vi × Rm :

(u, v) 7−! ti(u, v) :=
(
u, ϕ̄i(v)

)
.
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Παρατηρούµε ότι η καθολική ιδιότητα της αντίστροφης εικόνας συνεπάγεται την

ύπαξη ενός µορφισµού π∗ = (πE , Tπ) : TE −! π∗(TX), που συµπληρώνει το

∆ιάγραµµα 7.1 (σελ. 204) στο επόµενο

TE

π∗(TX)
p2

✲

π∗

✲

TX

Tπ

✲

E

p1

❄ π ✲

πE

✲

X

πX

❄

∆ιάγραµµα 7.2

7.1.1 Λήµµα. Για κάθε ℓ = (E, π,X) ∈ V B(X) η ακολουθία

TE
π∗

−−−−! π∗(TX) −−−! 0

είναι ακριβής.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι ισχύει η (δεύτερη) συνθήκη του Ορισµού 2.6.1. Για το

λόγο αυτό ϑεωρούµε τις απλοποιούσες καλύψεις
{(
Vi,
(
πE, ψ̄i

))}
i∈I

της ℓE και

{(Vi, ti)}i∈I της π∗(ℓX). Πάνω από κάθε Vi = π−1(Ui), η τοπική παράσταση

της π∗ = (πE , Tπ), όπως ϕαίνεται και στο επόµενο διάγραµµα,

π−1
E (Vi)

π∗ ✲ p−1
1 (Vi)

Vi × Rm × Rn

(
πE , ψ̄i

)

❄
✲ Vi × Rm

ti

❄

∆ιάγραµµα 7.3

έχει τη µορφή

ti ◦ π
∗ ◦
(
πE, ψ̄i

)−1
(u, h, k) = ti ◦ π

∗(w),
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όπου
(
πE , ψ̄i

)−1
(u, h, k) = w = [(u, α)] ∈ T (E, u) = TuE, και α είναι δια-

ϕορίσιµη καµπύλη στην E µε α(0) = u. Ελέγχεται στοιχειωδώς ότι πράγµατι

π∗
(
π−1
E (Vi)

)
⊆ p−1

1 (Vi). ΄Οµως,

(u, h, k) =
(
πE, ψ̄i

)
(w) =

(
u, D(ψi ◦ α)(0)

)

=
(
u, D

(
(ϕi × idRn) ◦ τi ◦ α

)
(0)
)

=
(
u, D(ϕi ◦ pr1 ◦ τi ◦ α)(0),D(pr2 ◦ τi ◦ α)(0)

)

=
(
u, D(ϕi ◦ π ◦ α)(0),D(pr2 ◦ τi ◦ α)(0)

)
.

΄Αρα

ti ◦ π
∗ ◦
(
πE, ψ̄i

)−1
(u, h, k) = (ti ◦ π

∗)(w)

= ti
(
πE(w), Tπ(w)

)
= ti

(
u, [(π(u), π ◦ α)]

)

=
(
u, ϕ̄i([(π(u), π ◦ α)]

)
=
(
u,D(ϕi ◦ π ◦ α)(0)

)
= (u, h),

δηλαδή η τοπική παράσταση της π∗ είναι η κανονική προβολή.

Λόγω της Πρότασης 2.6.8, έχουµε το

7.1.2 Πόρισµα. Για κάθε ℓ = (E, π,X) ∈ V B(X), η ακολουθία

O −−−! kerπ∗
i

−−−−! TE
π∗

−−−−! π∗(TX) −−−! O

είναι ακριβής.

7.1.3 Λήµµα. Για κάθε ℓ = (E, π,X) ∈ V B(X), είναι

ker π∗ = ker Tπ.

Απόδειξη. ΄Εστω w = [(u, α)] ∈ TE. Τότε

w ∈ kerπ∗ ⇐⇒ π∗(w) = 0

⇐⇒
(
πE(w), Tπ(w)

)
= 0 ∈ {u} × T (X,x := π(u))

⇐⇒ Tπ(w) = 0

⇐⇒ w ∈ ker Tπ,

που κλείνει την απόδειξη.

Συνεπώς καταλήγουµε στο επόµενο

7.1.4 Θεώρηµα. Για κάθε ℓ = (E, π,X) ∈ V B(X), η ακολουθία

0 −−−! ker Tπ
i

−−−! TE
π∗

−−−! π∗(TX) −−−! 0

είναι ακριβής.
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Σύµφωνα µε τον Ορισµό 2.6.3 και την Πρόταση 2.6.7, η εικόνα του ker Tπ
µέσω της i είναι µία υποδέσµη της TE, η οποία καλείται κάθετη υποδέσµη

(vertical subbundle) της TE και συµβολίζεται (πλήρως) µε (VE, πE , E).

7.1.5 Θεώρηµα. Για κάθε ℓ = (E, π,X) ∈ V B(X), η υποδέσµη (VE, πE , E)
είναι ισόµορφη µε την αντίστροφη εικόνα π∗(ℓ) = (π∗(E), p1, E) της ℓ µέσω π.

Απόδειξη. Επειδή π∗(E) = E ×X E, η δέσµη π∗(ℓ) έχει, σύµφωνα µε την

απόδειξη του Θεωρήµατος 2.4.2, µία απλοποιούσα κάλυψη
{
(Vi, τ̂i)

}
i∈I

, όπου

Vi = π−1(Ui) και

τ̂i : p
−1
1 (Vi) −! Vi × Rn : (u, v) 7! (u, τix(v)),

αν x = π(u) = π(v). Εξάλλου, για την (VE, πE , E) έχουµε τη σειρά των µετα-

ϑετικών διαγραµµάτων (ϐλ. και την απόδειξη της Πρότασης 2.6.8 )

VVi
i ✲ π−1

E (Vi)
π∗ ✲ p−1

1 (Vi) ⊂ E ×X TX

Vi × {0} × Rn

(
πE , ψ̄i

)

❄ I✲ Vi × Rm × Rn

(
πE, ψ̄i

)

❄ P ✲ Vi × Rm

ti

❄

∆ιάγραµµα 7.4

όπου VVi είναι, προφανώς, ο ολικός χώρος της κάθετης υποδέσµης της (τε-

τριµµένης υπο-) δέσµης Vi = π−1(Ui). Η απεικόνιση I εδώ είναι η ϕυσική

εµφύτευση µεταξυ των αναφεροµένων χώρων (και όχι το σύνολο των δεικτών I ),

ενώ η P είναι η προφανής προβολή. Ο περιορισµός της
(
πE, ψ̄i

)
στο VVi ορίζει

απλοποιούν Ϲεύγος µε τιµές στο Vi×{0}×Rn, ϐάσει του ∆ιαγράµµατος 7.3 στη

σελίδα 205.

Εποµένως, οι δέσµες VE και π∗(E) είναι τοπικά ισόµορφες.

VVi
fi ✲ p−1

1 (Vi)

Vi × {0} × Rn ≡ Vi × Rn
✛

τ̂i
(
πE, ψ̄i

)
✲

∆ιάγραµµα 7.5
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µέσω των ισοµορφισµών

fi = τ̂−1
i ◦

(
πE, ψ̄i

)
, i ∈ I,

όπως σηµειώνεται και στο προηγούµενο διάγραµµα.

Οι ισοµορφισµοί αυτοί ορίζουν έναν ολικό ισοµορφισµό f : VE ! π∗(E),
αρκεί να αποδείξουµε ότι είναι fi = fj

∣∣
V(Vi∩Vj)

, ισοδύναµα

τ̂j ◦ τ̂
−1
i =

(
πE, ψ̄j

)
◦
(
πE , ψ̄i

)−1
,

για κάθε i, j ∈ I, µε Ui∩Uj 6= ∅. Για το σκοπό αυτό ϑεωρούµε τυχόντα i, j ∈ I,
µε Ui ∩ Uj 6= ∅ και (u, k) ∈ (Vi ∩ Vj)× Rn. Θα δείξουµε ότι

(7.1.1) τ̂j ◦ τ̂
−1
i (u, k) ≡

(
πE, ψ̄j

)
◦
(
πE , ψ̄i

)−1
(u, 0, k).

΄Εστω x = π(u) ∈ Ui ∩ Uj . Τότε

(7.1.2) τ̂j ◦ τ̂
−1
i (u, k) = τ̂j

(
u, τ−1

ix (k)
)
=
(
u, τjx ◦ τ

−1
ix (k)

)
.

Απ΄ το άλλο µέρος,

(7.1.3)
(
πE, ψ̄j

)
◦
(
πE, ψ̄i

)−1
(u, 0, k) =

(
πE , ψ̄j

)
(w),

όπου w = [(u, α)] ∈ T (E, u). Οπότε,

(u, 0, k) =
(
πE, ψ̄i

)
(w) =

(
u,D(ψi ◦ α)(0)

)
,

άρα

D(ψi ◦ α)(0) = (0, k).

Εποµένως, ϐάσει της τελευταίας, η (7.1.3) οδηγεί στην

(
πE , ψ̄j

)
◦
(
πE , ψ̄i

)−1
(u, 0, k) =

(
πE(w), ψ̄j(w)

)

=
(
u,D(ψj ◦ α)(0)

)
=
(
u,D

(
ψj ◦ ψ

−1
i ◦ ψi ◦ α

)
(0)
)

=
(
u,
[
D
(
ψj ◦ ψ

−1
i

)
(ψi ◦ α)(0)

]
◦D(ψi ◦ α)(0)

)

=
(
u,
[
D
(
ψj ◦ ψ

−1
i

)
(ψi(u))

]
(0, k)

)
,

δηλαδή καταλήγουµε στην

(7.1.4)
(
πE , ψ̄j

)
◦
(
πE, ψ̄i

)−1
(u, 0, k) =

(
u,
[
D
(
ψj ◦ ψ

−1
i

)
(ψi(u))

]
(0, k)

)
.

Για να υπολογιστεί το τελευταίο διαφορικό, πρέπει να ϐρούµε την απεικόνιση

ψj ◦ ψ
−1
i : φi(Ui ∩ Uj)× Rn −! φj(Ui ∩ Uj)× Rn.
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Για κάθε (λ, µ) ∈ φi(Ui ∩ Uj)× Rn, έχουµε ότι

ψj ◦ ψ
−1
i (λ, µ) = (φj × idRn) ◦ τj ◦ τ

−1
i ◦ (φ−1

i × idRn)(λ, µ)

= (φj × idRn) ◦
(
τj ◦ τ

−1
i

)(
z := φ−1(λ), µ

)

= (φj × idRn)
(
z, τjz ◦ τ

−1
iz (µ)

)

=
(
φj(z), τjz ◦ τ

−1
iz (µ)

)

=
(
φj ◦ φ

−1
i (λ), Tji(z)(µ)

)

=
(
φj ◦ φ

−1
i ◦ p1, ev ◦

(
Tji ◦ φ

−1
i ◦ p1, p2

))
(λ, µ),

όπου Tji είναι η απεικονίση µεταφοράς της ℓ που αντιστοιχεί στα απλοποιούντα

Ϲεύγη (Ui, τi) και (Ui, τi), και ev είναι η απεικόνιση εκτίµησης

ev : L(Rn,Rn)× Rn −! Rn : (f, u) 7! f(u).

΄Αρα, λαµβάνοντας υπόψιν τον ορισµό της ψi, το διαφορικό που περιέχεται

στην (7.1.4) µετασχηµατίζεται ως εξής :

[
D
(
ψj ◦ ψ

−1
i

)
(ψi(u))

]
(0, k) =

=
[
D
(
ϕj ◦ ϕ

−1
i ◦ p1, ev ◦ (Tji ◦ ϕ

−1
i ◦ p1, p2)

)(
(ϕi × idRn) ◦ τi(u)

)]
(0, k)

=
[
D
(
ϕj ◦ ϕ

−1
i ◦ p1, ev ◦ (Tji ◦ ϕ

−1
i ◦ p1, p2)

)(
ϕi(x), τix(u)

)]
(0, k)

=
([
D
(
ϕj ◦ ϕ

−1
i ◦ p1

)(
ϕi(x), τix(u)

)]
(0, k),

[
D
(
ev ◦ (Tji ◦ ϕ

−1
i ◦ p1, p2)

)(
ϕi(x), τix(u)

)]
(0, k)

)

Εφαρµόζοντας την τελευταία στην (7.1.4), διαπιστώνουµε ότι, για να πάρουµε

την (7.1.1), ϑα πρέπει, ϐάσει και της (7.1.2), να δείξουµε ότι

[
D
(
ϕj ◦ ϕ

−1
i ◦ p1

)(
ϕi(x), τix(u)

)]
(0, k) = 0,(7.1.5)

[D
(
ev ◦ (Tji ◦ ϕ

−1
i ◦ p1, p2)

)(
ϕi(x), τix(u)

)]
(0, k) = τjx ◦ τ

−1
ix (k).(7.1.6)

Πράγµατι,

[
D
(
ϕj ◦ ϕ

−1
i ◦ p1

)(
ϕi(x), τix(u)

)]
(0, k)

=
[
D
(
ϕj ◦ ϕ

−1
i

)(
p1(ϕi(x), τix(u))

)]
◦

◦ [Dp1
(
ϕi(x), τix(u)

)
](0, k)

=
[
D
(
ϕj ◦ ϕ

−1
i

)
(ϕi(x))

]
◦ p1(0, k)

=
[
D
(
ϕj ◦ ϕ

−1
i

)
(ϕi(x))

]
(0) = 0,
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που αποδεικνύει την (7.1.5). Ανάλογα,

D
(
ev ◦ (Tji ◦ ϕ

−1
i ◦ p1, p2)

)
(ϕi(x), τix(u))

]
(0, k)

= [Dev
(
Tji ◦ ϕ

−1
i ◦ p1(ϕi(x), τix(u)), p2(ϕi(x), τix(u))

)]
◦

◦
[
D
(
Tji ◦ ϕ

−1
i ◦ p1, p2

)
(ϕi(x), τix(u)

)]
(0, k))

=
[
Dev

(
Tji(x), τix(u)

)]
◦
[(
D(Tji ◦ ϕ

−1
i ◦ p1)(ϕi(x), τix(u)),

Dp2(ϕi(x), τix(u))
)]
(0, k)

=
[
Dev

(
Tji(x), τix(u)

)]
◦
[
D(Tji ◦ ϕ

−1
i )
(
p1(ϕi(x), τix(u))

)
◦

◦Dp1(ϕi(x), τix(u)), p2
]
(0, k)

=
[
Dev

(
Tji(x), τix(u)

)]
◦
[(
D(Tji ◦ ϕ

−1
i )(ϕ(x)) ◦ p1, p2

]
(0, k)

=
[
Dev

(
Tji(x), τix(u)

)]([
(D(Tji ◦ ϕ

−1
i )(ϕ(x))

]
(0), k

)

=
[
Dev

(
Tji(x), τix(u)

)]
(0, k)

= ev(Tji(x), k) + ev(0, τix(u))

= Tji(x)(k) + 0(τix(u)) = Tji(x)(k) + 0

= τjx ◦ τ
−1
ix (k),

δηλαδή αποδείξαµε και την (7.1.6), µε την οποίαν, όπως εξηγήσαµε, ολοκλη-

ϱώνεται και η απόδειξη του ϑεωρήµατος.

Από το προηγούµενο ϑεώρηµα προκύπτει ότι, για κάθε ℓ = (E, π,X) ∈
V B(X), υπάρχει ένας κανονικός µορφισµός διανυσµατικών δεσµών

(r, π) := (p2, π) ◦ (f, idE) : (VE, πE , E) −! (E, π,X).

VE

π∗(E)
p2

✲

f
∼=

✲

E

r

✲

E

p1

❄ π ✲

πE

✲

X

π

❄

∆ιάγραµµα 7.6
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Ας υποθέσουµε τώρα ότι η σύντοµη ακριβής ακολουθία (ϐλ. Θεώρηµα 7.1.4

και τον ορισµό της υποδέσµης VE, σελ. 207)

(7.1.7) O −−−! VE
i

−−−−! TE
π∗

−−−−! π∗(TX) −−−! O

διασπάται. Τότε υπάρχει µορφισµός V : TE −! VE, έτσι ώστε V ◦ i = idVE.

O ✲ VE
i ✲ TE

V E

V

❄
idVE ✲

O
❄

∆ιάγραµµα 7.7

7.1.6 Ορισµός. Καλούµε συνοχή (connection) της ℓ = (E, π,X) ∈ V B(X),
την απεικόνιση V (από την παράπάνω διάσπαση), και απεικόνιση συνοχής

(connection map) την

K := r ◦ V : TE −! E

TE

VE
r

✲

V

✲

E

K

✲

E

πE

❄ π ✲

πE

✲

X

π

❄

∆ιάγραµµα 7.8

Παρατηρούµε ότι

(K,π) : (TE, πE , E) −! (E, π,X)
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είναι µορφισµός διανυσµατικών δεσµών.

Στη συνέχεια ϑα επιχειρήσουµε να προσδιορίσουµε τη µορφή της τοπικής

παράστασης της K µέσω καταλλήλων απλοποιήσεων των TE και E. Πρώτα υ-

πενθυµίζουµε ότι (ϐλ. την αρχή αυτής της παραγράφου, σελ. 204), αν (U,ϕ) εί-

ναι χάρτης της X, (U, τ) απλοποιούν Ϲεύγος της ℓ, και
(
V = π−1(U),

(
πE , ψ̄

))

το αντίστοιχο απλοποιούν Ϲεύγος της TE, όπου ψ = (ϕ × idRn) ◦ τ , ϑα συµ-

ϐολίσουµε µε Kτ την τοπική παράσταση της K. Από τα συµφραζόµενα εύκολα

αντιλαµβάνεται ο αναγνώστης πότε το V συµβολίζει την απεικόνιση συνοχής και

πότε το ανοιχτό σύνολο π−1(U). ΄Αρα, υπεράνω των V,U , το Ϲεύγος

(Kτ , π) :
(
π−1
E (V ), πE , E

)
−!

(
π−1(U), π, U

)

είναι µορφισµός (τετριµένων) δεσµών ως σύνθεση τριών µορφισµών.

π−1
E (V )

K ✲ π−1(U)

V × Rm × Rn
Kτ ✲

(
πE , ψ̄

)

✲

U × Rn
✛

τ

V

πE

❄ π ✲
✛

p1

U

π

❄
p1

✲

∆ιάγραµµα 7.9

Εποµένως, για κάθε (u, h, k) ∈ V × Rm ×Rn, οι συνιστώσες της Kτ είναι οι

p1 ◦Kτ (u, h, k) = π ◦ p1(u, h, k) = π(u),

p2 ◦Kτ (u, h, k) = p2 ◦ τ ◦K ◦
(
πE , ψ̄

)−1
(u, h, k),

= τπ(u) ◦Ku ◦
(
πE , ψ̄

)
u
.

΄Οµως, ϐάσει της Πρότασης 2.2.4, ορίζεται µία διαφορίσιµη απεικόνιση

Γτ : V −! L
(
Rm × Rn, Rn

)
,

τέτοια ώστε

p2 ◦Kτ (u, h, k) = Γτ (u)(h, k),



7.1. ∆ιασπάσεις και απεικονίσεις συνοχής 213

οπότε καταλήγουµε στην

(7.1.8) Kτ (u, h, k) =
(
π(u),Γτ (u)(h, k)

)
, (u, h, k) ∈ V × Rm × Rn.

Για να δώσουµε µιά απλούστερη µορφή στην (7.1.8),η οποία περιέχει τα

ανάλογα την συναρτήσεων Christoffel [ϐλ. (6.2.3)], ϑεωρούµε τώρα τις απλοποι-

ήσεις
(
V,
(
πE , ψ̄

))
της VE (περιορισµό της αντίστοιχης απλοποίησης της TE),

και (V, τ̂ ) της π∗(E), όπου τ̂(u, v) = (u, τx(v)) και x := π(u) = π(v) ∈ U =
π(V ). Επειδή K = r ◦ V = p2 ◦ f ◦ V (ϐλ. και ∆ιάγραµµα 7.6, σελ. 210), είναι

και

Kτ = p2τ ◦ fτ ◦ Vτ

όπου p2τ , fτ , Vτ είναι οι αντίστοιχες τοπικές παραστάσεις των p2, f , V , όπως

ϕαίνεται και στο επόµενο διάγραµµα.

TE
V ✲ V E

f ✲ π∗(E)
p2 ✲ E

⋃ ⋃ ⋃ ⋃

π−1
E (V )

V ✲ VV
f ✲ p−1

1 (V )
p2 ✲ V

V × Rm × Rn

(
πE, ψ̄

)

❄ Vτ✲ V × {0} × Rn

(
πE, ψ̄

)

❄ fτ✲ V × Rn

τ̂

❄ p2τ✲ timesRn

τ

❄

∆ιάγραµµα 7.10

Προφανώς, οι απεικονίσεις στο µέσον του διαγράµµατος είναι οι περιορισµοί των

απεικονίσεων της πρώτης σειράς στις αντίστοιχες υποδέσµες. Εποµένως,

(7.1.9)
p2τ (u, k) = τ ◦ p2 ◦ τ̂

−1(u, k) = τ ◦ p2
(
u, τ−1

x (k)
)

= τ
(
τ−1
x (k)

)
= (x, k) = (π(u), k),

για κάθε (u, k) ∈ V × Rn, µε π(u) = x. Επίσης, από τη σχέση f |π−1
E

(V ) ≡

τ̂−1◦
(
πE, ψ̄

)
(ϐλ. ∆ιάγραµµα 7.5 στην απόδειξη του Θεωρήµατος 7.1.5, σελ. 207)

(7.1.10) fτ (u, 0, k) = τ̂ ◦ f ◦
(
πE , ψ̄

)−1
(u, 0, k) = (u, k),

για κάθε (u, 0, k) ∈ V × {0} × Rn.

Τέλος, όσον αφορά στην τοπική παράσταση Vτ , παρατηρούµε ότι η σχέση

V ◦ i = idV E (ϐλ. ∆ιαγραµµα 7.7, σελ. 211) συνεπάγεται την

Vτ ◦ iτ = id : V × {0} ×Rn −! V × {0} × Rn,
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δηλαδή, αν (u, 0, k) ∈ V × {0} ×Rn ⊂ V × Rm × Rn τότε

(7.1.11) Vτ (u, 0, k) = (u, 0, k).

΄Αρα, για τα σηµεία της µορφής (u, 0, k) του V × Rm × Rn είναι

(7.1.12)

Kτ (u, 0, k) = p2τ ◦ fτ ◦ Vτ (u, 0, k)

= p2τ ◦ fτ (u, 0, k)

= p2τ (u, k) = (π(u), k).

Συνδυάζοντας τώρα τις (7.1.8) και (7.1.12), ϐρίσκουµε ότι

Γτ (u)(0, k) = k.

Επειδή [από τη γραµµικότητα της Γτ (u)]

Γτ (u)(h, k) = Γτ (u)(h, 0) + Γτ (u)(0, k),

η (7.1.8) παίρνει τη µορφή

(7.1.13) Kτ (u, h, k) =
(
π(u), k + Γτ (u)(h, 0)

)
.

Θέτοντας

Γτ = Γτ ◦ iRm ,

όπου

iRm : Rm −! Rm × Rn : h 7! (h, 0)

είναι η κανονική εµφύτευση, καταλήγουµε στο ότι υπάρχει διαφορίσιµη απει-

κόνιση

Γτ : V −! L(Rm,Rn),

τέτοια ώστε η (7.1.13) µετασχηµατίζεται στην

(7.1.14) Kτ (u, h, k) =
(
π(u), k + Γτ (u)(h)

)
,

για κάθε (u, h, k) ∈ V ×Rm ×Rn, που είναι πλέον η τελική τοπική παράσταση

της K, αναφορικά µε τα επιλεγµένα απλοποιούντα Ϲεύγη. Θα ονοµάσουµε τις

{Γτ} γενικευµένες συνατήσεις Christoffel της K.

Είναι προφανές ότι αν είναι γνωστή η Γτ , τότε είναι γνωστή και η Kτ , από

την οποία µπορούµε να ανακτήσουµε την K τοπικά µέσω του τύπου

K|π−1
E

(V ) = τ−1 ◦Kτ ◦
(
πE, ψ̄

)
.
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Αν τώρα υποθέσουµε ότι (Ui, ϕi), (Ui, τi) και (Uj , ϕj), (Uj , τj) είναι δύο

Ϲεύγη χαρτών και αντιστοίχων απλοποιούντων Ϲευγών, πάνω από τα ανοιχτά Ui
και Uj , µε Ui ∩ Uj 6= ∅, ϑα πρέπει (για να ορίζεται η K ολικά)

(7.1.15) τ−1
i ◦Kτi ◦

(
πE , ψ̄i

)
= τ−1

j ◦Kτj ◦
(
πE , ψ̄j

)

επί του κοινού πεδίου ορισµού. Ισοδύναµα, για κάθε (u, h, k) ∈ (Vi ∩ Vj) ×
Rm × Rn, ϑα πρέπει να ισχύει ότι

(7.1.15′) τj ◦ τ
−1
i ◦Kτi(u, h, k) = Kτj ◦

(
πE, ψ̄j

)
◦
(
πE, ψ̄i

)−1
(u, h, k).

΄Οµως

τj ◦ τ
−1
i ◦Kτi(u, h, k) = τj ◦ τ

−1
i

(
π(u), k + Γτi(u)(h)

)
=

=
(
x := π(u), τjx ◦ τ

−1
ix (k + Γτi(u)(h))

)
.

Επίσης, ϑέτοντας
(
πE , ψ̄i

)−1
(u, h, k) = w = [(u, α)] ∈ T (E, u), έχουµε:

Kτj ◦
(
πE, ψ̄j

)
◦
(
πE , ψ̄i

)−1
(u, h, k) =

= Kτj ◦
(
πE , ψ̄j

)
(w) = Kτj

(
u,D(ψj ◦ α)(0)

)

ή, επειδή ψj ◦ α = (φj × idRn) ◦ τj ◦ α = (φj ◦ π ◦ α, p2 ◦ τj ◦ α),

= Kτj

(
u, D(ϕj ◦ π ◦ α)(0), D(p2 ◦ τj ◦ α)(0)

)

=
(
π(u), D(p2 ◦ τj ◦ α)(0) + Γτj (u)

(
D(ϕj ◦ π ◦ α)(0)

))
.

Συµπερασµατικά, οι (7.1.15)–(7.1.15′) ισχύουν αν και µόνον αν ικανοποιε-

ίται η συνθήκη συµβιβαστότητας των γενικευµένων συναρτήσεων Christoffel

(7.1.16)
τj ◦ τ

−1
i

(
π(u), k + Γτi(u)(h)

)
=

= D(p2 ◦ τj ◦ α)(0) + Γτj (u)
(
D(ϕj ◦ π ◦ α)(0)

))
,

γιά κάθε (u, h, k) ∈ (Vi ∩ Vj)× Rm × Rn.

Είδαµε µέχρις εδώ ότι, ξεκινώντας από µία συνοχή V , κατασκευάζουµε την

απεικόνιση συνοχής K και απ΄ αυτήν µια οικογένεια απεικονίσεων {Γτi}i∈I . Θα

δούµε όµως ότι, και αντιστρόφως, από µια οικογένεια {Γτi}i∈I , που ικανοποιεί

τη συνθήκη συµβιβαστότητας (7.1.16), µπορούµε να κατασκευάσουµε όχι µόνον

την απεικόνιση συνοχής K, αλλά και τη συνοχή V . ∆ηλαδή, τελικά, η ύπαρξη

µιας συνοχής-διάσπασης της (7.1.7) ισοδυναµεί µε την ύπαρξη µιας οικογένειας

καταλλήλων διαφορισίµων απεικονίσεων {Γτi}i∈I . Πιο συγκεκριµένα, ισχύει το :
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7.1.7 Θεώρηµα. Σε µια διανυσµατική δέσµη (E, π,X), οι επόµενες προτάσεις

είναι ισοδύναµες :

i) Μία διαφορίσιµη απεικόνιση K : TE ! E είναι απεικόνιση συνοχής, που προ-

έρχεται από µία συνοχή V - διάσπαση της σύντοµης ακριβούς ακολουθίας (7.1.7).

ii) Υπεράνω των απλοποιούντων Ϲευγών {(Ui, τi)}i∈I της E, υπάρχει µία οικο-

γένεια
{
Γτi : Vi ! L(Rm,Rn)

}
i∈I

συµβατών [µε την έννοια της (7.1.7)] δια-

ϕορισίµων απεικονίσεων, που ορίζει µία συνοχή V και της οποίας η αντίστοιχη

απεικόνιση συνοχής K έχει τοπικές παραστάσεις Kτi (i ∈ I) της µορφής

Kτi(u, h, k) =
(
π(u), k + Γτi(u)(h)

)
; (u, h, k) ∈ Vi × Rm × Rn,

όπου Vi = π−1(Ui), για κάθε i ∈ I.

Απόδειξη. Το ευθύ αποδείχτηκε στην προηγούµενη συζήτηση.

Αντιστρόφως : Θα ορίσουµε τη συνοχή V τοπικά. ΄Ετσι, για κάθε (i ∈ I),
ϑεωρούµε τον µορφισµό V

∣∣
π−1(Vi)

, µε τοπική παράσταση Vτi της µορφής

Vτi(u, h, k) =
(
u, 0, k + Γτi(u)(h)

)
,

για κάθε (u, h, k) ∈ Vi ×Rm×Rn. Επειδή (ϐλ. και ∆ιάγραµµα 7.10, σελ. 213),

V
∣∣
π−1(Vi)

=
(
πE , ψ̄

)−1
◦ Vτ ◦

(
πE , ψ̄

)
,

ϑα ορίζεται ολική απεικόνιση (συνοχής) V , αν και µόνον αν

(
πE, ψ̄i

)−1
◦ Vτi ◦

(
πE, ψ̄i

)
=
(
πE, ψ̄j

)−1
◦ Vτj ◦

(
πE, ψ̄j

)
,

ή, ισοδύναµα,

(7.1.17)
(
πE , ψ̄2

)
◦
(
πE , ψ̄1

)−1
◦ Vτ1 = Vτ2 ◦

(
πE , ψ̄2

)
◦
(
πE, ψ̄1

)−1
.

στο κοινό πεδίο ορισµού Vi ∩ Vj , όταν Ui ∩ Uj 6= ∅. ΄Οµως, όπως και στην

προηγούµενη συζήτηση, µεταξύ των σχέσεων (7.1.5) και (7.1.6), για οποιδήποτε

(u, h, k) ∈ (Vτ1 ∩ Vτ2)×Rm × Rn διαπιστώνουµε ότι

(
πE, ψ̄j

)
◦
(
πE, ψ̄i

)−1
(u, h, k) =

(
u, D(ϕj ◦ π ◦ α)(0), D(p2 ◦ τj ◦ α)(0)

)
,

αν ϑέσουµε [(u, α)] =
(
πE , ψ̄1

)−1
(u, h, k). Εποµένως, το δεύτερο µέλος της

(7.1.17) παίρνει τη µορφή

(7.1.18)
Vτj ◦

(
πE, ψ̄j

)
◦
(
πE, ψ̄i

)−1
(u, h, k) =

=
(
u, 0, D(p2 ◦ τj ◦ α)(0)

)
+ Γτj (u)

(
D(ϕj ◦ π ◦ α)(0)

))
.
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Ανάλογα, το πρώτο µέλος της (7.1.17) µετασχηµατίζεται ως εξής :

(7.1.19)

(
πE, ψ̄j

)
◦
(
πE , ψ̄i

)−1
◦ Vτi(u, h, k) =

=
(
πE , ψ̄j

)
◦
(
πE, ψ̄i

)−1(
u, 0, k + Γτi(u)(h)

)

=
(
u, D(ϕj ◦ π ◦ β)(0), D(p2 ◦ τj ◦ β)(0)

)
,

όπου τώρα [(u, β)] =
(
πE, ψ̄1

)−1(
u, 0, k + Γτ1(u)(h)

)
. Η προηγούµενη σχέση

συνεπάγεται ότι

(
u, 0, k + Γτi(u)(h)

)
= (πE , ψ̄i)([(u, β)]) =

=
(
u,D(ϕi ◦ π ◦ β)(0),D(p2 ◦ τi ◦ β)(0)

)
,

από την οποία προκύπτει ότι

(7.1.20) D(φi ◦ π ◦ β)(0) = 0 και D(p2 ◦ τi ◦ β)(0) = k + Γτi(u)(h).

΄Αρα, ϐάσει των (7.1.18) και (7.1.19), η (7.1.17) ισχύει αν και µόνον αν

D(φj ◦ π ◦ β)(0) = 0,(7.1.21)

D(p2 ◦ τj ◦ β)(0) = D(p2 ◦ τj ◦ α)(0) + Γτj(u)
(
D(ϕj ◦ π ◦ α)(0)

)
.(7.1.22)

Επειδή β(0) = u και π(u) = x, διαπιστώνουµε ότι

D(ϕj ◦ π ◦ β)(0) = D
(
ϕj ◦ ϕ

−1
i

)
(ϕi ◦ π ◦ β(0)) ◦D(ϕi ◦ π ◦ β)(0) =

[ϐλ. (7.1.20)] =
[
D
(
ϕj ◦ ϕ

−1
i

)
(x)
]
(0)

= 0,

που σηµαίνει ότι η (7.1.21) ισχύει πάντοτε, ανεξάρτητα από οποιαδήποτε συν-

ϑήκη συµβιβαστότητας

Απ΄ το άλλο µέρος,

D(p2 ◦ τj ◦ β)(0) = D
(
p2 ◦ τj ◦ τ

−1
i ◦ τi ◦ β

)
(0)

= D
(
p2 ◦ τj ◦ τ

−1
i ◦ (π ◦ β, p2 ◦ τi ◦ β)

)
(0)

= D
(
p2 ◦ τj ◦ τ

−1
i ◦ (ϕ−1

i × idRn) ◦ (ϕi × idRn)

◦ (π ◦ β, p2 ◦ τi ◦ β)
)
(0)

= D
(
p2 ◦ τj ◦ τ

−1
i ◦ (ϕ−1

i × idRn) ◦ (ϕi ◦ π ◦ β, p2 ◦ τi ◦ β)
)
(0)

= D
(
p2 ◦ τj ◦ τ

−1
i ◦ (ϕ−1

i × idRn)
)
(ϕi(x), τix(u))

◦
(
D(ϕi ◦ π ◦ β)(0),D(p2 ◦ τi ◦ β)(0)

)



218 Κεφάλαιο 7. Η Συνοχή ως διάσπαση ακολουθίας

ή, εφαρµόζοντας τις (7.1.20),

= [D
(
p2 ◦ τj ◦ τ

−1
i ◦ (ϕ−1

i × idRn)
)
(ϕi(x), τix(u))](0, k + Γτi(u)(h)).

Επειδή, όπως διαπιστώνουµε εύκολα,

p2 ◦ τj ◦ τ
−1
i ◦ (ϕ−1

i × idRn) = ev ◦
(
Tji ◦ ϕ

−1
i ◦ p1, p2

)
,

η προηγούµενη σειρά ισοτήτων µετασχηµατίζεται στην (ϐλ. και την απόδειξη του

Θεωρήµατος 7.1.5)

D(p2 ◦ τj ◦ β)(0) =

=
[
D
(
ev ◦ (Tji ◦ ϕ

−1
i ◦ p1, p2)

)
(ϕi(x), τix(u))

]
(0, k + Γτ1(u)(h))

= [Dev(Tji(x), τix(u)) ◦
(
D(Tji ◦ ϕ

−1
i ◦ p1)(ϕi(x), τix(u)),

Dp2(ϕ1(x), τ1x(u))
)
](0, k + Γτ1(u)(h))

= Dev(Tji(x), τix(u))
(
D(Tji ◦ ϕ

−1
i )(ϕi(x))(0), k + Γτi(u)(h)

)

= Dev(Tji(x), τix(u))
(
0, k + τix(u)

)
= Tji(x)

(
k + Γτi(u)(h)

)
+ 0 · τix(u)

= τjx ◦ τ
−1
ix

(
k + Γτ1(u)(h)

)
= τj ◦ τ

−1
i

(
x, k + Γτ1(u)(h)

)
,

η οποία µετασχηµατίζει τελικά την (7.1.22) στην

(7.1.22′)
τj ◦ τ

−1
i

(
x, k + Γτ1(u)(h)

)
=

= D(p2 ◦ τj ◦ α)(0) + Γτj (u)
(
D(ϕj ◦ π ◦ α)(0)

)
,

η οποία είναι ακριβώς η συνθήκη συµβιβαστότητας (7.1.16).

Ανακεφαλαιόνοντας, ϐλέπουµε ότι, µέσω των προηγουµένων ισοδυναµιών,

µπορούµε να πάρουµε µία ολική απεικόνιση V αν και µόνον αν ικανοποιείται

η συνθήκη (7.1.16). Επιπροσθέτως, η ίδια συνθήκη εξασφαλίζει και την ύπαρξη

µιάς ολικής απεικόνισης K (προς το παρόν δεν γνωρίζουµε αν είναι απεικόνιση

συνοχής), που ορίζεται από τις (7.1.14), όπως εξηγήσαµε στο εδάφιο πριν την εκ-

ϕώνηση του ϑεωρήµατος. Εποµένως η V ορίζεται τότε και µόνον τότε αν ορίζεται

η K.

Για να ολοκληρωθεί η απόδειξη, µένει να δείξουµε ότι η V είναι πράγµα-

τι ένας µορφισµός διανυσµατικών δεσµών, που διασπά την ακολουθία (7.1.7),

και η αντίστοιχη µορφή συνοχής-της είναι ακριβώς η απεικόνιση K, την οποία

πέρνουµε επίσης µε την προηγούµενη διαδικασία.

Επειδή κάθε Vτi είναι µορφισµός τετριµένων διανυσµατικών δεσµών, το ίδιο

είναι και κάθε περιορισµός της V

V
∣∣
π−1(Vi)

=
(
πE, ψ̄

)−1
◦ Vτi ◦

(
πE , ψ̄

)
,
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συνεπώς και η V : TE ! V E είναι µορφισµός διανυσµατικών δεσµών. Επίσης,

τοπικά διαπιστώνουµε ότι V ◦ i = idV E, άρα η V είναι µία διάσπαση της

ακολουθίας (7.1.7), δηλαδή µία συνοχή.

Ας συµβολίσουµε µε K ′ την απεικόνιση συνοχής της V . Τότε K ′ = r ◦ V .

Συνεπώς, για κάθε (Ui, τi), είναι K ′
τi = rτi ◦Vτi . Οπότε, και για κάθε (u, h, k) ∈

Vi × Rm ×Rn, έχουµε ότι

K ′
τi(u, h, k) = rτi ◦ Vτi(u, h, k) = rτi

(
π(u), 0, k + Γτi(u)(h)

)

=
(
π(u), k + Γτi(u)(h)

)
= Kτi(u, h, k).

Από τη σύµπτωση των τοπικών παραστάσεων έπεται ότι K ′ = K, που κλείνει

την απόδειξη.

Αν V είναι µία συνοχή της ℓ, δηλαδή µία διάσπαση της ακολουθίας (7.1.7),

τότε το HE := kerV ορίζει υποδέσµη της TE, και µάλιστα TE = VE ⊕HE.

7.1.8 Ορισµός. Η δέσµη (HE, π,E καλείται οριζόντια υποδέσµη (horizontal

subbundle) της TE. Εποµένως, κάθε εφαπτόµενο διάνυσµα u ∈ TE αναλύεται

µονοσήµαντα σε u = uv + uh, όπου uv ∈ VE και uh ∈ HE λέγονται η

κάθετη και η οριζόντια συνιστώσα του u, αντιστοίχως (vertical and horizontal

component). Ανάλογα, κάθε διανυσµατικό πεδίο ξ : E ! TE της E αναλύεται

σε κάθετη και οριζόντια συνιστώσα, δηλαδή ξ = ξv + ξh, µε ξv : E ! VE και

ξh : E ! HE.

7.1.9 Πρόταση. ΄Ενα διανυσµατικό πεδίο ξ : E ! TE είναι διαφορίσιµο, τότε

και µόνον τότε αν έχει διαφορίσιµη οριζόντια και κάθετη συνιστώσα.

Απόδειξη. Αν οι συνιστώσες ξv, ξh είναι διαφορίσιµες, τότε προφανώς και το

ξ είναι διαφορίσιµο. Αντιστρόφως, αν το ξ είναι διαφορίσιµο, τότε το V ◦ ξ
είναι διαφορίσιµο διανυσµατικό πεδίο µε τιµές στην VE. Επίσης, το ξ − V ◦ ξ
είναι διαφορίσιµο διανυσµατικό πεδίο. Για να δείξουµε το Ϲητούµενο, αρκεί να

δείξουµε ότι το ξ−V ◦ ξ πάιρνει τιµές στην HE, οπότε ϑα είναι ξv = V ◦ ξ και

ξh = ξ − V ◦ ξ. Αρκεί δηλαδή να δείξουµε ότι V ◦ (ξ − V ◦ ξ) = 0. Πράγµατικά,

V ◦ (ξ − V ◦ ξ) = V ◦ ξ − V ◦ i ◦ V ◦ ξ = V ◦ ξ − V ◦ ξ = 0 .

7.1.10 Πρόταση. ΄Ενα εφαπτόµενο διάνυσµα w ∈ TE είναι οριζόντιο, αν και

µόνον αν K(w) = 0. Εποµένως,

ker V =: HE = kerK.
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Απόδειξη. Αν w ∈ HE, τότε και K(w) = r ◦ V (w) = 0. Αντιστρφως, έστω ότι

K(w) = 0, για κάποιο w = [(u, α)] ∈ TE. Τότε (ϐλ. τον ισοµορφισµό f στην

απόδειξη του Θεωρήµατος 7.1.5)

K(w) = r ◦ V (w) = p2 ◦ f ◦ V (w) = 0

⇒ Kτ (u, h, k) = p2τ ◦ fτ ◦ Vτ (u, h, k) = 0,

όπου (u, h, k) =
(
πE, ψ̄

)
(w) και (U, τ) απλοποοιούν Ϲεύγος της ℓ υπεράνω του

χάρτη (U,ϕ) της ϐασης X, µε π(u) ∈ U . ΄Αρα, αν Vτ (u, h, k) = (u, 0, k′), τότε

p2τ ◦ fτ (u, 0, k
′) = p2τ (u, k

′) = (π(u), k′) = 0,

απ΄ όπου k′ = 0. ΄Αρα Vτ (u, h, k) = (u, 0, 0), οπότε και V (w) = 0.

7.2 Γραµµικές συνοχές

Θεωρούµε πάλι µια απεικόνιση συνοχής K, και το µεταθετικό διάγραµα

TE
K ✲ E

E

πE

❄ π ✲ X

π

❄

∆ιάγραµµα 7.11

που είναι συνέπεια του µορφισµού διανυσµατικών δεσµών

(K,π) : (TE, πE , E) −! (E, π,X),

οπότε έχουµε την ισότητα

(7.2.1) π ◦K = π ◦ πE.

Επίσης, επειδή

(Tπ, π) : (TE, πE , E) −! (TX, πX ,X)

είναι µορφισµός διανυσµατικών δεσµών, έχουµε ότι

(7.2.2) πX ◦ Tπ = π ◦ πE ,



7.2. Γραµµικές συνοχές 221

δηλαδή το µεταθετικό διάγραµµα

TE
Tπ ✲ TX

E

πE

❄ π ✲ X

πX

❄

∆ιάγραµµα 7.12

Από τις (7.2.1) και (7.2.2) προκύπτει ότι

(7.2.3) πX ◦ Tπ = π ◦ πE,

δηλαδή η µεταθετικότητα του διαγράµµατος

TE
K ✲ E

TX

Tπ

❄ πX ✲ X

π

❄

∆ιάγραµµα 7.13

Στο τελευταίο διάγραµµα, οι δύο κατακόρυφες τριάδες (TE, Tπ, TX) και

(E, π,X) είναι διανυσµατικές δέσµες. Προφανώς, το Ϲεύγος (K,πX ) ϑα ορίζει

µορφισµό διανυσµατικών δεσµών µεταξύ των (TE, Tπ, TX) και (E, π,X) τότε

και µόνον τότε αν οι περιορισµοί της K στα νήµατα της (TE, Tπ, TX) είναι

γραµµικές απεικονίσεις. Στην περίπτωση αυτή, η συνοχή V , που ορίζει την K,

λέγεται γραµµική συνοχή (linear connection) και ηK γραµµική απεικόνιση

συνοχής (linear connection map).

Πριν εξετάσουµε τη σηµασία της γραµµικότητας µιας συνοχής, ας δούµε

αναλυτικά τη δοµή της διανυσµατικής δέσµης (TE, Tπ, TX). Προφανώς. τώρα

τα απολοποιούντα Ϲεύγη ϑα προκύψουν από τους χάρτες της TX, µε πεδία

ορισµού της µορφής π−1
X (Ui). ΄Εχοντας υπόψη και τους συµβολισµούς στην αρχή

της §7.1, αποδεικνύουµε πρώτα το επόµενο

7.2.1 Λήµµα. ΄Εστω ℓ = (E, π,X) διανυσµατική δέσµη µε νήµατα τύπου Rn και

απλοποιούσα κάλυψη {(Ui, τi)}i∈I . Τότε η τριάδα (TE, Tπ, TX) είναι διανυσµα-

τική δέσµη µε νήµατα τύπου Rn×Rn και απλοποιούσα κάλυψη
{(
π−1
X (Ui), t̂i

)}
i∈I

,
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όπου

t̂i : (Tπ)
−1
(
π−1
X (Ui)

)
−! π−1

X (Ui)×Rn × Rn :

w = [(u, a)] 7−!
(
Tπ(w), τix(u), D(p2 ◦ τi ◦ α)(0)

)
, x = π(u).

Απόδειξη. Κάθε t̂i κάνει µεταθετικό το διάγραµµα (τρίγωνο)

(Tπ)−1
(
π−1
X (Ui)

) t̂i ✲ π−1
X (Ui)× Rn × Rn

π−1
X (Ui)

✛
p1Tπ ✲

∆ιάγραµµα 7.14

Επίσης t̂i είναι 1–1: Αν w = [(u, α)], w′ = [(u′, α′)] είναι εφαπτόµενα διανύσµα-

τα του Dom ti µε t̂i(w) = t̂i(w
′), τότε

Tπ(w) = Tπ(w′),(7.2.4)

τix(u) = τix′(u
′),(7.2.5)

)D(p2 ◦ τi ◦ α)(0) = D(p2 ◦ τi ◦ α
′)(0).(7.2.6)

Η (7.2.4) συνεπάγεται ότι [(π(u), π ◦ α)] = [(π(u′), π ◦ α′)],οπότε, ϐάσει του

ορισµού της σχέσης ισοδυναµίας που ορίζει τα εφαπτόµενα διανύσµατα στο X,

x = π(u) = π(u′) = x′,(7.2.7)

D(ϕi ◦ π ◦ α)(0) = D(ϕi ◦ π ◦ α′)(0),(7.2.8)

για το χάρτη (Ui, ϕi) που περιέχει το x. Οι (7.2.7) και (7.2.5) δίνουν τώρα ότι

(7.2.9) u = u′.

Απ᾿ το άλλο µέρος, για να εξασφαλίσουµε τη σύµπτωση των w και w′ στο

TuE, αρκεί να ελέγξουµε αν

(7.2.10) D(ψi ◦ α)(0) = D(ψi ◦ α
′)(0).

για το χάρτη (Vi = π−1(Ui), ψi) του E, που περιέχει το u. Επειδή

ψi ◦ α = (φi × idRn) ◦ τi ◦ α = (φi ◦ π ◦ α, p2 ◦ τi ◦ α)(7.2.11)

ψi ◦ α
′ = (φi × idRn) ◦ τi ◦ α

′ = (φi ◦ π ◦ α′, p2 ◦ τi ◦ α
′),(7.2.11΄)
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οι (7.2.8) και (7.2.6) δίνουν οτι

D(ψi ◦ α)(0) =
(
D(φi ◦ π ◦ α)(0),D(p2 ◦ τi ◦ α)(0)

)

=
(
D(φi ◦ π ◦ α′)(0),D(p2 ◦ τi ◦ α

′)(0)
)

= D(ψi ◦ α
′)(0),

που επαληθεύουν την (7.2.10) και οδηγούν στη Ϲητούµενη σχέση

w = w′,

µε την οποίαν καταλήγουµε στο 1–1 της ti.

Κάθε t̂i είναι απεικόνιση επί : Για τυχόν
(
[(x, β], k1, k2

)
∈ π−1

X (Ui)×Rn×Rn,

ϑέτουµε

w := [(u, α)],

όπου

u := τ−1
ix (k1),

α(t) := ψ−1
i

(
ψi(u) + t(D(ϕi ◦ β)(0), k2)

)
.

Τότε

(7.2.12)
t̂i(w) =

(
Tπ(w), τix(u), D(p2 ◦ τi ◦ α)(0)

)

=
(
[(π(u), π ◦ α)], k1, D(p2 ◦ ψi ◦ α)(0)

)
.

΄Οµως, π(u) = x και

π ◦ α(t) = π ◦ ψ−1
i

(
ψi(u) + t

(
D(ϕi ◦ β)(0), k2

))

= π ◦ τ−1
i ◦

(
ϕ−1
i × 1)

(
(ϕi(x), τix(u)) + t

(
D(ϕi ◦ β)(0), k2

))

= p1
(
ϕ−1
i

(
ϕi(x) + tD(ϕi ◦ β)(0), (τix(u) + tk2)

)

= ϕ−1
i

(
ϕi(x) + tD(ϕi ◦ β)(0)

)
,

µέσω της οποίας προκύπτει ότι

ϕ̄i
(
[π(u), π ◦ α]

)
= D(ϕ ◦ π ◦ α)(0) = D(ϕ ◦ β)(0) = ϕ̄i([x, β]),

άρα παίρνουµε την

(7.2.13) [(π(u), π ◦ α)] = [(x, β)].
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Επίσης,

p2 ◦ ψi ◦ α(t) = p2
(
ψi(u) + t(D(ϕi ◦ β)(0), k2)

)

= p2
(
(ϕ(x), τix(u)) + t(D(ϕi ◦ β)(0) + k2)

)

= τix(u) + tk2,

ϐάσει της οποίας είναι και

(7.2.14) D(p2 ◦ ψi ◦ α)(0) = k2.

Αντικαθιστώντας τις (7.2.13) και (7.2.14) στην (7.2.12), ϐρίσκουµε ότι t̂i(w) =(
[(x, β], k1, k2

)
, που αποδεικνύει το επί της t̂i.

Θα δείξουµε τώρα τη διαφορική συµβιβαστότητα των απλοποιούντων Ϲευγών.

Για Ui ∩ Uj 6= ∅, η απεικόνιση tj ◦ t
−1
i δίνεται δίνεται από τον τύπο

t̂j ◦ t
−1
i

(
v = [(x, β)], k1, k2

)
=

= t̂j
([
(u = τ−1

ix (k1), α)
])

=
(
[(π(u), π ◦ α)], τjx(u), D(p2 ◦ ψj ◦ α)(0)

)

=
(
v = [(x, β)], τjx ◦ τ

−1
ix (k1), D

(
(p2 ◦ ψj ◦ ψ

−1
i ) ◦ (ψi ◦ α)

)
(0)
)

=
(
v, Tji(x)(k1), D

(
p2 ◦ ψj ◦ ψ

−1
i

)
(ψi(u))◦

◦
(
D(ϕi ◦ π ◦ α)(0), D(p2 ◦ τi ◦ α)(0)

))

=
(
v, (Tji ◦ πX(v))(k1), D

(
p2 ◦ ψj ◦ ψ

−1
i

)
(ψi(u))

(
D(ϕi ◦ β)(0), k2

))

=
(
v, ev

(
Tji(πX(v)), k1

)
, [D

(
p2 ◦ ψj ◦ ψ

−1
i

)
(ϕi(x), k1)](D(ϕi ◦ β)(0), k2)

)
.

Επειδή, p2 ◦ ψj ◦ ψ
−1
i = ev ◦ (Tji ◦ ϕ

−1
i ◦ p1, p2) [γιατί ;], η τρίτη συντεταγµένη

του t̂j ◦ t̂
−1
i

(
v = [(x, β)], k1, k2

)
µετασχηµατίζεται ως εξής :

[D
(
p2 ◦ ψj ◦ ψ

−1
i

)
(ϕi(x), k1)](D(ϕi ◦ β)(0), k2) =

= [Dev(Tji, k1) ◦ (D(Tji ◦ ϕ
−1
i ◦ p1, p2)(ϕi(x), k1)](ϕ̄i(v), k2)

= Dev(Tji(x), k1)
(
D(Tji ◦ ϕ

−1
i )(ϕi(x))(ϕ̄i(v), k2)

)

= Tji(x)(k2) + ev
(
D(Tji ◦ ϕ

−1
i )(ϕi ◦ πX(v))(ϕ̄i(v)), k1

)
,

η οποία είναι διαφορίσιµη συνάρτηση των v, k1, k2, όπως είναι άλλωστε και

οι δύο πρώτες συντεταγµένες, άρα η t̂j ◦ t̂
−1
i είναι τελικά (αµφι)διαφορίσιµη

απεικόνιση.

Τέλος, η γραµµικότητα κάθε t̂i στα νήµατα είναι άµεση συνέπεια της γραµ-

µικότητας της αντίστροφης t̂−1
i ως προς (k1, k2). Εποµένως, πληρούνται οι

συνθήκες της Πρότασης 2.2.5, οπότε αποδεικνύεται και το παρόν λήµµα.
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Λαµβάνοντας υπόψη τη σχέση π−1
E

(
π−1(Ui)

)
= (Tπ)−1

(
π−1
X (Ui)

)
, που προ-

κύπτει από την (7.2.2) του µορφισµού (Tπ, π), αποδεικνύουµε και το

7.2.2 Λήµµα. Το επόµενο διάγραµµα είναι µεταθετικό

π−1

E

(
π−1(Ui)

)
= (Tπ)−1

(
π−1

X
(Ui)

) t̂i ✲ π−1

X
(Ui)× Rn × Rn

π−1(Ui)× Rm × Rn

(
πE , ψ̄i

)

❄
τi × 1× 1 ✲ Ui × Rn × Rm × Rn ≡ Ui × Rm × Rn × Rn

(πX , ϕ̄i)× 1× 1

❄

∆ιάγραµµα 7.15

Απόδειξη. Για ευκολία, στο προηγούµενο διάγραµα το 1 συµβολίζει την αντίστοι-

χη ταυτοτική απεικόνιση.

΄Εστω w = [(u, α)] ∈ π−1
E

(
π−1(Ui)

)
, µε π(u) = x ∈ Ui. Τότε, εφαρµόζοντας

και την (7.2.11), ϐρίσκουµε ότι

(τi × 1× 1) ◦
(
πE , ψ̄i

)
(w) =

= (τi × 1× 1)(u,D(ψi ◦ α)(0)) = (τi(u), D(ψi ◦ α)(0))

=
(
x, τix(u), D(ϕi ◦ π ◦ α)(0), D(p2 ◦ τi ◦ α)(0)

)
.

Απ᾿ το άλλο µέρος,

((πX , ϕ̄i)× 1× 1) ◦ t̂i(w) =

= (πX , ϕ̄i)× 1× 1)
(
[(x, π ◦ α)], τix(u), D(p2 ◦ τi ◦ α)(0)

)

=
(
x,D(ϕi ◦ π ◦ α)(0), τix(u), D(p2 ◦ τi ◦ α)(0)

)
,

που µε µία αλλαγή της ϑέσης αποδεικνύει το Ϲητούµενο.

7.2.3 Πρόταση. Μία απεικόνιση συνοχής K : TE ! E είναι γραµµική αν και

µόνον αν, για κάθε χάρτη, η αντίστοιχη Γτ (ϐλ. Θεώρηµα 7.1.7 ) είναι γραµµική

ως πρός u.

Απόδειξη. Λαµβάνοντας υπόψη το προηγούµενο ∆ιάγραµµα 7.14 (σελ. 222) και

την (7.1.14), για τυχόντα χάρτη (Ui, ϕi) της X έχουµε:

K γραµµική ως πρός τα νήµατα της (TE, Tπ, TX) ⇔

⇔ K ◦ t̂−1
i γραµµική ως προς (k1, k2) ∈ Rn × Rn

⇔ K ◦ t̂−1
i ◦ ((πX , ϕ̄i)× 1× 1) γραµµική ως προς (k1, k2) ∈ Rn × Rn

⇔ K ◦
(
πE, ψ̄i

)−1
◦ (τ−1

i × 1× 1) γραµµική ως προς (k1, k2) ∈ Rn × Rn
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⇔ K ◦
(
πE , ψ̄i

)−1
γραµµική ως προς (u, k2) ∈ π−1(Ui)×Rn

⇔ τi ◦K ◦
(
πE, ψ̄i

)−1
= Kτi γραµµική ως προς (u, k2)

⇔ Γτi γραµµική ως προς u.

7.2.4 Πόρισµα. Μία απεικόνιση συνοχής K : TE ! E είναι γραµµική αν και

µόνον αν, για κάθε χάρτη (U,ϕ) του X, η τοπική παράσταση της Γτ ,

Γϕ : ϕ(U) × Rn −! L(Rm,Rn) :

(h, k) 7−! Γϕ(h, k) := Γτ
(
τ−1(ϕ−1(h), k)

)
,

είναι γραµµική ως προς k.

7.3 Η ισοδυναµία διάσπασης και συναλλοίωτης παρα-

γώγου

Μοναδικό αντικείµενο αυτής της παραγράφου είναι η απόδειξη του εποµένου

σηµαντικού αποτελέσµατος.

7.3.1 Θεώρηµα. Υπάρχει µία αµφιµονοσήµαντη και επί αντιστοιχία

S : K(E) −! D(E),

όπου K(E) είναι το σύνολο των γραµµικών απεικονίσεων συνοχής µιας διανυ-

σµατικής δέσµης ℓ = (E, π,X) και D(E) είναι το σύνολο των συναλλοιώτων

παραγωγίσεων της ℓ.

Πριν την απόδειξη υπενθυµίζουµε ότι X(X) είναι ο χώρος των διαφορίσιµων

διανυσµατικών πεδίων του X και Γ(X,E) ο χώρος των διαφορισίµων τοµών της

ℓ (ϐλ. και Ορισµό 6.2.7).

Απόδειξη. ΄Εστω K µια γραµµική απεικόνιση συνοχής της ℓ. Ορίζουµε την

S(K) : X(X) × Γ(X,E) −! Γ(X,E) :

(ξ, σ) 7−! ∇ξσ := K ◦ Tσ ◦ ξ.

Η απεικόνιση K◦Tσ◦ξ είναι µια διαφορίσιµη τοµή της ℓ. Πράγµατι, η διαφορι-

σιµότητα είναι προφανής, ενώ, για κάθε x ∈ X, είναι ξx ∈ T (X,x), Tσ(ξx) =
Txσ(ξx) ∈ T (E, σ(x)) και (K ◦Tσ ◦ ξ)(x) ∈ Ex, αφού (K,π) : (TE, πE , E) !
(E, π,X) είναι µορφισµός διανυσµατικών δεσµών. Οι (αλγεβρικές) ιδιότητες της
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συναλλοίωτης παραγώγισης ελέγχονται στοιχειωδώς, εκτός από τη συνθήκη Leib­

niz, που είναι πολυπλοκότερη και για την οποία παραπέµπουµε στην ΄Ασκη-

ση 7.3 (2). Εποµένως, S(K) είναι συναλλοίωτη παργώγιση της ℓ και η S είναι

καλά ορισµένη.

Η S είναι 1–1: Ας υποθέσουµε ότι S(K) = S(K ′), για K,K ′ ∈ K(E). Τότε

ϑα είναι

(7.3.1) K ◦ Tσ ◦ ξ = K ′ ◦ Tσ ◦ ξ, ∀ ξ ∈ X(X), σ ∈ Γ(X,E).

Επειδή ϑέλουµε να δείξουµε ότι K = K ′, δηλαδή K(w) = K ′(w), για κάθε

w = [(u, α)] ∈ TuE (u ∈ E), αρκεί [ϐάσει της (7.3.1)] να ϐρούµε ξ ∈ X(X) και

σ ∈ Γ(X,E) µε Tσ ◦ ξ(x) = w, όπου x = π(u). Για το σκοπό αυτό ϑεωρούµε

χάρτη (U,ϕ) της X, µε x ∈ U , και αντίστοιχο απλοποιούν Ϲεύγος (U, τ) της ℓ.
Προφανώς, u ∈ π−1(U) και Tτ : T

(
τ−1(U)

)
! T (U × Rn), άρα

Tuτ : T
(
τ−1(U), u) ≡ T (E, u) ! T (U ×Rn, τ(u)).

Επειδή τ(u) = (x, τx(u) =: h) και T (U × Rn, τ(u)) ≡ T (U, x) × T (Rn, h),
µπορούµε να γράψουµε ότι

(7.3.2) Tuτ(w) = (w1, w2) ∈ T (U, x)× T (Rn, h).

Το εφαπτόµενο διάνυσµα w1 ∈ T (U, x) επεκτείνεται σε ένα τοπικό διαφορίσιµο

διανυσµατικό πεδίο ξ0 ∈ X(U), µε ξ0(x) = w1 [αρκεί να ϑέσουµε ξ0(y) :=
Tϕ−1(y, ϕ̄(w1)), για κάθε y ∈ U ]. Συνεπώς, εφαρµόζοντας το Λήµµα 5.2.1

στην περίπτωση των διανυσµατικών πεδίων (: τοµών της εφαπτόµενης δέσµης),

µπορούµε να επεκτείνουµε το ξ0 σε ένα ξ ∈ X(X), µε ξ(x) = ξx = w1.

Στη συνέχεια ϑέτουµε h1 := ϕ̄(w1), h2 := idRn(w2) και ϑεωρούµε µία

γραµµική απεικόνιση H : Rm ! Rn µε H(h1) = h2. Επίσης ορίζουµε και τη

διαφορίσιµη τοπική τοµή της ℓ

σ0 : U ! π−1(U) : z ! σ0(z) := τ−1(z, H ◦ ϕ(z)),

της οποίας ϑεωρούµε την επέκταση σ ∈ Γ(X,E), πάλι κατά το Λήµµα 5.2.1.

Εποµένως,

Txσ(ξx) = Txσ
0(w1) = Tx

(
τ−1 ◦ τ ◦ σ0

)
(w1)

= Tτ−1 ◦ Tx
(
τ ◦ σ0

)
(w1)

= Tτ−1
(
Tx(idU , H ◦ ϕ)(w1)

)

= Tτ−1
(
w1, Tx(H ◦ ϕ)(w1)

)

= Tτ−1
(
w1, Tϕ(x)H ◦ Txϕ(w1)

)
.
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΄Οµως, από την τοπική παράσταση του διαφορικού και την γραµµικότητα της

H, έχουµε ότι

Tϕ(x)H = id
−1
Rn ◦H ◦ idRm και Txϕ = id

−1
Rm ◦ ϕ̄,

συνεπώς

Txσ(ξx) = Tτ−1
(
w1,

(
id

−1
Rn ◦H ◦ ϕ̄

)
(w1)

)

= Tτ−1
(
w1, id

−1
Rn ◦H(h1)

)

= Tτ−1
(
w1, id

−1
Rn(h2)

)

= Tτ−1(w1, w2) = w,[ϐλ.(7.3.2)]

που ολοκληρώνει την απόδειξη του 1–1 της S, όπως εξηγήσαµε στην αρχή.

Μένει να αποδειχθεί το επί της S: ΄Εστω ∇ µία συναλλοίωτη παραγώγιση

της ℓ. Πάνω από κάθε χάρτη (U,ϕ), η ∇ ορίζει µία οικογένεια διαφορισίµων

απεικονίσεων {Γkij}, των συναρτήσεων Christoffel [ϐλ. (;;)]. Ορίζουµε την απει-

κόνιση

Γτ : π
−1(U) −! L(Rm,Rn)

µέσω του τύπου

Γτ (u)(h) :=
∑

ijk

hikjΓ
k
ij(π(u)) · ek,

όπου

kj = prj(k), αν k = τπ(u)(u).

Η Γτ είναι διαφορίσιµη και γραµµική ως προς h, k, δηλαδή γραµµική ως προς

h, u. Ορίζουµε κατόπιν την απεικόνιση

Kτ : π
−1(U)× Rm × Rn −! U × Rn :

(u, h, k) 7−! Kτ (u, h, k) :=
(
u, k + Γτ (u)(h)

)
.

Η συµβιβαστότητα των συναρτήσεων Christoffel µιας συναλλοίωτης παραγώγι-

σης, πάνω από διαφορετικούς χάρτες [ϐλ. ΄Ασκηση 6.3 (8)], συνεπάγεται τη συµβι-

ϐαστότητα των γενικευµένων συναρτήσεων Christoffel {Γτ} που κατασκευάζου-

µε [ϐλ. ΄Ασκηση 7.4 (4)], και αυτή µε τη σειρά της οδηγεί στη συµβιβαστότητα των

αντιστοίχων {Kτ} [ϐλ. ΄Ασκηση 7.4 (1)], οπότε και ορίζεται µια ολική απεικόνιση

συνοχής K : TE ! E. Τέλος ελέγχουµε ότι S(K) = ∇ [ϐλ. ΄Ασκηση 7.4 (5)].

7.3.2 Παρατήρηση. Στο προηγούµενο ϑεώρηµα είδαµε ότι µία γραµµική α-

πεικόνιση συνοχής K ορίζει µία συναλλοίωτη παραγώγιση ∇, µεσω της σχέσης

∇ξ σ = K ◦ Tσ ◦ ξ και αντιστρόφως. Στην απειροδιάστατη διάστατη όµως ισχύει
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µόνον η µία κατεύθυνση (ϐλ. [34]), δηλ. µία K ορίζει αντίστοιχη ∇. Για να ι-

σχύει το αντίστροφο, πρέπει να γίνει κατάλληλη τροποποίηση της έννοιας της

συναλλοίωτης παραγώγισης (ϐλ. σχετικά [3] και [15]).

7.4 Ασκήσεις Κεφαλαίου 7

1. ΄Εστω (E, π,X) διανυσµατική δέσµη εφοδιασµένη µε µία απεικόνιση συ-

νοχής K. Θεωρούµε τους χάρτες (U,ϕ) και (Û , ϕ̂) της X, µε U ∩ Û 6= ∅,

και τις αντίστοιχες απλοποιήσεις (U, τ) και (Û , τ̂ ) της E. Επίσης ϑεωρο-

ύµε και τους αντίστοιχους χάρτες (π−1(U), ψ) και (π−1(Û ), ψ̂) της E,

µε ψ = (φ × idRn) ◦ τ και ψ̂ = (ϕ̂ × idRn) ◦ τ̂ (ϐλ. και συµβολισµούς

σελ. 212). Να αποδειχθεί ότι η συνθήκη συµβιβαστότητας των τοπικών

παραστάσεων της K [σε παραλλαγµένη γραφή της (7.1.15)]

(7.4.3) Kτ̂ = τ̂ ◦ τ ◦Kτ ◦
(
πE, ψ̄

)
◦
(
πE,

¯̂
ψ
)−1

είναι ισοδύναµη µε τη συνθήκη συµβιβαστότητας των γενικευµένων

συνατήσεων Christoffel

Γτ̂ (u)(h) = TÛU (x)
[
D
(
TUÛ ◦ ϕ̂−1

)
(ϕ̂(x)) (h, τ̂x(u))

+ Γτ (u)
(
D
(
ϕ ◦ ϕ̂−1

)
(ϕ̂(x)) (h)

)]
,

(7.4.4)

για κάθε u ∈ π−1(U), x = π(u), και h ∈ Rm.

Στην προηγούµενη σχέση είναι

T
UÛ

(x) := τx ◦ τ̂
−1
x , T

ÛU
(x) := τ̂x ◦ τ

−1
x ; x ∈ U ∩ Û .

Υπόδειξη: Στην απόδειξη του ισχυρισµού της άσκησης είναι ουσιώδης ο

υπολογισµός της
(
πE , ψ̄

)
◦
(
πE,

¯̂
ψ
)−1

, που ϐασίζεται στη στοιχειώδη σχέση

ψ̂ ◦
¯̂
ψ
−1

= D
(
ψ ◦ ψ̂−1

)(
ψ̂(x)

)
, όταν οι ψ̂ και

¯̂
ψ ϑεωρηθούν µε πεδίον

ορισµού τον εφαπτόµενο χώρο TxE.

Επίσης, στην (7.4.4) έχει χρησιµοποιηθεί ότι

D
(
TUÛ ◦ ϕ̂−1

)
(ϕ̂(x))

(
ϕ̂(x), τ̂x(u)

)
=
[
D
(
TUÛ ◦ ϕ̂−1

)
(ϕ̂(x))(h)

]
(τ̂x(u)) ,

ϐάσει του γραµµικού ισοµορφισµού L(E, L(F,G)) = L2(E × F,G), όπου

το δεύτερο µέρος της ισότητας συµβολίζει τον χώρο των διγραµµικών απει-

κινίσεων µεταξύ των σηµειουµένων χώρων.
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Σχόλιο: Η (7.4.4) είναι είναι µία ϱητή συνθήκη συµβιβαστότητας των γενι-

κευµένων συναρτήσεων Christoffel, η οποία είναι ευκολότερα διαχειρίσιµη

από την πεπλεγµένη περίπτωση της (7.1.16) που ανάµειγνύει καµπύλες.

2. Να αποδειχθεί οτι η ∇, που ορίζεται στο Θεώρηµα 7.3.1 από µία γραµµική

απεικόνιση συνοχής K, είναι πράγµατι συναλλοίωτη παραγώγιση, δηλ.

ικανοποιεί τις ιδιότητες του Ορισµού 6.2.7.

Υποδείξεις-Σχόλια : Η επαλήθευση της συνθήκης Leibniz είναι περισσότερο

τεχνική από τις άλλες ιδιότητες της ∇ και απαιτεί αρκετά τεχνικά ϐήµατα,

που υποδεικνύουµε στη συνέχεια :

Η επαλήθευση γίνεται τοπικά, υπεράνω των τοπικών χαρτών (U,ϕ)
της ϐάσης X, των απλοποιήσεων (U, τ) της E και των τοπικών χαρτών

(π−1(U), ψ) της E (ϐλ. και τους συµβολισµούς της προηγούµενης άσκη-

σης). Εποµένως, πρέπει να υπολογιστούν οι αγκύλες στην

(
τ ◦ ∇ξσ ◦ ϕ−1

)
(ϕ(x)) =

(
τ ◦ (K ◦ Tσ ◦ ξ) ◦ ϕ−1

)
(x)

=
(
[τ ◦K ◦ Tψ−1] ◦ [Tψ ◦ Tσ ◦ Tϕ−1] ◦ [Tϕ ◦ ξ ◦ ϕ−1]

)
(ϕ(x)),

για κάθε x ∈ U .

Πρώτα ϐρίσκουµε ότι η τυπική διαφόριση της σ οδηγεί στην

[Tψ ◦ Tσ ◦ Tϕ−1](ϕ(x), h) = T
(
ψ ◦ σ ◦ ϕ−1

)
(ϕ(x), h)

=
(
ϕ(x), σϕ(ϕ(x)), h,Dσϕ(ϕ(x))(h)

)
,

για κάθε h ∈ Rm µε σϕ = pr2 ◦ ψ ◦ σ ◦ ϕ−1.

Κατόπιν διαπιστώνουµε ότι

(
πE, ψ̄

)
◦ Tψ−1 = (ψ × idRm × idRn)−1 .

Θέτοντας

[Tϕ ◦ ξ ◦ ϕ−1](ϕ(x)) = (ϕ(x), ξϕ(ϕ(x))) ,

και εφαρµόζοντας την τοπική έκφραση της K, προκυπτει ότι

(a)

(
τ ◦ ∇ξσ ◦ ϕ−1

)
(ϕ(x))

=
(
x,Dσϕ(ϕ(x))

(
ξϕ(ϕ(x))

)
+ Γτ (σ(x))

(
ξϕ(ϕ(x))

))
.

Το επόµενο ϐήµα είναι ο αντίστοιχος υπολογισµός της

(b)

(
τ ◦ ∇ξ(fσ) ◦ ϕ

−1
)
(ϕ(x))

=
(
x,D(fσ)ϕ

(
ϕ(x))

(
ξϕ(ϕ(x))

)
+ Γτ ((fσ)(x))

(
ξϕ(ϕ(x))

))
,
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για τον οποίον πρέπει πρώτα να αποδειχθεί η ισότητα

(c)
D(fσ)ϕ(ϕ(x))

(
ξϕ(ϕ(x))

)

= f(x) ·Dσϕ(ϕ(x))
(
ξϕ(ϕ(x)) +Dfϕ(ϕ(x))

(
ξϕ(ϕ(x)) · σϕ(ϕ(x)),

όπου fϕ = f ◦ ϕ−1. Επειδή ακόµη (απόδειξη !)

ξ(f)(x) = ξx(f) ≡ Txf(ξx) ≡ D(f ◦ ϕ−1)(ϕ(x))
(
ξϕ(ϕ(x))

)
,

αντικαθιστώντας την (c) στην (b) και συγκρίνοντας µε την (a), ϑα προκύπτει

η συνθήκη Leibniz.

3. Υποθέτουµε ότι K είναι µία γραµµική απεικόνιση συνοχής και ∇ η συναλ-

λοίωτη παραγώγιση που ορίζεται κατά το Θεώρηµα 7.3.1. Να αποδειχθεί

ότι οι γενικευµένες συναρτήσεις Christoffel της K συνδέονται µε τις συ-

ναρτήσεις Christoffel της ∇ µε τις σχέσεις

(7.4.5) Γτ (σj(x))(ei) =
n∑

k=1

Γkij(x)ek; i = 1, . . . ,m; j, k = 1, . . . , n,

για κάθε χάρτη (U,ϕ) της X και x ∈ U . [Θυµίζουµε ότι {σj} είναι οι

ϐασικές τοµές της E και {eλ} η ϕυσική ϐάση του εκάστοτε ϑεωρούµενου

χώρου Rλ].

Εποµένως, έχουµε ότι

(7.4.6) Γτ (u)(h) =
m∑

i=1

n∑

j=1

n∑

k=1

hi prj
(
τπ(u)

)
Γkij(π(u)) · ek,

για κάθε h ∈ Rm (m = dimX) και u ∈ V = π−1(U).

Υπόδειξη: Να ϐρεθεί η τοπική έκφραση αµφοτέρων των µελών της ∇ξσ =
K ◦ Tσ ◦ ξ, υπεράνω του (U,ϕ) της X και των αντιστοίχων απλοποιήσεων

και χαρτών των E και TE, και να εφαρµοστεί ο ορισµός των {Γτ} και

{Γkij}.

Σχόλιο: Η προηγούµενη σχέση δικαιολογεί τον ορισµό των {Γτ} µέσω των

{Γkij} που γίνεται στην απόδειξη του επί της S στο Θεώρηµα 7.3.1.

4. Αν K είναι η (γραµµική) απεικόνιση συνοχής που κατασκευάζεται από

µία συναλλοίωτη παραγώγιση ∇ (ϐλ. το επί του Θεωρήµατος 7.3.1 ), να

αποδειχθεί ότι η συνθήκη συµβιβαστότητας των συναρτήσεων Christoffel
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(6.3.1) συνεπάγεται τη συνθήκη συµβιβαστότητας των γενικευµένων συ-

ναρτήσεων Christoffel (7.4.4). Και αντιστρόφως, αν η ∇ προέρχεται από

την K, τοτε η (7.4.4) συνεπάγεται την (6.3.1). Εποµένως, έχουµε ότι

[K ⇔ ∇ (κατά το Θεώρηµα 7.3.1) ] ⇐⇒ [ (7.4.4) ⇔ (6.3.1) ].

Σχόλιο: Η άσκηση αυτή συµπληρώνει την επιχειρηµατολογία της απόδει-

ξης του επί του Θεωρήµατος 7.3.1.

5. Να αποδειχθεί ότι πράγµατι ισχύει η σχέση S(K) = ∇ µε την οποία κλείνει

η απόδειξη του Θεωρήµατος 7.3.1.

Υπόδειξη: Αν ϑέσουµε, προσωρινά, S(K) = ∇ και συµβολίσουµε µε {Γ
k
ij},

{Γkij} τις αντίστοιχες συναρτήσεις Christoffel των ∇ και ∇, αρκεί να απο-

δειθεί (γιατί ;) ότι Γ
k
ij = Γkij, υπεράνω κάθε (U,ϕ) και των αντιστοίχων

χαρτών της E και TE.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ

8

Η πρωτεύουσα συνοχή ως

διάσπαση ακολουθίας

A conceptually clarifying definition of a conne­

ction, due to Ehresmann, giving rise to a develop­

ment of modern differential geometry, was for­

mulated in 1950. ... E. Cartan’s and [Ch.] Ehres­

mann’s theories display the fundamental role of

Lie groups in modern differential geometry.

C. von Westenholz [36, p. 363]

Προφανώς, πρωτεύουσα συνοχή σηµαίνει συνοχή σε πρωτεύουσα δέσµη. Ο ϐρα-

χυγραφικός τίτλος εδώ οφείλεται σε λόγους τυπογραφικής οικονοµίας.

Μελετήσαµε τις συνοχές µιας πρωτεύουσας δέσµης στις Παραγράφους 4.2

και 4.3, και τις χειριστήκαµε είτε ως µορφές συνοχής, είτε –ισοδύναµα– ως δια-

νοµές οριζοντίων χώρων. Εδώ, σε αναλογία µε τις συνοχές µιας διανυσµατικής

233
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δέσµης, ως διασπάσεις ακριβών ακολουθιών καταλλήλων διανυσµατικών δεσµών,

ϑα προσεγγίσουµε και τις συνοχές πρωτευουσών δεσµών µέσω διασπάσεων αντι-

στοίχων ακολουθιών διανυσµατικών δεσµών, στις οποίες δρά η δοµική οµάδα

(ϐλ. σχετικά, [2], [29], [30]). Η προσέγγιση αυτή µπορεί να εφαρµοστεί και σε

απειροδιάστατο πλαίσιο.

8.1 Μία ακριβής ακολουθία G-διανυσµατικών δεσµών

΄Εστω ℓ = (P,G,B, π) µία πρωτεύουσα δέσµη της οποίας ϑεωρούµε το ανάλο-

γο του ∆ιαγράµµατος 7.2, σελ. 205, στο οποίον εµφανίζονται όλα τα στοιχεία

που υπεισέρχονται στην αντίστροφη εικόνα της δέσµης (TB, πB , B) µέσω της

απεικόνισης π : P ! B, και της καθολικής ιδιότητας της αντίστροφης εικόνας.

Ακριβέστερα, εχουµε το

TP

π∗(TB)
p2

✲

Tπ!

✲

TB

Tπ

✲

P

p1

❄ π ✲

πP

✲

B

πB

❄

∆ιάγραµµα 8.1

Σηµειώνουµε ότι η απεικόνιση Tπ! είναι το ανάλογο της π∗ στο ∆ιάγραµµα 7.2.

Οι άλλες αλλαγές είναι προφανείς.

Ορίζουµε τις επόµενες ϕυσιολογικές δράσεις της οµάδας G επί των διανυ-

σµατικών δεσµών TP και π∗(TB) = P ×B TB:

TP ×G −! TP : (u, g) 7! u · g = ug := TRg(u),(8.1.1)

π∗(TB)×G −! π∗(TB) : (p, v, g) 7! (p, v) · g := (pg, v).(8.1.2)

Οι προηγούµενες διανυσµατικές δέσµες, εφοδιασµένες µε τις αντίστοιχες

δράσεις καλούνται G-δέσµες.

Γνωρίζουµε ήδη ότι η π : P ! B είναι εµβάπτιση (Πρόταση 3.2.7), που

ισοδυναµεί µε το ότι κάθε Tpπ : TpP ! TbB (π(p) = b) είναι απεικόνιση επί.

Αυτό συνεπάγεται ότι κάθε Tpπ! : TpP ! {b} × TbB είναι επίσης απεικόνιση
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επί. Πράγµατι, γιά κάθε (p, v) ∈ P ×B TB, µε (π(p) = b = πB(v)), υπάρχει

κάποιο u ∈ TpP , τέτοιο ώστε Tπ(u) = Tpπ(u) = v. Εποµένως,

Tπ!(u) = (πP (u), Tπ(u)) = (πP (u), Tpπ(u)) = (p, v).

Το επί της Tπ! στα νήµατα συνεπάγεται ότι η ακολουθία των διανυσµατικών

δεσµών

(8.1.3) TP
Tπ!

−−−−−! π∗(TB) −−−! O

είναι ακριβής, ϐάσει του Θεωρήµατος 2.6.6. Επιπλέον, σύµφωνα µε την Πρότα-

ση 2.6.8, η ακολουθία

(8.1.4) O −−−! ker Tπ!
i

−−−−! TP
Tπ!

−−−−! π∗(TB) −−−! O

είναι ακριβής (συγκρίνατε µε την ακριβή ακολουθία, που αναφέρεται στο Πόρι-

σµα 7.1.2).

Εργαζόµενοι όπως στην απόδειξη του Λήµµατος 7.1.3, ϐλέπουµε ότι

(8.1.5) ker Tπ! = kerTπ.

Ανακαλώντας τα προκαταρκτικά της §4.1, ϑυµίζουµε ότι η απεικόνιση

(8.1.6) p : G −! π−1(b) : g 7! p(g) := pg = p · g,

µε b := π(p), είναι αµφιδιαφόριση. ∆ιαφορίζοντας την (8.1.6) είδαµε ότι

(8.1.6′) Tep(Xe) = X∗(p), X ∈ L(G) ≡ G.

8.1.1 Λήµµα. Η απεικόνιση ν : P×G ! TP , που ορίζεται µε τη σχέση ν(p,X) :=
Tep̄(Xe) = X∗

p , είναι διαφορίσιµη και συµπληρώνει την (8.1.5) στην

kerTπ! = kerTπ = ν(P × G).

Απόδειξη. Βάσει του ορισµού (4.1.2) του X∗ και των υπολογισµών που αποδει-

κνύουν τη διαφορισιµότητά του , έχουµε ότι

ν(p,Xe) = Tep̄(Xe) = Teδp(Xe) + Tpδe(Op)

= T(p,e)δ(Op,Xe) = Tδ ◦ (Ω ◦ pr1,pr2)(p,Xe),

απ΄ όπου προκύπτει η διαφορισιµότητα της ν.

Η δεύτερη σχέση της εκφώνησης έχει αποδειχθεί ουσιαστικά στη συζήτηση

που ακολουθεί µετά τον Ορισµό 4.1.4.
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Η (τετριµµένη) διανυσµατική δέσµη (P ×G, p1, P ) γίνεται G-δέσµη µέσω της

δράσης

(8.1.7) (P × G)×G −! P × G : (p,X, g) 7! (p,X) · g :=
(
pg,Ad(g−1)(Xe)

)
.

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (8.1.4), (8.1.5), µαζί µε το Λήµµα 8.1.1, µπορούµε

να αποδείξουµε την :

8.1.2 Πρόταση. Σε κάθε πρωτεύουσα δέσµη ℓ = (P,G,B, π), η ακολουθία G-

(διανυσµατικών) δεσµών

(8.1.8) O −−−! P × G
ν

−−−−! TP
Tπ!

−−−−! π∗(TB) −−−! O

είναι ακριβής. Επιπλέον, οι µορφισµοί της ακολουθίας είναι G-ισοµεταβλητοί ως

προς τις αντίστοιχες δράσεις.

Απόδειξη. Ελέγχουµε µόνον την G-ισοµεταβλητότητα των µορφισµών της ακο-

λουθίας (8.1.8). Με τους συµβολισµούς της §4.1, έχουµε για κάθε (p,X) ∈ P×G
και g ∈ G:

ν
(
(p,X) · g

)
= ν

(
pg,Ad(g−1)(Xe)

)
= Tepg ◦Ad(g

−1)(Xe)

= Te(p ◦ ℓg) ◦ Ad(g
−1)(Xe) = Tgp ◦ Terg(Xe)

= Te(p ◦ rg)(Xe) = Te(Rg ◦ p)(Xe)

= TpRg
(
ν(p,X)

)
= ν(p,X) · g.

Παρόµοια, για κάθε u ∈ TP και g ∈ G,

Tπ!(u · g) = Tpπ!(u · g) = Tpπ! ◦ TpRg(u) [αν πP (u) = p ]

=
(
πP ◦ TpRg(u), Tpπ ◦ TpRg(u)

)

=
(
pg, Tp(π ◦Rg)(u)

)
= (pg, Tpπ(u))

= (p, Tpπ(u)) · g = Tπ!(u) · g.

8.1.3 Ορισµός. Μία G-συνοχή επί της ℓ = (P,G,B, π) είναι ένας G-ισοµετα-

ϐλητός µορφισµός διανυσµατικών δεσµών V : TP −! P × G, που ορίζει µιά

διάσπαση της ακριβούς ακολουθίας (8.1.8), όπως στο επόµενο διάγραµµα.
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O ✲ P × G
ν ✲ TP

Tπ! ✲ π∗(TB) ✲ O

P × G

V

❄idP×G ✲

O
❄

∆ιάγραµµα 8.2

Εποµένως, µία G-συνοχή είναι µία G-διάσπαση της ακολουθίας (8.1.8).

Προφανώς, το πρόθεµα G- στον προηγούµενο ορισµό υπενθυµίζει τη συν-

ϑήκη τηςG-διάσπασης, και διακρίνει µιά τέτοια συνοχή από τις µορφές συνοχής

και τις (ισοδύναµες) διανοµές οριζοντίων υποχώρων της TP , που µελετήσαµε

στην § 4.2. Αυτή δεν είναι κάποια ουσιώδης διαφορά, επειδή ϑα δείξουµε πιό

κάτω (§8.3) ότι υπάρχει µία ισοδυναµία ανάµεσα στιςG-συνοχές και τις συνήθεις

συνοχές µιάς πρωτεύουσας δέσµης.

8.2 Επιπλέον κατασκευές διανυσµατικών δεσµών

Θα συµπληρώσουµε τον κατάλογο µε κατασκευές διανυσµατικών δεσµών, που

αναφέρονται στην § 2.3, προσθέτοντας κάποια άλλα αποτελέσµατα, τα οποία

ϑα χρειαστούν στην απόδειξη του ϐασικού Θεωρήµατος 8.3.1 στην επόµενη πα-

ϱάγραφο.

Υποθέτουµε ότι (E,X, π) και (E′,X ′, π′) είναι διανυσµατικές δέσµες, µε

νήµατα τύπου E, E′, αντιστοίχως (που µπορεί να είναι πεπερασµένης διάστασης

ή χώροι Banach). Από την § 2.3.4 ϑυµίζουµε ότι, µε µικρή αλλαγή στους συµ-

ϐολισµούς, η τριάδα ((L(E,E′), πL,X) είναι διανυσµατική δέσµη µε νήµατα

τύπου L(E,E′), όπου

L(E,E′) :=
⋃

x∈X

L(Ex, E
′
x)

και

πL : L(E,E
′) −! X : x 7! π(f) = x, αν f ∈ L(Ex, E

′x).
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Τα απλοποιούντα Ϲεύγη (U, τ) και (U, τ ′) των E και E′, αντιστοίχως, προσδιο-

ϱίζουν το απλοποιούν Ϲεύγος
(
U, τ

)
της L(E,E′), όπου η αµφιδιαφόριση

τ : π−1
L (U) −! U × L(E,E′)

ορίζεται µε τη σχέση

τ(f) :=
(
x := πL(f), τx ◦ f ◦ τ−1

x

)
, f ∈ L(Ex, E

′
x).

Πρώτος στόχος µας είναι να επεκτείνουµε τη συνήθη απεικόνιση εκτίµησης

ev : L(E,E′)× E −! E′ : (h, v) 7! h(v)

σε µία εκτίµηση σε επίπεδο διανυσµατικών δεσµών.

8.2.1 Πρόταση. Η απεικόνιση εκτίµησης

Ev : L(E,E′)× E −! E′ : (f, u) 7! f(u).

είναι µορφισµός διανυσµατικών δεσµών.

Απόδειξη. Η µόνη ουσιώδης ιδιότητα, που πρέπει να αποδειχθεί, είναι η διαφο-

ϱισιµότητα της Ev, η οποία ελέγχεται τοπικά : Η τοπική παράσταση Ẽv της Ev,
µέσω των καταλλήλων απλοποιούντων Ϲευγών, που εµφανίζονται στο µεταθετικό

διάγραµµα,

π−1
L (U)× π−1(U)

Ev ✲ π′−1(U)

U × L(E,E′)× U × (U × E)

τ̃ × τ

❄ Ẽv ✲ U × E′

τ ′

❄

∆ιάγραµµα 8.3

δίνεται από τη σχέση

Ẽv((x, g), (x, v)) = τ ′ ◦Ev(f, u) = τ ′(f(u)) = (x, τ ′x ◦ f(u))

[αν τ(u) = a, τ ′x ◦ f ◦ τ−1
x = g ]

= (x, τ ′x ◦ f ◦ τ−1
x (v)) = (x, g(v)) = (x, ev(g, x)),

η οποία, προφανώς, είναι διαφορίσιµη απεικόνιση.
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Το επόµενο αποτέλεσµα συνδέει τον χώρο των µορφισµών διανυσµατικών

δεσµών (E, π,X) ! (E, π′,X), που εδώ συµβολίζεται µε Mor(E,E′), µε τον

χώρο των διαφορισίµων τοµών Γ(X,L(E,E′)) της (L(E,E′), πL,X).

8.2.2 Πρόταση. ΄Ενας µορφισµός f ∈ Mor(E,E′) ορίζει µία τοµή S ∈ Γ(X,L(E,E′))
και αντιστρόφως. Εποµένως, ορίζεται ένας γραµµικός ισοµορφισµός

Mor(E,E′)
F

−−−−−! Γ(X,L(E,E′)).

Απόδειξη. ΄Εστω ένας µορφισµός f . Θέτουµε S(x) := f |Ex, για κάθε x ∈ X.Προφανώω,

αυτό ορίζει µία τοµή S. Επειδή, υπεράνω οποιουδήποτε απλοποιούντος Ϲεύγους

(U, τ),
τ ◦ S(x) =

(
x, τ ′x ◦ f ◦ τ−1

x

)
; x ∈ X,

η Πρόταση 2.2.4 και η διαφορισιµότητα της f συνεπάγονται τη διαφορισιµότητα

και της S. Εποµένως, S ∈ Γ(X,L(E,E′)).
Αντιστρόφως, για δοσµένη τοµή S, ορίζουµε την f : E ! E′ ϑέτοντας f |Ex :=

S(x). Προφανώς, π′ ◦ f = π. Επιπλέον, τοπικά, για κάθε (x, v) ∈ U × E,

τ ′ ◦ f ◦ τ−1(x, v) = τ ′(S(x)(u)) [ ιφ u = τ−1(x, v) ]

=
(
x, τ ′x ◦ S(x) ◦ τ

−1
x (v)

)

=
(
x, ev(τ ◦ S(x), v)

)
,

που αποδεικνύει τη διαφορισιµότητα της f . ΄Αρα f ∈ Mor(E,E′).
Ο Ϲητούµενος ισοµορφισµός δίνεται από τη σχέση F(f)(x) := f |Ex, για κάθε

x ∈ X. Οι υπόλοιπες λεπτοµέρειες συµπληρώνονται στοιχειωδώς.

8.2.3 Θεώρηµα. Αν S ∈ Γ(X,L(E,E′)), τότε, για κάθε σ ∈ Γ(X,E), η απει-

κόνιση

S(σ) : X −! E′ : x 7! S(x)(σ(x))

είναι διαφορίσιµη. Αντιστρόφως, ας υποθέσουµε ότι ο E έχει πεπερασµένη διάστα-

ση, ας πούµε, E = Rn. Αν η S είναι µία τοµή της L(E,E′), τέτοια ώστε η S(σ) να

είναι διαφορίσιµη, για κάθε σ ∈ Γ(X,E), τότε είναι διαφορίσιµη και η S, δηλαδή

S ∈ Γ(X,L(E,E′)).

Απόδειξη. Η Πρόταση 8.2.1 και η σχέση S(σ) = Ev ◦ (S, σ) αποδεικνύουν ότι

η απεικόνιση S(σ) είναι διαφορίσιµη.

Για το αντίστροφο συµπέρασµα, αρκεί να ελέγξουµε τη διαφορισιµότητα της

S τοπίκα. ∆ηλαδή, υπεράνω οποιουδήποτε απλοποιούντος Ϲεύγους (U, τ), άρκεί

να δείξουµε τη διαφορισιµότητα της

τ ◦ S(x) =
(
x, τ ′x ◦ S(x) ◦ τ

−1
x

)
∈ U × L(E,E′); x ∈ U,
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ή, ϐάσει του Λήµµατος 2.2.3, τη διαφορισιµότητα της

(8.2.1) F : U × E ∋ (x, v) −! τ ′x ◦ S(x) ◦ τ
−1
x (v) ∈ E′.

Επειδή, τυχόν v ∈ E = Rn, γράφεται µε τη µορφή

v =
n∑

i=1

λiei

[ : (e1, . . . , en) είναι η ϕυσική ϐαση του Rn ], ϐρίσκουµε ότι

τ−1
x (v) =

n∑

i=1

λiσi(x),

όπου σi = τ(·, ei) ∈ Γ(U,E) είναι η i-ϐασική τοµή της δέσµης E υπεράνω

του U . Εποµένως, η διαφορισιµότητα της (8.2.1) ανάγεται σ΄ αυτήν της µερικής

απεικόνισης Fei : U ! E′. ΄Οµως,

Fei(x) = F (x, ei) = τ ′x ◦ S(x) ◦ τ
−1
x (ei)

= τ ′x ◦ S(σi)(x) = p2 ◦ τ
′ ◦ S(σi)(x),

όπου p2 : U × E′
! E′ είναι η δεύτερη προβολή. Επειδή η Fei είναι πράγµατι

διαφορίσιµη, εδώ κλείνει η απόδειξη.

8.3 Ισοδυναµία συνοχών και G-διασπάσεων

Είµαστε τώρα σε ϑέση να δείξουµε ότι οι µορφές συνοχής µιας πρωτεύουσας

δέσµης ℓ = (P,G,B, π) µπορούν να ταυτιστούν µε τις G-διασπάσεις της ακρι-

ϐούς ακολουθίας (8.1.8), δηλ. τις G-συνοχές.

Για να κατασκευάσουµε µια τέτοια ισοδυναµία, µέσω κατάλληλης απεικόνι-

σης, ϑα συµβολίσουµε µε Con(P ) το σύνολο των µορφών συνοχής της ℓ, και µε

SplG(P ) το σύνολο τωνG-διασπάσεων της ακολουθίας (8.1.8). Το τελευταίο σύµ-

ϐολο προέρχεται από τη λέξη splitting (διάσπαση) και αντανακλά την προέλευση

των G-συνοχών.

8.3.1 Θεώρηµα. Υπάρχει µία αµφιµονοσήµαντη επί αντιστοιχία

W : Con(P ) −! SplG(P )).

Απόδειξη. ΄Εστω ω ∈ Con(P ). Ορίζουµε την V = W(ω) ∈ L(TP,P × G), ϑέτο-

ντας

V (u) := (Tπ(u), ω(u)) = (p, ωp(u)),
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για κάθε u ∈ TpP και κάθε p ∈ P . Ισοδύναµα, V |TpP = ωp, µετά την ταύτιση

{p} × ωp ≡ ωp. Επειδή η ω µπορεί να ερµηνευτεί σαν διαφορίσιµη τοµή της

διανυσµατικής δέσµης L(TP,P × G), προκύπτει ότι V ∈ Mor(TP,P × G),
σύµφωνα µε την Πρόταση 8.2.2.

Η V ορίζει µία G-διάσπαση της (8.1.8): Για κάθε (p,X) ∈ P ×G, η ιδιότητα

(ω.1) του Ορισµού 4.2.1 συνεπάγεται ότι

V ◦ ν(p,X) = ωp(X
∗
p ) = ω(X∗)(p) = X ≡ (p,X).

Επιπλέον, λαµβάνοντας υπόψιν τις δράσεις (8.1.1), (8.1.7), και την ιδιότητα

(ω.2), έχουµε για κάθε u ∈ TpP και g ∈ G:

V (u · g) = V (TpRg(u)) =
(
pg, ωpg(TpRg(u)

)

=
(
pg, (R∗

gω)p(u)
)
=
(
pg,Ad(g−1)(ωp(u))

)

= (p, ωp(u)) · g = V (u) · g.

Αντιστρόφως, αν δίνεται µία V ∈ SplG(P ), ορίζουµε την απεικόνιση ωp :=
p2 ◦ V |TpP : TpP ! G, για κάθε p ∈ P . Η Πρόταση 8.2.2 συνεπάγεται ότι η ω
είναι διαφορίσιµη τοµή της δέσµης L(TP,P × G). Οι ιδιότητες (ω.1) ανδ (ω.2)

αποδεικνύονται αµέσως, αντιστρέφοντας κατά κάποιον τρόπο τις προηγούµενες

σειρές ισοτήτων. Εποµένως, ω ∈ ConG(P ) και W(ω) = V . Το 1–1 και επί της

W ελέγχεται στοιχειωδώς.

8.4 Ασκήσεις Κεφαλαίου 8

1. Να συµπληρωθούν οι αποδείξεις των Προτάσεων 8.2.1 και 8.2.2.

2. Αναφορικά µε την απόδειξη του αντιστρόφου µέρους του Θεωρήµατος 8.3.1,

να επαληθευτούν :

a) Οι ιδιότητες (ω.1) και (ω.2) της συνοχής w που προκύπτει από µία

G-διάσπαση V .

b) Στο πλαίσιο πεπερασµένων διαστάσεων, να αποδειχτεί η διαφορισιµότη-

τατα της προηγούµενης ω δείχνοντας ότι η απεικόνιση

ω(ξ) : P ! G : p 7! ω(ξ)(p) := ωp(ξp)

είναι διαφορίσιµη, για κάθε ξ ∈ X(P ).
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

Αʹ

Συµπληρωµατικές Αποδείξεις

Στο παράρτηµα αυτό δίνουµε τις αποδείξεις µερικών αποτελεσµάτων, που έχουν

παραλειφθεί στην κύρια έκθεση. Παρουσιάζουµε επίσης και κάποιες παραλλα-

γές αποδείξεων, οι οποίες ϐασίζονται µόνο στην ίδια τη δοµή των πρωτευουσών

δεσµών, ενώ στο Κεφάλαιο 3 αυτές στηρίζονταν σε γενικότερα αποτελέσµατα του

Κεφαλαίου 1.

Α.1 Απόδειξη του Λήµµατος της Συγκόλλησης 3.6.7

΄Εστω Ai ο άτλαντας που ορίζει την διαφορική δοµή του Xi. Θεωρούµε στο X
την οικογένεια

A :=
⋃

i∈I

Ai.

Θα δείξουµε ότι A είναι διαφορικός άτλας του X.

Προφανώς το A αποτελεί κάλυψη του X.

Για να είναι οι χάρτες του A διαφορικά συµβιβαστοί, πρέπει και αρκεί κάθε

χάρτης του Ai να είναι διαφορικά συµβιβαστός µε κάθε χάρτη του Aj , για κάθε

245
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i, j ∈ I. ΄Εστω (Ui, ϕi) ∈ Ai και (Uj , ϕj) ∈ Aj. Παρατηρούµε ότι

{
Ui ⊆ Xi ανοιχτό

Xi ∩Xj ⊆ Xi ανοιχτό

}
⇒ Ui ∩ (Xi ∩Xj) ⊆ Xi ανοιχτό.

΄Οµως Xi ∩Xj ⊆ Xi ανοιχτό και Ui ∩ (Xi ∩Xj) ⊆ Xi ∩Xj , οπότε

Ui ∩ (Xi ∩Xj) ⊆ Xi ∩Xj ανοιχτό

και, ανάλογα,

Uj ∩ (Xi ∩Xj) ⊆ Xi ∩Xj ανοιχτό

συνεπώς

Ui ∩ Uj = (Ui ∩ Uj) ∩ (Xi ∩Xj) ⊆
ανοιχτό

Xi ∩Xj ⊆
ανοιχτό

Xi.

∆ηλαδή,

Ui ∩ Uj ⊆ Ui ⊆
ανοιχτό

Xi και Ui ∩ Uj ⊆
ανοιχτό

Xi.

΄Αρα καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι το Ui ∩Uj είναι ανοιχτό υποσύνολο του

Ui, όπως και το ϕi (Ui ∩ Uj), ως εικόνα ανοιχτού συνόλου µέσω του οµοιοµορ-

ϕισµού. ΄Οµοια και το ϕj (Ui ∩ Uj) είναι ανοιχτό.

Η απεικόνιση

ϕj ◦ ϕ
−1
i : ϕi (Ui ∩ Uj) −! ϕj (Ui ∩ Uj),

είναι αµφιδιαφόριση, ως τοπική παράσταση της αµφιδιαφόρισης

idXi∩Xj
:
(
Xi ∩Xj,Ai

∣∣
Xi∩Xj

)
−!

(
Xi ∩Xj ,Ai

∣∣
Xi∩Xj

)
.

Είναι προφανές ότι ο περιορισµός του άτλαντα A σε κάθε Xi δίνει ακριβώς

τον άτλαντα Ai.

Α.2 Μία ισοδύναµη διατύπωση του Λήµµατος της Συγκόλλησης.

΄Εστω X ένα σύνολο και µία οικογένεια υποσυνόλων Xi ⊆ X, i ∈ I, µε

X =
⋃
i∈I Xi. ΄Εστω (Yi,Bi) διαφορικές πολλαπλότητες και fi : Xi ! (Yi,Bi)

απεικονίσεις 1-1, επί, µέσω των οποίων ορίζουµε τους άτλαντες Ai αντιστοίχως

στα Xi. Υποθέτουµε ότι :

i) Κάθε Xi ∩Xj είναι ανοιχτό υποσύνολο του Xi και του Xj ,
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ii) Η απεικόνιση fj ◦ f
−1
i : Yi ⊇ fi(Xi ∩ Xj) ! fj(Xi ∩ Xj) ⊆ Yj είναι

αµφιδιαφόριση, για κάθε i, j ∈ I, µε Xi ∩Xj 6= ∅.

Τότε το X δέχεται µια (µοναδική) δοµή διαφορικής πολλαπλότητας, έτσι ώστε η

(Xi,Ai) να είναι ανοιχτή υποπολλαπλότητα και η fi : (Xi,Ai) ! (Yi,Bi) να

είναι αµφιδιαφόριση, για κάθε i ∈ I.

Α.3 Μία παραλλαγή της απόδειξη της Πρότασης 3.3.6.

΄Εστω Ū ⊆ B ανοιχτό και s : Ū ! P διαφορίσιµη τοµή. Ορίζουµε την απει-

κόνιση

Ψ̄ : Ū ×G! π−1(Ū) : (x, g) 7! s(x) · g,

για την οποίαν διαπιστώνουµε τα ακόλουθα:

1) Η Ψ̄ είναι καλά ορισµένη, επειδή

(x, g) ∈ Ū ×G ⇒ s(x) ∈ π−1(x) ⇒ s(x) · g ∈ π−1(x) ⊂ π−1(Ū ).

2) Η Ψ̄ είναι διαφορίσιµη, επειδή Ψ̄ = δ ◦ (s× idG).

3) Η Ψ̄ είναι 1-1: Πράγµατι, αν υποθέσουµε ότι Ψ̄(x, g) = Ψ̄(x′, g′), τότε

s(x)·g = s(x′)·g′. ΄Οµως s(x)·g ∈ π−1(x) και s(x′)·g′ ∈ π−1(x′), τα δε νήµατα

π−1(x), π−1(x′) ή είναι ξένα, ή συµπίπτουν. Εποµένως, λόγω της προηγούµενης

υπόθεσης, π−1(x) = π−1(x′) και x = x′, οπότε s(x) · g = s(x) · g′. Επειδή η

δράση είναι γνήσια µεταβατική στα νήµατα, η τελευταία σχέση συνεπάγεται ότι

g = g′, άρα και (x, g) = (x′, g′).

4) Η Ψ̄ είναι επί : ΄Εστω p ∈ π−1(Ū ). Τότε υπάρχει µοναδικό x ∈ Ū τέτοιο ώστε

p ∈ π−1(x). Εξάλλου, αφού s(x) ∈ π−1(x), ϑα υπάρχει επίσης ένα µοναδικό

g ∈ G, ετσι ώστε

p = s(x) · g = Ψ̄(x, g),

που αποδεικνύει το επί.

5) Η Ψ̄ είναι αµφιδιαφόριση : ΄Εστω p ∈ π−1(Ū). Για να δείξουµε ότι η Ψ̄ είναι

αµφιδιαφορίσιµη στο p, αρκεί να δείξουµε ότι η

Φ ◦ Ψ̄ : Ū ∩ U ×G −! Ū ∩ U ×G

είναι αµφιδιαφορίσιµη, όπου (U,Ψ) είναι απλοποιούν Ϲεύγος µε π(p) = x ∈ U
και Φ−1 = Ψ.

Η Φ ◦ Ψ̄ είναι διαφορίσιµη, ως σύνθεση διαφορισίµων. Παρατηρούµε ότι

(Φ ◦ Ψ̄)(y, h) = Φ(s(y) · h) =: (y′, h′) ⇔
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⇔
(
p1 ◦ Φ(s(y) · h), p2 ◦Φ(s(y) · h)

)
= (y′, h′)

⇔
(
π(s(y) · h), Φy(π(s(y)) · h

)
= (y′, h′)

⇔
(
y, Φy(s(y)) · h

)
= (y′, h′)

⇔ y = y′ και Φy(s(y)) · h = h′.

΄Αρα

(Φ ◦Ψ)−1(y′, h′) = (y, h) =
(
y′, Φy′(s(y

′))−1 · h′
)

=
(
y′, γ ◦

(
α ◦ p2 ◦ Φ ◦ s)× idG

)
(y′, h′)

)

δηλαδή και η (Φ ◦ Ψ̄)−1 είναι διαφορίσιµη, οπότε έχουµε και τη Ϲητούµενη

αµφιδιαφορισιµότητα.

6) Η ιδιότητα π ◦ Ψ̄ = p1 είναι προφανής.

7) Η Ψ̄ είναι G-ισοµεταβλητή, αφού, για κάθε x ∈ Ū και g, g′ ∈ G έχουµε:

Ψ̄(x, gg′) = s(x) · gg′ = (s(x) · g) · g′ = Ψ̄(x, g) · g′.

8) Η s είναι ϕυσική τοµή του απλοποιούντος Ϲεύγους (Ū , Ψ̄). Πράγµατι, αν

συµβολίσουµε µε s̄ τη ϕυσική τοµή του Ϲεύγους αυτού, προκύπτει ότι

s̄(x) := Ψ̄(x, e) = s(x) · e = s(x), ∀x ∈ Ū ,

που κλείνει την απόδειξη.

Στην απόδειξη του Λήµµατος 3.3.5, χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι το νη-

µατικό γινόµενο P ×B P έχει τη δοµή πολλαπλότητας, παραπέµποντας στο

γενικότερο αποτέλεσµα Θεώρηµα 1.4.7. Λόγω του ότι η P είναι πρωτεύουσα

δέσµη, µπορούµε να αποδείξουµε ότι το προηγούµενο νηµατικό γινόµενο έχει

δοµή πρωτεύουσας δέσµης (άρα και διαφορική δοµή), χωρίς να ανατρέξουµε στη

γενική ϑεωρία του Κεφαλαίου 1. Συγκεκριµένα έχουµε το επόµενο

Α.4 Θεώρηµα. ΄Εστω ℓ = (P,G,B, π) µια κύρια δέσµηΘ̇εωρούµε το νηµατικό

γινόµενο

P ×B P :=
{
(p, q) ∈ P × P : π(p) = π(q)

}
=
⋃

x∈B

(
π−1(x)× π−1(x)

)
,

την απεικόνιση

π̂ : P ×B P −! B : (p, q) 7! π(p) = π(q),

και τη δράση

δ̂ : (P ×B P )× (G×G) −! P ×B P :
(
(p, q), (g, h)

)
7! (pg, qh).

Τότε η τετράδα (P ×B P, G×G, B, π̂) δέχεται δοµή πρωτεύουσας δέσµης.
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Απόδειξη. ΄Εστω (U,Φ) απλοποιούν Ϲεύγος της ℓ. Στο

π̂−1(U) =
⋃

x∈U

(
π−1(x)× π−1(x)

)
⊆ P ×B P

ϑεωρούµε την απεικόνιση

Φ̂ : π̂−1(U) −! U ×G×G :

(p, q) 7!
(
x := π(p) = π(q), Φx(p), Φx(q)

)
.

Η Φ̂ είναι 1-1:

Φ̂(p, q) = Φ̂(p′, q′) ⇒
(
x := π(p), Φx(p), Φx(q)

)
=
(
x′ := π(p′), Φx′(p

′), Φx′(q
′)
)
⇒

x = x′, Φx(p) = Φx(p
′), Φx(q) = Φx(q

′) ⇒

p = p′, q = q′.

Η Φ̂ είναι επί : Αν (x, g, h) ∈ U ×G×G, επειδή η Φx είναι επί, υπάρχουν

p, q ∈ π−1(x), τέτοια ώστε Φx(p) = g, Φx(q) = h, άρα Φ̂(p, q) = (x, g, h).

Αφού η Φ̂ είναι απεικόνιση 1-1 επί της πολλαπλότητας U ×G×G, η δοµή

της τελευταίας ϑα µεταφέρεται στο π−1(U), που εφοδιάζεται πλέον µε δοµή

διαφορικής πολλαπλότητας εις τρόπον ώστε η Φ̂ να είναι αµφιδιαφόριση. Επειδή

τα απλοποιούντα Ϲεύγη (U,Φ) καλύπτουν το B, οι αντίστροφες εικόνες τους

καλύπτουν το P×BP . Επιπλέον, αν (U1,Φ1), (U2,Φ2) είναι δύο απλοποιούντα

Ϲεύγη της ℓ, µε U1 ∩ U2 6= ∅, τότε το

Φ̂1

(
π̂−1(U1) ∩ π̂

−1(U2)
)
= Φ̂1

(
π̂−1(U1 ∩ U2)

)
= (U1 ∩ U2)×G×G

είναι ανοιχτό στο U1 ×G×G, οπότε και το π̂−1(U1 ∩U2) = Φ̂−1
1 (U1 ∩U2)×G

είναι ανοιχτό στο π̂−1(U1), ως εικόνα ανοιχτού µέσω οµοιοµορφισµού. ΄Οµοια

το π̂−1(U1 ∩ U2) ⊆ π̂−1(U2) είναι ανοιχτό. Επίσης, η απεικόνιση

Φ̂2 ◦ Φ̂
−1
1 : U1 ∩ U2 ×G×G! U1 ∩ U2 ×G×G

δίνεται από τον τύπο

Φ̂2 ◦ Φ̂
−1
1 (x, g, h) = Φ̂2

(
Φ−1
1x (g), Φ

−1
1x (h)

)

=
(
x, Φ2x(Φ

−1
1x (g)), Φ2x(Φ

−1
1x (h))

)

=
(
x, p2 ◦Φ2 ◦Φ

−1
1 (x, g), p2 ◦ Φ2 ◦ Φ

−1
1 (x, h)

)
,
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δηλαδή είναι διαφορίσιµη, άρα και αµφιδιαφόριση. Συνεπώς, κατά το Λήµµα

της Συγκόλλησης 3.6.7, ορίζεται στο P ×B P µοναδική δοµή διαφορικής πολ-

λαπλότητος, ως προς την οποίαν οι Φ̂ είναι αµφιδιαφορίσεις.

Παρατηρούµε τώρα ότι, για κάθε (U, Φ̂), το τρίγωνο

π̂−1(U)
Φ̂✲ U ×G×G

U

p1

❄
π̂

✲

∆ιάγραµµα Α.1

είναι µεταθετικό, απ᾿ όπου προκύπτει ότι η π̂ τοπικά είναι σύνθεση διαφορισίµων

απεικονίσεων, άρα είναι (ολικά) διαφορίσιµη.

Σχετικά µε την δράση δ̂ παρατηρούµε ότι και το τετράγωνο

π̂−1(U)× (G×G)
δ̂ ✲ π̂−1(U)

(U ×G×G)× (G×G)

Φ̂× idG×G

❄ δo✲ U ×G×G

Φ̂

❄

∆ιάγραµµα Α.2

είναι µεταθετικό, όπου δo είναι η ϕυσική δράση (x, g, g′)·(h, h′) := (x, gh, g′h′).
Πράγµατι, για κάθε (p, q, g, h) ∈ π̂−1(U)× (G×G), είναι

δo ◦
(
Φ̂× idG×G

)
(p, q, g, h) = δo

(
x = π(p),Φx(p), Φx(q), g, h

)

=
(
x, Φx(p)g, Φx(q)h

)

=
(
x, Φx(pg), Φx(qh)

)

= Φ̂(pg, qh)

= Φ̂ ◦ δ̂ (p, q, g, , h),

απ᾿ όπου έπεται και η (τοπική) διαφορισιµότητα της

δ̂ = Φ̂−1 ◦ δo ◦ (Φ̂× idG×G),

άρα και η ολική διαφορισιµότητά-της, καθώς και η (G × G)-ισοµεταβλητότητα

των απεικονίσεων Φ̂.
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Με τη ϐοήθεια της δοµής πρωτεύουσας δέσµης επί του νηµατικού γινοµένου

P ×B P , που ϐρήκαµε προηγουµένως, µπορούµε να δώσουµε και µίαν

Α.5 ΄Αλλη απόδειξη του Λήµµατος 3.3.5

Αρκεί να δείξουµε ότι οι απεικονίσεις k ◦ Φ̂−1 : U × G × G ! G (ϐλ. και το

επόµενο διάγραµµα) είναι διαφορίσιµες.

P ×B P ⊇ π̂−1(U)
k ✲ G

U ×G×G

Φ̂−1

✻

k ◦ Φ̂−1

✲

∆ιάγραµµα Α.3

Πράγµατι, για τυχόν (x, g, h) ∈ U ×G×G, ϑέτουµε

ḡ := k ◦ Φ̂−1(x, g, h) = k
(
Φ−1
x (g),Φ−1

x (h)
)
.

Εποµένως, ϐάσει του ορισµού της k (ϐλ. Λήµµα 3.3.5)

Φ−1
x (g) · ḡ = Φ−1

x (h) ⇔

Φx
(
Φ−1
x (g) · ḡ

)
= Φx

(
Φ−1
x (h)

)
⇔

Φx
(
Φ−1
x (g)

)
· ḡ = h ⇔ g ḡ = h ⇔

απ᾿ όπου προκύπτει ότι

k(g, h) = ḡ = g−1h,

άρα η k είναι διαφορίσιµη πάνω από κάθε π̂−1(U), συνεπώς και ολικά διαφο-

ϱίσιµη.

Στο Θεώρηµα 3.5.2 ορίσαµε δοµή πρωτεύουσας δέσµης επί του νηµατικού

γινοµένου B′ ×B P , αφού ϑεωρήσαµε ότι το τελευταίο είναι διαφορική πολλα-

πλότητα, σύµφωνα µε το γενικό Θεώρηµα 1.4.7. ΄Οπως και στο Θεώρηµα Α.4,

σελ. 248, ϑα δείξουµε ότι µπορούµε να παρακάµψουµε τη γενική ϑεωρία του

νηµατικού γινοµένου, εκµεταλλευόµενοι τη δοµή της δέσµης P . Ακριβέστερα,

δίνουµε µίαν

Α.6 ΄Αλλη απόδειξη του Θεωρήµατος 3.5.2
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i) ΄Εστω (U,Φ) απλοποιούν Ϲεύγος της ℓ. Θέτουµε V := h−1(U) και στο σύνολο

π∗(V ) = {(x′, p) ∈ V × P : h(x′) = π(p)}

ορίζουµε την απεικόνιση

Φ∗ : π∗(V ) −! V ×G : (x′, p) 7!
(
x′, Φx:=h(x′)(p)

)
.

η οποία κάνει το επόµενο διάγραµµα µεταθετικό.

π∗−1(V )
Φ∗

✲ V ×G

V

p1

❄
π∗ ✲

∆ιάγραµµα Α.4

Η Φ∗ είναι 1-1: ΄Εστω (x′, p), (y′, q) ∈ π∗−1(V ), µε Φ∗(x′, p) = Φ∗(y′, q). Τότε

Φ∗(x′, p) = Φ∗(y′, q) ⇒
(
x′, Φx(p)

)
=
(
y′,Φy(q)

)

⇒ x′ = y′, x = h(x′) = h(y′) = y,

οπότε Φx(p) = Φx(q), άρα p = q και (x′, p) = (y′, q).

Η Φ∗ είναι επί : Για τυχόν (x′, g) ∈ V × G, η αντίστοιχη Φx : π
−1(x) ! G

είναι αµφιδιαφόριση, άρα υπαρχει µοναδικό p ∈ π−1(x) µε Φx(p) = g. Τότε

(x′, p) ∈ π∗−1(V ) και

Φ∗(x′, p) =
(
x′, Φx(p)

)
= (x′, g).

Βάσει των προηγουµένων, η Φ∗ (µε µεταφορά της δοµής πολλαπλότητας του

V ×G) εφοδιάζει το π∗−1(V ) µε δοµή διαφορικής πολλαπλότητας, ως προς την

οποίαν είναι (η Φ∗) αµφιδιαφόριση.

Αν τώρα {(Ui,Φi)}i∈I είναι απλοποιούσα κάλυψη της ℓ, τότε τα σύνολα

{π∗−1(Vi)}i∈I καλύπτουν το B′ ×B P := h∗(P ). Η τοµή

π∗−1(Vi) ∩ π
∗−1(Vj) = π∗−1(Vi ∩ Vj) = Φ∗−1

i (Vi ∩ Vj ×G

είναι ανοιχτό υποσύνολο του π∗−1(Vi), ως εικόνα του ανοιχτού Vi ∩ Vj × G ⊆
Vi × G µέσω της αµφιδιαφόρισης Φ∗−1

i . Οµοίως είναι ανοιχτό υποσύνολο του

π∗−1(Vj). Επιπλέον, η απεικόνιση

Φ∗
j ◦ Φ

∗−1
i : Vi ∩ Vj ×G −! Vi ∩ Vj ×G
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είναι αµφιδιαφόριση. Πράγµατι, για (x′, g) ∈ Vi ∩ Vj ×G, είναι

Φ∗
j ◦ Φ

∗−1
i (x′, g) = Φ∗

j

(
x′, Φ−1

ix (g)
)

=
(
x′, Φjx ◦Φ

−1
ix (g)

)

=
(
x′, p2 ◦ Φj ◦ Φ

−1
i (x, g)

)

=
(
p1, p2 ◦ Φj ◦ Φ

−1
i ◦ (h× idG)

)
(x′, g),

δηλαδή έχουµε διαφορίσιµη απεικόνιση ως σύνθεση διαφορισίµων. Ανάλογα

και η Φ∗
i ◦ Φ

∗−1
j είναι διαφορίσιµη. Εποµένως, κατά το Λήµµα της Συγκόλλη-

σης 3.6.7, υπάρχει στο h∗(P ) µοναδική δοµή διαφορικής πολλαπλότητας, που

κάνει τις Φ∗ αµφιδιαφορίσεις.

Η µεταθετικότητα του ∆ιαγράµµατος Α.4 (σελ. 252) δίνει ότι η π∗ είναι το-

πικά (άρα και ολικά) διαφορίσιµη, αφού (τοπικά) γράφεται ως σύνθεση διαφο-

ϱισίµων απεικονίσεων, δηλαδή π∗ = p1 ◦ Φ
∗.

Σχετικά µε τη δράση δ∗ παρατηρούµε ότι τα διαγράµµατα (για όλα τα V )

π∗−1(V )×G
δ∗✲ π∗−1(V )

(V ×G)×G

Φ∗ × idG

❄ δo ✲ V ×G

Φ∗

❄

∆ιάγραµµα Α.5

είναι µεταθετικά : Για κάθε ((x′, p), g) ∈ π∗−1(V )×G, έχουµε ότι

δo ◦
(
Φ∗ × idG

)
((x′, p), g) = δo

(
x′,Φx(p), g

)

=
(
x′,Φx(p) · g

)

=
(
x′,Φx(pg)

)

= Φ∗(x′, pg)

=
(
Φ∗ ◦ δ∗

)
((x′, p), g)

)
,

απ᾿ όπου προκύπτει η διαφορισιµότητα της δ∗ τοπικά (άρα και ολικά), όπως και

η G-ισοµεταβλητότητα της Φ∗.

Τα προηγούµενα αποδεικνύουν ότι η ℓ∗ = (h∗(P ), G,B′, π∗) είναι πρωτε-

ύουσα δέσµη. Κάθε νήµα της έχει τη µορφή

π∗−1(x′) =
{
(x′, p) ∈ B′ ×B P : π(p) = h(x′) = x

}

= {x′} × π−1(x),
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δηλαδή είναι ισόµορφο µε το αντίστοιχο π−1(x), µε x = h(x′).

ii) Η απεικόνιση h∗ : h∗(P ) ! P είναι διαφορίσιµη, εάν και µόνον εάν κάθε

¨τοπική παράσταση¨ Φ ◦ h∗ ◦ Φ∗−1 είναι διαφορίσιµη. Πράγµατι, για κάθε

(x′, g) ∈ V × V ×G, είναι (ϐλ. και το επόµενο διάγραµµα)

π∗−1(V )
h∗ ✲ π−1(U)

V ×G
Φ ◦ h∗ ◦ Φ∗−1

✲

Φ∗

✲

U ×G
✛

Φ

V

π∗

❄ h ✲
✛

p1

U

π

❄
p1

✲

∆ιάγραµµα Α.6

Φ ◦ h∗ ◦Φ∗−1(x′, g) = Φ ◦ h∗
(
x′,Φ−1

x (g)
)

= Φ
(
Φ−1
x (g)

)

= Φ ◦Φ−1(x, g) = (x, g)

= (h× idG)(x
′g).

Εξάλλου, το διάγραµµα

h∗(P )
h∗ ✲ P

B′

π∗

❄ h ✲ B

π

❄

∆ιάγραµµα Α.7

είναι προφανώς µεταθετικό και η h∗ είναι G-ισοµεταβλητή, αφού

h∗
(
(x′, p) · g) = h∗(x′, p · g) = p · g = h∗(x′, p) · g,

για κάθε (x′, p) ∈ h∗(P ) και g ∈ G. ΄Αρα η

(h∗, idG, h) : h
∗(ℓ) ! ℓ
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ορίζει µορφισµό πρωτευουσών δεσµών.

iii) ΄Εστω ℓ1 = (P1, G,B
′, π1) πρωτεύουσα δέσµη, και (f, idG, h) : ℓ1 ! ℓ ένας

µορφισµός. Εξ ορισµού, έχουµε ότι

π ◦ f = h ◦ π1,

άρα, για κάθε p1 ∈ P1, είναι π
(
f(p1)

)
= h

(
π1(p1)

)
. Αυτό σηµαίνει ότι

(
π1(p1), f(p1)

)
∈ B′ ×B P,

δηαδή η απεικόνιση (π1, f) : P1 ! B1 × P παίρνει τιµές στο B′ ×B P .

Θέτουµε τώρα π̄ := (π1, f). Η π̄ είναι διαφορίσιµη αν και µόνον αν κάθε

σύνθεση της µορφής

Φ∗ ◦ π̄ : π−1
1 (V ) −! V ×G

είναι διαφορίσιµη. Πράγµατι, για κάθε p1 ∈ π−1
1 (V ) µε π1(p1) = x′ ∈ V , είναι

Φ∗ ◦ π̄(p1) = Φ∗
(
π1(p1), f(p1)

)

= Φ∗(x′, f(p1)
)

=
(
x′, Φx(f(p1))

)

= (π1, p2 ◦ Φ ◦ f)(p1),

δηλαδή η Φ∗ ◦ π̄ είναι πράγµατι σύνθεση διαφορισίµων απεικονίσεων, άρα η π̄
είναι διαφορίσιµη.

Η (προφανής) σχέση π∗ ◦ π̄ = π1 δίνει την µεταθετικότητα του τετραγώνου

P1
π̄ ✲ h∗(P )

B′

π1

❄ idB′ ✲ B′

π∗

❄

∆ιάγραµµα Α.8

ενώ η G-ισοµεταβλητότητα της π̄ ελέγχεται ως εξής : Για κάθε p1 ∈ P1 και

g ∈ G, έχουµε ότι

π̄(p1 · g) =
(
π1(p1 · g), f(p1 · g)

)
= (π1(p1), f(p1) · g)

=
(
π1(p1), f(p1)

)
· g = π̄(p1) · g
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Εποµένως, η τριάδα

(π̄, idG, idB′) : ℓ1 −! ℓ∗

είναι G-B′-(ισο)µορφισµός.

Τέλος, αν π̃ : P1 ! h∗(P ) είναι µια άλλη διαφορίσιµη απεικόνιση, τέτοια

ώστε η (π̃, idG, idB′) : ℓ1 ! ℓ∗ να είναι µορφισµός µε h∗ ◦ π̃ = f , η µεταθετι-

κότητα του διαγράµµατος

P1
π̃ ✲ h∗(P )

B′

π1

❄ idB′ ✲ B′

π∗

❄

∆ιάγραµµα Α.9

δίνει ότι π∗ ◦ π̃ = π1, άρα

π̃ = (p1 ◦ π̃, p2 ◦ π̃) = (π∗ ◦ π̃, h∗ ◦ π̃) = (π1, f) = π̄,

µε την οποίαν και ολοκληρώνεται η απόδειξη.



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

Βʹ

Κατηγορίες και Συναρτητές

Το παράρτηµα αυτό περιέχει µερικές ϑεµελιώδεις έννοιες από τη Θεωρία των Κα-

τηγοριών, που εµφανίζονται στα προηγούµενα κεφάλαια. ∆εν δίνονται αποδείξεις

των αναφεροµένων αποτελεσµάτων, εκτός από δύο περιπτώσεις, οι οποίες µπο-

ϱούν να δώσουν µια αµυδρή εικόνα των συλλογισµών και µεθόδων της ϑεωρίας

αυτής. Για λεπτοµέρειες, ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει σε

µία πλούσια ϐιβλιογραφία, από την οποίαν επιλέγουµε τα ϐιβλία [12], [22], [23],

[28].

Β.1 Ορισµός. Μια κατηγορία είναι µια τριάδα (C,Mor, ◦), όπου

(i) C είναι µια κλάση, της οποίας τα στοιχεία ονοµάζονται αντικείµενα.

(ii) Mor είναι µια κλάση συνόλων τέτοια ώστε : Για κάθε (A,B) ∈ C × C, υ-

πάρχει ακριβώς ένα σύνολο Mor(A,B) ∈ Mor, του οποίου τα στοιχεία λέγονται

µορφισµοί από το A στο B. Αντί f ∈Mor(A,B) γράφουµε και f : A! B.

(iii) Για κάθε (A,B,C) ∈ C × C × C, ο κύκλος ‘‘◦’’ ορίζει µια απεικόνιση

◦ : Mor(A,B)×Mor(B,C) !Mor(A,C) : (f, g) 7! g ◦ f,

έτσι ώστε να ισχύουν οι συνθήκες :

(C1) Mor(A1, B1) και Mor(A2, B2) είναι ξένα σύνολα, εκτός αν A1 = A2

και B1 = B2.

257
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(C2) Ο κύκλος είναι προσεταιριστικός, δηλαδή, για κάθε A,B,C,D ∈ C και

για κάθε f ∈Mor(A,B), g ∈Mor(B,C) και h ∈Mor(C,D), είναι

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

(C3) Για κάθε A ∈ C, υπάρχει µορφισµός 1A ∈Mor(A,A), έτσι ώστε :

f ◦ 1A = f , ∀ f ∈Mor(A,B) και B ∈ C,

1A ◦ g = g , ∀ g ∈Mor(C,A) και C ∈ C.

Β.2 Παραδείγµατα. 1) Η κατηγορία S, µε αντικείµενα τα σύνολα, µορφισµούς

τις συνήθεις απεικονίσεις και κύκλο τη συνήθη σύνθεση.

2) Η κατηγορία T των τοπολογικών χώρων και των συνεχών απεικονίσεων,

µε την συνήθη σύνθεση.

3) Η κατηγορία των σηµειωµένων συνόλων So: αντικείµενά της είναι τα Ϲεύγη

(X,xo), όπου xo ∈ X ∈ S, µορφισµοί Mor((X,xo), (Y, yo)) τα σύνολα των

απεικονίσεων f : X ! Y µε f(xo) = yo και κύκλος η συνήθης σύνθεση.

4) Η κατηγορία To των σηµειωµένων τοπολογικών χώρων που ορίζεται ανάλο-

γα.

5) Η κατηγορία G των οµάδων και των οµοµορφισµών τους.

6) Η κατηγορία Ab των αβελιανών οµάδων και των οµοµορφισµών τους.

7) Η κατηγορία V(K) των διανυσµατικών χώρων πάνω από το σώµα K και

των K-γραµµικών απεικονίσεων.

8) Η κατηγορία T G των τοπολογικών οµάδων και των συνεχών οµοµορφι-

σµών.

9) Η κατηγορία Man των διαφορικών πολλαπλοτήτων (µε µοντέλα τους ευ-

κλείδιους χώρους) και µορφισµούς τις διαφορίσιµες απεικονίσεις µεταξύ πολ-

λαπλοτήτων.

10) Η κατηγορία LG των οµάδων Lie και των διαφορίσιµων µορφισµών ο-

µάδων.

11) Η κατηγορία B των χώρων Banach και των ϕραγµένων τελεστών.

12) Η κατηγορία T V (R) των τοπολογικών διανυσµατικών χώρων πάνω από

το R και των συνεχών R-γραµµικών απεικονίσεων.

13) Η κατηγορία Mod(R) των αριστερών R-προτύπων, όπου R ένας δα-

κτύλιος, και των R-γραµµικών απεικονίσεων.

14) Η κατηγορία Alg των τοπολογικών αλγεβρών και των συνεχών µορφισµών

αλγεβρών.

15) Η κατηγορία R των δακτυλίων και των µορφισµών δακτυλίων.

16) Η κατηγορία V B των διανυσµατικών δεσµών και των µορφισµών τους.

17) Η κατηγορία PB των πρωτευουσών δεσµών και των µορφισµών τους.
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18) Η κατηγορία VB(X) των διανυσµατικών δεσµών µε ϐάση την πολλα-

πλότητα X, και των µορφισµών (f, idX).

Πρέπει να τονίσουµε εδώ ότι, στη γενική Θεωρία Κατηγοριών, ο κύκλος δεν

είναι κατ᾿ ανάγκην η σύνθεση απεικονίσεων, και οι µορφισµοί δεν είναι κατ᾿

ανάγκην απεικονίσεις (όπως στα απλά παραδείγµατα που αναφέρθηκαν προη-

γουµένως). ΄Οµως, πολλές ϕορές, και εντελώς καταχρηστικά, χρησιµοποιούµε

τον όρο σύνθεση αντί κύκλος.

Β.3 Ορισµός. Εστω C µια κατηγορία, A,B ∈ C και f : A ! B. Ο f λέγεται

ισοµορφισµός, αν υπάρχει g : B ! A, έτσι ώστε

g ◦ f = 1A και f ◦ g = 1B .

Γράφουµε g = f−1.

Β.4 Ορισµός. Μια υποκατηγορία Co µιας κατηγορίας C είναι µια υποκλάση

της C, που είναι κατηγορία µε σύνολα µορφισµών Moro(A,B) ⊆ Mor(A,B)
για κάθε A,B ∈ C, και κύκλο τον περιορισµό του κύκλου της C.

Μια υποκατηγορία Co της C λέγεται πλήρης, αν Moro(A,B) =Mor(A,B),
για κάθε A,B ∈ Co.

Β.5 Ορισµός. Εστω C µια κατηγορία. Ενα Z ∈ C λέγεται µηδενικό αντικείµε-

νο, αν Mor(Z,A) και Mor(A,Z) είναι µονοσύνολα, για κάθε A ∈ C.

Αν µια κατηγορία έχει µηδενικό αντικείµενο, αυτό είναι µονοσήµαντα ορι-

σµένο ως προς ένα ισοµορφισµό.

Αν η C έχει µηδενικό αντικείµενο Z, τότε, για κάθε X,Y ∈ C, υπάρχει ένας

µοναδικός µορφισµός f ∈ Mor(X,Y ) που αναλύεται σε σύνθεση f = f2 ◦ f1,
όπου f1 ∈ Mor(X,Z) και f2 ∈ Mor(Z, Y ). Ο f συµβολίζεται µε 0XY , και έχει

την ιδιότητα

0XY ◦ g = 0WY ∀ g ∈Mor(W,X) και W ∈ C,

h ◦ 0XY = 0WY ∀ h ∈Mor(Y,W ) και W ∈ C.

Β.6 Ορισµός. Εστω C µια κατηγορία και {Xi}i∈I οικογένεια αντικειµένων της

C. Ενα γινόµενο της {Xi}i∈I είναι ένα Ϲεύγος (X, {pi}i∈I), όπου X ∈ C, και

pi : X ! Xi (: προβολές), µε την εξής καθολική ιδιότητα:

Για κάθε Y ∈ C και για κάθε οικογένεια µορφισµών fi : Y ! Xi, i ∈ I,
υπάρχει ακριβώς ένας µορφισµός f : Y ! X µε pi ◦ f = fi.



260 Παράρτηµα Β. Κατηγορίες και Συναρτητές

Η καθολική ιδιότητα του γινοµένου απεικονίζεται στο παρακάτω ∆ιάγραµµα

Β.1, ενώ η σηµασία της ϕαίνεται και στο επόµενο αποτέλεσµα, του οποίου η

απόδειξη αποτελεί ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα των µεθόδων της Θεωρίας

Κατηγοριών.

Y
f ✲ X

Xi

✛
pifi ✲

∆ιάγραµµα Β.1

Β.7 Θεώρηµα. Αν (X, {pi}i∈I), (X ′, {p′i}i∈I) είναι γινόµενα της ίδιας οικο-

γένειας {Xi}i∈I στην C, τότε υπάρχει ένας µοναδικός ισοµορφισµός ξ : X ! X ′

µε p′i ◦ ξ = pi.

Απόδειξη. Η καθολική ιδιότητα του X συνεπάγεται ότι υπάρχει ένας µοναδικός

µορφισµός η : X ′
! X µε p′i = pi ◦ η. Οµοίως, η καθολική ιδιότητα του X ′

συνεπάγεται ότι υπάρχει ένας µοναδικός µορφισµός ξ : X ! X ′ µε pi = p′i ◦ ξ,
οπότε pi = pi ◦ η ◦ ξ.

X ′
η ✲✛
ξ

X

Xi

✛

pip′i ✲

∆ιάγραµµα Β.2

Οµως, πάλι από την καθολική ιδιότητα του X, υπάρχει ένας µοναδικός µορ-

ϕισµός, ο 1X , µε pi = pi ◦ 1X . Αρα, η ◦ ξ = 1X . Ανάλογα, ξ ◦ η = 1X′ , δηλαδή ξ
και η είναι ισοµορφισµοί µε η = ξ−1.

Β.8 Ορισµός. Εστω C µια κατηγορία και{Xi}i∈I οικογένεια αντικειµένων της

C. Ενα συνγινόµενο της {Xi}i∈I είναι ένα Ϲεύγος (X, {qi}i∈I), όπου X ∈ C,

qi : Xi ! X (: εµφυτεύσεις), µε την εξής καθολική ιδιότητα:

Για κάθε Y ∈ C και για κάθε οικογένεια µορφισµών fi : Xi ! Y , i ∈ I,
υπάρχει ακριβώς ένας µορφισµός f : X ! Y µε f ◦ qi = fi.
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Στην προκειµένη περίπτωση έχουµε το επόµενο διάγραµµα.

X
f ✲ Y

Xi

pi

✲
✛

pi

∆ιάγραµµα Β.3

Ακολουθώντας την ιδέα της απόδειξης του Θεωρήµατος Β.7, αποδεικνύουµε

και το αντίστοιχο ϑεώρηµα για το συνγινόµενο. Ακριβέστερα, έχουµε το

Β.9 Θεώρηµα. Αν (X, {qi}i∈I), (X
′, {q′i}i∈I) είναι συνγινόµενα της ίδιας οικο-

γένειας {Xi}i∈I στην C, τότε υπάρχει ένας µοναδικός ισοµορφισµός ξ : X ! X ′

µε ξ ◦ qi = q′i.

Β.10 Παραδείγµατα. 1) Στην κατηγορία S γινόµενο είναι το καρτεσιανό γι-

νόµενο µε τις συνήθεις προβολέ, και συνγινόµενο η διακεκριµένη ένωση µε τις

προφανείς εµφυτεύσεις.

2) Στην κατηγορία T γινόµενο είναι το καρτεσιανό γινόµενο µε την τοπολο-

γία καρτεσιανό-γινόµενο και τις συνήθεις προβολέ, και συνγινόµενο η διακεκρι-

µένη ένωση µε την ένωση των τοπολογιών και τις προφανείς εµφυτεύσεις.

3) Στην κατηγορία G γινόµενο είναι το ‘‘direct product’’ µε τις προβολές και

συνγινόµενο το ‘‘free product’’ µε τις εµφυτεύσεις.

4) Στην κατηγορία Mod(R) γινόµενο είναι το καρτεσιανό γινόµενο µε τις

προβολές και συνγινόµενο το ευθύ άθροισµα µε τις εµφυτεύσεις.

Β.11 Ορισµός. Ενας µορφισµός f : A ! B λέγεται µονοµορφισµός αν, για

κάθε Ϲεύγος µορφισµών α, β : C ! A µε f ◦ α = f ◦ β, συνάγεται ότι α =
β. Αντιστοίχως, ένας f : A ! B λέγεται επιµορφισµός αν, για κάθε Ϲεύγος

µορφισµών α, β : B ! C µε α ◦ f = β ◦ f , συνάγεται ότι α = β.

Β.12 Ορισµός. Σε µια κατηγορία C µε µηδενικό αντικείµενο, λέµε ότι ο µορφι-

σµός µ : K ! A είναι πυρήνας του µορφισµού f : A! B, αν f ◦µ = 0KB και,

για κάθε µορφισµό τ : J ! A µε f ◦ τ = 0JB, υπάρχει µοναδικός µορφισµός

τo : J ! K, έτσι ώστε τ = µ ◦ τo.
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Τα προηγούµενα συνοψίζονται στο παρακάτω διάγραµµα.

K
µ ✲ A

f ✲ B

J

τo

✻

τ

✲

∆ιάγραµµα Β.4

Ανάλογα, λέµε ότι ο µορφισµός ε : B ! L είναι συµπυρήνας του µορφισµού

f : A! B, αν ε◦f = 0AL και, για κάθε µορφισµό σ : B !M µε σ◦f = 0AM ,

υπάρχει µοναδικός µορφισµός σo : L ! M , έτσι ώστε σ = σo ◦ ε. Εποµένως,

έχουµε και το

A
f ✲ B

ε ✲ L

M

σo

❄
σ

✲

∆ιάγραµµα Β.5

Β.13 Ορισµός. Μια κατηγορία C λέγεται προσθετική, αν :

(i) ΄Εχει µηδενικό αντικείµενο,

(ii) Κάθε Ϲεύγος αντικειµένων έχει γινόµενο.

(iii) Τα σύνολα Mor(A,B) είναι αβελιανές οµάδες, έτσι ώστε ο κύκλος

◦ : Mor(A,B)×Mor(B,C) !Mor(A,C)

να είναι επιµεριστικός, δηλαδή

g ◦ (f1 + f2) = g ◦ f1 + g ◦ f2,

(g1 + g2) ◦ f = g1 ◦ f + g2 ◦ f,

για κάθε f, f1, f2 ∈Mor(A,B) και g, g1, g2 ∈Mor(B,C).

Β.14 Παραδείγµατα. Οι κατηγορίες Ab, V(K), B, T V (R), Mod(R) και VB(X)
είναι προσθετικές.
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Το επόµενο ϑεώρηµα αποδεικνύει την ύπαρξη συνγινοµένου. Η απόδειξή του

είναι επίσης χαρακτηριστική για τη µεθοδολογία της Θεωρίας των Κατηγοριών,

και δίνεται εδώ για να σχηµατίσει ο αναγνώστη µια πληρέστερη ιδέα αυτής.

Β.15 Θεώρηµα. Σε µια προσθετική κατηγορία, για κάθε Ϲεύγος αντικειµένων

υπάρχει συνγινόµενο.

Απόδειξη. Εστω C µια προσθετική κατηγορία και A,B ∈ C. Ας συµβολίσουµε µε

(A⊕ B, pA, pB) το γινόµενό των A,B. Θεωρούµε τους µορφισµούς 1A : A ! A
και 0AB : A ! B. Από την καθολική ιδιότητα του γινοµένου, υπάρχει ακριβώς

ένας µορφισµός iA : A! A⊕A µε pA ◦ iA = 1A και pB ◦ iA = 0AB.

Θεωρούµε τώρα και τους µορφισµούς 0BA : B ! A και 1B : B ! B. Πάλι

από την καθολική ιδιότητα του γινοµένου, υπάρχει ακριβώς ένας µορφισµός

iB : B ! A⊕A µε pA ◦ iB = 0BA και pB ◦ iB = 1B .

Ισχυριζόµαστε ότι (A⊕B, iA, iB) είναι συνγινόµενο των A, B.

Αποδεικνύουµε πρώτα ότι iA ◦ pA + iB ◦ pB = 1A⊕B. Πράγµατι,

pA ◦ (iA ◦ pA + iB ◦ pB) = pA ◦ iA ◦ pA + pA ◦ iB ◦ pB =

1a ◦ pA + 0BA ◦ pB = pA + 0A⊕B,A = pA

και, ανάλογα,

pB ◦ (iA ◦ pA + iB ◦ pB) = pB.

Από την καθολική ιδιότητα του γινοµένου,προκύπτει ότι

iA ◦ pA + iB ◦ pB = 1A⊕B .

A

A⊕B
1A⊕B ✲✛

iA ◦ pA + iB ◦ pB

pA

✲

A⊕B

pA

✲

B

pB

✲pB
✲

∆ιάγραµµα Β.6
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Θα αποδείξουµε τώρα την καθολική ιδιότητα του συνγινόµενου: Εστω C ∈ C,

φA : A! C και φB : B ! C. Αν ϑέσουµε

φ := φA ◦ pA + φB ◦ pB : A⊕B ! C,

τότε

φ ◦ iA = φA ◦ pA ◦ iA + φB ◦ pB ◦ iA =

φA ◦ iA + φB ◦ 0AB = φA + 0AC = φA,

και, ανάλογα,

φ ◦ iB = φB .

Σχετικά µε το µονοσήµαντο, αν θ : A⊕B ! C είναι µορφισµός τέτοιος ώστε

θ ◦ iA = φA και θ ◦ iB = φB, τότε

θ = θ ◦ (iA ◦ pA + iB ◦ pB)

= θ ◦ iA ◦ pA + θ ◦ iB ◦ pB

= φA ◦ pA + φB ◦ pB = φ.

A

A⊕B
φ = φA ◦ pA + φB ◦ pB ✲

pA

✲

C

φA

✲

B

φB

✲

pB
✲

∆ιάγραµµα Β.7

Η απόδειξη είναι τώρα πλήρης.

Β.16 Ορισµός. Μια αβελιανή κατηγορία είναι µια προσθετική κατηγορία στην

οποία :

(i) Κάθε µορφισµός έχει πυρήνα και συµπυρήνα,

(ii) Κάθε µονοµορφισµός είναι πυρήνας του συµπυρήνα του και κάθε επι-

µορφισµός είναι συµπυρήνας του πυρήνα του.
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(iii) Κάθε µορφισµός αναλύεται σε ένα επιµορφισµό, σύνθεση µε ένα µονο-

µορφισµό.

Β.17 Παραδείγµατα. ΟΙ κατηγορίες Ab, V(K), και Mod(R) είναι αβελιανές.

Β.18 Ορισµός. Εστω C,D δύο κατηγορίες. Ενας συναλλοίωτος συναρτητής

F : C ! D είναι ένας "κανόνας" που αντιστοιχεί σε κάθε αντικείµενο X της C ένα

αντικείµενο F (X) της D, και σε κάθε µορφισµό f ∈MorC(X,Y ) ένα µορφισµό

F (f) ∈MorD(F (X), F (Y )), έτσι ώστε

f(1X) = 1F (X),

F (g ◦ f) = F (g), ◦F (f),

για κάθε X ∈ C και για κάθε Ϲεύγος µορφισµών f, g της C για τους οποίους

υπάρχει η g ◦ f .

Ενας ανταλλοίωτος συναρτητής F : C ! D αντιστοιχεί σε κάθε X της C
ένα F (X) της D και σε κάθε f ∈MorC(X,Y ) ένα F (f) ∈MorD(F (Y ), F (X)),
έτσι ώστε

f(1X) = 1F (X),

F (g ◦ f) = F (f) ◦ F (g)

για κάθε X ∈ C και για κάθε Ϲεύγος µορφισµών f, g της C για τους οποίους

υπάρχει η g ◦ f .

Β.19 Παραδείγµατα. 1) Εστω Mano η κατηγορία των σηµειωµένων πολλα-

πλοτήτων και των διαφορίσιµων απεικονίσεων που διατηρούν τα σταθεροποι-

ηµένα σηµεία. ∆ηλαδή, ένα αντικείµενο της Mano είναι ένα Ϲεύγος της µορ-

ϕής ((X,A), x), όπου (X,A) διαφορική πολλαπλότητα και x ∈ X, ενώ ένας

µορφισµός f ∈ Mor
(
((X,A), x), ((Y,B), y)

)
είναι µια διαφορίσιµη απεικόνιση

f : X ! Y µε f(x) = y. Τότε η αντιστοιχία

T : Mano ! V(R) :

((X,A), x) 7! T (X,x),

Mor
(
((X,A), x), ((Y,B), y)

)
∋ f 7! Txf ≡ T (X,x) ∈ L(T (X,x), T (Y, y))

είναι ένας συναλλοίωτος συναρτητής από την κατηγορία των σηµειωµένων πολ-

λαπλοτήτων στην κατηγορία των πραγµατικών διανυσµατικών χώρων.
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2) Αν Man είναι η κατηγορία των διαφορικών πολλαπλοτήτων και VB η

κατηγορία των διαφορίσιµων διανυσµατικών δεσµών, η αντιστοιχία

T : Man! VB :

(X,A) 7! (TX, πX ,X),

Mor
(
(X,A), (Y,B)

)
∋ f 7! (Tf, f) ∈Mor

(
(TX, πX ,X), (TY, πY , Y )

)
,

όπου (TX, πX ,X) είναι η εφαπτόµενη δέσµη της (X,A) και Tf το ολικό δια-

ϕορικό της f , είναι συναλλοίωτος συναρτητής.

Β.20 Ασκήσεις.

1) Ο µορφισµός 1A είναι µονοσήµαντα ορισµένος.

2) Αν f είναι ισοµορφισµός, τότε ο f−1 είναι µονοσήµαντα ορισµένος.

3) Η σχέση µεταξύ των αντικειµένων µιας κατηγορίας

A ∼ B ⇔ ∃ ισοµορφισµός f : A! B

είναι σχέση ισοδυναµίας.

4) Στα παρακάτω Ϲεύγη κατηγοριών, να εξετάσετε αν η πρώτη είναι (πλήρης)

υποκατηγορία της δεύτερης :

(
Ab,G

)
,
(
T V (R),V(R

)
,
(
So,S

)
,
(
S,T

)
,
(
T G,G

)
,
(
LG,T G

)
.

5) Ποιές κατηγορίες από τα Παραδείγµατα Β.2 (σελ. 258) έχουν µηδενικά

αντικείµενα ;

6) ∆είξτε ότι οι προβολές pj ενός γινοµένου είναι επιµορφισµοί και οι εµφυ-

τεύσεις qj ενός συνγινοµένου είναι πάντα µονοµορφισµοί.

7) ∆είξτε ότι αν φ,ψ µονοµορφισµοί (αντιστ. επιµορφισµοί), τότε και ψ ◦ φ
είναι µονοµορφισµός (αντιστ. επιµορφισµός). Αν ψ◦φ είναι µονοµορφισµός

(αντιστ. επιµορφισµός), τότε και φ είναι µονοµορφισµός (αντιστ. ψ είναι

επιµορφισµός).

8) Κάθε πυρήνας είναι µονοµορφισµός και κάθε συµπυρήνας είναι επιµορ-

ϕισµός.

9) Αν C είναι προσθετική κατηγορία, τότε 0AB είναι το ουδέτερο στοιχείο της

οµάδας Mor(A,B).
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10) Σε µια προσθετική κατηγορία οι µονοµορφισµοί χαρακτηρίζονται από το

ότι έχουν µηδενικό πυρήνα και οι επιµορφισµοί χαρακτηρίζονται από το

ότι έχουν µηδενικό συµπυρήνα.

11) Αν µία κατηγορία C έχει µηδενικό αντικείµενο O, τότε, για κάθε A ∈ C, η

τριάδα (A, 1A, 0AO) είναι γινόµενο του Ϲεύγους (A,O).

12) Αν F : C ! D είναι συναλλοίωτος συναρτητής και A,B ∈ C είναι ισοµορ-

ϕα, τότε F (A), F (B) είναι ισόµορφα στην D. Ισχύει το αντίστροφο ;





ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

Γʹ

Προβολικά Πρότυπα

Στο παρόν παράρτηµα συγκεντρώνουµε µερικά ϐασικά αποτελέσµατα από τη

ϑεωρία των προβολικών προτύπων, που χρειάζονται για την καλλίτερη κατανόηση

του Κεφαλαίου 5.

Γ.1 Ορισµός. Εστω R ένας δακτύλιος µε µονάδα. Ενα R-πρότυπο (R-module)

είναι µία αβελιανή οµάδα (M,+), εφοδιασµένη µε έναν ϐαθµωτό πολλαπλασια-

σµό

R×M −!M

που έχει τις ιδιότητες :

(i) r(sx) = (rs)x; ∀ r, s ∈ R, x ∈M.

(ii) (r + s)x = rx + sx; ∀ r, s ∈ R, x ∈M .

(iii) r(x+ y) = rx + ry; ∀ r ∈ R, x, y ∈M .

(iv) 1x = x, ∀ x ∈M .

269
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Γ.2 Ορισµός. Αν M, M είναι δύο R-πρότυπα, µία απεικόνιση f : M ! M
λέγεται R-γραµµική ή µορφισµός R-προτύπων, αν ικανοποιεί την συνθήκη

f(rx+ y) = rf(x) + f(y),

για κάθε x, y ∈M και r ∈ R.

Γ.3 Ορισµός. Ενα R-πρότυπο F λέγεται ελεύθερο αν έχει ϐάση, δηλαδή αν

έχει ένα σύνολο στοιχείων {xi}i∈I που είναι γραµµικά ανεξάρτητα και παράγουν

το F .

Γ.4 Θεώρηµα. ΕναR-πρότυπο F είναι ελεύθερο, αν και µόνον αν είναι ισόµορφο

µε το RI , όπου I ένα σύνολο δεικτών.

Απόδειξη. Εστω F ελεύθερο και {xi}i∈I ϐάση. Ορίζουµε την f : F ! RI ϑέτο-

ντας f(xi) := ei, όπου ei(j) = δij , για κάθε i, j ∈ I και επεκτείνοντας γραµµικά.

Είναι άµεσον ότι η f είναι R-γραµµικός ισοµορφισµός.

Αντίστροφα, το RI είναι ελεύθερο, γιατί η οικογένεια {ei}i∈I είναι ϐάση.

Γ.5 Σηµείωση. Εδώ πρέπει να επισηµάνουµε ότι για τα πρότυπα δεν ισχύουν

ϐασικές ιδιότητες των διανυσµατικών χώρων:

(1) ∆εν είναι όλα τα πρότυπα ελεύθερα, δηλαδή υπάρχουν πρότυπα που δεν

έχουν ϐάση.

(2) Σε ένα ελεύθερο πρότυπο µπορεί να υπάρχουν ϐάσεις µε διαφορετικό

πλήθος στοιχείων.

Γ.6 Ορισµός. Ενα R-πρότυπο P λέγεται προβολικό, αν για κάθε ακριβή ακο-

λουθία

A
g

−−! B −! 0

R-προτύπων και R-γραµµικών απεικονίσεων, και κάθε µορφισµό f : P ! B,

υπάρχει µορφισµός h : P ! A, τέτοιος ώστε g ◦ h = f , δηλαδή έχουµε το

επόµενο διάγραµµα.

P

A
g ✲

✛

h

B

f

❄
✲ 0

∆ιάγραµµα Γ.1

Γ.7 Θεώρηµα. Κάθε ελεύθερο R-πρότυπο είναι προβολικό.
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Απόδειξη. Εστω F ελεύθερο πρότυπο και {xi}i∈I ϐάση του. Επειδή η g είναι

επί, υπάρχουν yi ∈ A µε g(yi) := f(xi). Θέτοντας h(xi) := yi και επεκτείνοντας

γραµµικά, προσδιορίζουµε τη Ϲητούµενη h.

Γ.8 Θεώρηµα. Εστω {Pi}i∈I R-πρότυπα και P := ⊕i∈IPi. Τότε το P είναι προ-

ϐολικό αν και µόνον αν Pi είναι προβολικό, για κάθε i ∈ I.

Απόδειξη. Συµβολίζουµε µε εi και pri τις κανονικές εµφυτεύσεις και προβολές

των Pi, αντιστοίχως.

Για το ευθύ εργαζόµαστε ως εξής : Εστω ότι το P είναι προβολικό πρότυπο.

Εστω επίσης g : A! B επί και f : Pi ! B µορφισµός. Τότε (ϐλ. και το επόµενο

διάγραµµα)

P

Pi

εi

✻

pri

❄

A
g ✲

✛

h

✛

hi

B

f

❄
✲ 0

∆ιάγραµµα Γ.2

υπάρχει µορφισµός h : P ! A µε g ◦h = f ◦pri. Θέτοντας hi := h◦ εi, έχουµε

ότι

g ◦ hi = g ◦ h ◦ εi = f ◦ pri ◦ εi = f ◦ idPi
= f,

άρα το Pi είναι προβολικό.

Για το αντίστροφο, ας υποθέσουµε ότι το Pi είναι προβολικό, για κάθε i ∈ I.
Εστω επίσης g : A ! B επί και f : Pi ! B µορφισµός. Υπάρχει µορφισµός

hi : Pi ! A µε g ◦ hi = f ◦ εi, για κάθε i ∈ I (ϐλ. και το ∆ιάγραµµα Γ.3 στην

επόµενη σελίδα). Ορίζοντας τον µορφισµό

h : P −! A : x 7! h(x) :=
∑

i

hi(xi),

έχουµε ότι

g ◦ h(x) =
∑

i

g ◦ hi(xi) =
∑

i

f ◦ εi(xi) = f
(∑

i

εi(xi)
)
= f(x),
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άρα το P είναι προβολικό πρότυπο.

Pi

P

εi

❄

A
g ✲

✛

hi

✛

h

B

f

❄
✲ 0

∆ιάγραµµα Γ.3

Γ.8 Θεώρηµα. Εστω P ένα R-πρότυπο. Οι επόµενες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

i) Το P είναι προβολικό.

ii) Κάθε σύντοµη ακριβής ακολουθία

0 −! A
f

−−! B
g

−−! P −! 0

διασπάται.

iii) Υπάρχει ελεύθερο πρότυπο F και πρότυπο Q µε P ⊕Q ∼= F .

iv) Υπάρχει ελεύθερο πρότυπο F και προβολέας p : F ! F µε P = Im p.

Απόδειξη. (i) ⇒ (ii): Θεωρούµε την ταυτοτική απεικόνιση 1P : P ! P . Επειδή

το P είναι προβολικό, υπάρχει g′ : P ! B, έτσι ώστε g ◦ g′ = 1P .

P

B
g ✲

✛

g′

P

1P

❄
✲ 0

∆ιάγραµµα Γ.4

Τότε g′(P ) και ker g είναι υποπρότυπα του B, και

g′(P )⊕ ker g = B.
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Πράγµατι, για κάθε x ∈ B, g′(g(x)) ∈ B και

g
(
x− g′(x)

)
= g(x) − g ◦ g′ ◦ g(x) = g(x)− g(x) = 0,

δηλαδή B ⊆ g′(P ) ⊕ ker g. Εξάλλου, αν x ∈ g′(P ) ∩ ker g, τότε g(x) = 0 και

υπάρχει y ∈ P µε x = g′(y), οπότε y = g(g′(y)) = g(x) = 0, άρα x = g′(y) = 0.

∆ηλαδή

B = g′(P )⊕ ker g = g′(P )⊕ Imf.

0

P
❄

0 ✲ A
f ✲ B

g′

❄ g ✲ P ✲

1P

✲

0

=

g′(P )⊕ Imf

A

f ′ = 0 + f−1

❄

1A

✲

0
❄

∆ιάγραµµα Γ.5

Θέτοντας

f ′ : B = g′(P )⊕ Imf −! A : (x, y) 7! f−1(y),

έχουµε το Ϲητούµενο.

(ii)⇒ (iii): Εστω {ei}i∈I ένα σύνολο που παράγει το P . Θεωρούµε το ελεύθερο

πρότυπο RI και τον επιµορφισµό

g : RI −! P : x = (xi)i∈I ≡ (xiei)i∈I 7!
∑

i

aig(xi) :=
∑

i

aixi.
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Λόγω της υπόθεσης, η ακριβής ακολουθία

0 −−! ker g
i

−−! RI
g

−−−! P −−! 0

διασπάται, δηλαδή RI = ker g ⊕ P . Θέτοντας Q = ker g, έχουµε το Ϲητούµενο.

(iii) ⇒ (iv): Αν F = P ⊕Q, τότε η απεικόνιση

p : F −! F : (x, y) 7! x

είναι ο Ϲητούµενος προβολέας.

(iv) ⇒ (iii): Αν p : F ! F είναι προβολέας και P = p(F ), τότε F = P ⊕ker p.
Πράγµατι, αν x ∈ P ∩ ker p, τότε x = p(y), για κάποιο y ∈ F και p(x) = 0,

οπότε

x = p(y) = p(p(y)) = p(x) = 0.

Εξάλλου, για κάθε x ∈ F ,

p
(
x− p(x)

)
= p(x)− p(p(x)) = 0,

δηλαδή F ⊆ P + ker p.
(iii) ⇒ (i): Προκύπτει αµέσως από τα Θεωρήµατα Γ.4 (σελ. 270) και Γ.8 ;
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[13] J. DIEUDONNÉ: Éléments d’ Analyse, Vol. III. Gauthier­Villards, Paris,

1970. English translation: Treatise on Analysis, Vol. III. Academic Press,

New York, 1972.
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tiables. Dunod, Paris, 1969.

[32] M. SPIVAK: A Comprehensive Introduction to Differential Geometry, Vols.

I–V. (Second Edition). Publish or Perish Inc., 1979

[33] R. SULANKE – P. WINTGEN: Differentialgeometrie und Faserbúndel.
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