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ΠΡΟΛΟΓΟΣ

Οι συγκεκριμένες σημειώσεις αφορούν το προπτυχιακό μάθημα Γραμμική Άλγεβρα II. Το πε-
ριεχόμενο των σημειώσεων έχει βασιστεί στην ύλη που διδάσκεται στο προπτυχιακό πρόγραμμα
σπουδών του τμήματος Μαθηματικών του Εθνικού και Καποδιστριακού Πανεπιστημίου Αθη-
νών. Οι σημειώσεις αποτελούν ένα βοήθημα για τους εξεταζόμενους (και μη) φοιτητές, όμως
επιβάλλεται να ειπωθεί πως σε καμία περίπτωση οι σημειώσεις αυτές δεν μπορούν να αντικατα-
στήσουν οποιοδήποτε αντίστοιχο σύγγραμμα της θεματολογίας του. Στο τέλος κάθε κεφαλαίου
βρίσκονται και ασκήσεις εξάσκησης για του φοιτητές, που ενδείκνυται η ενασχόληση μαζί τους
για τη βέλτιστη κατανόηση τους μαθήματος.

Τέλος είναι σαφές ότι οι σημειώσεις θα περιέχουν τυπογραφικά (και όχι μόνο) σφάλματα,
οπότε αν παρατηρήσετε λάθη ή γενικότερα για προτάσεις βελτίωσης των σημειώσεων μπορείτε
να τα επισημάνετε στο e-mail :

i. kostasbizanos@gmail.com

ii. bizanosk@math.uoa.gr

Κωνσταντίνος Μπιζάνος,
Αθήνα,
20 Ιουλίου 2025
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

ΟΜΟΙΟΙ ΠΙΝΑΚΕΣ

1.1 Ορισμός και ιδιότητες

Ορισμός 1.1.1. Έστω A,B ∈ Fn×n. Θα λέμε ότι A και B είναι όμοιοι αν υπάρχει αντιστρέψι-
μος πίνακας P τέτοιος ώστε B = P−1AP .

Παρατήρηση 1.1.1. Η ομοιότητα πινάκων είναι σχέση ισοδυναμίας.

Απόδειξη. Έστω A,B,C ∈ Fn×n.

i. Ο A είναι όμοιος με τον εαυτό του, αφού ισχύει: A = I−1
n AIn.

ii. Αν A και B είναι όμοιοι, τότε και B και A είναι όμοιοι. Πράγματι, υπάρχει P ∈ Fn×n

αντιστρέψιμος ώστε

B = P−1AP ⇔ PB = P (P−1AP ) ⇔ A = PBP−1.

iii. Αν A και B είναι όμοιοι, και επίσης B και C είναι όμοιοι, τότε A και C είναι όμοιοι.
Πράγματι, υπάρχουν αντιστρέψιμοι πίνακες P,Q τέτοιοι ώστε

B = P−1AP

και
C = Q−1BQ.

Τότε:

C = Q−1BQ = Q−1(P−1AP )Q = (Q−1P−1)A(PQ) = (PQ)−1A(PQ),

οπότε A και C είναι όμοιοι.



Παράδειγμα 1.1.1. Έστω οι πίνακες

A =

(
1 3
4 2

)
, B =

(
−2 0
0 5

)
.

Παρατηρούμε ότι B = P−1AP , όπου

P =

(
−1 3
1 4

)
,

άρα οι πίνακες A και B είναι όμοιοι.

Παράδειγμα 1.1.2. Έστω οι πίνακες

A =

(
1 0
0 1

)
, B =

(
1 1
0 1

)
.

Οι πίνακες A και B δεν είναι όμοιοι. Πράγματι, αν υπήρχε αντιστρέψιμος πίνακας P ώστε:

B = P−1AP = P−1I2P = P−1P = I2,

οδηγούμαστε σε άτοπο.

Παρατήρηση 1.1.2. Αν ένας πίνακας B είναι όμοιος με τον In, τότε B = In.

Απόδειξη. Το συμπέρασμα προκύπτει άμεσα από το Παράδειγμα 1.1.2.

Υπενθύμιση 1.1.1. ΈστωA ∈ Fn×n. Οι ακόλουθοι τρεις ακέραιοι ταυτίζονται (δηλαδή ορίζουν
την τάξη ή βαθμίδα του πίνακα A, δηλαδή rank(A)):

(i) Ο μέγιστος αριθμός γραμμικά ανεξάρτητων στηλών.

(ii) Ο μέγιστος αριθμός γραμμικά ανεξάρτητων γραμμών.

(iii) Το dim(Im(LA)), όπου LA : Fn×1 → Fn×1, X 7→ AX .

Πρόταση 1.1.1. Έστω A και B όμοιοι. Τότε ισχύουν τα εξής:

i. det(A) = det(B),

ii. trA = trA

iii. rankA = rankB.
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Απόδειξη. i. Αφού οι πίνακεςA καιB είναι όμοιοι, υπάρχει αντιστρέψιμος πίνακας P ώστε
B = P−1AP . Τότε:

detB = det(P−1AP )

= det(P−1) · det(A) · det(P )

=
1

det(P )
· det(A) · det(P )

= detA

ii. Αφού A είναι όμοιος με τον B, τότε υπάρχει αντιστρέψιμος P τέτοιος ώστε

B = P−1AP

Τότε, από την ιδιότητα
trAB = trBA

έχουμε ότι
trB = tr

(
P−1AP

)
= tr

(
APP−1

)
= trA.

iii. Οι πίνακες A και B είναι όμοιοι, άρα και ισοδύναμοι, οπότε rank(A) = rank(B).

Προσοχή! Το αντίστροφο δεν ισχύει γενικά.

Παράδειγμα 1.1.3. Για παράδειγμα, οι πίνακες

A =

(
1 0
0 1

)
, B =

(
1 1
0 1

)
δεν είναι όμοιοι, αν και έχουν ίση ορίζουσα και ίση τάξη: det(A) = det(B) και rank(A) =
rank(B).

1.2 Σχέση με γραμμικές απεικονίσεις

Ερώτημα. Πώς εμφανίζονται όμοιοι πίνακες στη φύση;

Μια ανεπίσημη απάντηση είναι ότι όμοιοι πίνακες προκύπτουν από αλλαγές βάσεων γραμμικών
απεικονίσεων. Η αυστηρή απάντηση δίνεται μέσω του παρακάτω θεωρήματος. Όμως πρώτα ας
υπενθυμίσουμε κάποια χρήσιμα εργαλεία.
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Υπενθύμιση 1.2.1. i. Έστω â βάση του V , και P ∈ Fn×n αντιστρέψιμος. Τότε υπάρχει
βάση b̂ του V με

P =
(
1V : b̂, â

)
.

ii. Έστω â, b̂ βάσεις του V . Τότε ισχύει ότι(
1V : b̂, â

)−1
=
(
1V : â, b̂

)
.

iii. Έστω f : U → V , g : V → W γραμμικές απεικονίσεις και â, b̂, ĉ διατεταγμένες βάσεις
των U, V,W αντίστοιχα. Τότε ισχύει:

(g ◦ f : â, ĉ) = (g : b̂, ĉ) · (f : â, b̂).

Απόδειξη. Ενδεικτικά θα αποδείξουμε το (i). Επειδή

â = (a1, . . . , an)

είναι βάση του V , υπάρχει γραμμική απεικόνιση f : V → V με

P = (f : â, â).

Εφόσον P είναι αντιστρέψιμος, τότε η f είναι ισομορφισμός, άρα τα

f(a1), . . . , f(an)

αποτελούν βάση του V . Θέτουμε

b̂ = (f(a1), . . . , f(an))

και από τον ορισμό του πίνακα γραμμικής απεικόνισης έχουμε

P =
(
1V : b̂, â

)
.

Θεώρημα 1.2.1. Έστω f : V → V γραμμική απεικόνιση, v̂ διατεταγμένη βάση του V και
A ∈ Fn×n με

A = (f : v̂, v̂).

Έστω B ∈ Fn×n. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

i. Οι πίνακες A και B είναι όμοιοι.
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ii. Υπάρχει διατεταγμένη βάση ŵ του V τέτοια ώστε B = (f : ŵ, ŵ).

Απόδειξη. • i. ⇒ ii.: Έστω P αντιστρέψιμος με

B = P−1AP.

Τότε, από την Υπενθύμιση 1.2, υπάρχει διατεταγμένη βάση ŵ ώστε

P = (1V : ŵ, v̂).

Τότε:

B = (1V : v̂, ŵ) · (f : v̂, v̂) · (1V : ŵ, v̂) = (1V ◦ f ◦ 1V : ŵ, ŵ) = (f : ŵ, ŵ).

• ii. ⇒ i.: Έστω
B = (f : ŵ, ŵ)

για κάποια διατεταγμένη βάση ŵ του V . Θα δείξουμε ότι A και B είναι όμοιοι. Θέτουμε
P = (1V : ŵ, v̂). Τότε:

B = (f : ŵ, ŵ) = (1V : v̂, ŵ) · (f : v̂, v̂) · (1V : ŵ, v̂) = P−1AP,

άρα οι πίνακες A και B είναι όμοιοι.
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1.3 Ασκήσεις Κεφαλαίου 1.

Ομάδα Α : 1,2,4,5,6,7 Ομάδα Β : 3

Άσκηση 1.1. Έστω λ ∈ F και A ∈ Fn×n.Δείξτε ότι αν ο A είναι όμοιος με τον λIn, τότε
A = λIn.

Άσκηση 1.2. Έστω A,B ∈ Fn×n.

a. Αν οι πίνακες A + λIn, B + λIn είναι όμοιοι για κάποιο λ ∈ F, δείξτε ότι οι A,B είναι
όμοιοι.

b. Αληθεύει ότι αν οι A2, B2 είναι όμοιοι, τότε οι A,B είναι όμοιοι;

Άσκηση 1.3. Έστω A,B ∈ Fn×n όμοιοι πίνακες. Δείξτε τις εξής ισότητες.

a. detA = detB.

b. rankA = rankB.

c. TrA = TrB.

Άσκηση 1.4. Δείξτε ότι για κάθε a ∈ R,

a. οι πίνακες
(
1 2
3 4

)
,

(
1 −a
a −1

)
δεν είναι όμοιοι.

b. οι πίνακες
(
1 −a
a −1

)
,−
(
1 −a
a −1

)
είναι όμοιοι.

Άσκηση 1.5. Δίνεται γραμμική απεικόνιση f : R2 → R2, f(x, y) = (x+ 2y, 2x+ y).

a. Υπολογίστε του πίνακες (f : ê, ê) και (f : â, â), όπου â είναι η διατεταγμένη βάση (a1, a2),
όπου a1 = (1,−1), a2 = (1, 1).

b. Βρείτε αντιστρέψιμο P με (f : â, â) = P−1(f : ê, ê)P και αντιστρέψιμο Q με

(f : ê, ê) = Q−1 (f : â, â)Q.
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Άσκηση 1.6. Δίνεται γραμμική απεικόνιση f : R3 → R3 με τύπο

f(x, y, z) = (x+ y + 2z, 2x+ 2y + 4z, 3x+ 3y + 6z).

a. Δείξτε ότι το σύνολο {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)} είναι βάση του R3.

b. Υπολογίστε τον πίνακα (f : â, â), όπου a = {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)} και P αντιστρέ-
ψιμο με (f : â, â) = P−1(f : ê, ê)P .

c. Αληθεύει ότι υπάρχει διατεταγμένη βάση b̂ του R3 τέτοια ώστε (f : b̂, b̂) =

1 2 0
1 1 1
2 3 1


?

Άσκηση 1.7. Έστω A =

(
1 1
0 1

)
και R2×2 → R2×2, f(X) = AX −XA.

a. Δείξτε ότι η απεικόνιση f είναι γραμμική.

b. Αφού υπολογίστε τον πίνακα B =
(
f : Ê, Ê

)
, όπου Ê = {E11, E12, E21, E22} η συνή-

θης διατεταγμένη βάση του R2×2, δείξτε ότι dim ker f = dim Imf = 2 και B3 = 0.

c. Αληθεύει ότι υπάρχει βάση διατεταγμένη βάση b̂ του R3, τέτοια ώστε να ισχύει ότι (f :
b̂, b̂) = diag(1,−1, 0, 0) ?

Άσκηση 1.8. Εξετάστε ποίες από τις επόμενες προτάσεις αληθεύουν. Σε κάθε περίπτωση δι-
καιολογήστε την απάντησή σας με απόδειξη ή αντιπαράδειγμα. Έστω A,B ∈ Fn×n όμοιοι
πίνακες.

a. Αν A = In, τότε B = In.

b. Αν B = −A ∈ F3×3, τότε οι A και B δεν είναι αντιστρέψιμοι.

c. Οι πίνακες
(
A

A

)
,

(
B

B

)
∈ F2n×2n είναι όμοιοι.

d. Οι πίνακες
(
A

C

)
,

(
B

C

)
∈ F(n+m)×(n+m) είναι όμοιοι, για κάθε C ∈ Fm×m.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ

2.1 Διαιρετότητα

Αρχικά, με F[x] συμβολίζουμε το σύνολο των πολυωνύμων με συντελεστές από το F.

Κάθε a(x) ∈ F[x] με a(x) 6= 0 γράφεται μοναδικά στη μορφή

a(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0, an 6= 0.

Με τον προηγούμενο συμβολισμό, n = deg a(x) λέγεται βαθμός του a(x), ενώ ο an ονομάζεται
μεγιστοβάθμιος συντελεστής του a(x).

Παρατήρηση 2.1.1. i. deg (a(x) + b(x)) ≤ max {deg a(x), deg b(x)},

ii. deg (am(x)) = m · deg a(x).

Θεωρούμε τις εξής πράξεις στο F[x] :

a(x) + b(x), a(x) · b(x), λ · a(x)

με a(x), b(x) ∈ F[x] και λ ∈ F.
Έτσι, το F[x] γίνεται F-διανυσματικός χώρος ως προς τις πράξεις πρόσθεσης και αριθμητικού
πολλαπλασιασμού.

Παράδειγμα 2.1.1. Έστω τα πολυώνυμα

a(x) = amx
m + · · ·+ a1x+ a0



και
b(x) = bnx

n + · · ·+ b1x+ b0

στο F[x]. Τότε, για το πολυώνυμο c(x) = a(x) · b(x) ισχύει:

cj =
∑
0≤t

aj−t · bt.

Ορισμός 2.1.1. Έστω a(x), b(x) ∈ F[x]. Θα λέμε ότι το a(x) διαιρεί το b(x) στο F[x] αν
υπάρχει c(x) ∈ F[x] τέτοιο ώστε

b(x) = a(x) · c(x)

και το συμβολίζουμε
a(x) | b(x).

Παράδειγμα 2.1.2. i. Έχουμε ότι x2 + x+ 1 | x3 − 1, αφού

x3 − 1 = (x2 + x+ 1)(x− 1).

ii. Για κάθε πολυώνυμο a(x) ∈ F[x] ισχύει ότι a(x) | 0.

iii. Γενικά, 0 | a(x) αν και μόνο αν a(x) = 0.

Παρατήρηση 2.1.2. Αν a(x) ∈ F[x] διαιρεί δύο πολυώνυμα b(x), c(x) ∈ F[x], τότε διαιρεί και
κάθε πολυώνυμο της μορφής

f(x)b(x) + g(x)c(x)

για κάθε f(x), g(x) ∈ F[x].

Απόδειξη. Έχουμε ότι a(x) | b(x), δηλαδή υπάρχει πολυώνυμο q1(x) ∈ F[x] τέτοιο ώστε:

b(x) = a(x)q1(x).

Ομοίως, υπάρχει πολυώνυμο q2(x) ∈ F[x] τέτοιο ώστε:

c(x) = a(x)q2(x).

Τότε προκύπτει:

f(x)b(x) + g(x)c(x) = f(x)a(x)q1(x) + g(x)a(x)q2(x)

= a(x) [f(x)q1(x) + g(x)q2(x)] .

Έτσι, συμπεραίνουμε ότι
a(x) | f(x)b(x) + g(x)c(x),

για κάθε f(x), g(x) ∈ F[x].
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Θεώρημα 2.1.1 (Ευκλείδια Διαίρεση). Έστω a(x), b(x) ∈ F[x] με a(x) 6= 0. Τότε υπάρχουν
μοναδικά q(x), r(x) ∈ F[x], τετόια ώστε

b(x) = a(x)q(x) + r(x)

με r(x) = 0 ή deg r(x) < deg a(x).

Παράδειγμα 2.1.3. Θεωρούμε τα πολυώνυμα a(x) = x2 + 1 και b(x) = x3 − 2x + 1. Τότε
έχουμε ότι ισχύει το εξής :

b(x) = x · a(x) + (−3x+ 1).

Εφαρμογή 2.1.1. Έστω f(x) ∈ F[x] και c ∈ F. Τότε

c ∈ F ρίζα του f(x) ⇐⇒ x− c
∣∣ f(x).

Απόδειξη. Έστω ότι x− c |f(x), τότε υπάρχει g(x) ∈ F[x] τέτοιο ώστε να ισχύει

f(x) = (x− c) · g(x) ⇒ f(c) = (c− c)g(c) = 0.

Αντίστροφα, από το Θεώρημα 2.1.1 υπάρχουν q(x), r(x) ∈ F[x], ώστε :

f(x) = (x− c)q(x) + r(x), r(x) = 0 ή deg r(x) < deg (x− c).

Άρα deg r(x) = 0 με

f(c) = (c− c)q(c) + r(c) = 0 ⇔ r(c) = 0.

Δηλαδή r(x) = 0 με
f(x) = (x− c)q(x).

Ορισμός 2.1.2. Έστω f(x), g(x) ∈ F[x], όχι και τα δύο μηδέν. Ένα d(x) ∈ F[x] ονομάζεται
μέγιστος κοινός διαιρέτης των f(x), g(x) αν ισχύουν τα εξής:

i. Ο d(x) είναι μονικός (ο μεγιστοβάθμιος συντελεστής του d(x) είναι ίσος με 1).

ii. Ο d(x) διαιρεί τόσο το f(x) όσο και το g(x).

iii. Αν υπάρχει άλλος κοινός διαιρέτης d′(x) ∈ F[x] με d′(x) | f(x) και d′(x) | g(x), τότε
d′(x) | d(x).
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Θεώρημα 2.1.2. Έστω f(x), g(x) ∈ F[x], όχι και τα δύο μηδέν.

i. Υπάρχει μοναδικός μέγιστος κοινός διαιρέτης των f(x), g(x).

ii. Έστω d(x) = μ.κ.δ.(f(x), g(x)).

Τότε υπάρχουν a(x), b(x) ∈ F[x] τέτοια ώστε:

d(x) = f(x) · a(x) + g(x) · b(x).

Ορισμός 2.1.3. Τα f(x), g(x) ∈ F[x] λέγονται σχετικά πρώτα αν ισχύει:

μ.κ.δ.(f(x), g(x)) = 1.

Παράδειγμα 2.1.4. Για τον μ.κ.δ.(x− a, x− b) ισχύει:

μ.κ.δ.(x− a, x− b) =


1, αν a 6= b

x− a, αν a = b

Γενικότερα, αν p(x) ∈ F[x] είναι ένα ανάγωγο πολυώνυμο και f(x) ∈ F[x], τότε

μ.κ.δ.(f(x), p(x)) =


p(x), p(x)|f(x)

1, p(x) 6 |f(x)
.

Εφαρμογή 2.1.2. Έστω a(x), b(x) ∈ F[x] σχετικά πρώτα. Τότε ισχύουν:

i. Αν a(x) | b(x) · c(x) με c(x) ∈ F[x], τότε a(x) | c(x).

ii. Αν a(x) | c(x) και b(x) | c(x), τότε a(x) · b(x) | c(x).

Απόδειξη. i. Υποθέτουμε ότι μ.κ.δ.(a(x), b(x)) = 1. Από το Θεώρημα 2.1.2, υπάρχουν
a′(x), b′(x) ∈ F[x] τέτοια ώστε:

1 = a′(x)a(x) + b′(x)b(x) (2.1)

⇒ c(x) = c(x)a′(x)a(x) + c(x)b′(x)b(x).
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Από υπόθεση, a(x) | b(x)c(x), δηλαδή υπάρχει q(x) ∈ F[x] τέτοιο ώστε

b(x)c(x) = q(x)a(x).

Άρα:

c(x) = c(x)a′(x)a(x) + q(x)a(x)b′(x) = a(x)[a′(x)c(x) + q(x)b′(x)]

άρα a(x) | c(x).

ii. Από τη σχέση (2.1) και αφού a(x) | c(x) και b(x) | c(x), έπεται ότι a(x)b(x) | c(x).

2.2 Ανάγωγα Πολυώνυμα

Ορισμός 2.2.1. Ένα πολυώνυμο p(x) ∈ F[x] θετικού βαθμού λέγεται ανάγωγο στο F[x] αν δεν
υπάρχουν a(x), b(x) ∈ F[x] τέτοια ώστε:

a(x)b(x) = p(x) και deg a(x) < deg p(x), deg b(x) < deg p(x).

Παράδειγμα 2.2.1. 1. Κάθε p(x) ∈ F[x] με deg p(x) = 1 είναι ανάγωγο.

2. Το πολυώνυμο x2 + 1 ∈ R[x] είναι ανάγωγο, ενώ x2 + 1 ∈ C[x] δεν είναι, αφού

x2 + 1 = (x− i)(x+ i).

Παρατήρηση 2.2.1. Έστω p(x) ∈ F[x] ανάγωγο και μονικό. Τότε:

μ.κ.δ.(p(x), q(x)) =


1, αν p(x) ∤ q(x),

p(x), αν p(x) | q(x).

Πρόταση 2.2.1. Έστω f(x) ∈ C[x]. Αν το z ∈ C είναι ρίζα του f(x), τότε και το συζυγές z̄
είναι ρίζα του f(x). 1

Ερώτημα 2.2.1. Ποια είναι τα ανάγωγα πολυώνυμα στο R[x] και στο C[x];
1Στο C: Για κάθε z ∈ C υπάρχουν μοναδικά a, b ∈ R τέτοια ώστε z = a + bi. Δηλαδή, C είναι διανυσματικός

χώρος πάνω από R με βάση {1, i} και dimR C = 2.

21



i. Τα ανάγωγα πολυώνυμα του C[x] είναι τα πρωτοβάθμια πολυώνυμα. 2

ii. Τα ανάγωγα πολυώνυμα στο R[x] είναι τα πρωτοβάθμια ή δευτεροβάθμια με∆ < 0.

Θεώρημα 2.2.1. Κάθε πολυώνυμο f(x) θετικού βαθμού γράφεται μοναδικά ως εξής:

f(x) = c · pn1
1 (x) · · · pns

s (x),

όπου c ∈ C και τα pi(x) είναι μονικά, ανά δύο διαφορετικά, ανάγωγα πολυώνυμα.

Παράδειγμα 2.2.2. 1. Έστω f(x) = x3 − 1 ∈ F[x]. Ανάλογα με το σώμα F:

• Αν F = R, τότε x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1).
• Αν F = C, τότε:

x3 − 1 = (x− 1)

(
x− −1 +

√
3i

2

)(
x− −1−

√
3i

2

)
.

2. Για g(x) = x4 + 1, παρατηρούμε ότι:

g(x) =
(
x2 −

√
2x+ 1

)(
x2 +

√
2x+ 1

)
.

Πρόταση 2.2.2. Έστω

f(x) = c1p1(x)
m1 · · · ps(x)ms , g(x) = c2p1(x)

n1 · · · ps(x)ns ,

όπου τα pi(x) είναι μονικά, ανάγωγα, ανά δύο διαφορετικά, και 0 ≤ mi, ni. Ορίζουμε:

di = min{mi, ni}, d(x) = p1(x)
d1 · · · ps(x)ds .

Τότε:
d(x) = μ.κ.δ.{f(x), g(x)}.

Παράδειγμα 2.2.3. Στο R[x], θεωρούμε:

f(x) = 3(x− 5)10(x2 + x+ 1)6, g(x) = −(x− 5)4(x− 7)4(x2 + x+ 1)10.

Τότε:
μ.κ.δ.(f(x), g(x)) = (x− 5)4(x2 + x+ 1)6.

2Αυτό είναι ισοδύναμο με το Θεμελιώδες Θεώρημα της Άλγεβρας: Κάθε πολυώνυμο θετικού βαθμού με μιγαδι-
κούς συντελεστές έχει ρίζα στο C.
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Ορισμός 2.2.2. Έστω a ∈ F ρίζα του f(x) ∈ F[x]. Ο μέγιστος ακέραιος m τέτοιος ώστε
(x− a)m | f(x) λέγεται πολλαπλότητα της ρίζας a στο f(x). Συμβολίζεται μεm = τ (a).

Παράδειγμα 2.2.4. Για F = R και

f(x) = (x− 2)5(x− 3)(x2 + x+ 1),

έχουμε:
τ (2) = 5, τ (3) = 1.

Ορισμός 2.2.3. Μια ρίζα a του f(x) λέγεται απλή αν η πολλαπλότητά της είναι ίση με 1. Δια-
φορετικά, η ρίζα λέγεται πολλαπλή.

Πρόταση 2.2.3. Έστω a ∈ F ρίζα του f(x) ∈ F[x]. Τότε, a είναι πολλαπλή ρίζα του f(x) αν
και μόνο αν είναι και ρίζα της παραγώγου f ′(x).

Απόδειξη. Αν a είναι πολλαπλή ρίζα, τότε (x− a)2 | f(x), δηλαδή υπάρχει g(x) ∈ F[x] ώστε:

f(x) = (x− a)2g(x) ⇒ f ′(x) = 2(x− a)g(x) + (x− a)2g′(x),

οπότε f ′(a) = 0.
Αντίστροφα, έστω f(a) = f ′(a) = 0. Επειδή f(a) = 0, υπάρχει g(x) ∈ F[x] με f(x) =
(x− a)g(x). Τότε:

f ′(x) = (x− a)g′(x) + g(x) ⇒ f ′(a) = g(a) = 0 ⇒ (x− a) | g(x),

οπότε f(x) = (x− a)2h(x) για κάποιο h(x), δηλαδή a είναι πολλαπλή ρίζα.

Πόρισμα 2.2.1. Έστω f(x) ∈ F[x]. Αν μ.κ.δ.(f(x), f ′(x)) = 1, τότε κάθε ρίζα του f(x) είναι
απλή.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι άμεση μέσω της Πρότασης 2.2.3.
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2.3 Πολυώνυμα και πίνακες

Ορισμός 2.3.1. Έστω f(x) = fmx
m + · · · + f1x + f0 ∈ F[x] και A ∈ Fn×n. Με f(A)

συμβολίζουμε τον πίνακα:

f(A) = fmA
m + · · ·+ f1A+ f0In.

Παράδειγμα 2.3.1. Αν f(x) = −3x+ 5 ∈ R[x], τότε:

f(A) = −3A+ 5In, για κάθε A ∈ Fn×n.

Παρατήρηση 2.3.1. Έστω f(x), g(x) ∈ F[x], και h(x) = f(x) + g(x), κ(x) = f(x)g(x).
Τότε, για κάθε A ∈ Fn×n ισχύει:

h(A) = f(A) + g(A), κ(A) = f(A)g(A).

Παράδειγμα 2.3.2. 1. Θεωρούμε τα πολυώνυμα f(x) = x2−x και g(x) = x+1 στο R[x].
Τότε k(x) = f(x) · g(x) = x3 − x, άρα:

k(A) = f(A) · g(A) = A3 −A = A(A− In)(A+ In).

2. Αν b(x) = q(x) · a(x) + r(x), τότε b(A) = q(A) · a(A) + r(A).

2.4 Πολυώνυμα και γραμμικές απεικονίσεις

Ορισμός 2.4.1. Έστω f : V → V γραμμική απεικόνιση και a(x) = amx
m + · · ·+ a1x+ a0 ∈

F[x]. Ορίζουμε:

a(f) : V → V, a(f) = amf
m + · · ·+ a1f + a01V .

Παρατήρηση 2.4.1. Έστω a(x), b(x) ∈ F[x], με c(x) = a(x) + b(x), d(x) = a(x) · b(x) και
f : V → V γραμμική απεικόνιση. Τότε:

c(f) = a(f) + b(f), d(f) = a(f) ◦ b(f).

Παράδειγμα 2.4.1. Αν P (x) = x2 − 1 ∈ F[x], τότε:

P (f) = f2 − 1V = (f − 1V ) ◦ (f + 1V ).
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Πρόταση 2.4.1. Έστω f : V → V γραμμική απεικόνιση, v̂ διατεταγμένη βάση του V και
A = (f : v̂, v̂). Τότε, για κάθε φ(x) ∈ F[x], ισχύει:

(φ(f) : v̂, v̂) = φ(A).

Απόδειξη.

(φ(f) : v̂, v̂) = (φmf
m + · · ·+ φ1f + φ01V : v̂, v̂)

= φm(fm : v̂, v̂) + · · ·+ φ1(f : v̂, v̂) + φ0(1V : v̂, v̂)

= φmA
m + · · ·+ φ1A+ φ0In = φ(A).

Παράδειγμα 2.4.2. i. Θεωρούμε τη γραμμική απεικόνιση f : F3 → F3 με πίνακα:

A = (f : v̂, v̂) =

−2 0 1
−1 1 0
0 1 −1

 .

Τότε αν g = f2 + 3f + 1F3 , έχουμε:

(g : v̂, v̂) = A2 + 3A+ In =

11 1 4
−6 5 0
−1 3 −1

 .

ii. Έστω f : V → V γραμμική απεικόνιση και φ(x) ∈ F[x] τέτοιο ώστε φ(f) = 0. Αν ο
σταθερός όρος φ0 6= 0, τότε f είναι ισομορφισμός.

Απόδειξη. Έστω φ(x) = φmx
m + · · ·+ φ1x+ φ0. Τότε:

φ(f) = φmf
m + · · ·+ φ1f + φ01V = 0.

Μεταφέρουμε τον σταθερό όρο:

1V = − 1

φ0
· (φmf

m + · · ·+ φ1f) =

[
− 1

φ0
· (φmf

m−1 + · · ·+ φ1)

]
◦ f.

Άρα f είναι αριστερά και δεξιά αντιστρέψιμη, δηλαδή ισομορφισμός.
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2.5 Ασκήσεις Κεφαλαίου 2.

Ομάδα Α : 1,2,3,5,6,7,8,9,11,15 Ομάδα Β : 4,10,12,13,14,16

Άσκηση 2.1. Έστω f(x), p(x) ∈ F[x] όπου p(x) μονικό και ανάγωγο. Δείξτε ότι

μ.κ.δ.(f(x), p(x)) = 1 ή μ.κ.δ.(f(x), p(x)) = p(x).

Άσκηση 2.2. Βρείτε το μ.κ.δ.
(
x2 + 1, x2018 + 1

)
και το μ.κ.δ.

(
x2 + 1, x2018 − 1

)
.

Άσκηση 2.3. a. Έστω f(x) ∈ F[x] και a, b ∈ F με a 6= b. Βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης
του f(x) με το (x− a)(x− b).

b. Βρείτε όλες τις τιμές των c, d ∈ R τέτοιες ώστε (x− 1)(x− 2)
∣∣x100 + cx5 + dx+ 1.

c. Βρείτε όλες τις τιμές των c, d ∈ R τέτοιες ώστε (x− 1)2
∣∣x100 + cx5 + dx+ 1.

Άσκηση 2.4. Δίνονται τα πολυώνυμα f(x) = 2x3−3x2+6x+5 και g(x) = x3+ax2+x+1,
όπου a ∈ R.

a. Βρείτε τις ρίζες στο C του f(x).

b. Για ποιές τιμές του a τα f(x), g(x) έχουν κοινή πραγματική ρίζα ?

c. Βρείτε την ανάλυση του g(x) σε γινόμενο μονικών αναγώγων στο R[x] αν μια ρίζα του
στο C είναι το i.

Άσκηση 2.5. Έστω f(x), g(x) ∈ R[x], όπου f(x) = x5 − x4 − x2 + x, g(x) = x2 + x − 6.
Να βρέθει ο μ.κ.δ. και το ε.κ.π. τους.

Άσκηση 2.6. Έστω f(x), g(x) ∈ R[x], όπου f(x) = x3 − x2 + x− 1, g(x) = x2 + x− 2. Να
βρεθούν οι πίνακες A ∈ Rn×n τέτοιοι ώστε f(A) = g(A) = 0.

Άσκηση 2.7. Έστω f(x), g(x) ∈ F[x] με μ.κ.δ.(f(x), g(x)) = 1.

a. Δείξτε ότι δεν υπάρχει A ∈ Fn×n με f(A) = g(A) = 0.

b. Αληθεύει ότι για κάθε h(x) ∈ F[x] υπάρχουν a(x), b(x) ∈ F[x] τέτοια ώστε h(x) =
a(x)f(x) + b(x)g(x) ?
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Άσκηση 2.8. Δείξτε ότι κάθε ρίζα στο C του f(x) είναι απλή στις περιπτώσεις

a. f(x) = xn − 1,

b. f(x) = xn + x+ 1.

Άσκηση 2.9. Έστω f : F3 → F3 η γραμμική απεικόνιση με (f : â, â) =

 2 0 1
−1 1 0
0 1 −1

, όπου

â είναι μια διατεταγμένη βάση του F3 και φ(x) = x2 + 3x + 1 ∈ F[x]. Να βρεθεί ο πίνακας
(φ(f) : â, â).

Άσκηση 2.10. Έστω A ∈ Fn×n και φ(x) ∈ F[x]. Δείξτε τα εξής.

a. Αν ο A είναι διαγώνιος, A = diag(a1, · · · , an), τότε φ(A) = diag(φ(a1), · · · , φ(an)).

b. Αν ο A είναι της μορφής A =

A1

. . .
Ak

, όπου Ai ∈ Fni×ni και n1 + · · ·nk = n

(’μπλόκ διαγώνιος’), τότε φ(A) =

φ(A1)
. . .

φ(Ak)

.(Σημείωση. Εννοούμε ότι

τα αόρατα στοιχεία είναι 0.)

c. Αν οA είναι άνω τριγωνικός,A =

a1 ∗
. . .

an

, τότεφ(A) =

φ(a1) ∗
. . .

φ(an)

.

d. Αν ο A είναι της μορφής A =

A1 ∗
. . .

Ak

, όπου Ai ∈ Fni×ni και n1 + · · ·nk = n

(’μπλόκ άνω τριγωνικός’), τότε φ(A) =

φ(A1) ∗
. . .

φ(Ak)

.

Άσκηση 2.11. Έστω A ∈ Fn×n.

a. Έστω φ(x) ∈ F[x] με μη μηδενικό σταθερό όρο και φ(A) = 0. Δείξτε ότι ο A είναι
αντιστρέψιμος.
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b. Έστω A5 = 0.Δείξτε ότι ο πίνακας φ(A) είναι αντιστρέψιμος, όπου φ(x) = x4 − x3 +
x2 − x+ 1.

Άσκηση 2.12. Το συμπέρασμα στο ερώτημα b. ονομάζεται το Θεώρημα του Lagrange. Για
F = R, λέει ότι από n διαφορετικά σημεία του επιπέδου διέρχεται μοναδική πολυωνυμική κα-
μπύλη βαθμού το πολύ n − 1, κατ΄αναλογία με το γεγονός ότι από δύο διακεκριμένα σημεία
του επιπέδου διέρχεται μοναδική ευθεία. Έστω λ1, · · · , λn ∈ F διακεκριμένα. Θεωρούμε το
διανυσματικό χώρο Fn−1[x] όλων των πολυωνύμων βαθμού το πολύ n− 1 και την απεικόνιση

f : Fn−1[x] → Fn, f(φ(x)) = (φ(λ1), · · · , φ(λn)).

a. Δείξτε ότι η απεικόνιση f είναι γραμμική, 1-1 και επί.

b. Δείξτε ότι για κάθε a1, · · · , an ∈ F υπάρχει μοναδικό φ(x) ∈ Fn−1[x] τέτοιο ώστε
φ(λ1) = a1, · · · , ϕ(λn) = an.

c. Βρείτε πολυώνυμο φ(x) τέτοιο ώστε φ(1) = 2, φ(2) = 1, φ(−1) = 1.

d. Δείξτε ότι το φ(x) του υποερωτήματος b. δίνεται από τη σχέση φ =
n∑

j=1
ajφj(x), όπου

φj(x) =

n∏
k=1,k ̸=j

x− λk
λj − λk

.

Άσκηση 2.13. Έστω A ∈ Rn×n και B =

(
A In
0 A

)
∈ R2n×2n.

a. Δείξτε ότι f(B) =

(
f(A) f ′(A)
0 f(A)

)
για κάθε f(x) ∈ R[x], όπου f ′(x) είναι η παράγωγος

του f(x).

b. Δείξτε ότι αν (A− In)
2013(A− 2In)

2014 = 0, τότε (B − I2n)
2014(B − 2I2n)

2015 = 0.

Άσκηση 2.14. Δείξτε ότι για κάθεA ∈ Fn×n υπάρχει μη μηδενικό φ(x) ∈ F[x] βαθμού το πολύ
n2 τέτοιο ώστε φ(A) = 0.

Άσκηση 2.15. ΈστωA,B, P ∈ Fn×n τέτοιοι ώστεB = P−1AP .Δείξτε ότιφ(B) = P−1φ(A)P
για κάθε φ(x) ∈ F[x].
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Άσκηση 2.16. Έστω a1, · · · , an ∈ R. Θέτουμε

ei =
∑

1≤t1<···<ti≤n

at1at2 · · · ati , i = 1, · · · , n.

Για παράδειγμα, αν n = 3, τότε

e1 = a1 + a2 + a3, e2 = a1a2 + a1a3 + a2a3, e3 = a1a2a3.

Δείξτε ότι αν ei > 0 για κάθε i = 1, · · · , n, τότε ai > 0 για κάθε i = 1, · · ·n.

Άσκηση 2.17. Εξετάστε ποίες από τις επόμενες προτάσεις αληθεύουν. Σε κάθε περίπτωση δι-
καιολογήστε την απάντηση σας με απόδειξη ή αντιπαράδειγμα. Έστω f(x), g(x), h(x) ∈ F[x].

a. Αν f(x)
∣∣g(x)h(x), τότε f(x)∣∣g(x) ή f(x)∣∣h(x).

b. Έστω f(x) ανάγωγο. Αν f(x)
∣∣g(x)h(x), τότε f(x)∣∣g(x) ή f(x)∣∣h(x).

c. Αν f(x)
∣∣h(x) και g(x)∣∣h(x), τότε f(x)g(x)∣∣h(x).

d. Αν f(x)
∣∣h(x), g(x)∣∣h(x) και μ.κ.δ.(f(x), g(x)) = 1, τότε f(x)g(x)

∣∣h(x).
e. Έστω A ∈ Fn×n.Αν f(A) = g(A) = 0, τότε τα f(x), g(x) δεν είναι σχετικά πρώτα.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

ΙΔΙΟΤΙΜΕΣ ΚΑΙ ΙΔΙΟΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ

3.1 Ιδιοτιμές, ιδιοδιανύσματα και ιδιόχωροι πίνακα

3.1.1 Ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσματα πίνακα

Ορισμός 3.1.1. Έστω A ∈ Fn×n, λ ∈ F και X ∈ Fn×1, X 6= 0. Αν ισχύει η σχέση

AX = λX, (3.1)

θα λέμε ότιλ είναι ιδιοτιμή τουA και τοX είναι αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα τουA που αντιστοιχεί
στην ιδιοτιμή λ.

Παράδειγμα 3.1.1. Έστω

A =

1 −2 2
0 −3 4
0 −2 3

 , X =

2
1
1

 , Y =

1
2
1

 , Z =

1
1
2

 .

i. Έχουμε AX = X , άρα 1 είναι ιδιοτιμή του A και X αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα.

ii. Έχουμε AY = −Y , άρα −1 είναι ιδιοτιμή του A και Y ιδιοδιάνυσμα.

iii. Έχουμε AZ =

3
5
4

. Δεν υπάρχει λ ∈ R ώστε λZ = AZ, άρα Z δεν είναι ιδιοδιάνυσμα

του A.



Παράδειγμα 3.1.2. Έστω ο πίνακας

A =

(
1 3
4 2

)
∈ R2×2.

Θα βρούμε τις ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του A.

Απόδειξη. Έστω X =

(
x
y

)
∈ R2×1 και λ ∈ R. Από τη σχέση (3.1) έχουμε:

AX = λX ⇔
(
x+ 3y
4x+ 2y

)
=

(
λx
λy

)
⇔


x+ 3y = λx

4x+ 2y = λy

⇔


(1− λ)x+ 3y = 0

4x+ (2− λ)y = 0

Το σύστημα έχει μη τετριμμένη λύση αν και μόνο αν:

det
(
1− λ 3
4 2− λ

)
= 0 ⇒ (1− λ)(2− λ)− 12 = λ2 − 3λ+ 10 = 0.

Άρα οι ιδιοτιμές του A είναι:
λ = 5 και λ = −2.

Τώρα βρίσκουμε τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα:

i. Για λ = −2: Από το σύστημα προκύπτει 3x+ 3y = 0 ⇒ y = −x, οπότε:

V (−2) =

{(
x
−x

)
: x ∈ R

}
=

〈(
1
−1

)〉
.

ii. Για λ = 5: Από −4x+ 3y = 0 ⇒ y = 4
3x, οπότε:

V (5) =

{(
x
4
3x

)
: x ∈ R

}
=

〈(
1
4
3

)〉
.

Παράδειγμα 3.1.3. Θεωρούμε τον πίνακα

A =

(
0 1
−1 0

)
∈ F2×2.

Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:
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a. Υποθέτουμε ότι A ∈ R2×2 και έστω λ ∈ R και X =

(
x
y

)
∈ R2×1. Τότε:

AX = λX ⇔
(
y
−x

)
=

(
λx
λy

)
⇒

{
λx− y = 0

x+ λy = 0

Η ορίζουσα του συστήματος είναι:

det
(
λ −1
1 λ

)
= λ2 + 1 6= 0, για κάθε λ ∈ R.

Άρα δεν υπάρχουν ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσματα του A στο R.

b. Αν A ∈ C2×2, τότε για λ ∈ C και X =

(
x
y

)
∈ C2×1, ισχύει:

AX = λX ⇔
(
y
−x

)
=

(
λx
λy

)
⇒

{
λx− y = 0

x+ λy = 0

Το σύστημα έχει μη μηδενική λύση αν και μόνο αν:

det
(
λ −1
1 λ

)
= λ2 + 1 = 0 ⇒ λ = i ή λ = −i.

i. Για την ιδιοτιμή λ = i, από ix− y = 0 ⇒ y = ix. Άρα:

V (i) =
{
X ∈ C2×1 | y = ix

}
=

{(
x
ix

)}
=

〈(
1
i

)〉
είναι το σύνολο των ιδιοδιανυσμάτων του A που αντιστοιχούν στην ιδιοτιμή λ = i.

ii. Για την ιδιοτιμή λ = −i, από −ix− y = 0 ⇒ y = −ix. Άρα:

V (−i) =
{
X ∈ C2×1 | y = −ix

}
=

{(
x

−ix

)}
=

〈(
1
−i

)〉
είναι το σύνολο των ιδιοδιανυσμάτων τουA που αντιστοιχούν στην ιδιοτιμή λ = −i.

Ιδιότητες 3.1.1. Έστω A ∈ Fn×n, λ ∈ F. Τα παρακάτω είναι ισοδύναμα:

i. Το λ είναι ιδιοτιμή του A.

ii. Υπάρχει X ∈ Fn×1 με X 6= 0 τέτοιο ώστε (A− λIn)X = 0.

iii. det(A− λIn) = 0.
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Απόδειξη. • i. ⇒ ii.: Από τον ορισμό, υπάρχει X 6= 0 τέτοιο ώστε

AX = λX ⇐⇒ (A− λIn)X = 0.

• ii. ⇒ iii.: Η συνεπαγωγή έπεται από τη γνωστή πρόταση:

Αν B ∈ Fn×n και BX = 0 έχει μη μηδενική λύση, τότε detB = 0.

• iii. ⇒ i.: Αν det(A− λIn) = 0, τότε υπάρχει X 6= 0 με

(A− λIn)X = 0 ⇒ AX = λX,

άρα λ είναι ιδιοτιμή.

Πόρισμα 3.1.1. i. Ο πίνακας A ∈ Fn×n είναι αντιστρέψιμος αν και μόνο αν το 0 δεν είναι
ιδιοτιμή του A.

ii. Αν ο πίνακας A είναι άνω ή κάτω τριγωνικός με διαγώνια στοιχεία a1, . . . , an, τότε:

det(A− λIn) = 0 ⇔
n∏

i=1

(ai − λ) = 0.

Δηλαδή, το λ είναι ιδιοτιμή του A αν και μόνο αν λ = ai για κάποιο i.

iii. Το λ είναι ιδιοτιμή του A αν και μόνο αν είναι ιδιοτιμή του At.

Απόδειξη. i. Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.

ii. Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.

iii. Από:
det(A− λIn) = det

(
(A− λIn)t

)
= det(At − λIn),

συμπεραίνουμε ότι λ είναι ιδιοτιμή του At.

Παράδειγμα 3.1.4. Παρατηρούμε ότι 2 είναι ιδιοτιμή του πίνακα:

A =

0 2 3
2 0 3
1 0 2

 ,

αφού:

det(A− 2I3) = det

−2 2 3
2 −2 3
1 0 0

 = 0.

Επίσης, το 0 δεν είναι ιδιοτιμή του A γιατί:

detA = 6 6= 0.
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3.1.2 Ιδιόχωροι Πίνακα

Ορισμός 3.1.2. Έστω A ∈ Fn×n και λ ιδιοτιμή του A. Ο ιδιόχωρος του A που αντιστοιχεί
στην ιδιοτιμή λ είναι το σύνολο:

VA(λ) =
{
X ∈ Fn×1 | AX = λX

}
.

Παρατήρηση 3.1.1. i. Το VA(λ) είναι το σύνολο των ιδιοδιανυσμάτων τουA που αντιστοι-
χούν στο λ, μαζί με το μηδενικό διάνυσμα.

ii. Το VA(λ) είναι υπόχωρος του Fn×1, αφού είναι το σύνολο λύσεων του ομογενούς συστή-
ματος

(A− λIn)X = 0.

Θεώρημα 3.1.1. Έστω A ∈ Fn×n και λ ∈ F ιδιοτιμή του A. Τότε:

dimVA(λ) = n− rank(A− λIn).

Απόδειξη. Έστω η γραμμική απεικόνιση

LB : Fn×1 → Fn×1, LB(X) = BX,

όπου
B = A− λIn.

Τότε ισχύουν:

i. dim kerLB + dim ImLB = n (Θεώρημα διάστασης),

ii. dim ImLB = rankB.

Επειδή kerLB = VA(λ), προκύπτει:

dimVA(λ) = dim kerLB = n− rank(A− λIn).

3.1.3 Ιδιότητες Ιδιόχωρων

Πρόταση 3.1.1. Έστω λ1, . . . , λs διακεκριμένες ιδιοτιμές του πίνακαA καιX1, . . . , Xs ∈ Fn×1

με Xi ∈ VA(λi) για κάθε i ∈ {1, . . . , s}. Αν

X1 + · · ·+Xs = 0,

τότε
X1 = X2 = · · · = Xs = 0.
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Απόδειξη. Θα χρησιμοποιήσουμε επαγωγή στο s.

- Βάση: Για s = 1, προφανώς X1 = 0.

-Επαγωγικό βήμα: Έστω ότι η πρόταση ισχύει για s−1. Υποθέτουμε ότιX1+· · ·+Xs = 0
με κάθε Xi ∈ VA(λi). Τότε:

AX1 + · · ·+AXs = A(X1 + · · ·+Xs) = A(0) = 0,

άρα:
λ1X1 + · · ·+ λsXs = 0.

Αφαιρούμε τη σχέση λ1(X1 + · · ·+Xs) = 0:

(λ1X1 + · · ·+ λsXs)− λ1(X1 + · · ·+Xs) = 0

⇐⇒ (λ2 − λ1)X2 + · · ·+ (λs − λ1)Xs = 0.

Για i ≥ 2, έχουμε ότι
(λi − λ1)Xi ∈ VA(λi)

και αφού οι ιδιοτιμές είναι διακεκριμένες, τότε

λi 6= λ1 ⇒ λi − λ1 6= 0.

Άρα, με την επαγωγική υπόθεση προκύπτει

X2 = · · · = Xs = 0

και από την αρχική υπόθεση έπεται X1 = 0.

Πόρισμα 3.1.2. Ιδιοδιανύσματα ενός πίνακαA που αντιστοιχούν σε διακεκριμένες ιδιοτιμές του
είναι γραμμικά ανεξάρτητα.

Απόδειξη. ΈστωX1, . . . , Xs ιδιοδιανύσματα τουA που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιμές
λ1, . . . , λs αντίστοιχα. Αν

m1X1 + · · ·+msXs = 0

για κάποιουςmi ∈ F, τότε από την Πρόταση 3.1.1 έχουμε

miXi = 0

δηλαδήmi = 0, επειδή Xi 6= 0. Άρα τα διανύσματα είναι γραμμικά ανεξάρτητα.

Εφαρμογή 3.1.1. Έστω X,Y ιδιοδιανύσματα του πίνακα A που αντιστοιχούν σε διαφορετικές
ιδιοτιμές. Δείξτε ότι το aX + bY δεν είναι ιδιοδιάνυσμα του A, αν ab 6= 0.
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Απόδειξη. Έστω ότι AX = rX και AY = mY με r 6= m, και ότι aX + bY είναι ιδιοδιάνυσμα
για κάποια ιδιοτιμή λ. Τότε:

A(aX + bY ) = λ(aX + bY )

⇒ arX + bmY = aλX + bλY

⇒ (ar − aλ)X + (bm− bλ)Y = 0.

ΕπειδήX,Y είναι ιδιοδιανύσματα με διακεκριμένες ιδιοτιμές, είναι γραμμικά ανεξάρτητα (από
Πόρισμα 3.1.2), άρα τα αντίστοιχα συντελεστές πρέπει να είναι μηδέν:

ar − aλ = 0 ⇒ λ = r

bm− bλ = 0 ⇒ λ = m⇒ r = m

άτοπο. Άρα το aX + bY δεν είναι ιδιοδιάνυσμα αν ab 6= 0.

Πρόταση 3.1.2. Έστω A ∈ Fn×n, φ(x) ∈ F[x], λ ιδιοτιμή του A και X αντίστοιχο ιδιοδιάνυ-
σμα. Τότε, η τιμή φ(λ) είναι ιδιοτιμή του πίνακα φ(A) και τοX είναι αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα.
Δηλαδή:

VA(λ) ⊆ Vφ(A)(φ(λ)).

Απόδειξη. Από την υπόθεση έχουμε AX = λX . Παρατηρούμε:

A2X = A(AX) = A(λX) = λ(AX) = λ2X.

Γενικεύουμε με επαγωγή στον εκθέτη.

Ισχυρισμός: Για κάθεm ∈ N ισχύει: AmX = λmX .

Απόδειξη Ισχυρισμού:

• Βάση: Γιαm = 1, ισχύει άμεσα: AX = λX .

• Βήμα: Έστω AmX = λmX . Τότε:

Am+1X = A(AmX) = A(λmX) = λm(AX) = λm · λX = λm+1X.

Άρα, ο ισχυρισμός ισχύει για κάθεm ∈ N.
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Έστω τώρα φ(x) = φmx
m + · · ·+ φ0. Τότε:

φ(A)X = (φmA
m + · · ·+ φ0In)X = (φmλ

m + · · ·+ φ0)X = φ(λ)X.

Εφόσον X 6= 0, είναι ιδιοδιάνυσμα του φ(A) για την ιδιοτιμή φ(λ).

Παράδειγμα 3.1.5. Προσοχή! Η συμπερίληψη δεν είναι ισότητα γενικά. Αν

A =

(
1 0
0 −1

)
τότε:

VA(1) =

〈(
1
0

)〉
.

Αν όμως φ(x) = x2, τότε
φ(A) = A2 = I2,

και:

Vφ(A)(1) =

〈(
1
0

)
,

(
0
1

)〉
= R2×1.

Άρα
VA(1) ⫋ Vφ(A)(1).

Παράδειγμα 3.1.6. a. Αν
(
1
2

)
είναι ιδιοδιάνυσμα πίνακα A για ιδιοτιμή −1, τότε είναι ε-

πίσης ιδιοδιάνυσμα του πίνακα A1821 + 10A, με ιδιοτιμή:

(−1)1821 + 10(−1) = −1 + (−10) = −11.

b. Αν A ∈ F2×2 με ιδιοτιμές 2 και −3, τότε για φ(x) = x2 + 5, οι ιδιοτιμές του φ(A) είναι:

φ(2) = 22 + 5 = 9, φ(−3) = 9 + 5 = 14.

c. Αν B είναι πίνακας με ιδιοτιμές −1 και 1, τότε ο πίνακας B2 έχει μοναδική ιδιοτιμή το 1,
αφού:

(−1)2 = 1, 12 = 1.
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3.2 Ιδιοτιμές, ιδιοδιανύσματα και γραμμικές απεικονίσεις

Ορισμός 3.2.1. Έστω f : V → V γραμμική απεικόνιση, λ ∈ F και v ∈ V με v 6= 0. Αν ισχύει

f(v) = λv,

τότε το λ λέγεται ιδιοτιμή της f και το v είναι ιδιοδιάνυσμα της f που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή
λ.

Αν λ είναι ιδιοτιμή της f , τότε ο αντίστοιχος ιδιόχωρος της f είναι το σύνολο:

Vf (λ) = {v ∈ V | f(v) = λv}.

Παρατήρηση 3.2.1. Αν f : V → V γραμμική απεικόνιση και λ ιδιοτιμή της, τότε ισχύει:

Vf (λ) = ker(f − λ · 1V ) ≤ V.

Πρόταση 3.2.1. Έστω f : V → V γραμμική απεικόνιση. Αν v̂ είναι οποιαδήποτε διατεταγμένη
βάση του V και A = (f : v̂, v̂), τότε ισχύει:

dimVf (λ) = dimV − dim Im(f − λ1V ) = dimV − rank(A− λIn).

Παράδειγμα 3.2.1. Θεωρούμε τη γραμμική απεικόνιση f : R3 → R3, f(x, y, z) = (0, 0, x+y).
Να βρεθεί μια βάση κάθε ιδιόχωρου.

Απόδειξη. Αναζητούμε (x, y, z) ∈ R3 ώστε:

f(x, y, z) = λ(x, y, z), λ ∈ R.

Από τη σχέση:
(0, 0, x+ y) = (λx, λy, λz)

προκύπτει το σύστημα: 

λx = 0

λy = 0

λz = x+ y

.

Το σύστημα έχει μη μηδενική λύση αν και μόνο αν:

det

λ 0 0
0 λ 0
1 1 −λ

 = 0 ⇔ λ = 0.
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Άρα, από τις δύο πρώτες εξισώσεις έχουμε x = −y. Επομένως:

Vf (0) =
{
(x,−x, z) ∈ R3 | x, z ∈ R

}
= 〈(1,−1, 0), (0, 0, 1)〉 .

Το σύνολο {(1,−1, 0), (0, 0, 1)} είναι γραμμικά ανεξάρτητο, άρα είναι βάση του ιδιόχωρου
Vf (0).

Προσοχή στο συγκεκριμένο παράδειγμα!

Παράδειγμα 3.2.2. ΈστωV = R2[x] και f : R2[x] → R2[x], f(φ(x)) = φ(x)+φ′(x) γραμμική
απεικόνιση. Να βρεθεί μια βάση για κάθε ιδιόχωρο της f .

Απόδειξη. Έστω φ(x) = ax2 + bx+ c ∈ R2[x]. Τότε:

f(φ(x)) = φ(x) + φ′(x) = ax2 + bx+ c+ 2ax+ b = ax2 + (2a+ b)x+ (b+ c).

Αν f(φ(x)) = λ · φ(x), τότε:

ax2 + (2a+ b)x+ (b+ c) = aλx2 + bλx+ cλ.

Άρα προκύπτει το σύστημα: 

a(1− λ) = 0

2a− b(1− λ) = 0

b+ c(1− λ) = 0

Το σύστημα έχει μη μηδενική λύση αν και μόνο αν:

det

1− λ 0 0
2 1− λ 0
0 1 1− λ

 = 0 ⇔ λ = 1.

Για την ιδιοτιμή λ = 1 έχουμε a = b = 0, άρα Vf (1) = 〈1〉 και η βάση του ιδιόχωρου είναι
{1}.

Πρόταση 3.2.2. Έστω f : V → V γραμμική απεικόνιση και A = (f : â, â) ως προς κάποια
βάση â του V , και λ ∈ F. Τότε ισχύουν:
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1. i. Η λ είναι ιδιοτιμή της f αν και μόνο αν είναι ιδιοτιμή του A.

2. ii. Αν v ∈ V , τότε v ∈ Vf (λ) αν και μόνο αν [v]â ∈ VA(λ).

3. iii. Το σύνολο {v1, . . . , vm} είναι βάση του Vf (λ) αν και μόνο αν το

{[v1]â, . . . , [vm]â}

1 είναι βάση του VA(λ).

Απόδειξη. i. Έστω λ ιδιοτιμή της f . Τότε υπάρχει v 6= 0 τέτοιο ώστε

f(v) = λv ⇐⇒ (f − λ1V )(v) = 0

δηλαδή η f −λ1V δεν είναι αντιστρέψιμη, άρα A−λIn δεν είναι αντιστρέψιμος, δηλαδή

det(A− λIn) = 0,

δηλαδή η λ είναι ιδιοτιμή του A.

ii. Έστω
v ∈ Vf (λ) ⇔ f(v) = λv ⇔ A[v]â = λ[v]â ⇔ [v]â ∈ VA(λ).

iii. Ο μετασχηματισμός v 7→ [v]â είναι ισομορφισμός g : V → Fn, και περιορίζεται σε ισο-
μορφισμό Vf (λ) → VA(λ) από το (ii).

Παράδειγμα 3.2.3. Έστω V = R2[x], â = (a1, a2, a3) με

a1 = 1, a2 = x+ 1, a3 = x2 + 1

και έστω f : R2[x] → R2[x] τέτοια ώστε:

A = (f : â, â) =

0 0 0
1 1 1
0 0 0

 .

i. Να δείξετε ότι το â είναι βάση του V .

ii. Αληθεύει ότι το a1 − a3 είναι ιδιοδιάνυσμα;
1Για παράδειγμα, αν â = (a1, a2, a3) και v = a1 + 2a2 + 5a3, τότε

[v]â =

1
2
5

 .
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iii. Να βρείτε βάση για κάθε ιδιόχωρο της f .

iv. Να βρείτε βάση για κάθε ιδιόχωρο του A.

Απόδειξη. i. Τα a1, a2, a3 παράγουν (δείξτε γιατί) το V και το πλήθος τους είναι ίσο με
dimR2[x] = 3, δηλαδή είναι γραμμικά ανεξάρτητα άρα και βάση του R2[x].

ii. Παρατηρήστε πως ισχύει ότι f(a1) = f(a2) = f(a3) = a2. Θεωρούμε λ ∈ R ώστε να
ισχύει το εξής :

f(a1−a3) = λ(a1−a3) ⇔ f(a1)−f(a3) = λ(a1−a3) ⇔ λ(a1−a3) = 0 ⇔ a1 − a3 6= 0λ = 0.

Άρα το a1 − a3 είναι ιδιοδιάνυσμα της f με αντίστοιχη ιδιοτιμή το 0.

iii. Έστω v ∈ V και λ ∈ R, ώστε να ισχύει

f(v) = λv ⇐⇒ f(r1a1 + r2a2 + r3a3) = λ(r1a1 + r2a2 + r3a3)

⇐⇒ r1f(a1) + r2f(a2) + r3f(a3) = λr1a1 + λr2a2 + λr3a3

⇐⇒ λr1a1 + a2(λr2 − r1 − r2 − r3) + λr3a3 = 0

⇐⇒



λr1 = 0

r1 + r2(1− λ) + r3 = 0

λr3 = 0

Άρα το σύστημα έχει μη-μηδενική λύση αν και μόνο αν ισχύει

det

λ 0 0
1 1− λ 1
0 0 λ

 = 0 ⇐⇒ λ = 0 ή λ = 1.

Άρα, έχουμε ότι

1.
Vf (0) = {r1a1 + r2a2 + r3a3 | r1 + r2 + r3 = 0} = 〈a2 − a1, a3 − a1〉

γραμμικά ανεξάρτητα (δείξτε γιατί), άρα {a2 − a1, a3 − a1} είναι βάση του Vf (0).
2.

Vf (1) = {r1a1 + r2a2 + r3a3 | r1 = r3 = 0} = {r2a2} = 〈a2〉 .

Άρα ισχύει ότι {a2} βάση του Vf (1).
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iv. Από την Πρόταση 3.2.2 έχουμε ότι

{[a3 − a1]â, [a2 − a1]â}

είναι βάση του VA(0) και

{[a2]â}

βάση του VA(1).

3.3 Χαρακτηριστικό πολυώνυμο

Ορισμός 3.3.1. Έστω A ∈ Fn×n με A = (aij). Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του A είναι:

χA(x) = det(A− xIn) = det

a11 − x · · · a1n
... . . . ...
an1 · · · ann − x

 .

Παράδειγμα 3.3.1. 1. Αν A = (a), τότε χA(x) = det(a− x) = a− x.

2. Αν A =

(
1 3
4 2

)
, τότε:

χA(x) = det
(
1− x 3
4 2− x

)

= (1− x)(2− x)− 12

= x2 − 3x− 10

= (x+ 2)(x− 5).
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3. Αν A =

2 3 4
0 1 3
0 4 2

, τότε:

χA(x) = det

2− x 3 4
0 1− x 3
0 4 2− x


= (2− x)[(1− x)(2− x)− 12]

= (2− x)(x+ 2)(x− 5).

Ιδιότητες 3.3.1. Έστω A ∈ Cn×n. Τότε ισχύουν:

i. χA(x) = χAt(x)

ii. Αν A είναι άνω ή κάτω τριγωνικός με aii τα διαγώνια στοιχεία του, τότε:

χA(x) = (−1)n(x− a11) · · · (x− ann).

iii. Αν Ai ∈ Fni×ni για i = 1, . . . , s και A ∈ Fn×n με

n = n1 + · · ·+ ns

της μορφής:

A =


A1 ∗ ∗ · · · ∗
0 A2 ∗ · · · ∗
...

... . . . · · · ∗
0 0 0 · · · As

 ,

τότε:
χA(x) = χA1(x) · · ·χAs(x)

Απόδειξη. i. Έχουμε:

χAt(x) = det(At − xIn) = det
(
(A− xIn)t

)
= det(A− xIn) = χA(x).

ii. Έστω A άνω τριγωνικός, δηλαδή:

A =


a11 ∗ · · · ∗
0 a22 · · · ∗
...

... . . . ...
0 0 · · · ann

 .
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Τότε:

χA(x) = det(A− xIn) = det


a11 − x ∗ · · · ∗

0 a22 − x · · · ∗
...

... . . . ...
0 0 · · · ann − x

 =
n∏

i=1

(aii − x).

iii. Χρησιμοποιούμε το παρακάτω λήμμα:

Λήμμα 3.3.1. (α�) Αν B1 ∈ Fn1×n1 , B2 ∈ Fn2×n2 και B =

(
B1 ∗
0 B2

)
, τότε:

detB = detB1 · detB2.

(β�) Αν B =


B1 ∗ · · · ∗
0 B2 · · · ∗
...

... . . . ...
0 0 · · · Bs

 με Bi ∈ Fni×ni και n = n1 + · · ·+ ns, τότε:

detB =

s∏
i=1

detBi.

Απόδειξη λήμματος.

(α�) Αν B1 = In1 , τότε η ιδιότητα ισχύει άμεσα με ανάπτυγμα κατά την πρώτη στήλη
τουB. Ομοίως γιαB2 = In2 με ανάπτυγμα κατά την τελευταία γραμμή. Στη γενική
περίπτωση: (

B1 ∗
0 B2

)
=

(
In1 0
0 B2

)(
B1 ∗
0 In2

)
,

οπότε:
detB = detB1 · detB2.

(β�) Το γενικό αποτέλεσμα έπεται με επαγωγή, εφαρμόζοντας διαδοχικά το (1).

Επιστροφή στην απόδειξη.

Εφόσον A είναι της μορφής:

A =


A1 ∗ · · · ∗
0 A2 · · · ∗
...

... . . . ...
0 0 · · · As

 ,
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έχουμε:

χA(x) = det(A−xIn) = det


A1 − xIn1 ∗ · · · ∗

0 A2 − xIn2 · · · ∗
...

... . . . ...
0 0 · · · As − xIns

 =
s∏

i=1

χAi(x).

Πρόταση 3.3.1. Έστω A ∈ Fn×n. Τότε ισχύουν τα εξής:

• Ο μεγιστοβάθμιος συντελεστής του χαρακτηριστικού πολυωνύμου χA(x) είναι (−1)n.

• Αν A = (aij), τότε:

χA(x) =
n∏

i=1

(aii − x) + ψ(x),

όπου degψ(x) ≤ n− 2.

Απόδειξη. Από τον ορισμό του χαρακτηριστικού πολυωνύμου έχουμε:

χA(x) = det(A− xIn).

Εφαρμόζοντας το Λήμμα 3.3.1, γνωρίζουμε ότι η επέκταση του προσδιοριστή περιλαμβάνει ό-
λους τους όρους της μορφής:

(−1)κ · (a1j1 − xδ1j1) · · · (anjn − xδnjn),

όπου (j1, . . . , jn) είναι μια αναδιάταξη του {1, . . . , n}.
Ο μόνος όρος που θα περιέχει xn είναι όταν (j1, . . . , jn) = (1, . . . , n), δηλαδή από το γινόμενο:

(a11 − x)(a22 − x) · · · (ann − x).

Αυτός δίνει πολυώνυμο βαθμού n με μεγιστοβάθμιο όρο (−x)n = (−1)nxn.
Όλοι οι υπόλοιποι όροι περιλαμβάνουν το πολύ n− 1 εμφανίσεις του x, και άρα συνεισφέρουν
σε πολυώνυμο βαθμού το πολύ n− 1.
Επιπλέον, από απλή παρατήρηση του γινομένου:

n∏
i=1

(aii − x) = (−1)nxn + · · ·+ (−1)1 trAx+ detA,

οπότε η διαφορά:

χA(x)−
n∏

i=1

(aii − x)
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είναι πολυώνυμο με βαθμό το πολύ n− 2, δηλαδή:

χA(x) =

n∏
i=1

(aii − x) + ψ(x), degψ(x) ≤ n− 2.

Απόδειξη. Θεωρούμε τον πίνακα

B = A− xIn =


a11 − x a12 · · · a1n

a21 a22 − x · · ·
...

...
... . . . ...

an1 an2 · · · ann − x

 .

Θεωρούμε τον όρο
(−1)κb1j1 · · · bnjn

με
(j1, . . . , jn) 6= (1, . . . , n).

Άρα υπάρχει t με jt 6= t, οπότε
btjt 6= att − x.

Τότε btjt = ats για κάποιο t 6= s. Επειδή το ats ανήκει στη στήλη s, τότε στο αρχικό γινόμενο
δεν υπάρχει άλλο στοιχείο από τη στήλη s. Άρα το στοιχείο ass−x δεν εμφανίζεται και συνεπώς
degψ(x) ≤ n− 2.

Μένει να δείξουμε ότι στο άθροισμα του Λήμματος 3.3.1 ο όρος (a11 − x) · · · (ann − x)
εμφανίζεται με συντελεστή +1. Πράγματι: (i) Ο όρος αυτός εμφανίζεται στο άθροισμα (με
επαγωγή στο n και ανάπτυγμα ως προς την πρώτη γραμμή), και (ii) δεν απλοποιείται με άλλον,
λόγω της μοναδικότητάς του.

Παράδειγμα 3.3.2. Για τον πίνακα A =

(
a b
c d

)
∈ F2×2 ισχύει:

χA(x) = (a− x)(d− x)− bc.

Πόρισμα 3.3.1. Έστω A ∈ Fn×n και χA(x) = (−1)nxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0. Τότε:

1. detA = a0 και Tr(A) = (−1)n−1an−1,

2. αν χA(x) = (λ1 − x) · · · (λn − x), τότε detA =
∏n

i=1 λi και Tr(A) =
∑n

i=1 λi.

47



Απόδειξη. 1. Είναι σαφές ότι detA = χA(0) = a0. Από την Πρόταση 3.3.1 έχουμε:

χA(x) =

n∏
i=1

(aii − x) + ψ(x), degψ(x) ≤ n− 2, A = (aij).

Συνεπώς, εξισώνοντας τους συντελεστές του xn−1, προκύπτει:

an−1 = (−1)nTr(A) ⇒ Tr(A) = (−1)n−1an−1.

2. Από το χαρακτηριστικό πολυώνυμο έχουμε χA(0) = λ1 · · ·λn = detA. Επίσης, από το
προηγούμενο, ισχύει:

Tr(A) = (−1)nan−1 = (−1)n(−1)n(λ1 + · · ·+ λn) = λ1 + · · ·+ λn.

Παράδειγμα 3.3.3. Έστω ο πίνακας A =

(
1 3
4 2

)
∈ R2×2. Από το Πόρισμα 3.3.1 (i) έχουμε:

χA(x) = x2 − Tr(A)x+ detA = x2 − 3x− 10.

Επιπλέον:

χA(x) = (5− x)(−2− x), δηλαδή οι ιδιοτιμές είναι λ1 = 5, λ2 = −2.

Συνεπώς, από το (ii) του πορίσματος:

Tr(A) = λ1 + λ2 = 3, detA = λ1 · λ2 = −10.

Πρόταση 3.3.2. Αν A,B ∈ Fn×n είναι όμοιοι, τότε ισχύει χA(x) = χB(x).

Απόδειξη. ΑφούA είναι όμοιος με τονB, υπάρχει αντιστρέψιμοςP ∈ Fn×n ώστεB = P−1AP .
Αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη να δείξει ότι για κάθε φ(x) ∈ F[x] ισχύει:

φ(B) = P−1φ(A)P.

Άρα:

χB(x) = det(B − xIn) = det(P−1AP − xIn) = det(P−1(A− xIn)P ) = χA(x).

Ορισμός 3.3.2. Έστω f : V → V γραμμική απεικόνιση καιA = (f : â, â) για κάποια διατεταγ-
μένη βάση â του V . Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της f ορίζεται ως:

χf (x) = χA(x).
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3.4 Ασκήσεις Κεφαλαίου 3.

Ομάδα Α : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 11, 13, 14, 18, 19, 20, 21, 32, 34, 35 ,
Ομάδα Β: 7, 8, 12, 15, 16, 17, 22, 23, 24, 25, 26, 29, 30, 32, 36 ,
Ομάδα Γ : 27, 28

Άσκηση 3.1. a. Έστω

A =


1 1 1 −5
1 1 −5 1
1 −5 1 1
−5 1 1 1

 ∈ C4×4 και X =


1
1
1
1

 ∈ C4×1.

Είναι το X ιδιοδιάνυσμα του A ; Είναι το 6 ιδιοτιμή του A ;

b. Να βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του A =

1 −2 2
0 −3 4
0 −2 3

 ∈ R3×3.

Άσκηση 3.2. Έστω A ∈ Fn×n και φ(x) ∈ F[x].

a. Δείξτε ότι αν λ ∈ F είναι ιδιοτιμή του A με αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα X , τότε το φ(λ)
είναι ιδιοτιμή του φ(A) με αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα το X .

b. Έστω A =

 2 0 3
−3 −2 4
1 0 3

. Βρείτε (χωρίς να γίνουν πράξεις) μια ιδιοτιμή και ένα αντί-

στοιχο ιδιοδιάνυσμα του B = A1821 + I3.

c. * Έστω F = C. Δείξτε ότι για κάθε ιδιοτιμή λ του φ(A) υπάρχει ιδιοτιμή λi του A τέτοια
ώστε λ = φ(λi).

Άσκηση 3.3. Έστω A =

 5 3 3
−3 −1 −3
−3 −3 −1

 ∈ R3×3 και X =

 1
−1
0

 ∈ R3×1.

a. Αληθεύει ότι τοX είναι ιδιοδιάνυσμα τουA ; Αν ναι, να βρεθούν δύο διαφορετικές βάσεις
του ιδιόχωρου VA(λ), όπου λ η ιδιοτιμή στην οποία αντιστοιχεί το παραπάνω ιδιοδιάνυ-
σμα.

b. Αληθεύει ότι το X είναι ιδιοδιάνυσμα του A1821 + I3 ;

c. Βρείτε πίνακα B ∈ R3×3 με X ∈ VB(3).
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Άσκηση 3.4. Βρείτε τα ιδιοδιανύσματα του A =

(
1 1
−2 −1

)
∈ F2×2 στις περιπτώσεις

a. F = R

b. F = C.

Άσκηση 3.5. Να βρεθεί μια βάση για κάθε ιδιόχωρο των πινάκων

a. A =

0 0 0
1 1 1
0 0 0

 ∈ R3×3.

b. B =

2 1 0
0 1 −1
0 2 4

 ∈ R3×3.

Άσκηση 3.6. Υπολογίστε για τις διάφορες τιμές του a τις διαστάσεις των ιδιόχωρων του A =1 a 4
0 1 0
0 2 3

 ∈ R3×3.

Άσκηση 3.7. Έστω A = (aij) ∈ Fn×n τέτοιος ώστε για κάθε j = 1, · · · , n, ισχύει
n∑

i=1
aij = 1.

Δείξτε τα εξής.

a. Υπάρχει μη μηδενικό X ∈ Fn×1 τέτοιο ώστε AX = X .

b. Αν οA είναι αντιστρέψιμος καιA−1 = (bij), τότε για κάθε j = 1, · · · , n, ισχύει
n∑

i=1
bij =

1.

Άσκηση 3.8. Έστω λ 6= µ δύο ιδιοτιμές πίνακα A ∈ Fn×n με αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα u, v.
Τότε

a. τα u, v είναι γραμμικά ανεξάρτητα και

b. για κάθε a, b ∈ F− {0}, το au+ bv δεν είναι ιδιοδιάνυσμα του A.
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Άσκηση 3.9. a. Αληθεύει ότι το 2 είναι ιδιοτιμή της γραμμικής απεικόνισης

f : R4 → R4, f(x, y, z, w) = (x+ w, 2y + z, 3z + w, x+ w) ;

Αληθεύει ότι το
(
1, 0,−1, 2

)
είναι ιδιοδιάνυσμα της f ;

b. Να βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα της γραμμικής απεικόνισης

f : R3 → R3, f(x, y, z) = (x− y.2x+ 3y + 2z, x+ y + 2z).

c. Έστω f : F2 → F2 η γραμμική απεικόνιση που ορίζεται από f(e1) = −e2 και f(e2) = e1,
όπου ê = {e1, e2) είναι η συνήθης βάση του F2.Να υπολογισθούν οι ιδιοτιμές και τα
ιδιοδιανύσματα της f όταν i. F = R και ii. F = C. Δώστε μια γεωμετρική ερμηνεία του
αποτελέσματος i. .

Άσκηση 3.10. a. Να βρεθούν οι πιθανές ιδιοτιμές της γραμμικής απεικόνισης f : V → V
σε κάθεμια από τις περιπτώσεις

i. f2 = 1V ,
ii. f2 = f .

b. Στη συνέχεια δείξτε την εξής πρόταση.Αν φ(f) = 0 για κάποιο φ(x) ∈ F[x], τότε κάθε
ιδιοτιμή της F- γραμμικής απεικόνισης f : V → V είναι ρίζα του φ(x).

c. Δείξτε την εξής πρόταση. Αν φ(A) = 0 για κάποιο φ(x) ∈ F[x] καιA ∈ Fn×n, τότε κάθε
ιδιοτιμή του A είναι ρίζα του φ(x).

Άσκηση 3.11. a. Για ποια a ∈ R το (1, 1) είναι ιδιοδιάνυσμα της γραμμικής απεικόνισης

f : R2 → R2, f(x, y) = (x+ ay, 2x+ y) ;

b. Να βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα των γραμμικών απεικονίσεων

1. f : R3 → R3, f(x, y, z) = (4x, 2y − 5z, y − 2z) ,
2. g : C3 → C3, f(x, y, z) = (4x, 2y − 5z, y − 2z) .

Άσκηση 3.12. Δίνεται η γραμμική απεικόνιση f : R2[x] → R2[x], με f(x2 + x) = 2x2 + 2x,
f(x+ 1) = 2x+ 3 και f(1) = x+ 3.

a. Βρείτε τα ιδιοδιανύσματα της f και μια βάση για κάθε ιδιόχωρο της f .

b. Αληθεύει ότι η f είναι ισομορφισμός ;

c. Αληθεύει ότι η f4 − 6f − 4 · 1R2[x] είναι ισομορφισμός ;
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d. Βρείτε δύο γραμμικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα της f4 − 6f − 4 · 1R2[x] .

Άσκηση 3.13. Να βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα των γραμμικών απεικονίσεων

a. g : R2[x] → R2[x], g(ϕ(x)) = ϕ(1)x

b. h : R2[x] → R2[x], h(ϕ(x)) = ϕ′(x), όπου ϕ′(x) είναι η παράγωγος του ϕ(x).

Άσκηση 3.14. Έστω A ∈ C3×3 με χA(x) = −x3 + 3x2 − 2x.

a. Είναι ο A αντιστρέψιμος ;

b. Είναι ο (A− 3I3)(A− 4I3) αντιστρέψιμος ;

c. Υπολογίστε την ορίζουσα του A2 − 2A− 15I3 .

d. Αληθεύει ότι υπάρχει διατεταγμένη βάση â ώστε για τη γραμμική απεικόνιση

f : C3 → C3, f(x, y, z) = (x+ 2y + 3z, 2y + 3z, 3z) ,

να ισχύει (f : â, â) = A ;

e. Να βρεθεί το χA2(x) .

f. Αληθεύει ότι υπάρχειB ∈ C3×3 τέτοιος ώστεAB−BA = Ak για κάποιο θετικό ακέραιο
k ;

g. Αληθεύει ότι υπάρχει ακέραιος k > 1 με Ak = At, όπου At είναι ο ανάστροφος του A ;

Άσκηση 3.15. Έστω A,B ∈ Fn×n, όπου ο A είναι αντιστρέψιμος. Δείξτε ότι χAB(x) =
χBA(x). (Σημείωση. Ισχύει το συμπέρασμα και χωρίς την υπόθεση ότι οA είναι αντιστρέψιμος,
βλ. άσκηση 27. )

Άσκηση 3.16. Έστω A ∈ Fn×n αντιστρέψιμος και xA(x) = (−1)nxn + an−1x
n−1 + · · · +

a1x+ a0, όπου a0 6= 0. Δείξτε ότι

χA−1(x) = (−1)n
[
xn +

an−1

a0
xn−1 + · · ·+ a1

a0
+

(−1)n

a0

]
.

Άσκηση 3.17. Έστω

A =


0 0 · · · 0 −a0
1 0 · · · 0 −a1
0 1 · · · 0 −a2
...

...
...

...
0 0 · · · 1 −an−1

 ∈ Fn×n.
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a. Δείξτε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυμο τουA είναι το (−1)n(xn+an−1x
n−1+· · ·+a0)

.

b. Δείξτε ότι αν λ είναι μια ιδιοτιμή του A, τότε το
1
λ
...

λn−1


είναι ένα ιδιοδιάνυσμα του At.

Άσκηση 3.18. Βρείτε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του

A =



0 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 · · · 0
0 0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · 1
1 0 0 0 · · · 0


∈ Fn×n.

Άσκηση 3.19. Να βρεθούν οι ιδιοτιμές του πίνακα

C =


1 2 3 4 5
3 2 1 0 3
0 0 1 2 2
0 0 0 2 2
0 0 0 3 3

 ∈ C5×5.

Άσκηση 3.20. Έστω A ∈ Cn×n αντιστρέψιμος.

a. Δείξτε ότι το λ είναι ιδιοτιμή του A αν και μόνο αν το
1

λ
είναι ιδιοτιμή του A−1.

b. Έστω ότι οA είναι όμοιος με τονA−1 και n περιττός.Δείξτε ότι το 1 ή το−1 είναι ιδιοτιμή
του A.

Άσκηση 3.21. Έστω A ∈ C4×4 τέτοιος ώστε χA(x) ∈ R[x], detA = −13, Tr(A) = 4 και μια
ιδιοτιμή του A είναι το 2− 3i. Να βρεθούν οι ιδιοτιμές του A.
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Άσκηση 3.22. Έστω A ∈ Cn×n αντιστρέψιμος.Δείξτε ότι αν ο A είναι όμοιος με τον −A,
τότε το n είναι άρτιος, n = 2m και το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του A είναι της μορφής
(x2 − ρ1) · · · (x2 − ρm), όπου n ≥ 2.

Άσκηση 3.23. Βρείτε τους ιδιόχωρους της γραμμικής απεικόνισης f : Rn×n → Rn×n, A 7→ At,
όπου n ≥ 2 .

Άσκηση 3.24. Θεωρούμε τους διαγώνιους πίνακες

A =

a1 . . .
an

 , B =

b1 . . .
bn

 ∈ Fn×n.

Δείξτε ότι οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναμες.

a. Οι A,B είναι όμοιοι.

b. Υπάρχει μετάθεση σ ∈ Sn τέτοια ώστε bi = aσ(i) για κάθε i = 1, · · · , n .

c. χA(x) = χB(x).

Άσκηση 3.25. Έστω a, b ∈ F. Βρείτε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο, τις ιδιοτιμές και τα ιδιο-
διανύσματα του

A =


a b b · · · b
b a b · · · b
b b a · · · b
...

...
...

...
b b b · · · a

 ∈ Fn×n.

Άσκηση 3.26. Έστω a, b ∈ F με a 6= b. Δείξτε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του

An =


0 a a · · · a
b 0 a · · · a
b b 0 · · · a
...

...
...

...
b b b · · · 0

 ∈ Fn×n

είναι το
(−1)n

a− b
[a(x+ b)n − b(x+ a)n].
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Άσκηση 3.27. ΈστωA ∈ Fm×n καιB ∈ Fn×m. Δείξτε ότι (−1)nxnχAB(x) = (−1)mxmχBA(x).
(Συνεπώς ανm = n, τότε χAB(x) = χBA(x).)

Άσκηση 3.28. Έστω a1, · · · , an, b1, · · · , bn ∈ F και C = (aibj) ∈ Fn×n.Χρησιμοποιώντας
την προηγούμενη άσκηση (ή αλλιώς) βρείτε το χC(x) και τις ιδιοτιμές του C.

Άσκηση 3.29. Έστω n ≥ 1 και

A =


0 0 · · · 0 1
0 0 · · · 1 0
...

... . . . ...
...

0 1 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0

 ∈ F2n×2n.

Βρείτε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο, τις ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του A. Βρείτε τη
διάσταση κάθε ιδιόχωρου του A.

Άσκηση 3.30. Έστω A,B ∈ Cn×n, C =

(
A B
B A

)
∈ C2n×2n και D =

(
A −B
B A

)
∈

C2n×2n. Τότε

a. χC(x) = χA+B(x) · χA−B(x).

b. χD(x) = χA+iB(x) · χA−iB(x).

c. Αν οι ιδιοτιμές του A είναι λ1, · · · , λn, τότε οι ιδιοτιμές του πίνακα
(
A A
A A

)
είναι οι

εξής
2λ1, · · · , 2λn, 0, · · · 0︸ ︷︷ ︸

n

.

Άσκηση 3.31. Έστω a, b ∈ R. Δίνεται ότι οι πίνακες A,B ∈ R3×3 είναι όμοιοι, όπου

A =

1 a 1
a 1 b
1 b 1

 , B =

0 0 0
0 1 0
0 0 2

 .

Να βρεθούν οι a, b.

Άσκηση 3.32. Να βρεθεί το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της γραμμικής απεικόνισης f2 = f ◦f ,
όπου

f : R3 → R3, f(x, y, z) = (0, x, y).
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Άσκηση 3.33. Να βρεθεί το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της γραμμικής απεικόνισης f2 = f ◦f ,
όπου

f : R3 → R3, f(x, y, z) = (0, x, y).

Άσκηση 3.34. Δίνεται διατεταγμένη βάση û = (u1, u2, u3) του R3 και η γραμμική απεικόνιση

f : R3 → R3 με αντίστοιχο πίνακα A = (f : û, û) =

1 1 0
0 0 1
1 1 1

.

a. Βρείτε το χf (x) και το χf2(x).

b. Αληθεύει ότι u1 + u2 + 2u3 είναι ιδιοδιάνυσμα της f ; Ίδιο ερώτημα για το u1.

c. Βρείτε μια βάση για κάθε ιδιόχωρο του A.

d. Βρείτε μια βάση για κάθε ιδιόχωρο της f .

e. Ξέρουμε ότι ισχύει Vf (0) ⊆ Vf2(0).Αληθεύει ότι έχουμε ισότητα ;

f. Αληθεύει ότι υπάρχει γραμμική απεικόνιση g : R3 → R3 έτσι ώστε f(g(v)) = v για κάθε
v ∈ R3 ;

Άσκηση 3.35. Έστω A =

(
1 2
0 3

)
και f : R2×2 → R2×2, f(X) = AX −XA.Αφού δείξετε

ότι η f είναι γραμμική, βρείτε μια βάση για κάθε ιδιόχωρο της f .

Άσκηση 3.36. Θεωρούμε το διανυσματικό χώρο F (R,R) των συναρτήσεων R → R και τον
υπόχωρο V που παράγεται από τις συναρτήσεις sinx, cosx. Βρείτε μια βάση κάθε ιδιόχωρου
των γραμμικών απεικονίσεων

a. f : V → V, f(ϕ(x)) = ϕ′(x) (παράγωγος) ,

b. g : V → V, g(ϕ(x)) = ϕ′′(x) (δεύτερη παράγωγος) .

Άσκηση 3.37. Δείξτε ότι για κάθε

a. A ∈ C2×2, χA(x) = x2 − Tr(A)x+ detA ,

b. A ∈ C3×3, χA(x) = −x3 + Tr(A)x2 − Tr(adj(A))x+ detA .

Άσκηση 3.38. Εξετάστε ποιες από τις ακόλουθες προτάσεις αληθεύουν. Σε κάθε περίπτωση
δώστε μια απόδειξη ή ένα αντιπαράδειγμα.
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a. Αν το λ είναι ιδιοτιμή του A ∈ Fn×n και το µ ιδιοτιμή τουB ∈ Fn×n, τότε το λ+µ είναι
ιδιοτιμή του A+B.

b. Αν το λ είναι ιδιοτιμή του A ∈ Fn×n και το µ ιδιοτιμή του B ∈ Fn×n, τότε το λµ είναι
ιδιοτιμή του AB.

c. Κάθε A ∈ R2×2 έχει τουλάχιστον μια πραγματική ιδιοτιμή.

d. Κάθε A ∈ R3×3 έχει τουλάχιστον μια πραγματική ιδιοτιμή.

e. Αν το 2 είναι ιδιοτιμή του A2, όπου A ∈ Rn×n, τότε το
√
2 είναι ιδιοτιμή του A.

f. Αν χA(x) = χB , όπου A,B ∈ Fn×n, τότε οι A,B είναι όμοιοι.

g. Έστω ότι οι A,B ∈ Fn×n. Τότε οι ϕ(A), ϕ(B) είναι όμοιοι για κάθε ϕ(x) ∈ F[x].

h. Υπάρχει A ∈ F3×3 με ιδιοτιμές τις 0, 1, 2, 3.

i. Αν v είναι ιδιοδιάνυσμα της γραμμικής απεικόνισης f : V → V και v ∈ ker f , τότε το 0
είναι ιδιοτιμή της f .

j. Έστω A ∈ R3×3 με χA(x) = −(x2 − 1)(x − 5).Τότε υπάρχει γραμμική απεικόνιση f :
R3 → R3 και διατεταγμένη βάση â του R3 με f(1, 0, 0) = 3 · (1, 0, 0) και (f : â, â) = A.

k. Έστω A ∈ Fn×n.Αν το −1 είναι ιδιοτιμή του A, τότε υπάρχει μη μηδενικό X ∈ Fn×1 με
A2X = X .
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

ΔΙΑΓΩΝΙΣΙΜΟΤΗΤΑ

4.1 Διαγωνίσιμοι Πίνακες

Ορισμός 4.1.1. Έστω A ∈ Fn×n. Θα λέμε ότι ο A είναι διαγωνίσιμος αν υπάρχει P ∈ Fn×n

αντιστρέψιμος, τέτοιος ώστε P−1AP = ∆, όπου ∆ είναι διαγώνιος πίνακας.

Παρατήρηση 4.1.1. Έστω ∆ = P−1AP με ∆ = diag(a1, a2, . . . , an). Επειδή όμοιοι πίνακες
έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυμο, έχουμε:

χA(x) = χ∆(x) = (a1 − x)(a2 − x) · · · (an − x).

Εδώ οι a1, a2, . . . , an είναι οι ιδιοτιμές του πίνακα A.

Παράδειγμα 4.1.1. 1. ΈστωA =

(
1 3
4 2

)
∈ R2×2 και P =

(
−1 3
1 4

)
. Τότε παρατηρούμε

ότι:
P−1AP = diag(−2, 5).

Άρα ο πίνακας A είναι διαγωνίσιμος.

2. Έστω A =

(
1 2
0 1

)
∈ R2×2. Θα δείξουμε ότι ο A δεν είναι διαγωνίσιμος. Πράγματι, αν

υπήρχε αντιστρέψιμος πίνακας P με:

P−1AP = diag(a1, a2),

τότε, από την Παρατήρηση 4.1.1 και επειδή οι ιδιοτιμές του A είναι a1 = a2 = 1, θα
έπρεπε να ισχύει:

P−1AP = I2 ⇔ A = I2,
το οποίο είναι άτοπο.



3. Έστω A =

(
0 1
−1 0

)
∈ R2×2. Ο πίνακας A δεν είναι διαγωνίσιμος, διότι:

χA(x) = x2 + 1

δεν έχει ρίζες στο R. Άρα οA δεν έχει ιδιοτιμές στο R και, σύμφωνα με την Παρατήρηση
4.1.1, δεν είναι διαγωνίσιμος.

4. Έστω A =

(
0 1
−1 0

)
∈ C2×2. Ο πίνακας A είναι διαγωνίσιμος, αφού για τον αντιστρέ-

ψιμο πίνακα:

P =

(
−1 1
i i

)
ισχύει:

P−1AP = diag(i,−i).

Ερώτημα 4.1.1. Μέσω των παραδειγμάτων τίθενται βασικά ερωτήματα. Έστω A ∈ Fn×n

1. Πότε ο A είναι διαγωνίσιμος ?

2. Αν ο A είναι διαγωνίσιμος, πως βρίσκουμε πίνακες P και∆ ώστε P−1AP = ∆ ?

Αν A ∈ Fn×n, με A(i) συμβολίζουμε την i-στήλη του A. Για παράδειγμα, αν

A =

(
1 −3
4 2

)
,

τότε ισχύει:

A(1) =

(
1
4

)
, A(2) =

(
−3
2

)
.

Με αυτόν τον συμβολισμό έχουμε:

A =
(
A(1), A(2), · · · , A(n)

)
.

i. Αν A,B ∈ Fn×n, τότε ισχύει (AB)(i) = AB(i).

ii. Έστω Ê = (E1, E2, · · · , En) η συνήθης διατεταγμένη βάση του Fn×1. Τότε I(i)n = Ei

και μάλιστα A(i) = AEi.

Απόδειξη. i. Αν B = (B(1), B(2), · · · , B(n)), τότε:

AB = (AB(1), AB(2), · · · , AB(n)),

και από τον ορισμό του γινομένου πινάκων έχουμε:

(AB)(i) = AB(i).
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ii. Παρατηρούμε ότι:
AEi = AI(i)n = (AIn)(i) = A(i).

Παρατήρηση 4.1.2. Έστω A,P,∆ ∈ Fn×n με P αντιστρέψιμο, ώστε P−1AP = ∆, με ∆ όχι
απαραίτητα διαγώνιος. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

i. Η i-στήλη του P είναι ιδιοδιάνυσμα του A με ιδιοτιμή λ.

ii. Η i-στήλη του∆ είναι ίση με λEi.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι P−1AP = ∆. Τότε έχουμε ότι:

AP = P∆.

i. Αν AP (i) = λP (i), τότε:

∆(i) = (P−1AP )(i) = P−1AP (i) = λP−1P (i) = λI(i)n = λEi.

ii. Αν∆(i) = λEi, τότε:
P∆(i) = λPEi = λP (i),

οπότε:
AP (i) = λP (i).

Επειδή ο P είναι αντιστρέψιμος, P (i) 6= 0.

Θεώρημα 4.1.1. 1ο Κριτήριο Διαγωνισιμότητας Έστω A ∈ Fn×n. Τα παρακάτω είναι ισοδύ-
ναμα:

i. Ο A είναι διαγωνίσιμος.

ii. Υπάρχει βάση του Fn×1 που αποτελείται από ιδιοδιανύσματα του A.

Επιπλέον, αν {x1, x2, . . . , xn} είναι βάση του Fn×1 από ιδιοδιανύσματα του A με αντίστοι-
χες ιδιοτιμές λ1, λ2, . . . , λn, τότε θέτοντας

P = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Fn×n.

ο πίνακας P είναι αντιστρέψιμος και ισχύει:

P−1AP = diag(λ1, . . . , λn).
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Απόδειξη. i. → ii. Υποθέτουμε ότι υπάρχει P ∈ Fn×n αντιστρέψιμος ώστε P−1AP = ∆, όπου
∆ είναι διαγώνιος πίνακας.
Εφόσον η i-στήλη της ∆ είναι της μορφής λiEi, από την Παρατήρηση 4.1.2 προκύπτει ότι η
i-στήλη του P , δηλαδή το P (i), είναι ιδιοδιάνυσμα του A που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λi.
Επειδή οι στήλες του P αποτελούν βάση (λόγω αντιστρεψιμότητας), έχουμε βάση του Fn×1 από
ιδιοδιανύσματα του A.

ii. → i. Έστω τώρα ότι {x1, x2, . . . , xn} είναι βάση του Fn×1 από ιδιοδιανύσματα του A.
Άρα:

Axi = λixi, για κάθε i = 1, . . . , n.

Θέτουμε P = (x1, x2, . . . , xn), ώστε P (i) = xi. Εφόσον οι xi αποτελούν βάση, ο πίνακας P
είναι αντιστρέψιμος. Από την Παρατήρηση 4.1.2, ακολουθεί ότι:

(P−1AP )(i) = λiEi,

δηλαδή P−1AP είναι διαγώνιος.

Παράδειγμα 4.1.2. a. Έστω ο πίνακας

A =

(
1 3
4 2

)
.

Τότε:

χA(x) = (x+ 2)(x− 5), VA(−2) =

〈(
−1
1

)〉
, VA(5) =

〈(
3
4

)〉
.

Τα διανύσματα (
−1
1

)
,

(
3
4

)
είναι γραμμικά ανεξάρτητα, καθώς

det
(
−1 3
1 4

)
6= 0,

άρα αποτελούν βάση του R2×1 και ο A είναι διαγωνίσιμος. Θέτοντας:

P =

(
−1 3
1 4

)
,

προκύπτει ότι P είναι αντιστρέψιμος και P−1AP = diag(−2, 5).

b. Έστω ο πίνακας

A =

2 1 0
0 1 −1
0 2 4

 ∈ R3×3.
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Έχουμε:

χA(x) = (2− x)2(3− x), VA(2) =

〈1
0
0

〉 , VA(3) =

〈 1
1
−2

〉 .
Διαθέτουμε μόνο δύο γραμμικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα, ενώ απαιτούνται τρία για
διαγωνιοποίηση, διότι δεν μπορούμε να παράξουμε βάση του R3×1 από ιδιοδιανύσματα
του A. Επομένως, ο A δεν είναι διαγωνίσιμος.

c. Έστω ο πίνακας

A =

1 −3 3
3 −5 3
6 −6 4

 ∈ R3×3.

Υπολογίζουμε:

χA(x) = (2 + x)2(4− x), VA(−2) =

〈1
1
0

 ,

 1
0
−1

〉 , VA(4) =

〈1
1
2

〉 .
Τα τρία ιδιοδιανύσματα είναι γραμμικά ανεξάρτητα, άρα αποτελούν βάση του R3×1 και ο
A είναι διαγωνίσιμος. Θέτοντας:

P =

1 1 1
1 0 1
0 −1 2

 ,

έχουμε ότι P είναι αντιστρέψιμος και ισχύει:

P−1AP = diag(−2,−2, 4).

Πρόταση 4.1.1. i. Έστω A ∈ Fn×n διαγωνίσιμος και φ(x) ∈ F[x] πολυώνυμο. Τότε ο
πίνακας φ(A) είναι επίσης διαγωνίσιμος.

ii. Αν ο A είναι διαγωνίσιμος και αντιστρέψιμος, τότε και ο πίνακας φ(A−1) είναι διαγωνί-
σιμος.

Απόδειξη. i. Εφόσον ο πίνακας A είναι διαγωνίσιμος, υπάρχει αντιστρέψιμος πίνακας P ∈
Fn×n τέτοιος ώστε:

P−1AP = ∆ = diag(λ1, . . . , λn).

Εφόσον η φ είναι πολυώνυμο, έχουμε:

φ(P−1AP ) = φ(∆), και φ(P−1AP ) = P−1φ(A)P.

Άρα:
P−1φ(A)P = φ(∆).
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Το φ(∆) είναι επίσης διαγώνιος πίνακας, αφού:

φ


λ1 0

. . .
0 λn


 =

φ(λ1) 0
. . .

0 φ(λn)

 .

Άρα προκύπτει ότι φ(A) είναι διαγωνίσιμος.

ii. Αφού ο A είναι αντιστρέψιμος και διαγωνίσιμος, υπάρχει P αντιστρέψιμος ώστε:

P−1AP = diag(λ1, . . . , λn), με λi 6= 0 για κάθε i.

Τότε:
P−1A−1P =

(
P−1AP

)−1
= diag

(
1

λ1
, . . . ,

1

λn

)
.

Άρα οA−1 είναι επίσης διαγωνίσιμος. Εφόσον η φ είναι πολυώνυμο, από το πρώτο μέρος
έπεται ότι και η φ(A−1) είναι διαγωνίσιμη.

4.2 Το Μεγάλο Κριτήριο Διαγωνιμότητας

Λήμμα 4.2.1. Αν Xi ∈ V (λi) για i = 1, . . . , t και

X1 + · · ·+Xt = 0,

τότε
X1 = X2 = · · · = xt = 0.

Απόδειξη. Το ζητούμενο έχει αποδειχθεί στην Πρόταση 3.1.1.

Πόρισμα 4.2.1. 4.2.2 Ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν σε διακεκριμένες ιδιοτιμές είναι γραμ-
μικά ανεξάρτητα.

Απόδειξη. Το ζητούμενο έχει αποδειχθεί στο Πόρισμα 3.1.2.

Πόρισμα 4.2.2. Έστω A ∈ Fn×n και λ1, λ2 ιδιοτιμές του με λ1 6= λ2. Τότε ισχύει:

VA(λ1) ∩ VA(λ2) = {0}.

Απόδειξη. Το αποτέλεσμα έπεται άμεσα από το Λήμμα 4.2.1.
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Λήμμα 4.2.2. Έστω A ∈ Fn×n και λ1, . . . , λt διακεκριμένες ιδιοτιμές του. Τότε:

i. Αν Bi είναι βάση του VA(λi) για κάθε i = 1, . . . , t, τότε το σύνολο B1 ∪ · · · ∪ Bt είναι
βάση του

VA(λ1) + · · ·+ VA(λt).

ii. Ισχύει:

dim

(
t∑

i=1

VA(λi)

)
=

t∑
i=1

dimVA(λi).

Απόδειξη. i. Έστω Bi βάση του VA(λi) με

Bi = {bi1 , . . . , bimi
}.

Από τον ορισμό του αθροίσματος υπόχωρων έχουμε:

t∑
i=1

VA(λi) =

〈
t⋃

i=1

Bi

〉
.

Αρκεί να δείξουμε ότι το σύνολο
⋃t

i=1Bi είναι γραμμικά ανεξάρτητο. Έστω:

t∑
i=1

mi∑
j=1

aijbij = 0

με aij ∈ F. Από το Πόρισμα 4.2.2 και το γεγονός ότι τα ιδιοδιανύσματα ανήκουν σε
ιδιόχωρους με διαφορετικές ιδιοτιμές, έχουμε ότι

mi∑
j=1

aijbij = 0, για κάθε i = 1, . . . , t.

Αφού
Bi = {bi1 , . . . , bimi

}

είναι βάση, τότε όλοι οι συντελεστές aij είναι μηδέν, δηλαδή το σύνολο είναι γραμμικά
ανεξάρτητο.

ii. Από το i. έχουμε ότι η ένωση των βάσεων των ιδιοχώρων είναι βάση του αθροίσματος
των ιδιοχώρων. Άρα:

dim

(
t∑

i=1

VA(λi)

)
=

∣∣∣∣∣
t⋃

i=1

Bi

∣∣∣∣∣ =
t∑

i=1

dimVA(λi).
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Θεώρημα 4.2.1 (Μεγάλο Κριτήριο Διαγωνιμότητας). Έστω A ∈ Fn×n και λ1, . . . , λk οι δια-
κεκριμένες ιδιοτιμές του A. Τότε τα παρακάτω είναι ισοδύναμα:

i. Ο A είναι διαγωνίσιμος.

ii. Υπάρχει βάση του Fn×1 από ιδιοδιανύσματα του A.

iii. Ισχύει: VA(λ1) + · · ·+ VA(λk) = Fn×1.

iv. Ισχύει: dimVA(λ1) + · · ·+ dimVA(λk) = n.

v. Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο γράφεται ως:

χA(x) = (−1)n(x− λ1)
n1 · · · (x− λk)

nk , με dimVA(λi) = ni.

Απόδειξη. • Οι προτάσεις i. και ii. είναι ισοδύναμες από το Θεώρημα 4.1.1.

• iii. ⇐⇒ iv. Από το Λήμμα 4.2.2, έχουμε:

k∑
i=1

VA(λi) = Fn×1 ⇔ dim

(
k∑

i=1

VA(λi)

)
= n.

• ii⇒ iii. Αν υπάρχει βάση από ιδιοδιανύσματα, τότε οι ιδιοχώροι καλύπτουν όλο τον χώρο.

• iii. ⇒ ii. Από το Λήμμα 4.2.2, η ένωση των βάσεων των ιδιοχώρων είναι γραμμικά
ανεξάρτητο σύνολο, και επειδή καλύπτει όλο τον χώρο, είναι βάση του Fn×1.

• i. ⇒ v. Αφού ο A είναι διαγωνίσιμος, είναι όμοιος με διαγώνιο πίνακα diag(a1, . . . , an),
οπότε:

χA(x) = (a1 − x) · · · (an − x) = (−1)n
k∏

i=1

(x− λi)
ni .

Και για κάθε i, ισχύει:

dimVA(λi) = n− rank(A− λiIn) = n− rank(∆− λiIn) = ni.

• v. ⇒ iv. Από την υπόθεση dimVA(λi) = ni για κάθε i, ακολουθεί:

k∑
i=1

dimVA(λi) =
k∑

i=1

ni = n.

Πόρισμα 4.2.3. Αν A ∈ Fn×n έχει n διακεκριμένες τιμές, τότε είναι διαγωνίσιμος.
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Απόδειξη. Το ζητούμενο είναι άμεσο από το iv. του Θεωρήματος 4.2.1

Παράδειγμα 4.2.1. Θεωρούμε τον πίνακα

A =

1 2 3
0 4 5
0 0 6

 ∈ R3×3.

Τότε, από το Πόρισμα 4.2.3, ο πίνακας A είναι διαγωνίσιμος, αφού οι ιδιοτιμές του είναι οι
1, 4, 6, οι οποίες είναι διακεκριμένες.

Ορισμός 4.2.1. Έστω λ ιδιοτιμή του πίνακα A. Αν (x − λ)m(λ) είναι η μέγιστη δύναμη του
x− λ που διαιρεί το χαρακτηριστικό πολυώνυμο χA(x), τότε:

• ο αριθμός τ (λ) λέγεται αλγεβρική πολλαπλότητα της λ,

• ενώ η d (λ) := dimVA(λ) λέγεται γεωμετρική πολλαπλότητα της λ.

Θεώρημα 4.2.2. Έστω A ∈ Fn×n και λ ιδιοτιμή του. Τότε:

d (λ) ≤ τ (λ) ,

δηλαδή η γεωμετρική πολλαπλότητα της λ είναι μικρότερη ή ίση από την αλγεβρική της πολλα-
πλότητα.

Απόδειξη. Έστω τ (λ) η αλγεβρική πολλαπλότητα της λ, και έστω {v1, . . . , vt} μία βάση του
ιδιοχώρου VA(λ). Από το Θεώρημα Επέκτασης Βάσης, υπάρχει βάση του Fn×1 της μορφής:

v̂ = (v1, . . . , vt, vt+1, . . . , vn).

Θεωρούμε την γραμμική απεικόνιση:

LA : Fn×1 → Fn×1, X 7→ AX.

Τότε, ο πίνακας του LA ως προς τη βάση v̂ είναι:

B = (LA : v̂, v̂) =

(
λIt ∗
0 ∗

)
.

Αυτός είναι σε block-άνω τριγωνική μορφή. Από τις ιδιότητες του χαρακτηριστικού πολυωνύ-
μου (π.χ. Πρόταση 3.3.1), έχουμε:

χB(x) = χλIt(x) · χ∗(x).

Άρα,
(x− λ)t | χB(x) = χA(x)

αφού A και B είναι όμοιοι. 1 Επομένως,

t ≤ τ (λ) .

1Αυτό ισχύει, διότι ο πίνακας της LA ως προς την συνήθη βάση είναι ο A.
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4.3 Διαγωνίσιμες Γραμμικές Απεικονίσεις

Ορισμός 4.3.1. Μια γραμμική απεικόνιση f : V → V λέγεται διαγωνίσιμη αν υπάρχει διατε-
ταγμένη βάση â του V τέτοια ώστε ο πίνακας (f : â, â) να είναι διαγώνιος.

Παρατήρηση 4.3.1. i. Η f είναι διαγωνίσιμη αν και μόνο αν υπάρχει βάση του V από ιδιοδια-
νύσματα της f .

ii. Έστω f : V → V γραμμική απεικόνιση και b̂ διατεταγμένη βάση του V . Τότε η f είναι
διαγωνίσιμη αν και μόνο αν ο πίνακας

(
f : b̂, b̂

)
είναι διαγωνίσιμος.

Απόδειξη. i. Αν f είναι διαγωνίσιμη, τότε υπάρχει διατεταγμένη βάση â = (a1, . . . , an) του V
με (f : â, â) = diag(λ1, . . . , λn), δηλαδή f(ai) = λiai. Άρα υπάρχει βάση από ιδιοδιανύσματα.

Αντίστροφα, αν η â είναι βάση από ιδιοδιανύσματα, τότε ο πίνακας A = (f : â, â) έχει
βάση του Fn×1 από ιδιοδιανύσματα και είναι διαγωνίσιμος (Θεώρημα 4.1.1). Άρα και η f είναι
διαγωνίσιμη.

ii. Αν f είναι διαγωνίσιμη, τότε υπάρχει βάση â με διαγώνιο A = (f : â, â). Όμως οι
πίνακες (f : â, â) και (f : b̂, b̂) είναι όμοιοι, άρα και ο δεύτερος είναι διαγωνίσιμος.

Αντίστροφα, αν (f : b̂, b̂) είναι διαγωνίσιμος, τότε είναι όμοιος με διαγώνιο πίνακα, δηλαδή
υπάρχει βάση â του V με (f : â, â) διαγώνιο.

Παράδειγμα 4.3.1. Έστω η γραμμική απεικόνιση f : R2 → R2 με τύπο:

f(x, y) = (x+ 3y, 4x+ 2y).

Έστω η βάση â = (a1, a2), με a1 = (1,−1) και a2 = (3, 4). Τότε:

f(a1) = −2a1, f(a2) = 5a2.

Δηλαδή, και τα δύο είναι ιδιοδιανύσματα. Άρα ο πίνακας (f : â, â) είναι:(
−2 0
0 5

)
,

που είναι διαγώνιος. Επομένως, η f είναι διαγωνίσιμη.

Υπενθύμιση 4.3.1. Έστω f : V → V γραμμική απεικόνιση, â διατεταγμένη βάση του V και
A = (f : â, â). Αν λ είναι ιδιοτιμή της f , τότε η απεικόνιση:

φ : V → Fn×1, v 7→ [v]â

είναι ισομορφισμός διανυσματικών χώρων και επιπλέον:

φ(Vf (λ)) = VA(λ).
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Θεώρημα 4.3.1 (ΜεγάλοΚριτήριο Διαγωνισιμότητας για γραμμικές απεικονίσεις). Έστω f : V →
V γραμμική απεικόνιση και λ1, . . . , λk οι διακεκριμένες ιδιοτιμές της f . Τα παρακάτω είναι ι-
σοδύναμα:

i. Η f είναι διαγωνίσιμη.

ii. Υπάρχει βάση του V από ιδιοδιανύσματα της f .

iii. Vf (λ1) + Vf (λ2) + · · ·+ Vf (λk) = V .

iv. dimVf (λ1) + · · ·+ dimVf (λk) = dimV .

v. χf (x) = (−1)n(x− λ1)
n1 · · · (x− λk)

nk με dimVf (λi) = ni για κάθε i = 1, . . . , k.

Απόδειξη. • i. ⇔ ii. Από Παρατήρηση 4.3.1.

• i. ⇒ iii. Αν f είναι διαγωνίσιμη, τότε για κατάλληλη βάση â ο πίνακας A = (f : â, â)
είναι διαγωνίσιμος, άρα από Θεώρημα 4.2.1 έχουμε

∑
VA(λi) = Fn×1. Από Υπενθύμι-

ση 4.3.1, προκύπτει ότι V =
∑
Vf (λi).

• iii. ⇒ i. (Άσκηση)

• iii. ⇒ iv. Από τα παραπάνω, με χρήση της Υπενθύμισης 4.3.1 και Θεωρήματος 4.2.1,
έχουμε ισότητα των διαστάσεων.

• iv. ⇒ iii. (Άσκηση)

• iv. ⇒ v. (Άσκηση)

4.4 Εφαρμογές Διαγωνοποίησης

Η διαγωνοποίηση έχει ευρείες εφαρμογές: στους υπολογισμούς δυνάμεων πινάκων, στις ανα-
δρομικές σχέσεις ακολουθιών, στις ρίζες πινάκων, σε συστήματα διαφορικών εξισώσεων και σε
πολλά άλλα προβλήματα.

Παρατήρηση 4.4.1. Αν P−1AP = ∆ = diag(λ1, . . . , λn), τότε για κάθεm ≥ 1 ισχύει:

(P−1AP )m = ∆m ⇔ P−1AmP = diag(λm1 , . . . , λ
m
n ).

Εφαρμογή 4.4.1 (Δυνάμεις Πινάκων). Έστω ο πίνακας

A =

2 −1 −1
0 −1 0
0 2 1

 .
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Να υπολογιστεί ο πίνακας Am για κάθεm ∈ N.

Απόδειξη. Με απλούς υπολογισμούς βρίσκουμε:

VA(−1) =

〈 0
−1
1

〉 , VA(1) =

〈1
0
1

〉 , VA(2) =

〈1
0
0

〉 .
Ο πίνακας A έχει τρεις διακεκριμένες ιδιοτιμές, άρα είναι διαγωνίσιμος.

Θέτουμε:

P =

 0 1 1
−1 0 0
1 1 0

 , με P−1AP = diag(−1, 1, 2).

Τότε για κάθεm ∈ N έχουμε:

Am = P · diag((−1)m, 1, 2m) · P−1.

Τελικά, προκύπτει:

Am =

2m 1− 2m 1− 2m

0 (−1)m 0
0 1− (−1)m 1

 .

Ας εξετάσουμε τώρα την αναδρομική ακολουθία Fibonacci:

F1 = 1, F2 = 2, Fn+1 = Fn + Fn−1.

Η ακολουθία Fibonacci εμφανίζεται συχνά σε προβλήματα απαρίθμησης. Ένα παράδειγμα:

Πόσες είναι οι δυαδικές ακολουθίες μήκους n που δεν περιέχουν δύο διαδοχικά 1;

Αυτό το πρόβλημα μεταφράζεται σε αναδρομή, που μπορεί να αναλυθεί με χρήση διαγωνοποί-
ησης κατάλληλου πίνακα.

Εφαρμογή 4.4.2 (Αναδρομικές Ακολουθίες – Ακολουθία Fibonacci). Έχουμε F1 = 1, F2 =
2, Fn+1 = Fn + Fn−1 για κάθε n ≥ 2. Παρατηρούμε ότι:(

Fn

Fn+1

)
=

(
0 1
1 1

)(
Fn−1

Fn

)
.

Με επαγωγή αποδεικνύεται ότι:(
Fn−1

Fn

)
= An−2

(
1
1

)
, όπου A =

(
0 1
1 1

)
.
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Υπολογίζουμε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

χA(x) = x2 − x− 1,

με ρίζες (ιδιοτιμές):

λ1 =
1 +

√
5

2
, λ2 =

1−
√
5

2
.

Οι ιδιόχωροι του A είναι:

VA(λ1) =

〈(
1
λ1

)〉
, VA(λ2) =

〈(
1
λ2

)〉
.

Θέτουμε:

P =

(
1 1
λ1 λ2

)
, ∆ = diag(λ1, λ2).

Τότε ισχύει:
A = P∆P−1 ⇒ Am = P∆mP−1, για κάθεm ∈ N.

Επομένως, για κάθε n ≥ 3, έχουμε:(
Fn−1

Fn

)
= An−2

(
1
1

)
=

1√
5

(
λn1 − λn2

λn+1
1 − λn+1

2

)
.

Άρα τελικά:

Fn =
1√
5

[(
1 +

√
5

2

)n

−

(
1−

√
5

2

)n]
.

Εφαρμογή 4.4.3 (Ρίζες Πινάκων). Έστω ο πίνακας

A =

2 −1 −1
0 −1 0
0 2 1

 .

Να βρεθεί πίνακας B ∈ F3×3 τέτοιος ώστε B3 = A.

Απόδειξη. Από την Εφαρμογή 4.4.1 έχουμε πως

A = P

−1 0 0
0 1 0
0 0 2

P−1,

71



όπου

P =

 0 1 1
−1 0 0
1 1 0

 .

Τότε, θέτοντας
B = Pdiag

(
−1, 1,

3
√
2
)
P−1

προκύπτει ότι B3 = A, δηλαδή το ζητούμενο.
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4.5 Ασκήσεις Κεφαλαίου 4.

Ομάδα Α’ : 1, 3, 4, 5, 8, 9, 10, 14, 15, 16, 17, 18, 25, 32, 36
Ομάδα Β’ : 2, 6, 7, 12, 13, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 33, 34, 35

Άσκηση 4.1. Εξετάστε ποιοι από τους παρακάτω πίνακες είναι διαγωνίσιμοι.Αν κάποιος Ai ∈
Fn×n είναι διαγωνίσιμος, να βρεθεί μια βάση του Fn×1 που αποτελείτε από ιδιοδιανύσματα του
Ai, ένας αντιστρέψιμος Pi ∈ Fn×n με P−1

i AiPi διαγώνιο και ο πίνακας P−1
i AiPi.

a. A1 =

(
1 −1
2 −1

)
∈ R2×2 ,

b. A2 =

(
1 −1
2 −1

)
∈ C2×2 ,

c. A3 =

(
1 1
−1 −1

)
∈ R2×2 ,

d. A4 =

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 ∈ R3×3 .

Άσκηση 4.2. Έστω A ∈ Fn×n διαγωνίσιμος πίνακας.

a. Δείξτε ότι για κάθε θετικό ακέραιο k ο Ak είναι διαγωνίσιμος και γενικά για κάθε ϕ(x) ∈
F[x] ο ϕ(A) είναι διαγωνίσιμος.

b. Δείξτε ότι αν Ak = 0 για κάποιο θετικό ακέραιο k, τότε A = 0.

c. Δείξτε ότι αν οA είναι αντιστρέψιμος, τότε ο ϕ(A−1) είναι διαγωνίσιμος για κάθε ϕ(x) ∈
F[x].

d. Αν χA(x) = (x− 3)10 να βρεθεί ο A.

e. Έστω X ∈ Fn×1 με AkX = 0 για κάποιο θετικό ακέραιο k.Δείξτε ότι AX = 0.

f. Έστω ότι ο A είναι αντιστρέψιμος και F = R.Είναι δυνατό ο A+A−1 να είναι όμοιος με
τον diag(1, 3, 3, · · · , 3) ?

Άσκηση 4.3. Έστω

A =

3 2 4
2 0 2
4 2 3

 ∈ F3×3.
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a. Να βρεθούν οι ιδιοτιμές του A, μια βάση για κάθε ιδιόχωρου του A και η διάσταση του
διανυσματικού χώρου που παράγουν τα ιδιοδιανύσματα του A.

b. Να εξετασθεί αν ο A είναι διαγωνίσιμος και στην περίπτωση που είναι διαγωνίσιμος, να
βρεθεί ένας αντιστρέψιμος P τέτοιος ώστε ο P−1AP να είναι διαγώνιος .

Άσκηση 4.4. Έστω A =

(
4 a
3 3

)
∈ R2×2.

a. Αποδείξτε ότι ο πίνακας A είναι διαγωνίσιμος αν και μόνο αν a > −1/12.

b. Έστω a = 2.Βρείτε αντιστρέψιμους πίνακες P,Q ∈ R2×2 ώστε P−1AP και Q−1AQ να
είναι διακεκριμένοι διαγώνιοι πίνακες.

Άσκηση 4.5. a. Έστω A ∈ Rn×n ένας διαγωνίσιμος πίνακας, του οποίου οι ιδιοτιμές είναι
μη αρνητικές.Δείξτε ότι υπάρχει B ∈ Rn×n τέτοιος ώστε B2 = A.

b. Δείξτε ότι ο
(
0 1
0 0

)
∈ R2×2 δεν είναι διαγωνίσιμος και ότι δεν υπάρχει B ∈ R2×2

τέτοιος ώστε B2 =

(
0 1
0 0

)
.

Άσκηση 4.6. Έστω A,P,∆ ∈ Fn×n τέτοιο ώστε AP = P∆ και ∆ είναι διαγώνιος, ∆ =
diag(λ1, · · · , λn).

a. Δείξτε ότι για κάθε k = 1, · · · , n έχουμε AP (k) = λkP
(k), όπου P (k) είναι η k-στήλη

του P .

b. Έστω λ1, λ2, λ3 ∈ F. Βρείτε έναν A ∈ F3×3 με ιδιοτιμές τις λ1, λ2, λ3 και αντίστοιχα
ιδιοδιανύσματα τα 1

1
1

 ,

1
1
0

 ,

1
0
0

 .

Είναι ο A μοναδικός ?

Άσκηση 4.7. Έστω A =


∗ 0 ∗ 0
∗ 3 ∗ 0
∗ 0 ∗ 0
∗ 0 ∗ 4

 ∈ C4×4 με detA = TrA = 0.Δείξτε ότι ο A είναι

διαγωνίσιμος.
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Άσκηση 4.8. Έστω A ∈ Fn×n ένας άνω τριγωνικός πίνακας της μορφής

A =

λ ∗
. . .

0 λ

 ,

δηλαδή ο A είναι άνω τριγωνικός και κάθε στοιχείο της διαγωνίου είναι ίσο με λ.Δείτε ότι ο A
είναι διαγωνίσιμος αν και μόνο αν είναι διαγώνιος.

Άσκηση 4.9. Εξετάστε αν ο

A =


0 0 · · · 0 −a0
1 0 · · · 0 −a1
0 1 · · · 0 −a2
...

...
...

...
0 0 · · · 1 −an−1

 ∈ Cn×n

είναι διαγωνίσιμος.

Άσκηση 4.10. Να βρεθούν οι τιμές των a, b, c ∈ R ώστε ο

A =

3 0 0
a 3 0
b c −2

 ∈ R3×3

να είναι διαγωνίσιμος.

Άσκηση 4.11. Να βρεθούν οι τιμές του a ∈ R ώστε η διάσταση του διανυσματικού χώρου που
παράγουν τα ιδιοδιανύσματα του

A =

0 1 0
a 0 a
0 1 0

 ∈ R3×3

να είναι ίση με 3.

Άσκηση 4.12. Έστω A,B ∈ Fn×n τέτοιοι ώστε AB = BA.Αποδείξτε ότι αν ο A έχει n
διακεκριμένες ιδιοτιμές, τότε ο B είναι διαγωνίσιμος.

Άσκηση 4.13. Έστω A,B ∈ Fn×n δύο διαγωνίσιμοι πίνακες.Δείξτε ότι οι A,B είναι όμοιοι αν
και μόνο αν χA(x) = χB(x).
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Άσκηση 4.14. Να βρεθούν όλα τα a ∈ F τέτοια ώστε η γραμμική απεικόνιση f : F3 → F3 να
είναι διαγωνίσιμη στις ακόλουθες περιπτώσεις :

a. f(x, y, z) = (x+ az, 2y, ay + 2z),

b. f(x, y, z) = (ax+ y + z, x+ ay + z, x+ y + az) .

Άσκηση 4.15. Εξετάστε ποιες από τις παρακάτω γραμμικές απεικονίσεις είναι διαγωνίσιμες

a. f : F3 → F3, f(x, y, z) = (x+ y, y − z, 2y + 4z) ,

b. g : F3 → F3, g(x, y, z) = (2x+ y, y − z, 2y + 4z) ,

c. h : F2[x] → F2[x], h(ϕ(x)) = ϕ(1)x.

Άσκηση 4.16. Έστω f : V → V μια διαγωνίσιμη γραμμική απεικόνιση τέτοια ώστε λ ∈
{−1, 1} για κάθε ιδιοτιμή λ της f .Δείξτε ότι f2 = 1V .

Άσκηση 4.17. Έστω f : V → V ένας ισομορφισμός. Δείξτε τα εξής.

a. Αν το λ ∈ F είναι μια ιδιοτιμή της f , τότε λ 6= 0.

b. Το λ ∈ F είναι μια ιδιοτιμή της f ⇔ το λ−1 είναι ιδιοτιμή της f−1.

c. Για κάθε λ ∈ F− {0}, Vf (λ) = Vf−1(λ−1).

d. f διαγωνίσιμη⇔ f−1 διαγωνίσιμη.

Άσκηση 4.18. Έστω f : R3 → R3 μια γραμμική απεικόνιση τέτοια ώστε υπάρχει διατεταγμένη
βάση â = (v1, v2, v3) του R3 με

(f : â, â) =

 0 0 λ1
0 λ2 0
λ3 0 0

 .

a. Δείξτε ότι η f2 είναι διαγωνίσιμη.

b. Αληθεύει ότι η f είναι διαγωνίσιμη ?

c. Έστω ότι λ1, λ3 > 0.Δείξτε ότι το
√
λ1v1 +

√
λ3v3 είναι ένα ιδιοδιάνυσμα της f .
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Άσκηση 4.19. Έστω f : V → V μια διαγωνίσιμη γραμμική απεικόνιση.Δείξτε ότι ker f =
ker fm και Imf = Imfm για κάποιο θετικό ακέραιοm.

Άσκηση 4.20. Για κάθε θετικό ακέραιο k υπολογίστε τον Ak, όπου

A =

1 −3 3
0 −5 6
0 −3 4

 .

Άσκηση 4.21. Έστω

A =

2 −1 −1
0 −1 0
0 2 1

 .

a. Υπολογίστε τη δύναμε Ak, k ≥ 1.

b. Να βρεθεί ένας πίνακας B ∈ R3×3 τέτοιος ώστε B3 = A.

c. Πόσους πίνακες B ∈ C3×3 μπορείτε να βρείτε τέτοιους ώστε B3 = A ?

Άσκηση 4.22. Θεωρούμε την ακολουθία (an), n = 1, 2, · · · , η οποία ορίζεται από του όρους
a1 = 1, a2 = 4 και τον αναδρομικό τύπο an = 2an−1 + 3an−2, n = 3, 4, · · · Να βρεθεί ο
γενικός όρος an συναρτήσει των a1, a2 και n .

Άσκηση 4.23. a. ΈστωA ∈ Rn×n διαγωνίσιμος τέτοιος ώστε |λ| ≥ 2 για κάθε ιδιοτιμή του
A.Δείξτε ότι υπάρχει αντιστρέψιμος B ∈ Rn×n τέτοιος ώστε B +B−1 = A.

b. Δείξτε ότι δεν υπάρχει αντιστρέψιμος B ∈ R3×3 τέτοιος ώστε B +B−1 = I3.

Άσκηση 4.24. Έστω ότι n ≥ 2.

a. Δείξτε ότι Rn×n = U ⊕ V , όπου U = {A ∈ Rn×n : A = At}, V = {A ∈ Rn×n : A =

−At}.Επίσης δείξτε ότι dimU =
n(n+ 1)

2
, dimV =

n(n− 1)

2
.

b. Χρησιμοποιώντας τα προηγούμενα, αποδείξτε ότι η γραμμική απεικόνιση

f : Rn×n → Rn×n, A 7→ At ,

είναι διαγωνίσιμη και βρείτε το χαρακτηριστικό πολυωνυμό της.
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Άσκηση 4.25. Έστω f, g : V → V δύο γραμμικές απεικονίσεις τέτοιες ώστε η f είναι διαγωνί-
σιμη και κάθε ιδιοδιάνυσμα της f είναι ιδιοδιάνυσμα της g.Δείξτε ότι f ◦ g = g ◦ f .

Άσκηση 4.26. Έστω a1, · · · , an, b1, · · · , bn ∈ F τέτοια ώστε ο πίνακας

A =

a1b1 · · · a1bn
...

...
anb1 · · · anbn

 ∈ Fn×n

είναι μη μηδενικός.

a. Δείξτε ότι rankA = 1.

b. Δείξτε ότι ο A είναι διαγωνίσιμος αν και μόνο αν TrA 6= 0.

Άσκηση 4.27. Δείξτε ότι ο πίνακας

A =


a b b · · · b
b a b · · · b
b b a · · · b
...

...
...

...
b b b · · · a

 ∈ Fn×n.

είναι διαγωνίσιμος.

Άσκηση 4.28. Έστω a ∈ F και β̂ = (v1, v2, v3) μια διατεταγμένη βάση του F3.Θεωρούμε τη
γραμμική απεικόνιση f : F3 → F3 που ορίζεται από

f(v1) = v1, f(v2) = 2v1 − av2 − v3, f(v3) = a2v2 + av3.

a. Δείξτε ότι η f δεν είναι διαγωνίσιμη.

b. Δείξτε ότι η fn είναι διαγωνίσιμη για κάθε n ≥ 2.

Άσκηση 4.29. Έστω n ≥ 2.Έστω a1, · · · , an, b1, · · · , bn ∈ F τέτοια ώστε όχι όλα είναι ίσα με

το 0 και
n−1∑
i=1

aibi = 0. Να υπολογίσετε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα


0 0 · · · 0 a1
0 0 · · · 0 a2
...

...
...

...
0 0 · · · 0 an−1

b1 b2 · · · bn−1 0

 ∈ Fn×n

και δείξτε ότι αυτός δεν είναι διαγωνίσιμος.
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Άσκηση 4.30. Εξετάστε ποιες από τις επόμενες προτάσεις είναι σωστές ή λάθος.Δικαιολογήστε
την απάντηση σας.

a. Υπάρχει διαγωνίσιμη γραμμική απεικόνιση f : F4 → F4 τέτοια ώστε χf (x) = x2(x−3)2

και dim Imf = 3.

b. Για κάθε a, b ∈ R, οι πίνακες
(
4 a
0 5

)
,

(
5 0
b 4

)
∈ R2×2 είναι όμοιοι.

c. Έστω f : V → V μια γραμμική απεικόνιση.Αν λ 6= µ είναι δύο ιδιοτιμές της f , τότε η
γραμμική απεικόνιση

g : V (λ)⊕ V (µ) → V (λ)⊕ V (µ), g(u+ v) = f(u+ v) ,

είναι διαγωνίσιμη.

Άσκηση 4.31. Έστω A ∈ Fn×n με rankA = r.Αποδείξτε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυμο
του A είναι της μορφής

(−1)nxn + an−1x
n−1 + · · ·+ an−rx

n−r.

Άσκηση 4.32. Έστω A ∈ C2×2 και λ, µ οι ιδιοτιμές του A.Δείξτε ότι αν λ 6= µ, τότε για κάθε
θετικό ακέραιο k ,

Ak =
λk

λ− µ
(A− µI2) +

µk

µ− λ
(A− λI2).

Άσκηση 4.33. Έστω A ∈ Fn×n με rankA = 1 και n ≥ 2.Αποδείξτε τις εξής προτάσεις.

a. Ο A είναι όμοιος με πίνακα της μορφής
0 · · · 0 a1
0 · · · 0 a2
...

...
...

0 · · · 0 an

 .

b. TrA 6= 0 ⇔ ο A είναι διαγωνίσιμος.

Άσκηση 4.34. Θεωρούμε τη γραμμική απεικόνιση f : R2[x] → R2[x] που ορίζεται από f(x2+
1) = x+ 1, f(x+ 1) = x+ 1 f(1) = x+ 1.Θέτουμε g = f1821 + 2 · 1V , V = R2[x].

a. Να βρεθεί μια βάση για κάθε ιδιόχωρο της f και κάθε ιδιόχωρο της g.
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b. Να εξεταστεί αν οι f, g είναι διαγωνίσιμες.

c. Να εξεταστεί αν οι f, g είναι ισομορφισμοί.

Άσκηση 4.35. Έστω A =

(
1 2
0 3

)
και f : R2×2 → R2×2, f(X) = AX −XA. Εξετάστε αν

η f είναι διαγωνίσιμη.

Άσκηση 4.36. Αν λ1, λ2, λ3, λ4 είναι οι ιδιοτιμές αντιστρέψιμου A ∈ C4×4, τότε οι ιδιοτιμές
του adjA είναι οι λ1λ2λ3, λ1λ2λ4, λ1λ3λ4, λ2λ3λ4.

Άσκηση 4.37. Εξετάστε ποιες από τις ακόλουθες προτάσεις αληθεύουν. Σε κάθε περίπτωση
δώστε μια απόδειξη ή ένα αντιπαράδειγμα.

a. Κάθε πίνακας που είναι όμοιος με διαγωνίσιμο πίνακα είναι διαγωνίσιμος.

b. Αν A ∈ R4×4 με χA(x) = x(x+ 1)(x2 + 1), τότε ο A είναι διαγωνίσιμος.

c. Αν A ∈ R4×4 με χA(x) = x(x+ 1)(x2 + 1), τότε ο A είναι διαγωνίσιμος.

d. Έστω A ∈ R4×4 με χA(x) = x2(x− 1)(x− 2).Τότε ο A είναι διαγωνίσιμος αν και μόνο
αν dimVA(0) > 1.

e. Αν A,B ∈ Fn×n είναι διαγωνίσιμοι, τότε A+B είναι διαγωνίσιμος.

f. Αν A,B ∈ Fn×n είναι διαγωνίσιμοι, τότε AB είναι διαγωνίσιμος.

g. Κάθε αντιστρέψιμος πίνακας είναι διαγωνίσιμος.

h. Η διάσταση του υπόχωρου που παράγουν τα ιδιοδιανύσματα του A =


∗ 0 ∗ 0
∗ 3 ∗ 0
∗ 0 ∗ 0
∗ 0 ∗ 4


είναι τουλάχιστον 2.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5

ΤΡΙΓΩΝΙΣΙΜΟΙ ΠΙΝΑΚΕΣ

5.1 Τριγωνίσιμοι πίνακες

Ορισμός 5.1.1. Ένας πίνακας A ∈ Fn×n λέγεται τριγωνίσιμος αν υπάρχει P ∈ Fn×n αντι-
στρέψιμος ώστε P−1AP = T άνω τριγωνικός.

Παράδειγμα 5.1.1. Ο πίνακας
(
1 1
0 1

)
, ο οποίος δεν είναι διαγωνίσιμος (δείξτε γιατί), είναι

σαφές ότι είναι τριγωνίσιμος, αφού είναι άνω τριγωνικός.

Παρατήρηση 5.1.1. i. Αν ο A ∈ Fn×n είναι τριγωνίσιμος, τότε το χA(x) είναι γινόμενο
πρωτοβάθμιων παραγόντων στο F[x].

ii. Αν A είναι διαγωνίσιμος, τότε είναι και τριγωνίσιμος.

Απόδειξη. i. Ο A είναι τριγωνίσιμος, δηλαδή υπάρχει P ∈ Fn×n αντιστρέψιμος που ικανο-
ποιεί τη σχέση

P−1AP =

λ1 ∗ ∗
. . . ...

0 λn

 ,

άρα συμπεραίνουμε ότι ισχύει

χA(x) = χP−1AP (x) = (λ1 − x) · · · (λn − x).



ii. Το ζητούμενο είναι άμεσο από τον ορισμό. Προσοχή! Το αντίστροφο δεν ισχύει.

Υπενθύμιση 5.1.1. Έστω πίνακες A,B, P ∈ Fn×n τέτοιοι ώστε P−1AP = B. Τα ακόλουθα
είναι ισοδύναμα:

i. Το P (i) είναι ιδιοδιάνυσμα του A με ιδιοτιμή λ.

ii. B(i) = λEi, όπου {E1, · · · , En} η συνήθης βάση του Fn×1.

Θεώρημα 5.1.1. Ένας πίνακας A ∈ Fn×n είναι τριγωνίσιμος αν και μόνο αν το χA(x) είναι
γινόμενο πρωτοβάθμιων παραγόντων.

Απόδειξη. Αν οA είναι τριγωνίσιμος, τότε το χA(x) είναι γινόμενο πρωτοβάθμιων παραγόντων
από την Παρατήρηση 5.1.1.

Αντίστροφα, έστω ότι
χA(x) = (λ1 − x) · · · (λn − x).

Θα κάνουμε χρήση επαγωγής ως προς το n.

• Βάση επαγωγής. Για n = 1, το ζητούμενο ισχύει άμεσα.

• Επαγωγικό βήμα. Έστω ότι το ζητούμενο ισχύει για πίνακες B ∈ F(n−1)×(n−1) των
οποίων το χαρακτηριστικό πολυώνυμο είναι γινόμενο πρωτοβάθμιων παραγόντων.

Έστω u1 ∈ Fn×1 ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ1. Τότε υπάρχει βάση του
Fn×1 της μορφής

u = {u1, . . . , un}.

Ορίζουμε τον πίνακα P1 με στήλες τα ui, δηλαδή

P
(i)
1 = ui

Ο πίνακας P1 είναι αντιστρέψιμος.

Από την Υπενθύμιση 5.1.1, προκύπτει ότι:

P−1
1 AP1 =

(
λ1 ∗
0 B1

)
, B1 ∈ F(n−1)×(n−1).

Επιπλέον, ισχύει:
χA(x) = (λ1 − x) · χB1(x),

82



άρα το χB1(x) είναι επίσης γινόμενο πρωτοβάθμιων παραγόντων. Άρα, από την επαγω-
γική υπόθεση, υπάρχει αντιστρέψιμος πίνακας P2 τέτοιος ώστε:

P−1
2 B1P2 = T,

με T άνω τριγωνικός.
Θέτουμε:

P = P1 ·
(
1 0

0 P2

)
,

ο οποίος είναι αντιστρέψιμος. Τότε υπολογίζουμε:

P−1AP =

(
1 0

0 P2

)−1

· P−1
1 AP1 ·

(
1 0

0 P2

)

=

(
1 0

0 P2

)−1

·
(
λ1 ∗
0 B1

)
·
(
1 0

0 P2

)

=

(
λ1 ∗
0 T

)
,

ο οποίος είναι άνω τριγωνικός.

Παράδειγμα 5.1.2. Θεωρούμε τον πίνακα

A =

(
−2 1
−4 2

)
.

Τότε έχουμε ότι χA(x) = x2, δηλαδή ο A είναι τριγωνίσιμος. Με συνήθεις πράξεις υπολογί-
ζουμε ότι

VA(0) =

〈(
1
2

)〉
.

Θεωρούμε οποιονδήποτε αντιστρέψιμο P με

P (1) =

(
1
2

)
∈ VA(0)

για παράδειγμα τον πίνακα

P =

(
1 1
2 0

)
.

Τότε προκύπτει πως

P−1AP =

(
0 ∗
0 0

)
.
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Παράδειγμα 5.1.3. Θεωρούμε τον πίνακα

B =

3 4 5
0 −2 1
0 −4 2

 .

Χρησιμοποιώντας το προηγούμενο παράδειγμα, όπου

P−1AP =

(
0 ∗
0 0

)
, A =

(
−2 1
−4 2

)
, P =

(
1 1
2 0

)
και την ιδέα της απόδειξης του Θεωρήματος 5.1.1, θέτουμε

Q =

1 0 0
0 1 1
0 2 0

 .

Ο Q είναι αντιστρέψιμος και μάλιστα γνωρίζουμε ότι

Q−1BQ =

3 ∗ ∗
0 0 ∗
0 0 0

 .

Παράδειγμα 5.1.4. Θεωρούμε τον πίνακα

A =

 2 2 0
−1 5 1
1 −1 5

 .

Με συνήθεις πράξεις υπολογίζουμε :

χA(x) = −(x− 4)3

και

VA(4) =

〈1
1
0

〉 .
Θεωρούμε βάση του R3×1 που περιέχει το 1

1
0


για παράδειγμα 

1
1
0

 ,

0
1
0

 ,

0
0
1

 .
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Θέτουμε

P =

1 0 0
1 1 0
0 0 1

 ,

ο οποίος είναι αντιστρέψιμος με

P−1AP =

(
4 ∗
0 B1

)
,

όπου
B1 =

(
3 1
−1 5

)
.

Συνεχίζουμε όμοια με τον B1, όπου χB1(x) = (x− 4)2 και

VB1(4) =

〈(
1
1

)〉
,

θέτοντας

P2 =

(
1 0
1 1

)
.

Τότε P2 είναι αντιστρέψιμος και

P−1
2 B1P2 =

(
4 ∗
0 4

)
.

Τελικά, αν

P = P1

1 0 0
0 1 0
0 1 1

 =

1 0 0
1 1 0
0 1 1

 ,

τότε P αντιστρέψιμος και μάλιστα

P−1AP =

4 ∗ ∗
0 4 ∗
0 0 4

 .

Παράδειγμα 5.1.5. Θεωρούμε τον πίνακα

A =

 0 0 −3
−1 3 1
1 0 4


με χA(x) = (1− x)(3− x)2.

Α’ τρόπος
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Υπολογίζουμε ότι

VA(1) =

〈 3
2
−1

〉 , VA(3) =

〈0
1
0

〉 .
Έτσι θεωρούμε τον πίνακα

P =

 3 0 0
2 1 0
−1 0 1


που προκύπτει επεκτείνοντας το σύνολο


 3

2
−1

 ,

0
1
0

 σε βάση τουR3×1. Τότε γνωρίζουμε

ότι

P−1AP =

1 ∗ ∗
0 3 ∗
0 0 3

 .

Β’ τρόπος

Παρατηρούμε ότι A(2) = 3E2. Άρα ο E2 είναι ιδιοδιάνυσμα του A με ιδιοτιμή 3. Έπειτα
ακολουθούμε την ιδέα της απόδειξης όπως πριν. Συνοπτικά θέτουμε

P1 =

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 .

Τότε έχουμε ότι

P−1
1 AP1 =

3 ∗ ∗
0 0 −3
0 1 4

 .

Θέτοντας

B1 =

(
0 −3
1 4

)
,

ισχύει ότι χB1(x) = (x− 1)(x− 3), οπότε B1 είναι διαγωνίσιμος. Έχουμε πως

VB1(1) =

〈(
3
−1

)〉
, VB1(3) =

〈(
1
−1

)〉
.

Για
P2 =

(
3 1
−1 −1

)
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έχουμε ότι

P−1
2 B1P2 =

(
1 0
0 3

)
.

Τελικά, θέτοντας

P = P1

1 0 0
0 3 1
0 −1 −1

 ,

προκύπτει ότι

P−1AP =

3 ∗ ∗
0 1 0
0 0 3

 .

5.2 Τριγωνίσιμες γραμμικές απεικονίσεις

Ορισμός 5.2.1. Μια γραμμική απεικόνιση f : V → V λέγεται τριγωνίσιμη αν υπάρχει v̂
διατεταγμένη βάση του V , ώστε ο πίνακας (f : v̂, v̂) να είναι άνω τριγωνικός.

Παρατήρηση 5.2.1. Έστω f : V → V , â διατεταγμένη βάση του V και A = (f : â, â). Τα
ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

i. Η f είναι τριγωνίσιμη.

ii. Ο A είναι τριγωνίσιμος.

iii. Το χf (x) είναι γινόμενο πρωτοβάθμιων παραγόντων.

Απόδειξη. • i. ↔ ii. Το ζητούμενο είναι άμεσο από το Θεώρημα 1.2

• ii. ↔ iii. Το ζητούμενο έπεται από το Θεώρημα 5.1.1 και επειδή χf (x) = χA(x).

Παράδειγμα 5.2.1. Έστω

f : R3 → R3, f(x, y, z) = (2x, x+ y + 2z, ay + z).

Να δείξετε ότι η f είναι τριγωνίσιμη αν και μόνο αν a ≥ 0.

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι

A = (f : ê, ê) =

2 0 0
1 1 2
0 a 1

 ,
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επομένως έχουμε:

χf (x) = χA(x) = det

2− x 0 0
1 1− x 2
0 a 1− x

 .

Άρα:
χf (x) = (2− x) ·

[
(1− x)2 − 2a

]
= (2− x)(x2 − 2x+ 1− 2a).

Η f είναι τριγωνίσιμη αν και μόνο αν το χf (x) αναλύεται σε γινόμενο γραμμικών παραγό-
ντων στο R, δηλαδή αν η διακρίνουσα του δευτεροβάθμιου παράγοντα είναι μη αρνητική:

∆ = 4− 4(1− 2a) = 8a ≥ 0 ⇔ a ≥ 0.

Υπενθύμιση 5.2.1. Έστω T άνω τριγωνικός, δηλαδή της μορφής

T =

t1 ∗
. . .

0 tn

 .

Με χρήση επαγωγής ισχύει πως

T k =

t
k
1 ∗

. . .
0 tkn

 , για κάθε k ≥ 1.

Πιο γενικά, για κάθε φ(x) ∈ F[x], ισχύει:

φ(T ) =

φ(t1) ∗
. . .

0 φ(tn)

 ,

δηλαδή είναι επίσης άνω τριγωνικός.

Θεώρημα 5.2.1 (Φασματικής Απεικόνισης). Έστω A ∈ Fn×n με

χA(x) = (λ1 − x) · · · (λn − x).

Τότε για κάθε φ(x) ∈ F[x] ισχύει ότι:

χφ(A)(x) = (φ(λ1)− x) · · · (φ(λn)− x) .
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Απόδειξη. Έστωφ(x) ∈ F[x]. ΑφούχA(x) = (λ1−x) · · · (λn−x), τότε οA είναι τριγωνίσιμος,
δηλαδή υπάρχει P ∈ Fn×n τέτοιος ώστε

P−1AP = T =

t1 ∗
. . .

0 tn

 .

Επίσης γνωρίζουμε ότι φ(T ) = P−1φ(A)P . Από αυτή τη σχέση και την Υπενθύμιση 5.2.1
έχουμε ότι:

χφ(T )(x) = χφ(A)(x) = (φ(t1)− x) · · · (φ(tn)− x),

όπου ti είναι ιδιοτιμή του A, για κάθε i = 1, 2, . . . , n.

5.3 Θεώρημα Cayley-Hamilton

Κίνητρο. Έστω A ∈ Fn×n. Γνωρίζουμε ότι dimFn×n = n2 και το πλήθος των στοιχείων
In, A,A

2, . . . , An2 είναιn2+1. Άρα είναι γραμμικά εξαρτημένα, δηλαδή υπάρχουν a0, a1, . . . , an2 ∈
F, όχι όλα μηδενικά, ώστε

an2An2
+ · · ·+ a0In = 0.

Θέτοντας φ(x) = an2xn
2
+ · · ·+ a0, παίρνουμε μη μηδενικό πολυώνυμο με φ(A) = 0.

Παρατήρηση 5.3.1. Έστω A =

(
A1 ∗
0 A2

)
∈ Fn×n με Ai ∈ Fni×ni και n1 + n2 = n. Τότε

με επαγωγή:

Am =

(
Am

1 ∗
0 Am

2

)
, για κάθεm ≥ 1.

Επομένως, για κάθε φ(x) ∈ F[x], έχουμε:

φ(A) =

(
φ(A1) ∗

0 φ(A2)

)
.

Θεώρημα 5.3.1 (Cayley-Hamilton για πίνακες). Έστω A ∈ Fn×n με

χA(x) = (−1)nxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0.

Τότε ισχύει:
χA(A) = (−1)nAn + an−1A

n−1 + · · ·+ a0In = 0.

Απόδειξη. Η απόδειξη χωρίζεται σε δύο βήματα:

Βήμα Α’. Αν A ∈ Cn×n, τότε είναι όμοιος με άνω τριγωνικό πίνακα T . Δηλαδή, υπάρχει P
αντιστρέψιμος ώστε:

A = P−1TP.
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Άρα:
χA(A) = χT (A) = χT (P

−1TP ) = P−1χT (T )P.

Αρκεί να δείξουμε ότι
χT (T ) = 0

δηλαδή να δείξουμε το ζητούμενο στην ειδική περίπτωση που ο πίνακας είναι άνω τριγωνικός.
Βήμα Β’. Θα χρησιμοποιήσουμε επαγωγή στο n.

• Βάση. Για n = 1 το θεώρημα ισχύει προφανώς.

• Επαγωγικό βήμα. Υποθέτουμε ότι ισχύει για κάθε άνω τριγωνικό πίνακα διάστασης (n−
1)× (n− 1).

Έστω
T =

(
λ1 ∗
0 T1

)
όπου T1 είναι άνω τριγωνικός (n− 1)× (n− 1) και

χT (x) = (λ1 − x) · χT1(x).

Άρα:
χT (T ) = (λ1In − T ) · χT1(T ).

Ισχύει:

χT (T ) =

(
0 ∗
0 λ1In−1 − T1

)(
χT1(λ1) ∗

0 χT1(T1)

)
.

Από την επαγωγική υπόθεση, χT1(T1) = 0, άρα:

χT (T ) =

(
0 ∗
0 λ1In−1 − T1

)(
∗ ∗
0 0

)
= 0.

Παρατήρηση 5.3.2. Αν φ ∈ F[x], A ∈ Fn×n με φ(A) = 0 και λ ιδιοτιμή του A, τότε η φ(λ)
είναι ρίζα του πολυωνύμου φ(x). Επομένως, αν Ak = 0, τότε κάθε ιδιοτιμή λ του A (στο C)
είναι 0.

Πρόταση 5.3.1. Έστω A ∈ Fn×n. Οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναμες:

i. An = 0,

ii. Ak = 0, για κάποιο k ≥ 1,
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iii. Κάθε ιδιοτιμή του A στο C είναι 0.

Απόδειξη. • i. ⇒ ii. Προφανές, αφού An = 0.

• ii. ⇒ iii. Από την Παρατήρηση 5.3.2, κάθε ιδιοτιμή του A είναι ρίζα του μηδενικού
πολυωνύμου, άρα 0.

• iii. ⇒ i. Αν όλες οι ιδιοτιμές του A είναι 0, τότε χA(x) = (−1)nxn. Από το Θεώρημα
5.3.1 έχουμε

χA(A) = (−1)nAn = 0,

άρα An = 0.

Θεώρημα 5.3.2 (Cayley-Hamilton για γραμμικές απεικονίσεις). Έστω f : V → V γραμμική
απεικόνιση και χf (x) = (−1)nxn + · · ·+ a0 το χαρακτηριστικό πολυώνυμο της. Τότε ισχύει:

χf (f) = (−1)nfn + · · ·+ a0 · 1V = 0.

Απόδειξη. Έστω v̂ διατεταγμένη βάση του V και A = (f : v̂, v̂). Γνωρίζουμε ότι για κάθε
φ(x) ∈ F[x] ισχύει:

(φ(f) : v̂, v̂) = φ(A).

Για φ(x) = χf (x) = χA(x), από το Θεώρημα 5.3.1 έχουμε χA(A) = 0, άρα:

(χf (f) : v̂, v̂) = 0 ⇒ χf (f) = 0.
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5.4 Ασκήσεις Κεφαλαίου 5.

Ομάδα Α’ : 1,2,3,4,5,6,7,11,14,23,28,34
Ομάδα Β’ : 8,9,12,13,15,16,17,18,19,20,21,22,24,25,31,33,35
Ομάδα Γ’ : 10,26,27,29,30

Άσκηση 5.1. Αποδείξτε ότι αν ο A ∈ R2×2 έχει τουλάχιστον μια πραγματική ιδιοτιμή, τότε ο
A είναι τριγωνίσιμος.

Άσκηση 5.2. a. Έστω A =

(
−2 1
−4 2

)
∈ C2×2.Αφού δείξετε ότι ο A είναι τριγωνίσιμος,

βρείτε αντιστρέψιμο U ∈ C2×2 με U−1AU τριγωνικό.

b. Έστω A =

3 4 5
0 −2 1
0 −4 2

 ∈ R3×3.Αφού δείξετε ότι ο A είναι τριγωνίσιμος, βρείτε αντι-

στρέψιμο U ∈ R3×3 με U−1AU τριγωνικό.

c. Έστω A =

 2 2 0
−1 −2 1
0 5 1

 ∈ R3×3.Αφού δείξετε ότι ο A είναι τριγωνίσιμος, βρείτε

αντιστρέψιμο U ∈ R3×3 με U−1AU τριγωνικό.

Άσκηση 5.3. Να βρεθούν οι τιμές του a για τις οποίες ο πίνακας(
4 a
3 3

)
∈ R2×2

είναι τριγωνικός αλλά όχι διαγωνίσιμος.

Άσκηση 5.4. Έστω

A

 1 1 −1
−1 3 −1
−1 2 0

 ∈ R3×3.

a. Βρείτε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο και τις διαστάσεις των ιδιόχωρων του A.

b. Αληθεύει ότι ο A είναι διαγωνίσιμος ?

c. Αληθεύει ότι ο A είναι τριγωνίσιμος ? Αν ναι, να βρεθεί αντιστρέψιμος U με U−1AU
τριγωνικό.
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Άσκηση 5.5. Έστω {v1, v2, v3} μια βάση του R3, a ∈ R και f : R3 → R3 η γραμμική απεικό-
νιση τέτοια ώστε f(v1) = 2v1, f(v2) = v1 + v2 + 2v3, f(v3) = av2 + v3. Δείξτε ότι η f είναι
τριγωνίσιμη αν και μόνο αν a ≥ 0.

Άσκηση 5.6. Δείξτε ότι υπάρχουν άπειροι το πλήθος πίνακεςA ∈ R2×2 τέτοιοι ώστεA2−5A+
6I2 = 0.

Άσκηση 5.7. Έστω A ∈ R3×3 με χA(x) = −x3 + x.Δείξτε ότι για κάθε θετικό ακέραιο k

a. ο Ak είναι διαγωνίσιμος, και

b. A2k = A2 και A2k+1 = A .

Άσκηση 5.8. a. Έστω A ∈ Cn×n με ιδιοτιμές λ1, · · · , λn.Τότε για κάθε k ≥ 1, ισχύει
Tr(Ak) = λk1 + · · ·+ λkn.

b. ΈστωA ∈ Rn×n ένας τριγωνίσιμος πίνακας τέτοιος ώστε Tr(A2) = 0.Δείξτε ότιAn = 0.

c. Έστω A ∈ Cn×n τέτοιος ώστε Tr(A) = Tr(A2) = · · · = Tr(An−1) = 0.Δείξτε ότι αν
Tr(An) 6= 0, τότε ο A είναι

• διαγωνίσιμος και
• αντιστρέψιμος .

Άσκηση 5.9. Έστω A ∈ Fn×n.Δείξτε ότι τα επόμενα είναι ισοδύναμα.

a. Κάθε ιδιοτιμή του A στο C ισούται με το 0.

b. Ak = 0 για κάποιο θετικό ακέραιο k.

c. An = 0.

d. Tr(A) = Tr(A2) = · · · = Tr(An) = 0.

Άσκηση 5.10. Έστω A,B ∈ Fn×n τέτοιο ώστε AB −BA = A.Αποδείξτε ότι An = 0.

Άσκηση 5.11. ΈστωA ∈ Cn×n αντιστρέψιμος.Δείξτε ότι αν χA = (λ1−x) · · · (λn−x), λi ∈
C, τότε

χA−1(x) =

(
1

λ1
− x

)
· · ·
(

1

λn
− x

)
.
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Άσκηση 5.12. Έστω dimV = n και f : V → V γραμμική απεικόνιση.

a. Δείξτε ότι η f είναι τριγωνίσιμη αν και μόνο αν για κάθε i = 1, · · · , n υπάρχει υπόχωρος
Wi ≤ V με dimWi = i, W1 ⊆W2 ⊆ · · · ⊆Wn και f(Wi) ⊆Wi.

b. Αληθεύει ότι η f είναι τριγωνίσιμη αν για κάθε i = 1, · · · , n υπάρχει υπόχωροςWi ≤ V
με dimWi = i και f(Wi) ⊆Wi ?

Άσκηση 5.13. Έστω A ∈ Fn×n.

a. Δείξτε ότι αν οA δεν είναι αντιστρέψιμος, τότε υπάρχει f(x) ∈ F[x] βαθμού n−1 τέτοιο
ώστε Af(A) = 0.

b. Δείξτε ότι αν ο A είναι αντιστρέψιμος, τότε υπάρχει f(x) ∈ F[x] βαθμού n − 1 τέτοιο
ώστε A−1 = f(A).

Άσκηση 5.14. Έστω

A =

2 −1 −1
0 −2 −1
0 3 2

 ∈ R3×3.

a. Να παρασταθεί ο A−1 ως γραμμικός συνδυασμός των I3, A,A2.

b. Αποδείξτε ότι A2n − 2A2n−1 = A2 − 2A για κάθε θετικό ακέραιο n.

c. Να βρεθεί πολυώνυμο φ(x) ∈ R[x] βαθμού το πολύ 2 τέτοιο ώστεA5−2A4+2a+3I3 =
ϕ(A).

Άσκηση 5.15. Έστω A ∈ Rn×n τέτοιος ώστε χA(x) = (−1)n(xn − xm − xn−m + 1), όπου
0 < m < n.Δείξτε ότι υπάρχει θετικός ακέραιος ν τέτοιος ώστε An να είναι τριγωνίσιμος.

Άσκηση 5.16. Έστω A ∈ Cn×n μη διαγωνίσιμος πίνακας.Τότε ο A είναι όμοιος με πίνακα της

μορφής
(
λ 1
0 λ

)
.

Άσκηση 5.17. Έστω A,B ∈ Fn×n τέτοιοι ώστε AB = BA = 0.Δείξτε ότι χA(A + B) =
χA(B)− det (A) · In.

Άσκηση 5.18. Αν A = (aij) ∈ Fn×n, θέτουμε h(A) =
∑
i,j
aijaji.
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a. Δείξτε ότι αν οι A,B είναι όμοιοι, τότε h(A) = h(B).

b. Έστω F = C.Δείξτε ότι h(A) = λ21 + · · · + λ2n, όπου λ1, · · · , λn ∈ C είναι οι ιδιοτιμές
του A.

Άσκηση 5.19. Δείξτε ότι κάθε άνω τριγωνικός πίνακας A ∈ Fn×n είναι όμοιος με κάτω τριγω-
νικό πίνακα.Στη συνέχεια δείξτε ότι κάθε πίνακας B ∈ Cn×n είναι όμοιος με κάτω τριγωνικό
πίνακα.

Άσκηση 5.20. Έστω A ∈ Rn×n τέτοιος ώστε An = In.Δείξτε ότι −n ≤ TrA ≤ n.

Άσκηση 5.21. Έστω V ένας C− διανυσματικός χώρος και f, g : V → V δύο γραμμικές απει-
κονίσεις τέτοιες ώστε f ◦ g = g ◦ f .Δείξτε τα εξής.

a. Αν λ είναι ιδιοτιμή της f , τότε g(Vf (λ)) ⊆ Vf (λ).

b. Οι f, g έχουν κοινό ιδιοδιάνυσμα.

c. Υπάρχει διατεταγμένη βάση του V τέτοια ώστε οι αντίστοιχοι πίνακες των f, g είναι άνω
τριγωνικοί.

d. Για κάθε ιδιοτιμή λ της f−g υπάρχει ιδιοτιμή λf της f και ιδιοτιμή λg της g τέτοιες ώστε
λ = λf − λg.

Άσκηση 5.22. Έστω A,B ∈ Cn×n.Θεωρούμε τις γραμμικές απεικονίσεις

LA : Cn×n → Cn×n, LA(X) = AX

RB : Cn×n → Cn×n, RB(X) = XB

a. Δείξτε ότι LA ◦RB = RB ◦ LA.

b. Δείξτε ότι η γραμμική απεικόνιση LA έχει τις ίδιες ιδιοτιμές με τον πίνακα A και ότι η
γραμμική απεικόνιση RB έχει τις ίδιες ιδιοτιμές με τον πίνακα B.

c. Έστω ότι οι A,B δεν έχουν κοινή ιδιοτιμή.Δείξτε ότι για κάθε C ∈ Cn×n υπάρχει μονα-
δικός D ∈ Cn×n τέτοιος ώστε AD −DB = C.

Άσκηση 5.23. ΈστωA ∈ Fn×n καιWA ο υπόχωρος τουFn×n που παράγεται από τα In, A,A2, · · ·
.Δείξτε ότι για κάθε k ≥ 0, An+k ∈ 〈In, A,A2, · · · , An−1〉 και άρα dimWA ≤ n.
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Άσκηση 5.24. Εξετάστε ποιες από τις ακόλουθες προτάσεις είναι σωστές.Δικαιολογήστε τις
απαντήσεις σας.

a. Έστω A ∈ R4×4 με χA(x) = (x2 + 1)(x+ 1)2.Τότε ο πίνακας An είναι τριγωνίσιμος αν
και μόνο αν ο n είναι άρτιος.

b. Για κάθεA ∈ Fn×n υπάρχει πολυώνυμοφ(x) ∈ F[x] θετικού βαθμού τέτοιο ώστεφ(A) =
In.

Άσκηση 5.25. Έστω A ∈ Fn×n με rankA = 1.Αποδείξτε τις εξής προτάσεις.

a. A2 = Tr(A) ·A.

b. An = 0 ⇔ Tr(A) = 0.

c. Ο A είναι τριγωνίσιμος.

d. Tr(A) 6= 0 ⇔ ο A είναι διαγωνίσιμος. (βλ. άσκηση 3.26).

Άσκηση 5.26. Έστω A,B,C,D ∈ Fn×n τέτοιο ώστε AiC = BiD για κάθε i ≥ 1.Αποδείξτε
ότι αν οι A,B είναι αντιστρέψιμοι, τότε C = D.

Άσκηση 5.27. Έστω A ∈ Cn×n και fA : Cn×n → Cn×n η γραμμική απεικόνιση που ορίζεται
από fA(B) = AB−BA.Δείξτε ότι αν κάθε ιδιοτιμή τουA είναι ίση με το 0, τότε κάθε ιδιοτιμή
της fA είναι ίση με το 0.

Άσκηση 5.28. Έστω V ένας R− διανυσματικό χώρος διάστασης 3, â = {v1, v2, v3} μια δια-
τεταγμένη βάση του V και c ∈ R.Θεωρούμε τη γραμμική απεικόνιση f : V → V που ορίζεται
από τις σχέσεις f(v1) = 2v2, f(v2) = −v1 + 3v2, f(v3) = cv1 + v2 + v3.

a. Βρείτε όλες τις ιδιοτιμές του c για τις οποίες η f είναι τριγωνίσιμη.

b. Βρείτε όλες τις τιμές του c για τις οποίες η f είναι διαγωνίσιμη.

c. Για c = 0 βρείτε μια βάση κάθε ιδιόχωρου της f και μια βάση του V που παράγεται από
ιδιοδιανύσματα της f .

Άσκηση 5.29. Αν A ∈ Rn×n είναι τριγωνίσιμος και Tr(A2) = Tr(A3) = Tr(A4) = c, τότε
c ∈ Z≥0 και Tr(Ak) = c για κάθε θετικό ακέραιο k.
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Άσκηση 5.30. Έστω A ∈ Cn×n και B ∈ Cm×m που δεν έχουν κοινή ιδιοτιμή.Δείξτε ότι δεν
υπάρχει μη μηδενικό X ∈ Fn×m με AX = XB.

Άσκηση 5.31. Έστω A =

0 1 1
0 0 1
0 0 0

 ∈ C3×3.Δείξτε ότι για κάθε m ≥ 3 δεν υπάρχει B ∈

C3×3 με Bm = A.

Άσκηση 5.32. Έστω A,B ∈ Cn×n με (AB)n = 0, n ≥ 1.Τότε (BA)n = 0.

Άσκηση 5.33. Αν ο A ∈ Cn×n έχει το πολύ μια μη μηδενική ιδιοτιμή, τότε det (In +A) =
1 + Tr(A).

Άσκηση 5.34. Έστω A,B ∈ Cn×n.Δείξτε ότι ο πίνακας χB(A) είναι αντιστρέψιμος αν και
μόνο αν οι A,B δεν έχουν κοινή ιδιοτιμή.

Άσκηση 5.35. Εξετάστε ποιες από τις ακόλουθες προτάσεις αληθεύουν. Σε κάθε περίπτωση
δώστε μια απόδειξη ή ένα αντιπαράδειγμα.

a. Έστω A ένας αντιστρέψιμος πίνακας.Τότε ο A είναι τριγωνίσιμος αν και μόνο αν A−1

είναι τριγωνίσιμος.

b. Αν οA ∈ Fn×n είναι τριγωνίσιμος, τότε ο φ(A) είναι τριγωνίσιμος για κάθε φ(x) ∈ F[x].

c. Έστω A ∈ Rn×n.Αν ο A2 είναι τριγωνίσιμος, τότε ο A είναι τριγωνίσιμος.

d. Αν A ∈ R3×3 τότε υπάρχει αντιστρέψιμος U ∈ R3×3 με U−1AU άνω τριγωνικός.

e. Αν A ∈ R3×3 τότε υπάρχει αντιστρέψιμος U ∈ R3×3 με

U−1AU =

λ ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

 .

f. Αν A ∈ R3×3 της μορφής

A =

∗ 0 ∗
∗ −5 ∗
∗ 0 ∗


τότε υπάρχει αντιστρέψιμος U ∈ R3×3 με

U−1AU =

−5 ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

 .
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g. Έστω A ∈ R4×4 με χA(x) = (x− 1)2(x− 2)(x− 3).Τότε ο A είναι τριγωνίσιμος και όχι
διαγωνίσιμος αν και μόνο αν dimV (1) = 1.

h. Έστω f : V → V μια τριγωνίσιμη γραμμική απεικόνιση καιU ≤ V ένα υπόχωρος τέτοιος
ώστε f(U) ⊆ U .Τότε ο περιορισμός της f στο U είναι τριγωνίσιμη απεικόνιση.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6

ΕΛΑΧΙΣΤΟ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ

6.1 Ελάχιστο Πολυώνυμο

Κίνητρο. Αν A ∈ Fn×n, τότε υπάρχει πολυώνυμο φ(x) ∈ F[x], με φ(x) 6= 0 τέτοιο ώστε
φ(A) = 0. Για παράδειγμα, από το Θεώρημα Cayley-Hamilton έχουμε χA(A) = 0. Σκοπός
είναι να βρούμε το μονικό πολυώνυμο ελάχιστου βαθμού που μηδενίζει τον A.

Ορισμός 6.1.1. Έστω A ∈ Fn×n. Το ελάχιστο πολυώνυμο του A, συμβολίζεται μεmA(x) και
ικανοποιεί:

i. mA(x) είναι μονικό,

ii. mA(A) = 0,

iii. mA(x) είναι πολυώνυμο ελαχίστου βαθμού με τις ιδιότητες i και ii.

Παρατήρηση 6.1.1. Για κάθε A ∈ Fn×n υπάρχει πολυώνυμο που ικανοποιεί τις ιδιότητες του
Ορισμού 6.1.1 και μάλιστα είναι μοναδικό.

Απόδειξη. • Ύπαρξη. Θεωρούμε το σύνολο:

S = {φ(x) ∈ F[x] |φ(x) 6= 0 και φ(A) = 0} .

Το σύνολο S είναι μη κενό, αφού από το Θεώρημα 5.3.1 έχουμε ότι χA(A) = 0. Επιλέ-
γουμε πολυώνυμο φ(x) ∈ S ελαχίστου βαθμού. Αν r είναι ο συντελεστής του μεγιστο-
βάθμιου όρου, τότε το r−1φ(x) είναι επίσης στο S, μονικό και ελαχίστου βαθμού.



• Μοναδικότητα. ΈστωmA(x) καιm′
A(x) δύο μονικά πολυώνυμα που μηδενίζουν τον A

και έχουν ελάχιστο βαθμό. ΑνmA(x) 6= m′
A(x), τότε η διαφορά

mA(x)−m′
A(x)

είναι μη μηδενικό πολυώνυμο βαθμού μικρότερου του deg(mA) και μηδενίζει τον A. Τό-
τε, το

r−1(mA −m′
A)

(όπου r ο συντελεστής του μεγιστοβάθμιου όρου) είναι μονικό, μηδενίζει τον A και έχει
μικρότερο βαθμό — άτοπο. Άρα

mA(x) = m′
A(x).

Ιδιότητες 6.1.1. Έστω A ∈ Fn×n.

i. Αν φ(A) = 0 για κάποιο φ(x) ∈ F[x], τότε mA(x) | φ(x). Ειδικότερα, ισχύει mA(x) |
χA(x).

ii. Κάθε ιδιοτιμή του A είναι ρίζα του mA(x). Κάθε ρίζα του mA(x) είναι ιδιοτιμή του A.
Δηλαδή, mA(x) και χA(x) έχουν τις ίδιες ρίζες (χωρίς να λαμβάνεται υπόψη η πολλα-
πλότητα).1

Απόδειξη. i. Από την Ευκλείδεια διαίρεση, υπάρχουν πολυώνυμα q(x), r(x) ∈ F[x] τέτοια
ώστε:

φ(x) = q(x)mA(x) + r(x), όπου είτε deg r(x) < degmA(x) είτε r(x) = 0.

Τότε:
φ(A) = q(A)mA(A) + r(A) = r(A).

Αφού φ(A) = 0, προκύπτει r(A) = 0. Αν r(x) 6= 0, τότε το πολυώνυμο c−1r(x),
όπου c ο συντελεστής του μεγιστοβάθμιου όρου, είναι μονικό, μη μηδενικό και ικανοποιεί
r(A) = 0 με μικρότερο βαθμό απόmA(x)— άτοπο λόγω του ορισμού τουmA(x). Άρα
r(x) = 0, δηλαδήmA(x) | φ(x).

Ειδικά για φ(x) = χA(x), από το Θεώρημα 5.3.1 έχουμε χA(A) = 0, οπότε mA(x) |
χA(x).

1Για παράδειγμα, θα μπορούσε να είναι χA(x) = −(x − 1)2(x − 2) και mA(x) = (x − 1)(x − 2). Δεν θα
μπορούσε να είναιmA(x) = (x− 1)2 ήmA(x) = (x− 1)2(x− 2)(x− 3).
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ii. Έστω λ ∈ F και X 6= 0 τέτοιο ώστε AX = λX . Γνωρίζουμε ότι για κάθε φ(x) ∈ F[x]
ισχύει:

φ(A)X = φ(λ)X.

Ειδικότερα, για φ(x) = mA(x) προκύπτει:

mA(A)X = mA(λ)X = 0.

Επειδή X 6= 0, έχουμεmA(λ) = 0. Δηλαδή, κάθε ιδιοτιμή του A είναι ρίζα τουmA(x).
Ο αντίστροφος ισχυρισμός έπεται άμεσα από το (i), αφούmA(x) | χA(x).

Παράδειγμα 6.1.1. Θεωρούμε τους πίνακες

A =

(
1 0
0 2

)
, B =

(
1 3
0 2

)
.

Παρατηρούμε ότι
χA(x) = (x− 1)(x− 2) = χB(x).

Τότε
mA(x) = (x− 1)(x− 2)

διότι
mA(x) | χA(x) = (x− 1)(x− 2)

και έχει ίδιες ρίζες. Όμοια, έχουμε ότι

mB(x) = (x− 1)(x− 2).

Παράδειγμα 6.1.2. Έστω οι πίνακες

A =

2 1 1
0 2 0
0 0 2

 , B =

2 1 0
0 2 1
0 0 2

 .

Παρατηρούμε ότι χA(x) = −(x− 2)3, άρα

mA(x) ∈ {x− 2, (x− 2)2, (x− 2)3}.

Έχουμε:

A− 2I3 =

0 1 1
0 0 0
0 0 0

 6= 0, (A− 2I3)2 = 0 ⇒ mA(x) = (x− 2)2.
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Για τον πίνακα B:

B − 2I3 =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 6= 0, (B − 2I3)2 =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 6= 0.

Άρα
mB(x) = (x− 2)3.

Ιδιαίτερη προσοχή στο συγκεκριμένο παράδειγμα!

Παράδειγμα 6.1.3. Έστω

A =

3 −1 0
0 2 0
1 −1 2

 ∈ R3×3.

a. Βρείτε φ(x) ∈ R[x] με degφ(x) ≤ 1, ώστε A−1 = φ(A).

b. Βρείτε ψ(x) ∈ R[x] με degψ(x) ≤ 1, ώστε A4 +A− 2I3 = ψ(A).

Απόδειξη. Αρχικά βρίσκουμε τοmA(x). Έχουμε ότι χA(x) = −(x− 2)2(x− 3), άρα:

mA(x) = (x− 2)2(x− 3) ή mA(x) = (x− 2)(x− 3).

Υπολογίζουμε:

(A− 2I3)(A− 3I3) = 0 ⇒ mA(x) = (x− 2)(x− 3) = x2 − 5x+ 6.

a. Εφόσον το 0 δεν είναι ιδιοτιμή του A, προκύπτει ότι ο A είναι αντιστρέψιμος. Από
mA(A) = 0, δηλαδή A2 − 5A+ 6I3 = 0, λύνοντας παίρνουμε:

A−1 = −1

6
(A− 5I3) ⇒ φ(x) = −1

6
(x− 5).

b. Από την Ευκλείδεια διαίρεση x4 + x− 2 μεmA(x) = x2 − 5x+ 6, έχουμε:

x4 + x− 2 = (x2 + 5x+ 19)(x2 − 5x+ 6) + 66x− 166.

Άρα:
A4 +A− 2I3 = 66A− 166I3 ⇒ ψ(x) = 66x− 166.

εφόσονmA(A) = 0.
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Πρόταση 6.1.1. Όμοιοι πίνακες έχουν το ίδιο ελάχιστο πολυώνυμο.

Απόδειξη. Έστω A,B ∈ Fn×n με B = P−1AP , όπου P ∈ Fn×n είναι αντιστρέψιμος. Για
κάθε φ(x) ∈ F[x] ισχύει:

φ(B) = P−1φ(A)P.

Άρα φ(A) = 0 αν και μόνο αν φ(B) = 0. Συνεπώς,mA(x) = mB(x).

Πρόταση 6.1.2. Αν A ∈ Fn×n με

A =

(
B 0
0 C

)
, όπου B ∈ Fn1×n1 , C ∈ Fn2×n2 , n = n1 + n2,

τότε
mA(x) = ε.κ.π.(mB(x),mC(x)).

Απόδειξη. Αφού

A =

(
B 0
0 C

)
,

γνωρίζουμε ότι, για κάθε φ(x) ∈ F[x], ισχύει:

φ(A) =

(
φ(B) 0
0 φ(C)

)
.

Θέτοντας φ(x) = mA(x), έχουμε:

mA(A) =

(
mA(B) 0

0 mA(C)

)
= 0,

άραmA(B) = 0 καιmA(C) = 0. Συνεπώς:

mB(x) | mA(x) και mC(x) | mA(x) ⇒ ε.κ.π.(mB(x),mC(x)) | mA(x).

Ορίζουμε ψ(x) = ε.κ.π.(mB(x),mC(x)). Τότε:

ψ(A) =

(
ψ(B) 0
0 ψ(C)

)
= 0,

άραmA(x) | ψ(x). Επειδή και τα δύο είναι μονικά, καταλήγουμε:

mA(x) = ψ(x).
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Παρατήρηση 6.1.2. Αν

A =

A1 · · · 0
... . . . ...
0 · · · Ak

 ∈ Fn×n, όπου Ai ∈ Fni×ni , n1 + · · ·+ nk = n,

τότε:
mA(x) = ε.κ.π.(mA1(x), . . . ,mAk

(x)).

Απόδειξη. Το ζητούμενο είναι άμεσο με χρήση της Πρότασης 6.1.2 και επαγωγής στο k.

Πόρισμα 6.1.1. Έστω A = diag(λ1, · · · , λ1, · · · , λk, · · · , λk) με λi 6= λj , για κάθε i, j ∈
{1, · · · , k} και i 6= j. Τότε ισχύει:

mA(x) = (x− λ1) · · · (x− λk).

Απόδειξη. Το πόρισμα είναι άμεσο εφαρμόζοντας την Παρατήρηση 6.1.2 για Ai = λiIni .

Παρατήρηση 6.1.3. Έστω A ∈ Fn×n διαγωνίσιμος, δηλαδή όμοιος με διαγώνιο πίνακα. Από
την Πρόταση 6.1.1 και το Πόρισμα 6.1.1, το mA(x) είναι γινόμενο διακεκριμένων πρωτοβάθ-
μιων παραγόντων.

Παράδειγμα 6.1.4. Θεωρούμε τον πίνακα:

A =


4 1
2 3

O

O
2 0
3 0

 ∈ R4×4.

Ισοδύναμα, γράφουμε A =

(
B O

O C

)
με:

B =

(
4 1
2 3

)
, C =

(
2 0
3 0

)
.

Με υπολογισμούς βρίσκουμε:

mB(x) = (x− 2)(x− 5), mC(x) = x(x− 2).

Από την Πρόταση 6.1.2, έχουμε:

mA(x) = ε.κ.π.(mB(x),mC(x)) = x(x− 2)(x− 5).
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Παράδειγμα 6.1.5. Έστω πίνακαςA =

(
B ∗
O C

)
. Τότε γενικά δεν αληθεύει (γιατί;) ότιmA(x) =

ε.κ.π.(mB(x),mC(x)). Αυτό που ισχύει γενικά είναι ότι ε.κ.π.(mB(x),mC(x))|mA(x).

6.2 Κριτήριο Διαγωνιζιμότητας

Κίνητρο. Έστω A διαγωνίσιμος πίνακας. Τότε γνωρίζουμε ότι ο A είναι όμοιος με διαγώνιο
πίνακα

D = diag(λ1, · · · , λ1, · · · , λk, · · · , λk)

με λi 6= λj για κάθε i 6= j. Από την Πρόταση 6.1.1 και το Πόρισμα 6.1.1 έχουμε:

mA(x) = (x− λ1)(x− λ2) · · · (x− λk),

δηλαδή γινόμενο μονικών διακεκριμένων παραγόντων στο F[x]. Θα δείξουμε ότι ισχύει και το
αντίστροφο.

Θεώρημα 6.2.1 (Κριτήριο διαγωνιζιμότητας με mA(x)). Έστω A ∈ Fn×n. Τότε ο A είναι
διαγωνίσιμος αν και μόνο αν το mA(x) είναι γινόμενο μονικών διακεκριμένων πρωτοβάθμιων
παραγόντων στο F[x].

Απόδειξη. Αν ο A είναι διαγωνίσιμος, το ζητούμενο έπεται άμεσα από το Πόρισμα 6.1.1.

Αντιστρόφως, έστωmA(x) = (x−λ1) · · · (x−λk) με λi 6= λj για κάθε i 6= j. Γνωρίζουμε
ότι οι διακεκριμένες ιδιοτιμές του A είναι οι λi, για i = 1, . . . , k. Θα δείξουμε ότι:

Fn×1 = VA(λ1) + VA(λ2) + · · ·+ VA(λk).

Ορίζουμε τα εξής πολυώνυμα:2

ai(x) =
∏
j ̸=i

(x− λj).

Τότε:
μ.κ.δ.(a1(x), . . . , ak(x)) = 1.

Άρα, υπάρχουν bi(x) ∈ F[x] τέτοια ώστε:

1 =
k∑

i=1

ai(x)bi(x).

2Για παράδειγμα, για k = 3 έχουμε: a1(x) = (x − λ2)(x − λ3), a2(x) = (x − λ1)(x − λ3), a3(x) =
(x− λ1)(x− λ2).
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Συνεπώς:

In =
k∑

i=1

ai(A)bi(A),

δηλαδή για κάθε X ∈ Fn×1 ισχύει:

X =

k∑
i=1

ai(A)bi(A)X.

Ισχυρισμός: Για κάθε i = 1, . . . , k, το ai(A)bi(A)X ∈ VA(λi).

Πράγματι, παρατηρούμε ότι:

(A− λiIn)ai(A)bi(A)X = mA(A)bi(A)X = 0,

αφού (x − λi)ai(x) = mA(x). Άρα κάθε όρος ai(A)bi(A)X ανήκει στο αντίστοιχο ιδιοχώρο
VA(λi).

Άρα:

Fn×1 ⊆
k∑

i=1

VA(λi) ⇒ Fn×1 =
k∑

i=1

VA(λi),

και από το Θεώρημα 4.2.1, ο A είναι διαγωνίσιμος.

6.3 Ελάχιστο πολυώνυμο γραμμικής απεικόνισης

Ορισμός 6.3.1. Έστω f : V → V γραμμική απεικόνιση και â διατεταγμένη βάση του V . Θέ-
τουμε mf (x) = mA(x), όπου A = (f : â, â). Το mf (x) λέγεται το ελάχιστο πολυώνυμο της
f .

Παρατήρηση 6.3.1. Επειδή όμοιοι πίνακες έχουν το ίδιο ελάχιστο πολυώνυμο, ο ορισμός του
mf (x) δεν εξαρτάται από την επιλογή της â.

Ιδιότητες 6.3.1 (Ελαχίστου πολυωνύμου γραμμικής απεικόνισης). Έστω f : V → V γραμμική
απεικόνιση. Ισχύουν οι εξής ιδιότητες:

i. Το mf (x) είναι μονικό, ισχύει ότι mf (f) = 0, και ως προς τις ιδιότητες αυτές είναι
ελαχίστου βαθμού.

ii. Αν φ(f) = 0 με φ(x) ∈ F[x], τότεmf (x) | φ(x). Ειδικότερα,mf (x) | χf (x).
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iii. Κάθε ιδιοτιμή της f είναι ρίζα τουmf (x). Ταmf (x) και χf (x) έχουν τις ίδιες ρίζες.

iv. Η f είναι διαγωνίσιμη αν και μόνο ανmf (x) = (x−λ1)(x−λ2) · · · (x−λk) με λi 6= λj
για κάθε i 6= j.

Απόδειξη. Οι ιδιότητες είναι άμεσες από τα αντίστοιχα αποτελέσματα για πίνακες. Ενδεικτικά
θα αποδείξουμε την ιδιότητα i.

Έστω A = (f : â, â). Γνωρίζουμε ότι για κάθε φ(x) ∈ F[x] ισχύει:

φ(A) = (φ(f) : â, â)

από την Πρόταση 2.4.1. Άρα:

(mf (f) : â, â) = mf (A) = mA(A) = 0,

δηλαδή mf (f) = 0. Εφόσον mA(x) είναι μονικό και ελαχίστου βαθμού, τότε και το mf (x)
είναι μονικό και ελαχίστου βαθμού εξ ορισμού.

6.4 Ταυτόχρονη Διαγωνοποίηση

Ερώτημα 6.4.1. Έστω A,B ∈ Fn×n διαγωνίσιμοι. Tότε υπάρχουν PA, PB ∈ Fn×n αντιστρέ-
ψιμοι μεP−1

A APA καιP−1
B BPB διαγώνιοι πίνακες. Πότε υπάρχει κοινόςP αντιστρέψιμος ώστε

P−1AP και P−1BP διαγώνιοι πίνακες ;

Παρατήρηση 6.4.1. Έστω ότι υπάρχει τέτοιος P , δηλαδή P αντιστρέψιμος με P−1AP = ∆A

διαγώνιος και P−1BP = ∆B διαγώνιος. Τότε A = P∆AP
−1 και B = P∆BP

−1 και παρατη-
ρούμε ότι

AB = P∆A∆BP
−1 και BA = P∆B∆AP

−1.

Επειδή ∆A,∆B είναι διαγώνιοι, τότε ∆A∆B = ∆B∆A, δηλαδή AB = BA. Θα δείξουμε ότι
ισχύει και το αντίστροφο. Θα μελετήσουμε το αντίστοιχο πρόβλημα στις γραμμικές απεικονί-
σεις.

6.4.1 Αναλλοίωτοι Υπόχωροι

Ορισμός 6.4.1. Έστω f : V → V γραμμική απεικόνιση. Ένας υπόχωρος U ≤ V λέγεται f -
αναλλοίωτος αν f(U) ⊆ U , δηλαδή για κάθε u ∈ U ισχύει ότι f(u) ∈ U .
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Παράδειγμα 6.4.1. Έστω f : V → V γραμμική απεικόνιση.

i. Τα {0} και V είναι f -αναλλοίωτοι υπόχωροι.

ii. Το ker f και το Imf είναι f -αναλλοίωτοι υπόχωροι. Πράγματι:

• Αν u ∈ ker f , τότε f(u) = 0 ∈ ker f .
• Αν v ∈ Imf , τότε υπάρχει u ∈ V ώστε f(u) = v ⇒ f(v) = f(f(u)) ∈ Imf .

iii. Κάθε ιδιόχωρος Vf (λ) είναι f -αναλλοίωτος. Πράγματι, αν u ∈ Vf (λ), τότε f(u) = λu ∈
Vf (λ).

iv. Αν U1, U2 ≤ V με U1, U2 f -αναλλοίωτοι, τότε και το U1 + U2 είναι f -αναλλοίωτος.

v. Το άθροισμα f -αναλλοίωτων ιδιόχωρων είναι f -αναλλοίωτος.

vi. Έστω f : R2 → R2 με f(x, y) = (x, x+ y).

• f(e2) = e2 και f(e1) = e1 + e2, όπου e1, e2 η συνήθης βάση του R2.
• Άρα: 〈e2〉 είναι f -αναλλοίωτος, ενώ 〈e1〉 δεν είναι (δείξτε γιατί).

vii. Αν U ≤ V με dimU = 1, τότε ο U είναι f -αναλλοίωτος αν και μόνο αν U = 〈u〉, όπου
u κάποιο ιδιοδιάνυσμα της f (δείξτε γιατί).

Παρατήρηση 6.4.2. Έστω U f -αναλλοίωτος. Τότε f(U) ⊆ U , δηλαδή ο περιορισμός της f
στο U , συμβολίζεται με fU , και είναι η γραμμική απεικόνιση:

fU : U → U, fU (u) = f(u), για κάθε u ∈ U.

Πρόταση 6.4.1. Έστω f : V → V γραμμική απεικόνιση και U f -αναλλοίωτος υπόχωρος του
V . Αν f είναι διαγωνίσιμη, τότε και ο περιορισμός fU : U → U είναι διαγωνίσιμος.

Απόδειξη. Από την Ιδιότητα 6.3.1 (iv) ισχύει ότι:

mf (x) = (x− λ1) · · · (x− λk), με λi 6= λj για i 6= j.

Ισχυριζόμαστε ότι mfU (x) | mf (x). Αν αυτό ισχύει, τότε το mfU (x) είναι επίσης γινόμενο
διακεκριμένων παραγόντων και συνεπώς fU διαγωνίσιμη από την ίδια ιδιότητα.

Πράγματι, για κάθε u ∈ U ισχύει:

mf (fU )(u) = mf (f)(u) = 0.

ΆραmfU (x) | mf (x).
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6.4.2 Ταυτόχρονη Διαγωνοποίηση

Θεώρημα 6.4.1. Έστω f, g : V → V γραμμικές απεικονίσεις. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

i. Υπάρχει βάση του V κάθε στοιχείο της οποίας είναι ιδιοδιάνυσμα και της f και της g.

ii. Οι f , g είναι διαγωνίσιμες και επιπλέον f ◦ g = g ◦ f .

Απόδειξη. • i. ⇒ ii. Έστω ότι υπάρχει βάση {v1, v2, . . . , vn} του V με f(vi) = λivi και
g(vi) = µivi, για κάθε i = 1, . . . , n, και λi, µi ∈ F.
Ισχυριζόμαστε ότι f ◦ g = g ◦ f . Πράγματι:

(f ◦ g − g ◦ f)(vi) = f(g(vi))− g(f(vi)) = f(µivi)− g(λivi)

= µif(vi)− λig(vi)

= µiλivi − λiµivi

= 0

Άρα f ◦g = g◦f . Τέλος, από το Θεώρημα 4.3.1 ii., προκύπτει ότι f , g είναι διαγωνίσιμες.

• ii. ⇒ i. Η f είναι διαγωνίσιμη, άρα ισχύει:

V = Vf (λ1) + · · ·+ Vf (λk),

όπου λj είναι οι διακεκριμένες ιδιοτιμές της f .
Ισχυριζόμαστε ότι αν f ◦ g = g ◦ f , τότε κάθε Vf (λi) είναι g-αναλλοίωτος υπόχωρος.
Πράγματι, έστω v ∈ Vf (λi), δηλαδή f(v) = λiv. Τότε:

g(f(v)) = g(λiv) = λig(v) ⇒ f(g(v)) = λig(v) ⇒ g(v) ∈ Vf (λi).

Άρα Vf (λi) είναι g-αναλλοίωτος.
Έστω gi ο περιορισμός της g στο Vf (λi). Επειδή g είναι διαγωνίσιμη και Vf (λi) είναι
g-αναλλοίωτος, από την Πρόταση 6.4.1 προκύπτει ότι gi είναι διαγωνίσιμη. Άρα υπάρχει
βάση Bi του Vf (λi) από ιδιοδιανύσματα της g. Επειδή Bi ⊆ Vf (λi), κάθε στοιχείο του
είναι ιδιοδιάνυσμα και της f .
Θέτοντας B =

⋃k
i=1Bi, παίρνουμε τη ζητούμενη βάση του V , κάθε στοιχείο της οποίας

είναι ιδιοδιάνυσμα της f και της g. 3

3Η εξήγηση είναι ότι dim
∑k

i=1 Vf (λi) =
∑k

i=1 dimVf (λi), άρα dimV =
∑

i |Bi|.
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Ας δούμε γιατί ισχύει το αντίστοιχο στους πίνακες. Θεωρούμε τις γραμμικές απεικονίσεις:

LA, LB : Fn×1 → Fn×1, LA(X) = AX, LB(X) = BX.

Αν ισχύει το Θεώρημα 6.4.1.i, τότε υπάρχει βάση B του Fn×1 κάθε στοιχείο της οποίας είναι
ιδιοδιάνυσμα των LA και LB .

Άρα LA, LB είναι διαγωνίσιμες και LA ◦ LB = LB ◦ LA. Αυτό ισοδυναμεί με το ότι οι
πίνακες A,B είναι διαγωνίσιμοι και AB = BA, διότι:

BA = (LB : Ê, Ê) · (LA : Ê, Ê)

= (LB ◦ LA : Ê, Ê)

= (LA ◦ LB : Ê, Ê)

= (LA : Ê, Ê) · (LB : Ê, Ê) = AB.
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6.5 Ασκήσεις Κεφαλαίου 6.

Ομάδα Α’ : 1, 2, 3, 4, 5, 7, 10, 12, 15, 16, 17, 18, 19, 21, 30, 32, 36
Ομάδα Β’ : 6, 8, 9, 11, 13, 14, 20, 22, 23, 24, 26, 28, 29, 31, 33, 34, 35, 37
Ομάδα Γ’ : 25, 27, 38, 39, 40

Άσκηση 6.1. Έστω A =

2 2 1
1 3 1
1 2 2

 ∈ R3×3.

a. Βρείτε το ελάχιστο πολυώνυμο του A.

b. Εξετάστε αν ο A είναι διαγωνίσιμος.

c. Δείξτε ότι ο A είναι αντιστρέψιμος και βρείτε φ(x) ∈ R[x] βαθμού το πολύ 1 με A−1 =
φ(A).

d. Βρείτε ψ(x) ∈ R[x] βαθμού το πολύ 1 με A4 = ψ(A).

Άσκηση 6.2. Υπολογίστε τα χαρακτηριστικά και τα ελάχιστα πολυώνυμα των

A =

2 1 0
0 2 0
0 0 2

 , B =

2 1 0
0 2 1
0 0 2

 ∈ F3×3

και εξετάστε αν οι A,B είναι όμοιοι.

Άσκηση 6.3. Έστω v̂ = (v1, v2, v3) μια διατεταγμένη βάση του R3 και

f : R3 → R3, f(xv1 + yv2 + zv3) = (3x+ y)v1 + (2y + z)v2 + (−x− y + z)v3 .

Βρείτε το ελάχιστο πολυώνυμο της f και εξετάστε αν υπάρχει διατεταγμένη βάση û του R3

τέτοια ώστε (f : û, û) = A, όπου A είναι ο πίνακας της προηγούμενης άσκησης.

Άσκηση 6.4. Θεωρούμε τη γραμμική απεικόνιση f : R2[x] → R2[x], f(φ(x)) = φ′(x) −
2φ(x).

a. Βρείτε το ελάχιστο πολυώνυμο της f και εξετάστε αν η f είναι διαγωνίσιμη.

b. Βρείτε τη διάσταση κάθε ιδιόχωρου της f .

Άσκηση 6.5. Έστω A ∈ Cn×n τέτοιος ώστε (A+ 3n)(A− 4In)(A+ 7In) = 0.Εξετάστε αν ο
A είναι
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a. διαγωνίσιμος ,

b. αντιστρέψιμος .

Άσκηση 6.6. Να καθοριστούν όλοι οιA ∈ R3×3 τέτοιο ώστεA3−3A2+2A = 0 και Tr(A) = 6.

Άσκηση 6.7. Να βρεθεί το χαρακτηριστικό πολυώνυμο και το ελάχιστο πολυώνυμο του

A =


2 5 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 4 2 0
0 0 3 5 0
0 0 0 0 7

 ∈ R5×5.

Εξετάστε αν ο A είναι διαγωνίσιμος.

Άσκηση 6.8. Έστω n > 1.Βρείτε το ελάχιστο πολυώνυμο της γραμμικής απεικόνισης

f : Fn×n → Fn×n, f(A) = At

και εξετάστε αν είναι διαγωνίσιμη.

Άσκηση 6.9. Αν f : V → V είναι μια γραμμική απεικόνιση τέτοια ώστε f3 = f , τότε κάθε
στοιχείο v ∈ V γράφεται κατά μοναδικό τρόπο ως v = v−1 + v0 + v1, όπου vλ ∈ ker(f −
λIn), λ = −1, 0, 1.

Άσκηση 6.10. Δείξτε ότιmA(x) = mAt(x) για κάθε A ∈ Fn×n.

Άσκηση 6.11. Έστω Fn×n και WA ο υπόχωρος του Fn×n που παράγεται από τα στοιχεία An

με n ≥ 0. Δείξτε ότι dimWA = degmA(x).

Άσκηση 6.12. Έστω A,B,C ∈ Fn×n και D =

(
A B
0 C

)
∈ F2n×2n.

a. Δείξτε ότι αν ο D είναι διαγωνίσιμος, τότε οι A και C είναι διαγωνίσιμοι.

b. Ισχύει το αντίστροφο του a.;
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Άσκηση 6.13. Βρείτε το ελάχιστο πολυώνυμο του
1 1 · · · 1
1 1 · · · 1
...

...
...

1 1 · · · 1

 ∈ Fn×n.

Άσκηση 6.14. Δείξτε τα εξής.

a. Αν degmA(x) = degχA(x), τότεmA(x) = (−1)nχA(x).

b. Έχουμε ότιmA(x) = xn − 1 καιmB(x) = (x− 1)n, όπου

A =



0 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 · · · 0
0 0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · 1
1 0 0 0 · · · 0


, B =



1 1 0 0 · · · 0
0 1 1 0 · · · 0
0 0 1 1 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · 1
0 0 0 0 · · · 1


∈ Fn×n.

Άσκηση 6.15. Έστω

A =


1 0 0 0
a 1 0 0
b d 2 0
c e f 2

 ∈ R4×4.

Αποδείξτε ότι ο A είναι διαγωνίσιμος αν και μόνο αν a = f = 0.

Άσκηση 6.16. Έστω

A =

1 k −1
0 1 1
0 0 1

 ∈ C3×3.

a. Βρείτε τις τιμές του k ώστε degmA(x) ≤ 2.

b. Για την τιμή του k που βρήκατε πρίν, υπολογίστε τον A−1 με χρήση τουmA(x).

c. Δείξτε ότι ο Am δεν είναι διαγωνίσιμος για κάθε θετικό ακέραιοm.
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Άσκηση 6.17. Να βρεθούν οι τιμές του c ∈ R τέτοιες ώστε το πολυώνυμο (x− 3)1821(x1821 −
5x+ c) να μηδενίζεται από τον πίνακα

A =

 1 0 0
3 1 −1
−6 0 3

 .

Άσκηση 6.18. Έστω f : Rn → Rn γραμμική απεικόνιση μεmf (x) = x(x− 1)2.Βρείτε όλα τα
a, b, c ∈ R με f1821 + af2 + bf + c · 1Rn = 0.

Άσκηση 6.19. Έστω

A =

a 0 a
0 1 0
0 a −1

 ∈ R3×3.

Για καθεμιά από τις ακόλουθες περιπτώσεις βρείτε όλες τις τιμές του a ∈ R (αν υπάρχουν)
τέτοιες ώστε να αληθεύει η αναγραφόμενη ιδιότητα.

a. Υπάρχει αντιστρέψιμος πίνακας P ∈ R3×3 με P−1AP άνω τριγωνικό.

b. Υπάρχει αντιστρέψιμος πίνακας P ∈ R3×3 με P−1AP διαγώνιο.

c. Ο πίνακας A μηδενίζει το πολυώνυμο (x− 1)(x− 2) · · · (x− 2010).

Άσκηση 6.20. Έστω A ∈ Cn×n τέτοιος ώστε Am = In για κάποιο θετικό ακέραιο m και
Tr(A) = n.Αποδείξτε ότι A = In.

Άσκηση 6.21. ΈστωA,B ∈ R2×2 μεA 6= I2, B 6= −I2, A3−A2+A−I2, B3+B2+B+I2 =
0.

a. Να δειχθεί ότι οι A,B έχουν το ίδιο ελάχιστο πολυώνυμο.

b. Αληθεύει ότι έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυμο ;

c. Εξετάστε αν οι A,B είναι τριγωνίσιμοι.

Άσκηση 6.22. Έστω A ∈ R3×3 με A2 − 9A+ 20I3 = 0.Δείξτε ότι ισχύει ακριβώς μία από τις
ακόλουθες περιπτώσεις

A = 4I3 ή A = 5I3 ή A όμοιος με τον diag(4, 4, 5) ή A όμοιος με τον diag(4, 5, 5).

114



Άσκηση 6.23. Έστω Ai ∈ R3×3, i = 1, · · · , 5, με A2
i − 9Ai + 20I3 = 0. Δείξτε ότι δύο από

τους Ai είναι όμοιοι.

Άσκηση 6.24. Έστω f, g : V → V δύο γραμμικές απεικόνισεις τέτοιες ώστε

μ.κ.δ.(mf (x),mg(x)) = 1.

a. Δείξτε ότι η γραμμική απεικόνισηmg(f) : V → V είναι ισομορφισμός.

b. Δείξτε ότι αν ker f 6= {0V }, τότε ker g = {0V }.

Άσκηση 6.25. Έστω

A =


0 0 · · · 0 −a0
0 0 · · · 0 −a1
0 0 · · · 0 −a3
...

...
...

...
0 0 · · · 1 −an−1

 ∈ Fn×n.

Στην άσκηση 3.17, είδαμε ότι χA(x) = (−1)n(xn+an−1x
n−1+ · · ·+a0).Δείξτε ότιmA(x) =

(−1)nχA(x).

Άσκηση 6.26. Έστω A ∈ Fn×n και φ(x) ∈ F[x].Δείξτε ότι

ο φ(A) είναι αντιστρέψιμος αν και μόνο αν μ.κ.δ.(φ(x),mA(x)) = 1.

Άσκηση 6.27. ΈστωA ∈ Rn×n ένας αντιστρέψιμος,τριγωνίσιμος πίνακας τέτοιος ώστεmA(x) =
mA2(x). Δείξτε ότι (A− In)n = 0.

Άσκηση 6.28. a. Έστω A,B ∈ C2×2 τέτοιοι ώστε mA(x) = mB(x).Δείξτε ότι οι A,B
είναι όμοιοι.

b. Έστω

C =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 , D =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ∈ C4×4.

Δείξτε ότι χC(x) = χD(x) καιmC(x) = mD(x), αλλά οι πίνακες C,D δεν είναι όμοιοι.

Άσκηση 6.29. ΈστωA ∈ Fn×n.Θεωρούμε τη γραμμική απεικόνισηRA : Fn×n → Fn×n, RA(B) =
BA. Δείξτε τα εξής.
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a. Αν σ(x) ∈ F[x], τότε σ(RA)(B) = Bσ(A) για κάθε B ∈ Fn×n, και

b. Αληθεύει ότι χRA
(x) = χA(x) ;

Άσκηση 6.30. Έστω A,B ∈ Fn×n.Ξέρουμε ότι χAB(x) = χBA(x) (βλ. άσκηση 3.27).Αλη-
θεύει ότιmAB(x) = mBA(x) ;

Άσκηση 6.31. Εξετάστε ποιες από τις ακόλουθες προτάσεις είναι σωστές.Σε κάθε περίπτωση
δώστε μια απόδειξη ή ένα αντιπαράδειγμα.

a. Υπάρχει A ∈ R4×4 με χA(x) = (x− 1)(x+ 1)3 καιmA(x) = (x− 1)2(x+ 1).

b. Έστω A ∈ Cn×n τέτοιος ώστε A5 + 5A+ In = 0.Τότε ο A είναι διαγωνίσιμος.

c. Υπάρχει A ∈ R3×3 με mA(x) = (x − 1)(x − 3) και A όμοιο με πίνακα της μορφής∗ 0 ∗
∗ 2 ∗
∗ 0 ∗

 ;

Άσκηση 6.32. Αν f : V → V είναι διαγωνίσιμη γραμμική απεικόνιση και U είναι f - αναλλοί-
ωτος υπόχωρος του V , τότε ο περιορισμός της f στο U είναι διαγωνίσιμη.

Άσκηση 6.33. Έστω A ∈ Fn×n με detA = 0.Δείξτε ότι υπάρχει μη μηδενικός B ∈ Fn×n με
AB = BA = 0.

Άσκηση 6.34. Έστω A,B ∈ Fn×n τέτοιοι ώστε A3 = A και B3 = B.Δείξτε τα εξής.

a. Ο A είναι διαγωνίσιμος και rank(A) = Tr(A2).

b. Οι A,B ∈ Fn×n είναι όμοιοι αν και μόνο αν rank(A) = rank(B) και Tr(A) = Tr(B).

Άσκηση 6.35. Έστω A,B ∈ Fn×n με A2 − 3A = B2 − 3B = 0.Δείξτε τα εξής :

a. Αν Tr(A) = Tr(B), τότε οι A,B είναι όμοιοι.

b. Αν AB = BA, τότε ο φ(A+B) είναι διαγωνίσιμος για κάθε φ(x) ∈ F[x].
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Άσκηση 6.36. Έστω A ∈ R4×4 με χA(x) = x2(x − 1)(x − 2).Δείξτε ότι αν AX = AY = 0,

όπου X =


1
1
0
0

 και Y =


0
1
1
0

, τότε A3 = 3A2 − 2A.

Άσκηση 6.37. Έστω A,B ∈ C6×6 με mA(x) = (x − 1)(x − 2) και χB(x) = (x − 3)4(x −
4)2.Δείξτε ότι αν VA(1) ⊆ VB(3) και VA(2) ⊆ VB(4), τότε AB = BA.

Άσκηση 6.38. Έστω A,B ∈ Cn×n τέτοιοι ώστε AB = BA, A1821 = B1821 = In.Τότε
A+B + In είναι διαγωνίσιμος και αντιστρέψιμος.

Άσκηση 6.39. Δείξτε ότι ένας πίνακας A ∈ Fn×n είναι διαγωνίσιμος αν και μόνο αν υπάρχουν
ai ∈ F και Pi ∈ Fn×n με A = a1P1 + · · ·+ akPk, P

2
i = Pi, PiPj = PjPi για κάθε i, j.

Άσκηση 6.40. Έστω A,B ∈ Fn×n.Δείξτε ότι mAB(x) = mBA(x) ή mAB(x) = xmBA(x) ή
mBA(x) = xmAB(x).

Άσκηση 6.41 (Επαναληπτική άσκηση κατανόησης). Εξετάστε ποιες από τις ακόλουθες προτά-
σεις αληθεύουν. Σε κάθε περίπτωση δώστε μια απόδειξη ή ένα αντιπαράδειγμα. Έστω A ∈
Fn×n.

a. Am = 0 για κάποιο θετικό ακέραιοm ⇔ An = 0.

b. A αντιστρέψιμος⇔ mA(0) 6= 0.

c. Αν A2 = 4A, τότε ο A είναι διαγωνίσιμος.

d. Αν B ∈ F2n×2n, B =

(
A 0
0 A

)
.ΤότεmB(x) = mA(x).

e. Αν ο A είναι αντιστρέψιμος, τότεmAB(x) = mBA(x) για κάθε B ∈ Fn×n.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7

ΤΟ ΣΥΝΗΘΕΣ ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ ΣΤΟ Rn ΚΑΙ Cn

7.1 Το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο

Ορισμός 7.1.1. Η απεικόνιση

〈·, ·〉 : Rn × Rn → R, 〈u, v〉 = u1v1 + · · ·+ unvn,

όπου u = (u1, . . . , un) και v = (v1, . . . , vn), λέγεται το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο του Rn.

• Αν u = (u1, . . . , un) ∈ Rn, το μήκος του u είναι:

|u| =
√
u21 + · · ·+ u2n =

√
〈u, u〉.

• Τα u, v λέγονται κάθετα (ορθογώνια) αν 〈u, v〉 = 0.

Παρατήρηση 7.1.1. Για n = 2, αποδεικνύεται ότι:

cosϑ =
〈u, v〉
|u| · |v|

,

όπου ϑ είναι η γωνία μεταξύ των διανυσμάτων u και v. Επομένως, cosϑ = 0 αν και μόνο αν

〈u, v〉 = 0.



u⃗

v⃗

θ

Παράδειγμα 7.1.1. Έστω u, v ∈ R3 με u = (1, 1, 2) και v = (−1,−1, 1). Τότε:

〈u, v〉 = (−1) · 1 + (−1) · 1 + 1 · 2 = 0,

δηλαδή τα u, v είναι κάθετα.

Ιδιότητες 7.1.1. Για οποιαδήποτε διανύσματα u, v, w ∈ Rn και a ∈ R ισχύουν οι παρακάτω
ιδιότητες του εσωτερικού γινομένου:

i. 〈u+ v, w〉 = 〈u,w〉+ 〈v, w〉,

ii. 〈u, v + w〉 = 〈u, v〉+ 〈u,w〉,

iii. 〈au, v〉 = a〈u, v〉,

iv. 〈u, av〉 = a〈u, v〉,

v. 〈u, v〉 = 〈v, u〉,

vi. 〈u, u〉 ≥ 0 και 〈u, u〉 = 0 ⇔ u = 0.

Απόδειξη. Η απόδειξη των παραπάνω ιδιοτήτων είναι απλή άσκηση και αφήνεται στον αναγνώ-
στη (ναι, σε σένα).

Παράδειγμα 7.1.2. Έστω u, v ∈ Rn δύο κάθετα διανύσματα. Να αποδειχθούν τα εξής:

i. |u+ v|2 = |u|2 + |v|2,

ii. Αν |u| = |v|, τότε τα διανύσματα u+ v και u− v είναι κάθετα μεταξύ τους.

Απόδειξη. i. Υπολογίζουμε:

|u+ v|2 = 〈u+ v, u+ v〉 = 〈u, u〉+ 〈u, v〉+ 〈v, u〉+ 〈v, v〉.

Εφόσον u ⊥ v ⇒ 〈u, v〉 = 〈v, u〉 = 0, επομένως:

|u+ v|2 = |u|2 + |v|2.
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ii. Υπολογίζουμε:

〈u+ v, u− v〉 = 〈u, u〉 − 〈u, v〉+ 〈v, u〉 − 〈v, v〉.

Αφού u ⊥ v και |u| = |v|, προκύπτει:

〈u+ v, u− v〉 = |u|2 − |v|2 = 0.

Άρα u+ v και u− v είναι κάθετα.

Υπενθύμιση 7.1.1. Το σύνολο των μιγαδικών αριθμών ορίζεται ως:

C =
{
a+ bi | a, b ∈ R, i2 = −1

}
.

• Κάθε z ∈ C γράφεται μοναδικά ως z = a+ bi, με a, b ∈ R.

• Ο συζυγής του z = a+ bi είναι z = a− bi.

• Το μέτρο του z είναι |z| =
√
a2 + b2.

• Επιπλέον ιδιότητες:

|z|2 = z · z, z1 + z2 = z1 + z2, z1 · z2 = z1 · z2.

Ορισμός 7.1.2. Το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο στο Cn είναι η απεικόνιση:

〈·, ·〉 : Cn × Cn → C, 〈u, v〉 = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn,

όπου u = (u1, . . . , un) και v = (v1, . . . , vn).

• Το μήκος του u είναι |u| =
√
|u1|2 + · · ·+ |un|2 =

√
〈u, u〉.

• Τα u, v λέγονται κάθετα αν 〈u, v〉 = 0.

Παράδειγμα 7.1.3. Αν u = (1, i) και v = (−1, i), τότε:

〈u, u〉 = 1 · 1 + i · i = 1 + 1 = 2, 〈u, v〉 = 1 · (−1) + i · i = −1 + 1 = 0.

Άρα τα διανύσματα u, v είναι κάθετα.

Ιδιότητες 7.1.2. Για οποιαδήποτε διανύσματα u, v, w ∈ Cn και a ∈ C ισχύουν τα παρακάτω:
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i. 〈u+ v, w〉 = 〈u,w〉+ 〈v, w〉

ii. 〈u, v + w〉 = 〈u, v〉+ 〈u,w〉

iii. 〈au, v〉 = a〈u, v〉

iv. 〈u, av〉 = a〈u, v〉

v. 〈u, v〉 = 〈v, u〉

vi. 〈u, u〉 ≥ 0 και 〈u, u〉 = 0 ⇔ u = 0

Απόδειξη. Ενδεικτικά θα αποδείξουμε την ιδιότητα iv.

Έστω u = (u1, . . . , un) και v = (v1, . . . , vn) διανύσματα στο Cn. Τότε:

av = (av1, . . . , avn),

και:
〈u, av〉 = u1av1 + · · ·+ unavn = a(u1v1 + · · ·+ unvn) = a〈u, v〉.

7.2 Ορθοκανονικές Βάσεις

7.2.1 Ορθοκανονικές βάσεις και μέθοδος Gram–Schmidt

Ορισμός 7.2.1. Έστω V ⊆ Fn. Μια βάση {v1, . . . , vm} του V λέγεται ορθοκανονική αν ισχύ-
ουν:

i. |vi| = 1 για κάθε i = 1, . . . ,m

ii. 〈vi, vj〉 = 0 για κάθε i 6= j

Παράδειγμα 7.2.1. Για V = R2, η συνήθης βάση ê = {e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)} είναι ορθοκα-
νονική. Ομοίως η βάση {(

−
√
2

2
,

√
2

2

)
,

(√
2

2
,

√
2

2

)}
είναι ορθοκανονική βάση του R2 (δείξτε γιατί).

Τα παραδείγματα αυτά μπορούν να γενικευτούν ως εξής:
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Για κάθε γωνία φ, τα διανύσματα u = (cosφ, sinφ) και v = (− sinφ, cosφ) αποτελούν
ορθοκανονική βάση του R2.

Πράγματι:

|u| =
√
cos2 φ+ sin2 φ = 1, |v| =

√
sin2 φ+ cos2 φ = 1,

και:
〈u, v〉 = cosφ · (− sinφ) + sinφ · cosφ = 0.

Παρατήρηση 7.2.1. Έστω {v1, v2, · · · , vm} ορθοκανονική βάση του V και v ∈ V . Τότε υπάρ-
χουν μοναδικά ai ∈ F, i = 1, · · · ,m με

v = a1v1 + · · ·+ amvm.

Ισχύει ότι
ai = 〈v, vi〉.

Πράγματι, έχουμε ότι

〈v, vi〉 =
m∑
j=1

aj〈vj , vi〉 = ai.

Πρόταση 7.2.1. Κάθε μη μηδενικός υπόχωρος του R2 έχει ορθοκανονική βάση.

Απόδειξη. Έστω V ≤ R2. Από θεώρημα ύπαρξης βάσης γνωρίζουμε ότι υπάρχει βάση {u1, u2}
του V . Ορίζοντας

v1 = u1

και
v2 = u2 − proju1

u2

όπου proju1
u2 η προβολή του u2 στο u1, προκύπτει ότι v1, v2 είναι κάθετα και μάλιστα{

v1
|v1|

,
v2
|v2|

}
είναι ορθοκανονική βάση του V .
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u1

u2u2 − proju1
u2

proju1
u2

Στη συνέχεια θα μελετήσουμε τη μέθοδο Gram-Schmidt και θα δούμε ότι το παραπάνω αποτέ-
λεσμα γενικεύεται σε κάθε υπόχωρο του Rn.

Μέθοδος Ορθοκανονικοποίησης Gram-Schmidt

Θα περιγράψουμε αρχικά τη μέθοδο για n = 3. Έστω V ≤ F3 και {u1, u2, u3} βάση του
V . Ορίζουμε τα εξής στοιχεία στο V :

i. v1 = u1

ii. v2 = u2 −
〈u2, v1〉
|v1|2

· v1, όπου projv1u2 =
⟨u2,v1⟩
|v1|2 · v1

iii. v3 = u3 −
〈u3, v2〉
|v2|2

· v2 −
〈u3, v1〉
|v1|2

· v1, όπου οι όροι είναι οι αντίστοιχες προβολές

Τότε έχουμε ότι {
v1
|v1|

,
v2
|v2|

,
v3
|v3|

}
είναι ορθοκανονική βάση του V (δείξτε γιατί).

v3

w3

u3

Εικόνα για n = 3.
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ΓενικήΠερίπτωση. Έστω {u1, · · · , um} βάση του V και ορίζουμε αναδρομικά v1, · · · , vm
ως εξής:

v1 = u1 και vi = ui −
i−1∑
j=1

〈ui, vj〉
|vj |2

· vj , για κάθε i ≥ 2.

Τότε: {
v1
|v1|

, · · · , vm
|vm|

}
είναι ορθοκανονική βάση του V .

Θεώρημα 7.2.1. Κάθε μη μηδενικός υπόχωρος του Fn έχει ορθοκανονική βάση.

Απόδειξη. Έστω V ≤ Fn. Από το θεώρημα ύπαρξης βάσης υπάρχει βάση {u1, · · · , um} του V .
Τώρα εφαρμόζουμε σε αυτή τη μέθοδο Gram-Schmidt και προκύπτει το ζητούμενο αποτέλεσμα.

Παράδειγμα 7.2.2. Να βρεθεί ορθοκανονική βάση του V =
{
(x, y, z) ∈ R3 | x+ y + z = 0

}
.

Απόδειξη. Πρώτα βρίσκουμε μια βάση του V :

V = {(x, y,−x− y) | x, y ∈ R}

= {x · (1, 0,−1) + y · (0, 1,−1) | x, y ∈ R}

= 〈(1, 0,−1), (0, 1,−1)〉.

Άρα {u1, u2} είναι βάση του V , με u1 = (1, 0,−1) και u2 = (0, 1,−1). Εφαρμόζουμε Gram-
Schmidt:

v1 = u1 = (1, 0,−1), και v2 = u2 −
〈u2, v1〉
|v1|2

· v1 =
(
−1

2
, 1,−1

2

)
.

Τελικά, η ορθοκανονική βάση είναι:{
v1
|v1|

,
v2
|v2|

}
, όπου

v1
|v1|

=
1√
2
(1, 0,−1),

v2
|v2|

=
1√
6
(−1, 2,−1).
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Παράδειγμα 7.2.3. Να βρεθεί ορθοκανονική βάση του V = 〈a, b, c〉, όπου

a = (1, 1, 1, 1), b = (1, 1, 1,−1) και c = (3, 3, 3,−1).

Απόδειξη. Για την εύρεση βάσης τουV θα εφαρμόσουμε γραμμοπράξεις στον πίνακα των a, b, c:1 1 1 1
1 1 1 −1
3 3 3 −1

 −→

1 1 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 .

Έτσι συμπεραίνουμε πως {u1, u2} είναι βάση του V , όπου u1 = (1, 1, 1, 0) και u2 = (0, 0, 0, 1).
Στο συγκεκριμένο παράδειγμα έχουμε ήδη ότι 〈u1, u2〉 = 0, άρα δεν χρειάζεται εφαρμογή της
Gram-Schmidt. Τότε v1 = u1 και v2 = u2, και έχουμε πως:

v1
|v1|

=
1√
3
(1, 1, 1, 0),

v2
|v2|

= (0, 0, 0, 1)

είναι ορθοκανονική βάση του V .

7.2.2 Ορθογώνιο συμπλήρωμα υπόχωρου του Fn

Ορισμός 7.2.2. Έστω V ≤ Fn. Το ορθογώνιο συμπλήρωμα του V είναι το σύνολο

V ⊥ = {u ∈ Fn | 〈u, v〉 = 0, για κάθε v ∈ V } .

Πρόταση 7.2.2. Το V ⊥ είναι υπόχωρος του Fn.

Απόδειξη. Αρχικά, V ⊥ 6= ∅, αφού OFn ∈ V ⊥. Έστω u1, u2 ∈ V ⊥, δηλαδή ισχύει ότι

〈u1, v〉 = 〈u2, v〉 = 0

για κάθε v ∈ V . Τότε:
〈u1 − u2, v〉 = 〈u1, v〉 − 〈u2, v〉 = 0,

άρα u1 − u2 ∈ V ⊥. Επίσης, αν u ∈ V ⊥ και λ ∈ F, τότε:

〈λu, v〉 = λ〈u, v〉 = 0,

άρα λu ∈ V ⊥.
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Παράδειγμα 7.2.4.

V

V ⊥

V

V ⊥

Πρόταση 7.2.3. Έστω V ≤ Fn. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

i. Fn = V ⊕ V ⊥,

ii. dimV ⊥ = n− dimV ,

iii. Αν V ≤ U , τότε U⊥ ≤ V ⊥,

iv. (V ⊥)⊥ = V .

Απόδειξη. i. Θα δείξουμε ότι Fn = V + V ⊥ και ότι V ∩ V ⊥ = {0}. Από το Θεώρη-
μα 7.2.1, υπάρχει ορθοκανονική βάση {v1, · · · , vm} του V (αν V = {0}, το ζητούμενο
είναι άμεσο).

Έστω w ∈ Fn. Θεωρούμε w = v + (w − v), όπου v =
m∑
i=1

〈w, vi〉 · vi ∈ V . Τότε

w − v ∈ V ⊥, αφού:

〈w − v, vi〉 = 〈w, vi〉 − 〈v, vi〉 = 〈w, vi〉 −
∑

〈w, vt〉〈vt, vi〉 = 〈w, vi〉 − 〈w, vi〉 = 0.

Άρα w − v ∈ V ⊥. Τέλος, αν v ∈ V ∩ V ⊥, τότε 〈v, v〉 = 0 ⇔ v = 0, επομένως
V ∩ V ⊥ = {0}.

ii. Έπεται άμεσα από το (i), αφού n = dim(V ⊕ V ⊥) = dimV + dimV ⊥.

iii. Έπεται άμεσα από τον ορισμό. Ανw ∈ Fn με 〈w, u〉 = 0 για κάθε u ∈ U , τότε 〈w, v〉 = 0
για κάθε v ∈ V , άρα w ∈ V ⊥.
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iv. Αφού για κάθε v ∈ V έχουμε 〈v, u〉 = 0 για κάθε u ∈ V ⊥, έχουμε ότι V ⊆ (V ⊥)⊥.
Επίσης:

dim(V ⊥)⊥ = n− dimV ⊥ = n− (n− dimV ) = dimV,
άρα προκύπτει ότι (V ⊥)⊥ = V .

Τρόπος εύρεσης του V ⊥

Πρόταση 7.2.4 (Επέκταση ορθοκανονικής βάσης). Έστω V ≤ Fn. Από το Θεώρημα 7.2.1
υπάρχει ορθοκανονική βάση του V , {v1, · · · , vm}. Τότε υπάρχει ορθοκανονική βάση του Fn

της μορφής {v1, · · · , vm, vm+1, · · · , vn}.

Απόδειξη. Έστω {v1, · · · , vm} ορθοκανονική βάση του V . Από το θεώρημα επέκτασης βάσης
προκύπτει ότι

{v1, · · · , vm, u1, · · · , uk}
είναι μία βάση του Fn. Εφαρμόζουμε Gram-Schmidt στη βάση αυτή, και προκύπτει η ορθοκα-
νονική βάση

{v1, · · · , vm, vm+1, · · · , vn}
του Fn.

Με τους παραπάνω συμβολισμούς παρατηρούμε ότι {v1, · · · , vm} είναι μία ορθοκανονική
βάση του V και {vm+1, · · · , vn} μία ορθοκανονική βάση του V ⊥, από την Πρόταση 7.2.4.

Συνοπτικά, ένας τρόπος εύρεσης μίας ορθοκανονικής βάσης του V ⊥ είναι ο εξής:

i. Θεωρούμε B = {u1, · · · , um} μία βάση του V .

ii. Εφαρμόζουμε Gram-Schmidt στη βάση B, και προκύπτει η

B′ = {v1, · · · , vm}

μία ορθοκανονική βάση του V .

iii. Επεκτείνουμε την B′ στη

B′′ = {v1, · · · , vm, w1, · · · , wk},

μία βάση του Fn.

iv. Εφαρμόζουμε Gram-Schmidt στη βάση B′′, και προκύπτει {v1, · · · , vn}, μία ορθοκανο-
νική βάση του Fn. Τότε το σύνολο

W = {vm+1, · · · , vn}

είναι ορθοκανονική βάση του V ⊥.
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7.3 Ερμιτιανοί και μοναδιαίοι πίνακες

7.3.1 Ο πίνακας A∗, σύνηθες εσωτερικό γινόμενο και γινόμενο πινάκων

Ορισμός 7.3.1. Έστω πίνακας A = (aij) ∈ Cn×n. Ο πίνακας

A = (aij)

ονομάζεται συζυγής πίνακας του A και ο

A∗ =
(
A
)t

ο αναστροφοσυζυγής πίνακας του A.

Παράδειγμα 7.3.1. Θεωρούμε τον πίνακα

A =

(
2− i 4
5 + 2i 0

)
∈ C2×2.

Τότε:

A =

(
2 + i 4
5− 2i 0

)
, A∗ =

(
2 + i 5− 2i
4 0

)
.

Θα θεωρούμε συχνά το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο να ορίζεται σε στήλες, δηλαδή 〈·, ·〉 : Cn×1×
Cn×1 → C. Αν

X =

x1...
xn

 , Y =

y1...
yn

 ∈ Cn×1,

τότε:

〈X,Y 〉 =
n∑

i=1

xiyi.

Παρατηρούμε ότι 〈X,Y 〉 = Xt · Y .

Λήμμα 7.3.1. Έστω πίνακας A ∈ Cn×n. Τότε ισχύουν:

i. Για κάθε X,Y ∈ Cn×1, ισχύει 〈AX, Y 〉 = 〈X,A∗Y 〉.

ii. Αν 〈AX, Y 〉 = 0 για κάθε X,Y ∈ Cn×1, τότε A = 0.
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Απόδειξη. i. Έχουμε:
〈AX, Y 〉 = (AX)t · Y .

Επίσης:
〈X,A∗Y 〉 = Xt ·A∗Y = Xt ·At · Y = (AX)t · Y .

Άρα τα δύο είναι ίσα.

ii. Έστω X = Ei και Y = Ej , όπου Ek είναι η k-οστή μοναδιαία στήλη. Τότε:

〈AX, Y 〉 = 〈AEi, Ej〉 = aji.

Αφού αυτό είναι μηδέν για κάθε i, j, συμπεραίνουμε ότι όλα τα στοιχεία του A είναι
μηδενικά, άρα A = 0.

7.3.2 Ερμιτιανοί Πίνακες

Ορισμός 7.3.2. Ένας πίνακας A ∈ Cn×n λέγεται Ερμιτιανός αν A∗ = A.

Παρατήρηση 7.3.1. i. Ένας πίνακαςA ∈ Rn×n είναι Ερμιτιανός αν και μόνο αν είναι συμ-
μετρικός.

ii. Ένας πίνακας A = (aij) ∈ Cn×n είναι Ερμιτιανός αν και μόνο αν aii = aii και aij = aji
για κάθε i 6= j.

Παράδειγμα 7.3.2. i. Ο πίνακας

A =

(
2 4− 5i

4 + 5i 6

)
είναι Ερμιτιανός, αφού

A∗ = (A)t =

(
2 4− 5i

4 + 5i 6

)
= A.

ii. Ο πίνακας

B =

(
2 4− 3i

4 + 5i 6

)
δεν είναι Ερμιτιανός, αφού

B∗ =

(
2 4− 5i

4 + 3i 6

)
6= B.
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Ιδιότητες 7.3.1. Έστω Ερμιτιανός πίνακας A ∈ Cn×n. Ισχύουν τα εξής:

i. Κάθε ιδιοτιμή του A είναι πραγματικός αριθμός.

ii. Τα ιδιοδιανύσματα τουA που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιμές είναι κάθετα μεταξύ
τους.

Απόδειξη. i. Έστω λ ∈ C ιδιοτιμή του A και X αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα, δηλαδή AX =
λX με X 6= 0. Τότε:

〈AX,X〉 = 〈λX,X〉 = λ〈X,X〉.

Από το Λήμμα 7.3.1, έχουμε:

〈AX,X〉 = 〈X,A∗X〉 = 〈X,AX〉 = 〈X,λX〉 = λ〈X,X〉.

Άρα:
(λ− λ)〈X,X〉 = 0.

Εφόσον X 6= 0, τότε 〈X,X〉 6= 0, και επομένως λ = λ, δηλαδή λ ∈ R.

ii. Έστω λ, µ ιδιοτιμές του A με λ 6= µ και X,Y αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα, δηλαδή:

AX = λX, AY = µY.

Τότε:
〈AX, Y 〉 = 〈λX, Y 〉 = λ〈X,Y 〉,

και επίσης:

〈AX, Y 〉 = 〈X,A∗Y 〉 = 〈X,AY 〉 = 〈X,µY 〉 = µ〈X,Y 〉.

Από το (i), ξέρουμε ότι µ ∈ R, άρα µ = µ. Τότε:

(λ− µ)〈X,Y 〉 = 0.

Αφού λ 6= µ, έπεται 〈X,Y 〉 = 0, δηλαδή τα X,Y είναι κάθετα.

Αφήνεται στον αναγνώστη να συγκρίνει την Ιδιότητα 7.3.1 (ii) με τη γνωστή ιδιότητα ενός
αυθαίρετου πίνακα, σύμφωνα με την οποία σε διακεκριμένες ιδιοτιμές αντιστοιχούν γραμμικά
ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα.
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7.3.3 Μοναδιαίοι Πίνακες

Ορισμός 7.3.3. Ένας πίνακας A ∈ Cn×n λέγεται μοναδιαίος αν A ·A∗ = A∗ ·A = In.

Παρατήρηση 7.3.2. Έστω πίνακας A ∈ Cn×n.

i. Ο A είναι μοναδιαίος αν και μόνο αν είναι αντιστρέψιμος και A−1 = A∗.

ii. Ο A είναι μοναδιαίος αν και μόνο αν A ·A∗ = In ⇔ A∗ ·A = In.

iii. Αν A ∈ Rn×n είναι μοναδιαίος αν και μόνο αν είναι αντιστρέψιμος και A−1 = At.

Παράδειγμα 7.3.3. i. Ο ταυτοτικός πίνακας In είναι μοναδιαίος πίνακας.

ii. Ο πίνακας Aφ =

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
είναι μοναδιαίος, αφού AφA

t
φ = I2. Επίσης παρα-

τηρήστε ότι γεωμετρικά ο πίνακας Aφ παριστάνει τη στροφή του επιπέδου κατά γωνία φ
μοιρών.

iii. Ο πίνακας A =

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 είναι μοναδιαίος, αφού ισχύει ότι A = At και A ·At = I3.

iv. Ο πίνακας A =

(
2 −1
1 2

)
δεν είναι μοναδιαίος, αφού A ·At = 5I2. Παρατηρήστε όμως

ότι ο πίνακας 1√
5
·A είναι μοναδιαίος.

Πρόταση 7.3.1. Έστω μοναδιαίοι πίνακες A,B ∈ Cn×n. Τότε ισχύουν τα παρακάτω.

i. | detA| = 1,

ii. οι πίνακες AB και AB−1 είναι μοναδιαίοι.

iii. Ο πίνακας
(
1 O

O A

)
∈ C(n+1)×(n+1) είναι μοναδιαίος.

Απόδειξη. i. Αφού ο A είναι μοναδιαίος έχουμε την εξής σχέση A · A∗ = In, επομένως
ισχύει ότι

detA · detA∗ = detA · detA = detA · detA = | detA|2 = 1 ⇔ | detA| = 1.
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ii. Αφού οι πίνακες A,B είναι μοναδιαίοι, έχουμε ότι

(AB)(AB)∗ = ABB∗A∗ = AA∗ = In.

Ομοίως αποδεικνύουμε ότι
(AB)∗(AB) = In.

Συνεπώς ο πίνακας AB είναι μοναδιαίος. Επίσης παρατηρούμε ότι ισχύει

B∗B = In ⇔ B−1(B−1)∗ = In,

άρα ο πίνακας B−1 είναι μοναδιαίος και εφαρμόζοντας το παραπάνω αποτέλεσμα έχουμε
ότι AB−1 είναι μοναδιαίος.

iii. Το αποτέλεσμα προκύπτει άμεσα παρατηρώντας ότι(
1 O

O A

)∗
=

(
1 O

O A∗

)
.

Θεώρημα 7.3.1 (Χαρακτηρισμός μοναδιαίων πινάκων). Έστω πίνακαςA ∈ Cn×n. Τα ακόλου-
θα είναι ισοδύναμα.

i. Ο A είναι μοναδιαίος.

ii. 〈AX,AY 〉 = 〈X,Y 〉, για κάθε X,Y ∈ Cn×1.

iii. Οι στήλες του A είναι ορθοκανονική βάση του Cn×1.

iv. Οι γραμμές του A είναι ορθοκανονική βάση του Cn×1.

v. |AX| = |X|, για κάθε X ∈ Cn×1.

Απόδειξη. • i. ⇒ ii. Ο A είναι μοναδιαίος, άρα ισχύει ότι A∗ ·A = In. Έτσι έχουμε ότι

〈AX,AY 〉 = 〈X,A∗ ·AY 〉 = 〈X,Y 〉.

• ii. ⇒ iii. Για X = Ei και Y = Ej έχουμε ότι 〈AEi, AEj〉 = 〈Ei, Ej〉. Άρα προκύπτει
ότι

〈A(i), A(j)〉 =

{
1 αν i = j

0 αν i 6= j

δηλαδή οι στήλες του A είναι ορθοκανονική βάση του Cn×1.
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• iii. ⇒ iv. Ισχύει ότι 〈A(i), A(j)〉 = δij , όπου

δij =

{
1 αν i = j

0 αν i 6= j

Άρα από τον πολλαπλασιασμό πινάκων έχουμε ότιAt ·A = In, δηλαδή A∗ ·A = In, άρα
〈Ai, Aj〉 = δij , όπου Ai είναι η i-γραμμή του A.

• iv. ⇒ i. Είναι άμεσο ότι αν 〈Ai, Aj〉 = δij , τότε ισχύει ότι A ·A∗ = In.

• ii. ⇒ v. Το ζητούμενο είναι άμεσο εφαρμόζοντας τη σχέση για X = Y .

• v. ⇒ ii. Έχουμε ότι |AX| = |X| για κάθε X ∈ Cn×1. Αν X,Y ∈ Cn×1 τυχαία, τότε
ισχύει ότι

|A(X + Y )| = |X + Y |

Έχουμε λοιπόν διαδοχικά:

|A(X + Y )|2|X + Y |2

⇐⇒ 〈A(X + Y ), A(X + Y )〉 = 〈X + Y,X + Y 〉

⇐⇒ |AX|2 + 2〈AX,AY 〉+ |AY |2 = |X|2 + 2〈X,Y 〉+ |Y |2

⇐⇒ 〈AX,AY 〉+ 〈AY,AX〉 = 〈X,Y 〉+ 〈Y,X〉 (α)

Αντικαθιστούμε Y με iY , τότε:

〈AX, iAY 〉+ 〈iAY,AX〉 = 〈X, iY 〉+ 〈iY,X〉

⇐⇒ − i〈AX,AY 〉+ i〈AY,AX〉 = −i〈X,Y 〉+ i〈Y,X〉 (β)

Προσθέτοντας τις (α) και i·(β), έπεται το ζητούμενο.

Αφού αποδείξαμε το θεώρημα, ας κάνουμε κάποια σχόλια σχετικά με αυτό.

i. Η ιδιότητα v. του θεωρήματος εκφράζει ότι ένας μοναδιαίος πίνακας διατηρεί το μήκος
κάθε διανύσματος.
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x

y

X

A

x

y

AX

Διατήρηση μήκους διανύσματος.

ii. Η ιδιότητα ii. του θεωρήματος δείχνει ότι διατηρείται και η γωνία μεταξύ δύο διανυσμά-
των: αν ορίζεται

cosϑ =
〈X,Y 〉
|X| · |Y |

τότε ισχύει ότι cosϑ δεν αλλάζει με εφαρμογή μοναδιαίου πίνακα.

x

y

X
Y

ϑ

A

x

y

AX

AY

ϑ

Διατήρηση γωνίας διανυσμάτων.

Πόρισμα 7.3.1. Κάθε ιδιοτιμή μοναδιαίου πίνακα έχει μέτρο 1.

Απόδειξη. Έστω A ∈ Cn×n μοναδιαίος πίνακας. Το ζητούμενο είναι άμεσο κάνοντας χρήση
του Θεωρήματος 7.3.1 v. για ένα οποιοδήποτε ιδιοδιάνυσμα X ∈ Cn×1 του πίνακα A.
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7.4 Ασκήσεις Κεφαλαίου 7.

Ομάδα Α’ : 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 10, 11, 13
Ομάδα Β’ : 6, 9, 12, 14, 16, 17, 18, 19
Ομάδα Γ’ : 15

Άσκηση 7.1. Έστω u, v ∈ Rn.

a. Αν 〈u, v〉 = 0, τότε |u+v|2 = |u|2+ |v|2.Όταν n = 2, η ισότητα εκφράζει το Πυθαγόρειο
Θεώρημα.

b. Αν |u| = |v|, τότε τα u + v, u − v είναι κάθετα.Όταν n = 2, η ισότητα αυτή λέει ότι οι
διαγώνιοι ρόμβου τέμνονται κάθετα.

c. |u + v|2 + |u − v|2 = 2|u|2 + 2|v|2.Δώστε μια γεωμετρική ερμηνεία της σχέσης αυτής
όταν n = 2.

Άσκηση 7.2. a. Να βρεθεί μια ορθοκανονική βάση του R3 που περιέχει το διάνυσμα u =
1/

√
2(1, 0, 1).

b. Να βρεθεί μια ορθοκανονική βάση τουR3 που περιέχει τα διανύσματα u1 = 1/
√
5(1, 0, 2)

και u2 = (0, 1, 0).

Άσκηση 7.3. Έστω {u1, · · · , un} ορθοκανονική βάση τουCn και V ο υπόχωρος που παράγεται
από τα u1, · · · , uk, όπου 1 ≤ k < n.Δείξτε ότι μια ορθοκανονική βάση του V ⊥ είναι το σύνολο
{uk+1, · · · , un}.

Άσκηση 7.4. Έστω V υπόχωρος του R4 που παράγεται από τα διανύσματα

v1 = (1, 1,−1,−1), v2 = (1, 2, 3,−1), και v3 = (4, 7, 8,−4).

Αφού βρείτε μια βάση του V , βρείτε μια ορθοκανονική βάση του V και μια ορθοκανονική βάση
του V ⊥.

Άσκηση 7.5. Δίνονται οι υπόχωροι του R3

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x− 2y + z = 0} και W = {(x, y, z) ∈ R3 : x+ y + z = 0}.

Βρείτε μια ορθοκανονική βάση για καθένα από τους υπόχωρους V, V ⊥, V ∩W, (V ∩W )⊥.

Άσκηση 7.6. ΈστωW1,W2 ≤ Fn.Δείξτε ότι (W1 +W2)
⊥ = W⊥

1 ∩W⊥
2 και (W1 ∩W2)

⊥ =
W⊥

1 +W⊥
2 .
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Άσκηση 7.7. Έστω A,B ∈ Cn×n.Δείξτε τις ακόλουθες σχέσεις.

a. (A)t = At.

b. detA∗ = detA = detA.

c. (A∗)∗ = A.

d. (λA∗) = λA∗ για κάθε λ ∈ C.

e. (A+B)∗ = A∗ +B∗.

f. (AB)∗ = B∗A∗.

g. Αν ο A είναι αντιστρέψιμος, τότε (A∗)−1 = (A−1)∗.

Άσκηση 7.8. Έστω A ∈ Cn×n.Αν ϕ(x) ∈ C[x], ϕ(x) = anx
n + · · · + a1x + a0, με ϕ(x)

συμβολίζουμε το πολυώνυμο ϕ(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0.Δείξτε τις ακόλουθες προτάσεις.

a. χA∗(x) = χA(x).

b. mA∗(x) = mA(x).

c. Το λ είναι ιδιοτιμή του A αν και μόνο αν το λ είναι ιδιοτιμή του A∗.

Άσκηση 7.9. Έστω A ∈ Cn×n με A∗A = −A.Δείξτε ότι ο A είναι όμοιος με διαγώνιο πίνακα
της μορφής
diag(0, · · · , 0,−1, · · · ,−1) και ότι rankA+ rank(A+ In) = n.

Άσκηση 7.10. Έστω A,B ∈ Cn×n μοναδιαίοι πίνακες.Δείξτε τις ακόλουθες προτάσεις.

a. Οι A,At, A−1 είναι μοναδιαίοι.

b. Αν λ είναι μια ιδιοτιμή του A, τότε |λ| = 1 και το 1
λ είναι ιδιοτιμή του A∗.

c. | detA| = 1

d. Οι AB και AB−1 είναι μοναδιαίοι.

Άσκηση 7.11. Να βρεθεί μοναδιαίος πίνακας με πρώτη γραμμή τη
(
1/
√
10 0 3/

√
10
)
.

Άσκηση 7.12. Έστω U ∈ Cn×n μοναδιαίος πίνακας τέτοιος ώστε det (U − In) 6= 0.Τότε ο
H ∈ Cn×n που από iH = (U + In)(U − In)

−1 είναι Ερμιτιανός.
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Άσκηση 7.13. Έστω A ∈ Cn×n.Δείξτε ότι αν ισχύουν οποιεσδήποτε από τις επόμενες προτά-
σεις, τότε ισχύει και η τρίτη.

a. Ο A είναι Ερμιτιανός.

b. Ο A είναι μοναδιαίος.

c. A2 = In.

Άσκηση 7.14. Έστω A ∈ Rn×n ένας μοναδιαίος πίνακας.Δείξτε τα εξής.

a. Αν detA = 1 και n περιττός, τότε το 1 είναι ιδιοτιμή του A.

b. Αν detA = −1 και n άρτιος, τότε το 1 είναι ιδιοτιμή του A.

c. Αν detA = −1, τότε το −1 είναι ιδιοτιμή του A.

Άσκηση 7.15. Έστω A,B ∈ Rn×n μοναδιαίοι πίνακες τέτοιο ώστε detA = − detB. Τότε

det (A+B) = 0.

Άσκηση 7.16. Έστω A ∈ Cn×n τέτοιος ώστε A∗ = −A.Δείξτε τα εξής.

a. Κάθε ιδιοτιμή του A είναι της μορφής iµ, µ ∈ R.

b. Ο πίνακας A+ In είναι αντιστρέψιμος και det(A+ In) > 1.

c. Ο πίνακας (In −A)(In +A)−1 είναι μοναδιαίος.

Άσκηση 7.17. Έστω A ∈ Cn×n.Δείξτε ότι αν |AX| = |X| για κάθεX ∈ Cn×1, τότε ο A είναι
μοναδιαίος.

Άσκηση 7.18. Έστω A ∈ Cn×n τέτοιος ώστε 〈AX,X〉 = 0 για κάθε X ∈ Cn×1.Δείξτε ότι
A = 0.Αληθεύει το προηγούμενο συμπέρασμα αν A ∈ Rn×n και 〈AX,X〉 = 0 για κάθε
X ∈ Rn×1 ?

Άσκηση 7.19. Αποδείξτε την άσκηση 7.17 χρησιμοποιώντας την άσκηση 7.18.

Άσκηση 7.20 (Επαναληπτική άσκηση κατανόησης). Εξετάστε ποιες από τις ακόλουθες προτά-
σεις αληθεύουν. Σε κάθε περίπτωση δώστε μια απόδειξη ή ένα αντιπαράδειγμα.

138



a. Αν οι A,B ∈ Cn×n είναι Ερμιτιανοί, τότε ο A+B είναι Ερμιτιανός.

b. Αν οι A,B ∈ Cn×n είναι Ερμιτιανοί, τότε ο AB είναι Ερμιτιανός.

c. Αν οι A,B ∈ Cn×n είναι Ερμιτιανοί και AB = BA, τότε ο AB είναι Ερμιτιανός.

d. Ο πίνακας


cos θ − sin θ 0 0
sin θ cos θ 0 0
0 0 cosϕ sinϕ
0 0 − sinϕ cosϕ

 είναι μοναδιαίος.

e. Αν A,B ∈ Cn×n είναι μοναδιαίοι, τότε κάθε ιδιοτιμή του AB έχει μέτρο 1.

f. Δεν υπάρχει μοναδιαίος A ∈ Cn×n τέτοιος ώστε (A− 2In)(A− 3In)(A− 4In) = 0.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8

ΚΑΝΟΝΙΚΟΙ ΠΙΝΑΚΕΣ

8.1 Λήμμα του Schur

Λήμμα 8.1.1 (Schur). i. (Μιγαδική Εκδοχή) Για κάθε A ∈ Cn×n υπάρχει UA ∈ Cn×n μο-
ναδιαίος με U−1

A AUA να είναι άνω τριγωνικός.

ii. (Πραγματική Εκδοχή) Για κάθε A ∈ Rn×n τριγωνίσιμο υπάρχει UA ∈ Rn×n μοναδιαίος
με U−1

A AUA να είναι άνω τριγωνικός.

Απόδειξη. i. Η απόδειξη που ακολουθεί είναι όμοια με την απόδειξη του Θεωρήματος 5.1.1
με τη διαφοροποίηση ότι αναζητούμε μοναδιαίο πίνακα UA.

Θα κάνουμε χρήση επαγωγής στη διάσταση του πίνακα A.

• Βάση. Για n = 1 είναι σαφές ότι το ζητούμενο ισχύει.

• Επαγωγικό Βήμα. Υποθέτουμε τώρα ότι το ζητούμενο ισχύει για κάθε πίνακα διά-
στασης (n− 1)× (n− 1).
Έστω A ∈ Cn×n, όπου γνωρίζουμε ότι είναι τριγωνίσιμος, δηλαδή το χA(x) είναι
γινόμενο πρωτοβάθμιων παραγόντων.
Έστω u ένα ιδιοδιάνυσμα του A με αντίστοιχη ιδιοτιμή λ. Για

v1 =
u

|u|

γνωρίζουμε ότι υπάρχει
{v1, · · · , vn}



μια ορθοκανονική βάση του Cn×1. Τότε υπάρχει U1 ∈ Cn×n με

U
(i)
1 = vi

για κάθε i = 1, · · · , n και μάλιστα από το Θεώρημα 7.3.1 ο U1 είναι μοναδιαίος,
ώστε

U−1
1 AU1 =

(
λ O

O B

)
με B ∈ C(n−1)×(n−1).

Από την επαγωγική υπόθεση υπάρχειU2 ∈ C(n−1)×(n−1) μοναδιαίος ώστε oU−1
2 BU2

να είναι άνω τριγωνικός. Θεωρούμε τον πίνακα

UA = U1

(
1 O

O U2

)
ο οποίος από Πρόταση 7.3.1 είναι μοναδιαίος και μάλιστα U−1

A AUA είναι άνω τρι-
γωνικός.

ii. Η απόδειξη είναι ακριβώς όμοια με την i.

8.2 Φασματικό Θεώρημα

Θεώρημα 8.2.1 (Φασματικό). i. (Μιγαδική Εκδοχή) Για κάθε Ερμιτιανό πίνακαA ∈ Cn×n

υπάρχει U ∈ Cn×n μοναδιαίος με U−1AU διαγώνιο.

ii. (Πραγματική Εκδοχή) Για κάθε συμμετρικό πίνακα A ∈ Rn×n υπάρχει U ∈ Rn×n μονα-
διαίος με U−1AU διαγώνιο.

Απόδειξη. i. Έστω A ∈ Cn×n Ερμιτιανός πίνακας. Από το Λήμμα του Schur υπάρχει U ∈
Cn×n μοναδιαίος με U−1AU = T , όπου T είναι άνω τριγωνικός. Επειδή A = A∗,
έχουμε:

UTU−1 = (UTU−1)∗ = (U−1)∗T ∗U∗ = UT ∗U−1 ⇒ T = T ∗.

Αφού ο T είναι άνω τριγωνικός και ταυτόχρονα ίσος με τον συζυγομεταθετό του, είναι
διαγώνιος. Επίσης, επειδή T = T , είναι και πραγματικός.

ii. Η απόδειξη είναι ανάλογη με την i., παρατηρώντας ότι ο A ∈ Rn×n είναι τριγωνίσιμος
στο R, αφού είναι τριγωνίσιμος στο C και από τις Ιδιότητες 7.3.1 όλες οι ιδιοτιμές του
είναι πραγματικές.
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Παράδειγμα 8.2.1. Θεωρούμε τον πίνακα

A =

 2 −1 1
−1 2 −1
1 −1 2

 ∈ R3×3.

Να βρεθεί μοναδιαίος πίνακας P ώστε P−1AP να είναι διαγώνιος.

Απόδειξη. Κατά τα γνωστά, βρίσκουμε ότι:
 1
−1
1

 είναι βάση του VA(4),


1
1
0

 ,

0
1
1

 είναι βάση του VA(1).

Από τις Ιδιότητες 7.3.1, κάθε διάνυσμα του VA(4) είναι κάθετο σε κάθε διάνυσμα του VA(1),
αφού ο A είναι πραγματικός συμμετρικός πίνακας. Εφαρμόζοντας ξεχωριστά την διαδικασία
Gram–Schmidt σε κάθε ιδιόχωρο, προκύπτουν οι εξής ορθοκανονικές βάσεις:

- Για VA(4):  1√
3

 1
−1
1


- Για VA(1):  1√

2

1
1
0

 ,
1√
6

−1
1
2


Άρα θέτοντας

P =

 1/
√
3 1/

√
2 −1/

√
6

−1/
√
3 1/

√
2 1/

√
6

1/
√
3 0 2/

√
6


ο P είναι μοναδιαίος και ισχύει:

P−1AP = diag(4, 1, 1).

8.3 Κανονικοί Πίνακες

Ερώτημα 8.3.1. Για ποίους πίνακες A ∈ Cn×n υπάρχει U ∈ Cn×n ώστε ο U−1AU να είναι
διαγώνιος ? Είδαμε στην προηγούμενη υποενότητα ότι οι Ερμιτιανοί έχουν αυτή την ιδιότητα.
Υπάρχουν όμως άλλοι ?
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Παρατήρηση 8.3.1. Έστω A ∈ Cn×n με την παραπάνω ιδιότητα, δηλαδή υπάρχει U ∈ Cn×n

ώστε U−1AU = ∆ διαγώνιος. Τότε έχουμε ότι A = U∆U−1. Υπολογίζουμε διαδοχικά ως
εξής :

AA∗ = U∆U−1 · (U∆U−1)∗ = U∆U−1(U−1)∗∆∗U∗ = U∆U−1U∆∗U−1 = U∆∆∗U−1.

Ομοίως αποδεικνύεται ότι A∗A = U∆∗∆U−1. Όμως ο ∆ είναι διαγώνιος, άρα έχουμε ότι
∆∆∗ = ∆∗∆. Έτσι συμπεραίνουμε πως AA∗ = A∗A. Στη συνέχεια θα δούμε ότι ισχύει και το
αντίστροφο.

Λήμμα 8.3.1. Αν T ∈ Cn×n άνω τριγωνικός και TT ∗ = T ∗T , τότε ο T είναι διαγώνιος.

Απόδειξη. Το ζητούμενο θα αποδειχθεί με χρήση επαγωγής στη διάσταση του πίνακα T .

• Βάση. Για n = 1 το ζητούμενο ισχύει κατά τετριμμένο τρόπο.

• Επαγωγικό Βήμα. Έστω

T =


t11 t12 · · · t1n
0
...
0

T1

 ∈ Cn×n

με T1 ∈ C(n−1)×(n−1) άνω τριγωνικός. Έχουμε ότι

TT ∗ = T ∗T,

ισοδύναμα :
t11 t12 · · · t1n
0
...
0

T1



t11 0 · · · 0

t12
...
t1n

T ∗
1

 =


t11 0 · · · 0

t12
...
t1n

T ∗
1



t11 t12 · · · t1n
0
...
0

T1


Άρα :

|t11|2 + · · ·+ |t1n|2 = |t11|2,

δηλαδή
t12 = · · · = t1n = 0.

Έτσι προκύπτει ότι T1T ∗
1 = T ∗

1 T1, δηλαδή από επαγωγική υπόθεση ο T1 είναι διαγώνιος.
Αφού ο T1 είναι διαγώνιος, τότε είναι σαφές ότι ο πίνακας T είναι διαγώνιος.
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Θεώρημα 8.3.1. Έστω πίνακας A ∈ Cn×n. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα.

i. Υπάρχει U ∈ Cn×n μοναδιαίος πίνακας ώστε ο U−1AU να είναι διαγώνιος.

ii. Ισχύει AA∗ = A∗A.

Απόδειξη. • i. ⇒ ii. Το ζητούμενο έχει αποδειχθεί στην Παρατήρηση 8.3.1.

• ii. ⇒ i. Έστω A ∈ Cn×n με AA∗ = A∗A. Από το Λήμμα του Schur υπάρχει μοναδιαίος
U , ώστε A = UTU−1 με T άνω τριγωνικός. Από τη σχέση AA∗ = A∗A προκύπτει ότι
TT ∗ = T ∗T , και επειδή ο T είναι άνω τριγωνικός, από το Λήμμα 8.3.1 συμπεραίνουμε
ότι T είναι διαγώνιος.

Ορισμός 8.3.1. Ένας πίνακας A ∈ Cn×n λέγεται κανονικός αν AA∗ = A∗A.

Παράδειγμα 8.3.1. i. Κάθε διαγώνιος πίνακας είναι κανονικός.

ii. Κάθε Ερμιτιανός πίνακας είναι κανονικός.

iii. Κάθε μοναδιαίος πίνακας είναι κανονικός.

iv. Ο πίνακας
(
1 1
0 2

)
δεν είναι κανονικός, αφού

AA∗ =

(
2 2
2 4

)
6=
(
1 3
1 5

)
= A∗A.

Θεώρημα 8.3.2. Έστω πίνακας A ∈ Cn×n. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα.

i. Ο A είναι κανονικός.

ii. Υπάρχει U ∈ Cn×n μοναδιαίος με U−1AU = ∆ να είναι διαγώνιος.

iii. Υπάρχει ορθοκανονική βάση του Cn×1 από ιδιοδιανύσματα του A.

Απόδειξη. • i. ↔ ii. Το ζητούμενο έχει αποδειχθεί στο Θεώρημα 8.3.1.

• ii. ⇒ iii. Γνωρίζουμε ότι κάθε στήλη του U είναι ιδιοδιάνυσμα του A. Αυτές αποτελούν
ορθοκανονική βάση του Cn×1, αφού ο πίνακας U είναι μοναδιαίος.
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• iii. ⇒ ii. Η απόδειξη του ζητούμενου αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.

Λήμμα 8.3.2. Έστω πίνακας B ∈ Cn×n με 〈BX,X〉 = 0 για κάθε X ∈ Cn×1. Τότε B = 0.

Απόδειξη. Αν X,Y ∈ Cn×1, τότε υπολογίζουμε διαδοχικά ως εξής:

〈B(X + Y ), X + Y 〉 = 0 ⇔ 〈BX,X〉+ 〈BX,Y 〉+ 〈BY,X〉+ 〈BY, Y 〉 = 0

Άρα:
〈BX,Y 〉+ 〈BY,X〉 = 0 (8.1)

Βάζοντας το iY στη θέση του Y προκύπτει η σχέση:

i〈BX,Y 〉+ i〈BY,X〉 = 0 (8.2)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (8.1) και (8.2), καταλήγουμε ότι 〈BX,Y 〉 = 0 για κάθεX,Y ∈ Cn×1.
Από το Λήμμα 8.3.1 έπεται ότι B = 0.

Προσοχή! Το Λήμμα 8.3.2 δεν αληθεύει γενικά αν B ∈ Rn×n με 〈BX,X〉 = 0 για κάθε
X ∈ Rn×1. Για παράδειγμα, ο πίνακας στροφής κατά 90◦,

B =

(
0 −1
1 0

)
ικανοποιεί τις παραπάνω ιδιότητες, αλλά B 6= 0.

Λήμμα 8.3.3. Έστω T ∈ Cn×n άνω τριγωνικός τέτοιος ώστε κάθε ιδιοδιάνυσμα του T να είναι
και ιδιοδιάνυσμα του T ∗. Τότε ο T είναι διαγώνιος.

Απόδειξη. Το ζητούμενο θα αποδειχθεί με επαγωγή ως προς τη διάσταση n του πίνακα T .

• Για n = 1 το ζητούμενο ισχύει κατά τετριμμένο τρόπο.

• Επαγωγικό Βήμα. Έστω T άνω τριγωνικός, όπου κάθε ιδιοδιάνυσμά του είναι και ιδιο-
διάνυσμα του T ∗. Ο πίνακας T έχει την εξής μορφή

T =


t11 t12 · · · t1n
0
...
0

T1

 ,
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όπου T1 ∈ C(n−1)×(n−1) άνω τριγωνικός και

T ∗ =


t11 0 · · · 0

t12
...
t1n

T ∗
1

 .

Αφού τοE1 είναι ιδιοδιάνυσμα του T , από υπόθεση τοE1 είναι και ιδιοδιάνυσμα του T ∗.
Άρα,

(T ∗)(1) = λE1

συνεπώς :
t12 = · · · = t1n = 0.

Τέλος, αν X ′ =

x2...
xn

 ιδιοδιάνυσμα του T1, τότε

X =


0
x2
...
xn


είναι ιδιοδιάνυσμα του T , άρα και ιδιοδιάνυσμα του T ∗. Έτσι συμπεραίνουμε ότι X ′

είναι ιδιοδιάνυσμα του (T1)
∗ και από την επαγωγική υπόθεση προκύπτει ότι ο T1 είναι

διαγώνιος.

Θεώρημα 8.3.3. Έστω πίνακαςA = (aij) ∈ Cn×n με ιδιοτιμές λ1, · · · , λn. Τα ακόλουθα είναι
ισοδύναμα.

i. Ο πίνακας A είναι κανονικός.

ii. Υπάρχει U ∈ Cn×n μοναδιαίος, ώστε ο πίνακας U−1AU να είναι διαγώνιος.

iii. Υπάρχει ορθοκανονική βάση του Cn×1 από ιδιοδιανύσματα του A.

iv. |AX| = |A∗X|, για κάθε X ∈ Cn×1.

v. VA(λ) = VA∗(λ), για κάθε λ ιδιοτιμή του A.

vi. Κάθε ιδιοδιάνυσμα του A είναι ιδιοδιάνυσμα του A∗.

vii.
∑
i,j

|aij |2 =
∑
i
|λi|2
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Απόδειξη. • Οι ισοδυναμίες i., ii., iii. έχουν αποδειχθεί στο Θεώρημα 8.3.2.

• i. → iv. Από την υπόθεση ο A είναι κανονικός, άρα AA∗ = A∗A. Για κάθε X ∈ Cn×1:

〈(A∗A−AA∗)X,X〉 = 0

⇐⇒ 〈AX,AX〉 = 〈A∗X,A∗X〉

⇐⇒ |AX| = |A∗X|

• iv. → i. Αν |AX| = |A∗X| για κάθε X , τότε:

〈(A∗A−AA∗)X,X〉 = 0

Για κάθε X , από Λήμμα 8.3.2 έχουμε A∗A = AA∗, άρα A κανονικός.

• i. → v. Αν A είναι κανονικός, τότε και B = A − λI είναι κανονικός. Από την ιδιότητα
iv., έχουμε:

|BX| = 0 ⇔ |B∗X| = 0 ⇒ VA(λ) = VA∗(λ)

• v. → i. Από το Λήμμα του Schur, υπάρχει U μοναδιαίος ώστε T = U−1AU άνω τριγωνι-
κός. Αν UX είναι ιδιοδιάνυσμα τουA, τότεX ιδιοδιάνυσμα του T , και από την υπόθεση,
και του T ∗. Από Λήμμα 8.3.3, ο T διαγώνιος, άρα A κανονικός.

• i. → vi. Από i. → v. και v. → vi. τετριμμένα.

• vi. → i. Από vi. → v. και v. → i. τετριμμένα.

• i. → vii. Εφόσον A κανονικός, τότε:

Tr(AA∗) =
∑
i,j

|aij |2

και εφόσον διαγωνιοποιείται με μοναδιαίο μετασχηματισμό σε U−1AU = ∆, προκύπτει:

Tr(AA∗) = Tr(∆∆∗) =
∑
i

|λi|2

• vii. → i. Αν
∑

i,j |aij |2 =
∑

i |λi|2 και U−1AU = T άνω τριγωνικός, τότε:∑
i,j

|aij |2 =
∑
i,j

|tij |2 =
∑
i

|λi|2 +
∑
i ̸=j

|tij |2 ⇒
∑
i ̸=j

|tij |2 = 0 ⇒ T διαγώνιος

Άρα A κανονικός.
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Μετά την ολοκλήρωση της απόδειξης ας κάνουμε μερικά σχόλια σε σχέση με το Θεώρημα
8.3.3

i. Η ιδιότητα iv. μας λέει ότι αν A είναι κανονικός, τότε ισχύει ότι |AX| = |A∗X|. Για
X = Ei έχουμε ότι |A(i)| = |Ai|, δηλαδή η i-στήλη του A έχει το ίδιο μήκος με την
i-γραμμή του A για κάθε i = 1, · · · , n.

ii. Γενικά για κάθε πίνακα A ∈ Cn×n ισχύει ότι αν χA(x) = (x − λ1) · · · (x − λn), τότε
χA∗(x) = (x − λ1) · · · (x − λn). Στην περίπτωση όμως που ο A είναι κανονικός, ισχύει
και ότι VA(λ) = VA∗(λ) για κάθε λ ∈ C ιδιοτιμή του A.
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8.4 Ασκήσεις Κεφαλαίου 8.

Ομάδα Α’ : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 15, 17, 19, 20, 21, 21, 23, 26
Ομάδα Β’ : 8, 9, 10, 13, 14, 16, 18, 24, 25, 27
Ομάδα Γ’ : 11, 12

Άσκηση 8.1. Εξετάστε αν υπάρχει πραγματικός μοναδιαίος πίνακας P τέτοιος ώστε ο P−1AP

να είναι άνω τριγωνικός, όπου A =

(
0 1
−1 2

)
.Αν υπάρχει να βρεθεί ένας τέτοιος P .

Άσκηση 8.2. Έστω A =

 2 −1 1
−1 2 −1
1 −1 2

 ∈ R3×3.Να βρεθεί μοναδιαίος P ∈ R3×3 με

P−1AP διαγώνιο.

Άσκηση 8.3. Έστω A =

4 3 0
3 12 0
0 0 1

 ∈ R3×3 με ιδιοτιμές 1, 3, 13.

a. Να βρεθεί μοναδιαίος U ∈ R3×3 με U−1AU διαγώνιο.

b. Έστω f : R3 → R3 μια γραμμική απεικόνιση με (f : â, â) = A, όπου â είναι μια
διατεταγμένη βάση του R3.Δείξτε ότι f40 − 5f9 + 3f6 + 1R3 6= 0.

Άσκηση 8.4. Έστω A ∈ Cn×n, H =
1

2
(A+A∗) και S =

1

2
(A−A∗).

a. Δείξτε ότι ο πίνακαςH είναι Ερμιτιανός και S∗ = −S.

b. Δείξτε ότι αν κάθε ιδιοδιάνυσμα του H είναι ιδιοδιάνυσμα του S, τότε ο πίνακας A είναι
κανονικός.

Άσκηση 8.5. Δείξτε ότι υπάρχει ορθοκανονική βάση του C2×1 αποτελούμενη από ιδιοδιανύ-

σματα του
(
1 i
a 1

)
∈ C2×2 αν και μόνο αν |a| = 1.

Άσκηση 8.6. Δείξτε ότι αν ο A είναι κανονικός, τότε η i γραμμή του A έχει το ίδιο μήκος με
την i στήλη του A για κάθε i.
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Άσκηση 8.7. Να βρεθούν όλοι οι κανονικοί πίνακεςA ∈ Cn×n τέτοιοι ώστεAm = 0 για κάποιο
m.

Άσκηση 8.8. Έστω A ∈ Cn×n κανονικός πίνακας.Δείξτε τα εξής.

a. A Ερμιτιανός⇔ κάθε ιδιοτιμή του A είναι πραγματικός αριθμός.

b. A μοναδιαίος⇔ κάθε ιδιοτιμή του A έχει μέτρο 1.

Άσκηση 8.9. a. Αν A ∈ Rn×n είναι συμμετρικός τέτοιος ώστε Ak = In, τότε A2 = In.

b. Να βρεθούν όλοι οι συμμετρικοί A ∈ Rn×n με A1821 = In.

c. Αν A ∈ Cn×n είναι Ερμιτιανός και μοναδιαίος τέτοιος ώστε Tr(A) = 0, τότε ο n είναι
άρτιος.

d. Αν A ∈ Cn×n είναι Ερμιτιανός και μοναδιαίος και έχει τουλάχιστον δύο διακεκριμένες
ιδιοτιμές, να βρεθεί το ελάχιστο πολυώνυμο του A.

Άσκηση 8.10. a. Για κάθε A ∈ Cn×n, ο A+A∗ − iIn είναι αντιστρέψιμος.

b. Αν A,B ∈ Rn×n είναι συμμετρικοί και ισχύει AB = BA, τότε ο AB + iIn είναι αντι-
στρέψιμος.

c. Έστω A ∈ Cn×n.

i. Κάθε ιδιοτιμή του AA∗ είναι πραγματικός αριθμός και μη αρνητικός.
ii. det (AA∗ + In) είναι πραγματικός αριθμός και θετικός.

Άσκηση 8.11. Αν A ∈ Cn×n είναι κανονικός, τότε A∗ = f(A) για κάποιο f(x) ∈ C[x].

Άσκηση 8.12. Έστω A ∈ Cn×n και B = AA∗ −A∗A.Δείξτε ότι αν AB = BA, τότε ο A είναι
κανονικός.

Άσκηση 8.13. Να βρεθεί συμμετρικόςA ∈ R3×3 με ιδιοτιμές 1, 1,−1 τέτοιος ώστε ο ιδιόχωρος

VA(1) να παράγεται από τα

1
1
1

 ,

2
2
1

.Είναι ο A μοναδικός ?

Άσκηση 8.14. a. ΈστωA ∈ R4×4 τέτοιος ώστε dimVA(2) = dimVA(3) = 2 και 〈u, v〉 = 0
για κάθε u ∈ VA(2), v ∈ VA(3).Δείξτε ότι ο A είναι συμμετρικός.
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b. Έστω A ∈ Rn×n τέτοιος ώστε AAt = AtA και χA(x) είναι γινόμενο πρωτοβάθμιων
όρων στο R[x].Δείξτε ότι ο A είναι συμμετρικός.

Άσκηση 8.15. Έστω A ∈ Rn×n ένας συμμετρικός πίνακας που δεν είναι της μορφής cIn, c ∈
R.Να βρεθεί τοmA(x) αν (A− 2In)

3(A− 3In)
4 = 0.

Άσκηση 8.16. ΑνA ∈ Cn×n κανονικός λ1, λ2 οι διακεκριμένες ιδιοτιμές τουA, τότε VA(λ1) =
VA(λ2)

⊥.

Άσκηση 8.17. ΈστωA,B ∈ C4×4 κανονικοί πίνακες μεχA(x) = (x−1)2(x−2)2 καιχB(x) =
(x− 3)2(x− 4)2.Αν VA(1) = VB(3), δείξτε ότι AB = BA.

Άσκηση 8.18. Έστω A ∈ Cn×n.Δείξτε ότι ο A είναι Ερμιτιανός αν και μόνο αν 〈AX,X〉 ∈ R
για κάθε X ∈ Cn×1.

Άσκηση 8.19. Δώστε παράδειγμα A ∈ C3×3 έτσι ώστε υπάρχει βάση του C3×1 από ιδιοδιανύ-
σματα του A αλλά δεν υπάρχει ορθοκανονική βάση του C3×1 από ιδιοδιανύσματα του A.

Άσκηση 8.20. Έστω B ∈ Cn×n με (B − 1/2In)
3(B − iIn)

4 = 0.

a. Δείξτε ότι αν ο B είναι Ερμιτιανός, τότε B = 1/2In.

b. Δείξτε ότι αν ο B είναι μοναδιαίος, τότε B = iIn.

Άσκηση 8.21. Έστω u ∈ Rn×1 με |u| = 1.Θέτουμε S = In − uut ∈ Rn×n.

a. Δείξτε ότι υπάρχει ορθοκανονική βάση του Rn×1 αποτελούμενη απο ιδιοδιανύσματα του
S.

b. Δείξτε ότι Su = 0 και Sv = v για κάθε v ∈ Rn×1 τέτοιο ώστε 〈v, u〉 = 0.Στη συνέχεια
βρείτε τη διάσταση κάθε ιδιόχωρου του S.

c. Δώστε μια γεωμετρική ερμηνεία του S όταν n = 2, 3.

Άσκηση 8.22. Έστω a ∈ C και A =

0 1 a
1 0 0
0 0 1

 ∈ C3×3.
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a. Αληθεύει ότι για κάθε a υπάρχει μοναδιαίος U ∈ C3×3 με U−1AU άνω τριγωνικό ?

b. Αληθεύει ότι για a = 1 υπάρχει μοναδιαίος Q ∈ C3×3 με Q−1AQ άνω τριγωνικό ?

c. Να βρεθούν όλες οι τιμές του a τέτοιες ώστε υπάρχει ορθοκανονική βάση του C3×1 από
ιδιοδιανύσματα του A.

c. Έστω a = 0.Να βρεθεί μοναδιαίος U ∈ C3×3 με U−1AU = diag(1,−1, 1).

Άσκηση 8.23. Έστω A =

2 1 2
0 4 1
0 −2 1

 ∈ R3×3.

a. Βρείτε μια βάση για κάθε ιδιόχωρο του A και εξετάστε αν ο A είναι διαγώνιος.

b. Βρείτε δύο γραμμικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα του B = A12 − 8A7 + 5A5 + 4I3.

c. Να εξεταστεί αν υπάρχει διατεταγμένη βάση â = (a1, a2, a3) του R3 τέτοια ώστε (f :
â, â) = A όπου f : R3 → R3 είναι η γραμμική απεικόνιση που ορίζεται από τις σχέσεις
f(a1) = 3a1 − 6a2, f(a2) = 3a1 − 8a2 + 6a3, f(a3) = 5a3.

d. Να βρεθεί (εφόσον υπάρχει) αντιστρέψιμος P ∈ R3×3 με P−1AP άνω τριγωνικό.

e. Να βρεθεί (εφόσον υπάρχει) μοναδιαίος U ∈ R3×3 με U−1AU άνω τριγωνικό.

Άσκηση 8.24. Έστω A =

 0 0 −3
−1 3 1
1 0 4

 ∈ R3×3.

a. Να βρεθεί αν υπάρχει, μοναδιαίος P ∈ R3×3 με P−1AP άνω τριγωνικό.

b. Έστω B = A1821 −A3 + I3.Να βρεθεί αντιστρέψιμοςQ ∈ R3×3 μεQ−1AQ΄άνω τριγω-
νικό.

c. Αν f : R3 → R3 γραμμική απεικόνιση με (f : â, â), να εξεταστεί αν η f3 − 3f − 18 · 1R3

είναι ισομορφισμός.

Άσκηση 8.25. Έστω A ∈ Rn×n ένας συμμετρικός πίνακας.Θεωρούμε τη γραμμική απεικόνιση

LA : Rn×1 → Rn×1, LA(X) = AX .

Δείξτε ότι kerLA = (Im(LA))
⊥.

Άσκηση 8.26. Έστω A ∈ C3×3 τέτοιος ώστε A∗A = 4A.
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a. Δείξτε ότι ο A είναι Ερμιτιανός.

b. Εξετάστε αν υπάρχει ορθοκανονική βάση του C3×1 αποτελούμενη από ιδιοδιανύσματα
του A.

c. Δείξτε ότι rank(A) = 1, τότε υπάρχει μοναδιαίοςU ∈ C3×3 ώστεU−1AU = diag(4, 0, 0).

d. Εξετάστε αν ισχύει 〈AX,AY 〉 = 〈X,Y 〉 για κάθε X,Y ∈ C3×1.

Άσκηση 8.27. Αν T ∈ Cn×n είναι άνω τριγωνικός τέτοιος ώστε κάθε ιδιοδιάνυσμα του είναι
ιδιοδιάνυσμα του T t, τότε ο T είναι διαγώνιος.

Άσκηση 8.28 (Επαναληπτική άσκηση κατανόησης). Εξετάστε ποιες από τις ακόλουθες προτά-
σεις αληθεύουν. Σε κάθε περίπτωση δώστε μια απόδειξη ή ένα αντιπαράδειγμα.ΈστωA ∈ Cn×n

Ερμιτιανός.

a. Αν ο A είναι μοναδιαίος και κάθε ιδιοτιμή του είναι θετική, τότε A = In.

b. Ο φ(A) είναι διαγωνίσιμος για κάθε φ(x) ∈ C[x].

c. Αν Am = 0 για κάποιοm, τότε A = 0.

d. Αν κάθε ιδιοτιμή του A είναι μη αρνητική, τότε υπάρχει Ερμιτιανός B ∈ Cn×n με B2 =
A.
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