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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΡΩΤΗΣ
ΤΑΞΗΣ

1.1 Χρήσιµα κοµµάτια ϑεωρίας ως προς την επίλυση ασκήσεων

1. ∆ιαφορικές εξισώσεις χωριζοµένων µεταβλητών :

Ορισµός 1.1. Μια διαφορική µορφή χωριζοµένων µεταβλητών είναι της µορφής

dy(t)

dt
= g(t)h(y)

µε g : (a, b)→ R και h : (c, d)→ R.

Επίλυση της διαφορικής εξίσωσης.

(i) Αν h(y) = 0 για y = yk, k = 1, 2, · · · , n τότε, y(t) = yk, t ∈ (a, b).

(ii) Αν h(y) 6= 0, τότε
y′

h(y)
= g(t) και ολοκληρώνωντας ως προς t προκύπτει

∫
y′

h(y)
dt =∫

g(t)dt+ c.

Για την επίλυση του Π.Α.Τ.
[
y′ = g(t)h(y), y(t0) = y0, t0 ∈ (a, b)

]
(i) Από την γενική λύση ϐρίσκουµε c µε την ϐοήθεια της αρχικής συνθήκης.

(ii) Με ορισµένο ολοκλήρωµα
y∫

y0

dy

h(y)
=

t∫
t0

g(t)dt.
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2. Για την επίλυση διαφορικών εξισώσεων της µορφής

y′ + p(t)y = q(t)

µε p, q : I → R συνεχείς συναρτήσεις, κάνουµε χρήση του ολοκληρωτικού παράγοντα της
µορφής

µ(t) = e
∫
p(t)dt.

3. Για την επίλυση διαφορικής εξίσωσης Bernoulli της µορφής

y′ + p(t)y = q(t)yr

όπου p, q : I → R συνεχείς και r ∈ R γίνεται χρήση του µετασχηµατισµού u = y1−r.

4. Για την επίλυση διαφορικής εξίσωσης Riccati της µορφής

y′ + p(t)y = q(t)y2 + f(t)

µε p, q, f : I → R συνεχείς γίνεται χρήση του µετασχηµατισµού y(t) = y1(t) +
1

u(t)
, όπου y1(t)

µια γνωστή λύσης της δ.ε.

5. Για την επίλυση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης της µορφής

M(t, y) +N(t, y)y′ = 0

µεM,N : D → R, οµογενείς του ίδιου ϐαθµού γίνεται χρήση του µετασχηµατισµού u =
y

t
, t 6=

0.

6. Για την επίλυσης µιας ακριβούς διαφορικής εξίσωσης της µορφής

M(t, y) +N(t, y)
dy

dt
= 0

µε
M,N ∈ C1(D), D ⊂ R2

δείχνουµε ότι
∂M

∂y
=
∂N

∂t
και έπειτα ϑεωρούµε την F ∈ C1(D) µε F (t, y) = C ώστε

∂F

dy
= M και

∂F

∂y
= N

και λύνουµε το παραπάνω σύστηµα για την εύρεση της F (t, y) = C.Σε περίπτωση που
∂M

∂y
6=

∂N

∂t
κάνουµε χρήση πολλαπλασιαστή Euler µ(t, y) = µ 6= 0 η εύρεση του οποίου προκύπτει

από την σχέση
∂µM

∂y
=
∂µN

∂t
.
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1.2 Ασκήσεις Κεφαλαίου 1

1.1 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση
ty′ − y = t2, t > 0.

1.2 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

y′ +
3

t
y = y2t2, t > 0.

1.3 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

y′ +
y

t
= y2 − 1

t2
, t > 0

αν µια λύση της είναι της µορφής y1(t) =
1

t
.

1.4 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση
y2dt− t(t+ y)dy = 0

1.5 (i) Να δειχθεί ότι η διαφορική εξίσωση

xf(tx) + tg(tx)x′ = 0

όπου f και g συνεχείς πραγµατικές συναρτήσεις, µπορεί να µετασχηµατιστεί σε διαφορική
εξίσωση χωριζόµενων µεταβλητών.

(ii) Χρησιµοποιώντας το (i) να λυθεί η διαφορική εξίσωση

x− tx2 − (t+ t2x)x′ = 0.

1.6 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση
dy

dt
=

1

t− y
+ 1.

1.7 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

y′ + y =

2∫
0

y(t)dt, y(0) = 1.

1.8 Να ϐρεθεί η τιµή της παραµέτρου λ για την οποία η διαφορική εξίσωση

ty2 + λt2y + t2(t+ y)y′ = 0

είναι ακριβής και να λυθεί η διαφορική εξίσωση για αυτή την τιµή του λ.

1.9 ∆ίνεται η διαφορική εξίσωση

eat+y + 3t2y2 + (2t3y + eat+y)y′ = 0 (1)

Να ϐρεθεί το a ώστε η (1) να είναι ακριβής και να λυθεί η (1).

1.10 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

(3t+ 2y + y2) + (t+ 4yt+ 5y2)
dy

dt
= 0 (1)

αν δέχεται ολοκληρωτικό παράγοντα της µορφής µ = µ(t+ y2).
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1.3 Ενδεικτικές Λύσεις Ασκήσεων Κεφαλαίου 1

1.1 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση
ty′ − y = t2, t > 0.

Λύση. Η παραπάνω διαφορική εξίσωση µπορεί να γραφτεί στη µορφή y′ − y

t
= t.Θεωρούµε τον

ολοκληρωτικό παράγοντα

µ(t) = e
∫
− 1

t dt =
1

t
,

όπου προκύπτει πως

y′

t
− y

t2
= 1⇔

(
y

t

)′
= 1⇔ y

t
= t+ c⇔ y = t2 + ct, c ∈ R .

�

1.2 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

y′ +
3

t
y = y2t2, t > 0.

Λύση. Η παραπάνω διαφορική εξίσωση αποτελεί δ.ε. µορφής Bernoulli, άρα ϑεωρούµε τον
µετασχηµατισµό

u =
1

y
, y 6= 0.

΄Ετσι προκύπτει πως

u′ = − 1

y2
· y′.

΄Εχουµε λοιπόν πως

− 1

y2
· y′ − 3

ty
= −t2 ⇔ u′ − 3

t
· u = −t2

η οποία λύνεται µε τη χρήση του ολοκληρωτικού παράγοντα µ(t) = e
∫
− 3

t dt =
1

t3
.΄Αρα προκύπτει

πως
u′

t3
− 3

u

t2
= −1

t
⇔
(
u

t3

)′
= −1

t
⇔ u

t3
= − log t+ c⇔ u = t3(c− log t) .

Τελικά λοιπόν έχουµε πως y =
1

t3(c− log t)
, c 6= log t.

Ακόµη παρατηρούµε πως η y = 0 ικανοποιεί την δ.ε., άρα και y = 0 είναι λύση της διαφορικής
εξίσωσης. �

1.3 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

y′ +
y

t
= y2 − 1

t2
, t > 0

αν µια λύση της είναι της µορφής y1(t) =
1

t
.
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Λύση. Η παραπάνω διαφορική εξίσωση αποτελεί δ.ε. µορφής Riccati άρα ϑεωρούµε τον µετα-
σχηµατισµό

y(t) = y1(t) +
1

u(t)
=

1

t
+

1

u(t)
.

΄Αρα έχουµε πως y′(t) = − 1

t2
− 1

u2(t)
u′(t) και y2(t) =

1

t2
+

2

tu(t)
+

1

u2(t)
. ΄Ετσι έχουµε ότι

− 1

t2
− u′

u2
+

1

t2
+

1

tu
=

1

t2
+

2

tu
+

1

u2
− 1

t2
⇔ − u

′

u2
+

1

tu
=

1

u2
⇔ u′ +

u

t
= −1⇔ u = − t

2
+
c

t

Τελικά λοιπόν προκύπτει πως

y(t) =
2t

2c− t2
+

1

t
, t2 6= 2c.

�

1.4 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση
y2dt− t(t+ y)dy = 0.

Λύση. Παρατηρούµε ότι οι συναρτήσειςM(t, y) = y2 και N(t, y) = t(t+ y) είναι οµογενείς 2ου
ϐαθµού στο R2, άρα η παραπάνω διαφορική εξίσωση είναι οµογενής.Θεωρούµε τον µετασχηµα-
τισµό,

u =
y

t
, t 6= 0

που διαφορίζοντας προκύπτει ότι u′ =
y′

t
− y

t2
. ΄Αρα η διαφορική εξίσωση µετασχηµατίζεται σε

u2− (1 +u)(u+u′t) = 0⇔ u2−u−u′t−u2−u′ut = 0⇔ −u = tu′(1 +u)⇔ −dt
t

=
1 + u

u
du∫

1 + u

u
du =

∫
−1

t
dt+ c⇔ log u+ u = c− log t⇔ log

y

t
+
y

t
= c− log t⇔ t log y + y = ct

η οποία είναι λύση σε πεπλεγµένη µορφή. �

1.5 (i) Να δειχθεί ότι η διαφορική εξίσωση

xf(tx) + tg(tx)x′ = 0

όπου f και g συνεχείς πραγµατικές συναρτήσεις, µπορεί να µετασχηµατιστεί σε διαφορική
εξίσωση χωριζόµενων µεταβλητών.

(ii) Χρησιµοποιώντας το (i) να λυθεί η διαφορική εξίσωση

x− tx2 − (t+ t2x)x′ = 0.

Λύση. (i) Θεωρούµε τον εξής µετασχηµατισµό

y = tx
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όπου προκύπτει πως x′ =
y′t− y
t2

δηλαδή

y

t
f(y) + tg(y)

(
y′t− y
t2

)
= 0⇔ yf(y) + g(y)(y′t− y) = 0⇔ yf(y) + tg(y)y′ − yg(y) = 0

tg(y)y′ = y[g(y)− f(y)]⇔ y′ =
y[g(y)− f(y)]

tg(y)
(1.1)

η οποία έχει µετασχηµατιστεί σε δ.ε. χωριζοµένων µεταβλητών.

(ii) Υπόδειξη. Χρησιµοποιήστε τον µετασχηµατισµό καθως και την σχέση (1.1) του (i).

�

1.6 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση
dy

dt
=

1

t− y
+ 1.

Λύση. Α΄ Τρόπος. Θεωρούµε τον µετασχηµατισµό u = t− y, όπου διαφορίζοντας προκύπτει
πως u′ = 1− y′. Υπολογίζουµε διαδοχικά ως εξής :

y′ = 1
t−y +1⇔ −y′ = 1

t−y−1⇔ u′ = − 1
u ⇔ udu = −dt⇔ u2

2 = −t+c1 ⇔ u2 = 2c1−2t.

Τελικά λοιπόν έχουµε ότι y = t−
√

2c1 − 2t ή y = t+
√

2c1 − 2t για t < c1.

Β΄ Τρόπος. Παρατηρήστε ότι η διαφορική εξίσωση −t+ y − 1 + (t− y)y′ = 0 είναι ακριβής
και λύστε την µε την γνωστή µέθοδο.

�

1.7 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

y′ + y =

2∫
0

y(t)dt, y(0) = 1.

Λύση. Θέτουµε r =
2∫
0

y(t)dt και ϑεωρούµε τον ολοκληρωτικό παράγοντα µ(t) = e
∫
dt = et.

Υπολογίζουµε διαδοχικά ως εξής :

ety′ + ety = ret =

(
ety

)′
= ret ⇔ ety = ret + c⇔ y = r + ce−t.

Για t = 0 έχουµε πως c = 1 − r, δηλαδή προκύπτει πως y = r + (1 − r)e−t. Για την επίλύση
της διαφορικής εξίσωσης αρκεί να ϐρούµε το r. Υπολογίζουµε διαδοχικά ως εξής :

r =

2∫
0

y(t)dt =

2∫
0

r + (1− r)e−tdt⇔ r = 1− e2.

Τελικά λοιπόν έχουµε πως η γενική λύση είναι η y(t) = 1− e2 + e2−t. �
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1.8 Να ϐρεθεί η τιµή της παραµέτρου λ για την οποία η διαφορική εξίσωση

ty2 + λt2y + t2(t+ y)y′ = 0

είναι ακριβής και να λυθεί η διαφορική εξίσωση για αυτή την τιµή του λ.

Λύση. Για να είναι ακριβής η παραπάνω διαφορική εξίσωση για M(t, y) = ty2 + λt2y και
N(t, y) = t2(t+ y) αρκεί να ισχύει ότι

∂M(t, y)

∂y
=
∂N(t, y)

∂t
⇔ 2ty + λt2 = 3t2 + 2ty

όπου από ισότητα πολυωνύµων ισχύει ότι λ = 3.΄Αρα η διαφορική εξίσωση µετασχηµατίζεται ως
εξής :

ty2 + 3t2y + t2(t+ y)y′ = 0

η οποία είναι ακριβής.΄Ετσι υπάρχει F ∈ C1(R2) µε F (t, y) = c1 ώστε

∂F (t, y)

∂t
= M(t, y) και

∂F (t, y)

∂y
= N(t, y).

1.
∂F (t, y)

∂t
= M(t, y)⇔ ∂F (t, y)

∂t
= ty2 + 3t2y ⇔ F (t, y) =

y2t2

2
+ t3y + h(y)

2.
∂F (t, y)

∂y
= N(t, y)⇔ ∂F (t, y)

∂y
= t3 + t2y ⇔ h′(y) = 0⇔ h(y) = c2

Αν ϑέσουµε C = c1 − c2 προκύπτει ότι y2t2

2 + t3y = C η οποία είναι λύση σε πεπλεγµένη
µορφή. �

1.9 ∆ίνεται η διαφορική εξίσωση

eat+y + 3t2y2 + (2t3y + eat+y)y′ = 0 (1)

Να ϐρεθεί το a ώστε η (1) να είναι ακριβής και να λυθεί η (1).

Λύση. Για να είναι ακριβής η παραπάνω διαφορική εξίσωση για M(t, y) = eat+y + 3t2y2 και
N(t, y) = 2t3y + eat+y αρκεί να ισχύει ότι

∂M(t, y)

∂y
=
∂N(t, y)

∂t
⇔ eat+y + 6t2y = aeat+y + 6t2y ,

όπου προκύπτει πως a = 1. ΄Αρα η διαφορική εξίσωση µετασχηµατίζεται ως εξής :

et+y + 3t2y2 + (et+y + 2t3y)y′ = 0

η οποία είναι ακριβής.΄Ετσι υπάρχει F ∈ C1(R2) µε F (t, y) = c1 ώστε

∂F (t, y)

∂t
= M(t, y) και

∂F (t, y)

∂y
= N(t, y).
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1.
∂F (t, y)

∂t
= M(t, y)⇔ ∂F (t, y)

∂t
= et+y + 3t2y2 ⇔ F (t, y) = et+y + t3y2 + h(y)

2.
∂F (t, y)

∂y
= N(t, y)⇔ ∂F (t, y)

∂y
= et+y + 2t3y ⇔ h′(y) = 0⇔ h(y) = c2

Αν ϑέσουµε C = c1 − c2 προκύπτει ότι et+y + t3y2 = C η οποία είναι λύση σε πεπλεγµένη
µορφή. �

1.10 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

(3t+ 2y + y2) + (t+ 4yt+ 5y2)
dy

dt
= 0 (1)

αν δέχεται ολοκληρωτικό παράγοντα της µορφής µ = µ(t+ y2).

Λύση. Η σχέση (1) γράφεται ισοδύναµα

M(t, y) +N(t, y)
dy

dt
= 0 , (1.2)

όπου M(t, y) = 3t+ 2y + y2 και N(t, y) = t+ 4yt+ 5y2. Παρατηρούµε ότι ισχύει το εξής :

∂M

∂y
(t, y) = 2y + 2 6= 1 + 4y =

∂N

∂t
(t, y)

άρα η (1.2) δεν είναι ακριβής. Γνωρίζουµε ότι η (1.2) δέχεται ολοκληρωτικό παράγοντα της
µορφής µ = µ(t+ y2).΄Εστω u(t, y) = t+ y2. Τότε από τον Κανόνα της Αλυσίδας έχουµε

1. ∂µ
∂y (t, y) = dµ

du (t, y) · ∂u∂y (t, y) = 2y dµdu (t, y)

2. ∂µ
∂t (t, y) = dµ

du (t, y) · ∂u∂t (t, y) = dµ
du (t, y)

Αφού η (1.2) δέχεται ολοκληρωτικό παράγοντα, τότε ∂(Mµ)
∂y = ∂(Nµ)

∂t . Υπολογίζουµε διαδοχικά
ως εξής :

µ
∂M

∂y
+M

∂µ

∂y
= N

∂µ

∂t
+ µ

∂N

∂t
⇔M

∂µ

∂y
−N ∂µ

∂t
= (

∂N

∂t
− ∂M

∂y
)µ

dµ

du
(2yM −N) = (

∂N

∂t
− ∂M

∂y
)µ⇔ dµ

du
(2yt− t+ 2y3 − y2) = (2y − 1)µ

dµ

du
(2yM −N) = (

∂N

∂t
− ∂M

∂y
)µ⇔

∫
1

µ
dµ =

∫
1

u
du+ c1 ⇔ log |µ| = log (|u| · ec1)

µ = ±uec1 = ±ec1(t+ y2)⇔ µ = c3(t+ y2)

΄Ετσι ένας ολοκληρωτικός παράγοντας είναι µ(t, y) = t+ y2.Πολλαπλασιάζουµε µε τον ολοκλη-
ϱωτικό παράγοντα τη σχέση (1.2).

(t+ y2)(3t+ 2y + y2) + (t+ y2)(t+ 4yt+ 5y2)
dy

dt
= 0

(y4 + 2y3 + 4y2t+ 2ty + 3t2) + (t2 + 4yt2 + 6y2t+ 4y3t+ 5y4)
dy

dt
= 0 (1.3)
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όπου M̄(t, y) = y4 + 2y3 + 4y2t+ 2ty+ 3t2 και N̄(t, y) = t2 + 4yt2 + 6y2t+ 4y3t+ 5y4. ΄Εχουµε
λοιπόν πως

∂M̄

∂y
(t, y) = 4y3 + 6y2 + 8yt+ 2t =

∂N̄

∂t
,

άρα η (1.3) είναι ακριβής.΄Ετσι γνωρίζουµε πως υπάρχει F (t, y) = c ώστε

∂F

∂t
(t, y) = M̄(t, y) και

∂F

∂y
(t, y) = N̄(t, y).

1. ∂F
∂y (t, y) = N̄(t, y)⇔ F (t, y) =

∫
t2 + 4yt2 + 6y2t+ 4y3t+ 5y4dy + h(t)

F (t, y) = t2y + 2y2t2 + 2y3t+ y4t+ y5 + h(t)

2. ∂F
∂t (t, y) = M̄(t, y)⇔ 2ty + 4y2t+ 2y3 + y4 + h′(t) = y4 + 2y3 + 4y2t+ 2yt+ 3t2

Παρατηρούµε λοιπόν πως h′(t) = 3t2 ⇔ h(t) = t3 + c4, όπου για c4 = 0 έχουµε h(t) = t3. ΄Ετσι
τελικά προκύπτει πως

F (t, y) = y5 + ty4 + 2ty3 + 2t2y2 + t2y + t3 = c

η οποία είναι λύση σε πεπλεγµένη µορφή. �
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

ΤΑ ΒΑΣΙΚΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ

2.1 Χρήσιµα κοµµάτια ϑεωρίας ως προς την επίλυση α-
σκήσεων

1.

Ορισµός 2.1. (προσεγγίσεις Picard) Η ακολουθία προσεγγίσεων Picard ορίζεται επαγωγικά
ως εξής :

y0(t) = y0, yn(t) = y0 +

t∫
t0

f(s, yn−1(s))ds

2.

Θεώρηµα 2.1. Picard-Lindelof : ΄Εστω f(t, y), ∂f∂y (t, y) συνεχείς συναρτήσεις στο ορθο-
γώνιο

S = { (t, y) : t0 ≤ t t0 + a, |y − y0| ≤ b }

΄Εστω ακόµη M = max
S
|f(t, y)|, δ = min

(
a,

b

M

)
.Τότε το Π.Α.Τ. :

{
y′(t) = f(t, y)
y(t0) = y0

έχει

µοναδική λύση στο [t0, t0 + δ].

3.

Ορισµός 2.2. Η συνάρτηση f ικανοποιεί συνθήκη Lipschitz στο S αν υπάρχει L > 0 τέτοιο
ώστε για κάθε (t, y1), (t, y2) ∈ S έχουµε την ανισότητα

|f(t, y1)− f(t, y2)| ≤ L|y1 − y2|.

15



16 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΤΑ ΒΑΣΙΚΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ

4. Απλή ανάγνωση της απόδειξης του Θεωρήµατος (b) δείχνει ότι η υπόθεση για την παράγωγο
∂f(t, y)

∂y
είναι δυνατόν να αντικατασταθεί µε τη λιγότερο περιοριστική (c) χωρίς καµία

αλλαγή στο συµπέρασµα.
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2.2 Ασκήσεις Κεφαλαίου 2

2.1 ΄Εστω το Π.Α.Τ.
y′ = y3, y(0) = 1.

Να ϐρεθεί το µέγιστο διάστηµα [0, δ] στο οποίο το Θεώρηµα Picard-Lindelof εγγυάται υπάρξη
λύσης και µοναδικότητα.

2.2 Για το ακόλουθο Π.Α.Τ. να προσεγγιστούν οι πρώτες τέσσερεις προσεγγίσεις Picard :

dy

dt
= t2 + y2, y(1) = 2.

2.3 ΄Εστω το Π.Α.Τ. :
y′ =

√
y + 1 y(0) = 0, t ∈ [0, 1].

(i) ∆είξτε ότι η f(t, y) δεν είναι Lipschitz σε διάστηµα που περιέχει το y = 0.

(ii) ∆είξτε ότι το Π.Α.Τ. έχει µοναδική λύση.

1. Υπόδειξη. Υποθέστε ότι το Π.Α.Τ. έχει τουλάχιστον µια λύση.
2. Υπόδειξη. Θεωρήστε την συνάρτηση z(t) = (

√
y1(t)−

√
y2(t))2.

2.4 Θεωρώντας το Π.Α.Τ.
x′ = 1 + x

2
3 , x(0) = 0

να δειχθεί ότι η συνθήκη Lipshitz δεν είναι αναγκαία για το µονοσήµαντο των λύσεων.

2.5 ΄Εστω το Π.Α.Τ.

y′ =
(y2 − 4)(sin2 y3 + cos y − 2)

2
, y(0) =

1

2
.

Αν y = φ(t) είναι η λύση του Π.Α.Τ., εξηγήστε (χωρίς να λυθεί η εξίσωση ) γιατί ισχύει ότι
φ(t) < 2, για κάθε t.
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2.3 Ενδεικτικές Λύσεις Ασκήσεων Κεφαλαίου 2

2.1 ΄Εστω το Π.Α.Τ.
y′ = y3, y(0) = 1.

Να ϐρεθεί το µέγιστο διάστηµα [0, δ] στο οποίο το Θεώρηµα Picard-Lindelof εγγυάται υπάρξη
λύσης και µοναδικότητα.

Λύση. Θεωρούµε το ορθογώνιο

S = { (t, y) : 0 ≤ t ≤ a, |y − 1| ≤ b }.

΄Εχουµε f(t, y) = y3 άρα ισχύει ότι

M = max
1−b≤y≤1+b

|y3| = (1 + b)3.

΄Εχουµε λοιπόν ότι δ∗ = min{a, b

(b+ 1)3
}, άρα για a αυθαίρετα µεγάλο δ∗ =

b

(b+ 1)3
.Για

να ϐρούµε το µέγιστο διάστηµα που εγγυάται ύπαρξη λύσης και µοναδικότητα αναζητούµε δ =

max
b>0

b

(1 + b)3
και παρατηρούµε ότι bmax = 1

2 .΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι δ =
1/2

(3/2)3
=

4

27
.∆ηλαδή

το µέγιστο διάστηµα που εγγυάται µοναδικότητα και ύπαρξη λύσης είναι το
[
0,

4

27

]
. �

2.2 Για το ακόλουθο Π.Α.Τ. να προσεγγιστούν οι πρώτες τέσσερεις προσεγγίσεις Picard :

dy

dt
= t2 + y2, y(1) = 2.

Λύση. Θεωρούµε την ακολουθία Picard :

y0(t) = 2, yn(t) = 2 +

t∫
1

[s2 + y2n−1(s)]ds.

1. Για n = 0 έχουµε πως, y0(t) = 2

2. Για n = 1 έχουµε πως, y1(t) = 2 +

t∫
1

[s2 + y20(s)]ds = 2 +

t∫
1

[s2 + 4]ds =
t3

3
+ 4t− 7

3

Οµοίως υπολογίζονται οι προσεγγίσεις για n = 2, 3. �

2.3 ΄Εστω το Π.Α.Τ. :
y′ =

√
y + 1 y(0) = 0, t ∈ [0, 1].

(i) ∆είξτε ότι η f(t, y) δεν είναι Lipschitz σε διάστηµα που περιέχει το y = 0.

(ii) ∆είξτε ότι το Π.Α.Τ. έχει µοναδική λύση.

1. Υπόδειξη. Υποθέστε ότι το Π.Α.Τ. έχει τουλάχιστον µια λύση.
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2. Υπόδειξη. Θεωρήστε την συνάρτηση z(t) = (
√
y1(t)−

√
y2(t))2.

Λύση. (i) ΄Εστω ότι η f είναι Lipschitz δηλαδή υπάρχει L > 0 ώστε για κάθε y1, y2 να ισχύει

|f(t, y1)− f(t, y2)| ≤ L|y1(t)− y2(t)|.

΄Αρα για y1(t) = y(t) και y2(t) = 0 έχουµε ότι ισχύει

|f(t, y)− f(t, 0)| ≤ L|y(t)− 0| ⇔ √y ≤ L|y(t)| ⇔ 1 ≤ L
√
y(t).

το οποίο είναι άτοπο για t = 0.

(ii) ΄Εστω y1, y2 οι λύσεις της διαφορικής εξίσωσης και

z(t) = (
√
y1(t)−

√
y2(t))2 = y1(t) + y2(t)− 2

√
y1(t)y2(t) ≥ 0.

΄Αρα προκύπτει πως

z′(t) = y′1 + y′2 − 2(
1

2
y′1y
−1/2
1 y

1/2
2 +

1

2
y′2y
−1/2
2 y

1/2
1 ) = y′1 + y′2 −

y′1
√
y2√
y1
−
y′2
√
y1√
y2

< 0

΄Αρα για κάθε t ∈ [0, 1] ισχύει z(t) ≤ 0, όπου προκύπτει πως

z(t) = 0⇔ (
√
y1 −

√
y2)2 = 0⇔ y1 = y2.

�

2.4 Θεωρώντας το Π.Α.Τ.
x′ = 1 + x

2
3 , x(0) = 0

να δειχθεί ότι η συνθήκη Lipshitz δεν είναι αναγκαία για το µονοσήµαντο των λύσεων.

Λύση. Αρχικά ϑα επιλύσουµε την διαφορική εξίσωση

x′ = x
2
3 + 1⇔

∫
dx

x
2
3 + 1

=

∫
dt+ c1

΄Αρα αρκεί να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα
∫

dx

x
2
3 + 1

όπου προκύπτει ότι

∫
dx

x
2
3 + 1

= 3x1/3 − 3 arctanx1/3 + c2.

Αν ϑεωρήσουµε c = c1 − c2 τότε ισχύει ότι

3x1/3 − 3 arctanx1/3 = t+ c.

∆ηλαδή για t = 0 έχουµε πως το Π.Α.Τ. έχει, µοναδική λύση σε πεπλεγµένη µορφή,

3x1/3 − 3 arctanx1/3 = t.
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΄Ωστόσο η f(t, y) = x2/3+1 η οποία ορίζεται σε περιοχή που περιέχει το (0, 0) δεν είναι Lipchitz,
αφού

|f(t, x)− f(t, 0)| = |x2/3|

µε lim
t→0

|x2/3|
|x|

=∞ το οποίο έχει ως αποτέλεσµα

|f(t, x)− f(t, 0)| > L|x|.

�

2.5 ΄Εστω το Π.Α.Τ.

y′ =
(y2 − 4)(sin2 y3 + cos y − 2)

2
, y(0) =

1

2
.

Αν y = φ(t) είναι η λύση του Π.Α.Τ., εξηγήστε (χωρίς να λυθεί η εξίσωση ) γιατί ισχύει ότι
φ(t) < 2, για κάθε t.

Λύση. Από υπόθεση ισχύει φ(0) = 1
2 .Παρατηρούµε ότι η αρχική εξίσωση για y′ = 0 και y = 2

µηδενίζεται, δηλαδή y(t) = 2 είναι λύση της.΄Αρα, για 1
2 < 2⇔ φ(0) < y(t).Από το µονοσήµαντο

της λύσης προκύπτει ότι φ(t) < y(t) = 2, για κάθε t. �



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΜΕ
ΣΤΑΘΕΡΟΥΣ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΕΣ

3.1 Χρήσιµα κοµµάτια ϑεωρίας ως προς την επίλυση α-
σκήσεων

1. Η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης y′′+P (t)y′+Q(t)y = f(t) (∗) µε P,Q, f : I → R
συνεχείς είναι της µορφής :

y(t) = yoµ(t) + yειδ(t)

µε yoµ λύση της αντίστοιχης οµογενούς της (∗) και yειδ µια ειδική λύση της (∗).
2. ΄Εστω η οµογενής διαφορική εξίσωση

y′′ + p(t)y′ + q(t)y = 0 (∗)

µε p, q : I → R συνεχείς.

Αν φ1(t), φ2(t) λύσεις της (∗) τότε κάθε γραµµικός συνδυασµός τους είναι λύση της (∗).
3.

Ορισµός 3.1. Η ορίζουσα Wronski δύο διαφορίσιµων συναρτήσεων φ1, φ2 : I ⊂ R → R
ορίζεται ως :

W (t) = W (φ1, φ2)(t) =

∣∣∣∣φ1(t) φ2(t)
φ′1(t) φ′2(t)

∣∣∣∣
4.

Θεώρηµα 3.1. ΄Εστω φ1, φ2 λύσεις της L(y) = 0 στο I.Τότε φ1, φ2 είναι γραµµικά ανεξάρ-
τητες στο I αν και µόνο αν W (φ1, φ2)(t) 6= 0 για κάθε t ∈ I.

21
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5.

Θεώρηµα 3.2. (Τύπος του Liouville) : ΄Εστω φ1, φ2 λύσεις της διαφορικής εξίσωσης

y′′ + p(t)y′ + q(t)y = 0 (∗)

µε p, q : I → R συνεχείς και W (φ1, φ2)(t) η ορίζουσα Wronski. Τότε,

(i) W (t) = ce−
∫
p(t)dt,

(ii) W (t) = W (t0)e
−

t∫
t0

p(s)ds

.

6. ΄Εστω η οµογενής διαφορική εξίσωση

y′′ + ay′ + by = 0 (∗)

µε a, b ∈ R.Τότε ϑεωρούµε την χαρακτηριστική εξίσωση της (∗)

λ2 + aλ+ b = 0.

(i) Αν ∆ > 0 µε λ1, λ2 οι δύο άνισες λύσεις της χ.ε. τότε προκύπτει πως, eλ1t, eλ2t

γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της (∗) και µάλιστα

y(t) = c1e
λ1t + c2e

λ2t.

(ii) Αν ∆ = 0 µε λ = −a2 η διπλή ϱίζα της χ.ε., τότε προκύπτει πως, e−at/2, te−at/2

γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της (∗) και µάλιστα

y(t) = c1e
−at/2 + c2te

−at/2.

(iii) Αν ∆ < 0 και λ1,2 = γ ± δi οι µιγαδικές λύσεις της χ.ε. τότε προκύπτει πως, η γενική
λύση της (∗) είναι

y(t) = eγt(c1 cos δt+ c2 sin δt)

7. Εύρεση ειδικής λύσης της L(y) = f(t).

(i) Μέδοθος Lagrange (ή Μέθοδος µεταβολής των παραµέτρων) : Από την λύση της
αντίστοιχης οµογενούς δ.ε. L(y) = 0 έχουµε :

yoµ(t) = c1φ(t) + c2φ2(t)

όπου φ1, φ2 δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσης της L(y) = 0.Θεωρούµε c1 = c1(t), c2 =
c2(t) µε

yε = c1(t)φ(t) + c2(t)φ2(t)

µια ειδική λύση της L(y) = f(t).Χρησιµοποιώντας τη σχέση L(yε) = f(t) προκύπτει
το εξής αλγεβρικό σύστηµα :

φ1(t)c′1(t) + φ2(t)c′2(t) = 0
φ′1(t)c′1(t) + φ′2(t)c′2(t) = f(t)

µε το οποίο υπολογίζονται τα c1(t) και c2(t).
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(ii) Μέθοδος Απροσδιόριστων Συντελεστών: ΄Εστω L(y) = f(t)⇔ y′′+ay′+by = f(t)
µε a.b ∈ R, f(t) ∈ C(I).Αν f(t) είναι εκθετική συνάρτηση,σταθερή,πολυώνυµου του
t,τριγωνοµετρική συνάερτηση ή συνδυασµός αυτών τότε, γίνεται χρήση της παρακάτω
µεθόδου.

Περιγραφή της µεθόδου

Θεωρούµε y′′ + ay′ + by = f(t), a, b ∈ R και

f(t) = eγt[Pn(t) cos(δt) +Qn(t) sin(δt)]

µε γ, δ ∈ R και Pn(t), Qn(t) ∈ Rn(t).

Αν γ+δi ϱίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης λ2+aλ+b = 0 ,της αντίστοιχης οµογενούς
διαφορικής εξίσωσης, πολλαπλότητας p τότε η µη-οµογενής διαφορική εξίσωση έχει
ειδική λύση της µορφής

yε = tpeγt[pn(t) cos (δt) + qn(t) sin(δt)]

µε pn(t), qn(t) πολυώνυµα n ϐαθµού του t.

8. Η αρχή της υπέρθεσης. ΄Εστω η διαφορική εξίσωση L(y) = f1(t)+f2(t)(∗) , f1(t), f2(t) ∈
C(I).

Θεωρούµε τις διαφορικές εξισώσεις L(y) = f1(t) (1) και L(y) = f2(t) (2) µε y1ε(t), y2ε(t)
ειδικές λύσεις των (1), (2) αντίστοιχα .Τότε, yε(t) = y1ε(t) + y2ε(t) ειδική λύση της (*).

9. Σε διαφορικές εξισώσεις τάξης n µε n ≥ 3 ισχύουν οι ίδιες τεχνικές και ϑεωρήµατα µε αυτά
που προαναφέρθηκαν παραπάνω.

10. Εξίσωση Euler είναι η διαφορική εξίσωση της µορφής :

t2y′′ + aty + by = 0, a, b ∈ R, t > 0.

Προκύπτει πως το χαρακτηριστικό πολυώνυµο της παραπάνω δ.ε. είναι το r(r−1)+ar+b =
0.

(i) Αν ∆ > 0 τότε για r1, r2 λύσεις της εξισώσης µε r1 6= r2 έχουµε ότι η γενική λύση της
δ.ε. είναι

y(t) = c1t
r1 + c2t

r2 .

(ii) Αν ∆ = 0 για r = 1−a
2 η διπλή λύση της εξίσωσης έχουµε ότι η γενική λύση της δ.ε.

είναι
y(t) = c1t

r + c2 log ttr.

(iii) Αν ∆ < 0 για r1,2 = σ ± ωi λύσεις της εξίσωσεις έχουµε ότι η γενική λύση της δ.ε.
είναι

y(t) = tσ[c1 cos (ω log t) + c2 sin (ω log t)].
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3.2 Ασκήσεις Κεφαλαίου 3

3.1 Αν a, b, c > 0, να δειχθεί ότι για κάθε λύση y = φ(t) της διαφορικής εξίσωσης

ay′′ + by′ + cy = 0,

ισχύει
lim
t→∞

φ(t) = 0.

3.2 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

y′′ − 3y′ + 2y = − e2t

et + 1
.

3.3 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση
y′′ + y′ − 2y = e3t.

3.4 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση
y′′ + y′ − 2y = 2et.

3.5 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

y′′ + 4y′ + 4y = e−2t.

3.6 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση
y′′ + y = 3et.

3.7 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση
y′′ + 4y = sin t.

3.8 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση
y′′ + 4y = 3 cos 2t.

3.9 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση
y′′ + y′ + y = t2.

3.10 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση
y′′ − y = tet.

3.11 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση
y′′ + ky = sin bt

µε k, b > 0.

3.12 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

y(4) − 5y(2) + 4y = et − te2t.

Υπόδειξη. Χρησιµοποίηστε την αρχή της υπέρθεσης.

3.13 Να κατασκευαστεί η οµογενής διαφορική εξίσωση 2ης τάξης αν είναι γνωστές φ1(t), φ2(t),
δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της.
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3.14 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

t2y′′ − 5ty′ + 25y = 0.

3.15 Αν φ1, φ2 είναι λύσεις της διαφορικής εξίσωσης :

(1 + y2)y′′ − 2ty + 2y = 0

µε φ1(1) = φ′1(1) = 1, φ2(1) = 0 και φ′2(1) = 2 να υπολογιστεί η W (φ1, φ2)(t).

Υπόδειξη. Χρησιµοποιήστε τον τύπο του Liouville.



26 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΜΕ ΣΤΑΘΕΡΟΥΣ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΕΣ

3.3 Ενδεικτικές Λύσεις Ασκήσεων Κεφαλαίου 3

3.1 Αν a, b, c > 0, να δειχθεί ότι για κάθε λύση y = φ(t) της διαφορικής εξίσωσης

ay′′ + by′ + cy = 0 (3.1)

ισχύει
lim
t→∞

φ(t) = 0.

Λύση.

Θεωρούµε την χαρακτηριστική εξίσωση της (3.1) : ar2 + br + c = 0.

(i) Αν ∆ > 0 έχουµε λ1, λ2 τις δύο άνισες λύσεις της χ.ε. µε λ1 + λ2 = − b
a < 0 και

λ1 · λ2 = c
a > 0, που συµπεραίνουµε πως λ1, λ2 < 0.΄Οµως η φ(t) είναι της µορφής :

φ(t) = c1e
λ1t + c2e

λ2t

έτσι συµπεραίνουµε ότι lim
t→∞

φ(t) = 0.

(ii) Αν ∆ = 0, τότε έχουµε λ = − b
2a της διπλή ϱίζα της χ.ε. και µάλιστα λ < 0.Τότε προκύπτει

άµεσα πως lim
t→∞

eλt = 0 και lim
t→∞

teλt = 0 1 και αφού η φ(t) είναι της µορφής :

φ(t) = c1e
λt + c2te

λt.

΄Ετσι συµπεραίνουµε πως lim
t→∞

φ(t) = 0.

(iii) Αν ∆ < 0 τότε λ1,2 = γ ± δi οι µιγαδικές ϱίζες της χ.ε. µε γ = − b
2a < 0 2 Τότε η φ(t) ϑα

είναι της µορφής :
φ(t) = eγt(c1 cos δt+ c2 sin δt).

΄Οµως ισχύει ότι |φ(t)| ≤ eγt(|c1| + |c2|) → 0 για t → ∞. ΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι
lim
t→∞

φ(t) = 0.

�

3.2 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση 3

y′′ − 3y′ + 2y = − e2t

et + 1
. (3.2)

Λύση.

1Ο υπολογισµός του ορίου γίνεται άµεσα µε χρήση του κανόνα De l’ Hospital.
2Η παραπάνω σχέση προέκυψε µε την χρήση τύπων Vietta.
3Για την λύση της ΄Ασκησης 3.4 ϑα χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο Lagrange.
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Από την σχέση (3.2) προκύπτει πως η χαρακτηριστική εξίσωση της δ.ε. είναι

r2 − 3r + 2 = 0

η οποία έχει λύσεις r1 = 1 και r2 = 2.

∆ηλαδή η γενικη λύση της αντίστοιχης οµογενούς της (3.2) είναι

yoµ = c1e
t + c2e

2t.

Ακόµη έχουµε πως
yε(t) = c1(t)et + c2(t)e2t ,

όπου yε ειδική λύση της 3.2 και για την εύρεση της πρέπει να λύσουµε το αλγεβρικό σύστηµα:
4

etc′1(t) + e2tc′2(t) = 0

etc′1(t) + 2e2tc′2(t) = f(t)

Από τον κανόνα του Cramer, αφού W (et, e2t)(t) = e3t 6= 0 τότε ισχύει

c′1(t) =

∣∣∣∣ 0 e2t

− e2t

et+1 2e2t

∣∣∣∣
W (t)

και c′2(t) =

∣∣∣∣et 0

et − e2t

et+1

∣∣∣∣
W (t)

∆ηλαδή έχουµε ότι c1(t) =
∫

et

et+1dt + d1 = log (et + 1) + d1 και c2(t) = −
∫

1
et+1dt + d2 =

log (e−t + 1) + d2. ΄Ετσι προκύπτει πως µια ειδική λύση της (3.2) είναι

yε = log(et + 1)et + log(e−t + 1)e2t.

Τελικά αφού γνωρίζουµε πως y(t) = yoµ(t) + yε(t) η γενική λύση της (3.2) έχει τη µορφή:

y(t) = [c1 + log(et + 1)]et + [c2 + log(e−t + 1)]e2t.

�

3.3 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση
y′′ + y′ − 2y = e3t (3.3)

Λύση. Θεωρούµε την χαρακτηριστική εξίσωση της (3.3) :

r2 + r − 2 = 0 (3.4)

η οποία έχει λύσεις r1 = 1 και r2 = −2.΄Αρα γνωρίζουµε πως η αντίστοιχη οµογενής της (3.3)
ισούται µε

yoµ(t) = c1e
t + c2e

−2t

4Το παραπάνω αλγεβρικό σύστηµα προέκυψε αφού η yε ικανοποιεί την L[y] = − e2t

et+1
.
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Το 3 δεν είναι ϱίζα της (3.4), άρα µια ειδική λύση της (3.3) είναι της µορφής :

yε(t) = Ae3t

και αφού η yε(t) ικανοποιεί την (3.3) έχουµε πως

y′′ε (t) + y′ε(t)− 2yε(t) = e3t ⇔ 9Ae3t + 3Ae3t − 2Ae3t = e3t ⇔ A =
1

10
.

΄Αρα µια ειδική λύση της (3.3) είναι

yε =
1

10
e3t.

Αφού γνωρίζουµε πως ισχύει y(t) = yoµ(t) + yε(t) έχουµε ότι

y(t) = c1e
t + c2e

−2t +
1

10
et.

�

3.4 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση
y′′ + y′ − 2y = 2et. (3.5)

Λύση. Θεωρούµε την χαρακτηριστική εξίσωση της (3.5)

r2 + y − 2 = 0 (3.6)

η οποία έχει λύσεις r1 = 1 και r2 = −2.΄Αρα γνωρίζουµε πως η αντίστοιχη οµογενής της (3.5)
ισούται µε

yoµ(t) = c1e
t + c2e

−2t

Το 1 είναι ϱίζα της (3.6) πολλαπλότητας 1, άρα µία ειδική λύση της (3.5) είναι της µορφής:

yε(t) = Atet

και αφού ικανοποιέι την (1) έχουµε πως

y′′ε (t) + y′ε(t)− 2ε(t) = 2et ⇔ (2Aet +Aet) + (Aet +Atet)− 2Atet = 2et ⇔ A =
2

3

΄Ετσι µια ειδική λύση της (3.5) είναι

yε(t) =
2

3
tet.

Αφού γνωρίζουµε πως y(t) = yoµ(t) + yε(t) ισχύει ότι

y(t) = c1e
t + c2e

−2t +
2

3
tet

�

3.5 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση
y′′ + 4y′ + 4y = e−2t. (3.7)
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Λύση. Θεωρούµε την χαρακτηριστική εξίσωση της (3.7) :

r2 + 4r + 4 = 0 (3.8)

η οποία έχει λύση r = 2 πολλαπλότητας 2.΄Αρα γνωρίζουµε πως η αντίστοιχη οµογενής της (3.7)
ισούται

yoµ(t) = c1e
−2t + c2te

−2t.

Το -2 είναι ϱίζα της (3.8) πολλαπλότητας 2, άρα µια λύση της (3.7) είναι της µορφής :

yε(t) = At2e−2t

και αφού ικανοποιεί την (3.7) έχουµε πως

y′′ε (t) + 4yε′(t) + 4yε(t) = e−2t ⇔ A =
1

2
.

΄Αρα µια ειδική λύση της (3.7) είναι

yε(t) =
1

2
t2e−2t.

Αφού γνωρίζουµε πως ισχύει y(t) = yoµ(t) + yε(t) έχουµε ότι

y(t) = c1e
−2t + c2te

−2t +
1

2
t2e−2t.

�

3.6 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση
y′′ + y = 3et. (3.9)

Λύση. Θεωρούµε την χαρακτηριστική εξίσωση της (3.9)

r2 + 1 = 0 (3.10)

η οποία έχει λύσεις r1 = i και r2 = −i.΄Αρα γνωρίζουµε πως η αντίστοιχη οµογενής της (3.9)
ισούται :

yoµ(t) = c1 cos t+ c2 sin t

Το 1 δεν είναι λύση της (3.10) άρα µια ειδική λύση της (3.9) είναι της µορφής :

yε(t) = Aet

και αφού ικανοποιεί την (3.9) έχουµε πως

y′′ε (t) + yε(t) = 3et ⇔ A =
3

2
.

΄Αρα µια ειδική λύση της (3.9) είναι

yε(t) =
3

2
et.

Αφού γνωρίζουµε πως y(t) = yoµ(t) + yε(t) ισχύει :

y(t) = c1 cos t+ c2 sin t+
3

2
et.

�
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3.7 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση
y′′ + 4y = sin t. (3.11)

Λύση. Θεωρούµε την χαρακτηριστική εξίσωση της (3.11) :

r2 + 4 = 0 (3.12)

η οποία έχει λύσεις r1 = 2i και r2 = −2i.΄Αρα γνωρίζουµε πως η αντίστοιχη οµογενής της (3.11)
ισούται µε

yoµ(t) = c1 cos 2t+ c2 sin 2t.

Το i δεν είναι λύση της (3.12) άρα µια ειδική λύση της (3.11) είναι της µορφής :

yε(t) = A sin t+B cos t

και αφού ικανοποιεί την (3.11) έχουµε πως

y′′ε (t) + 4yε(t) = 3et ⇔ A =
1

3
και B = 0.

΄Αρα µια ειδική λύση της (3.11) είναι

yε(t) =
1

3
sin t.

Αφού γνωρίζουµε πως y(t) = yoµ(t) + yε(t) ισχύει :

y(t) = c1 cos 2t+ c2 sin 2t+
1

3
sin t.

�

3.8 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση
y′′ + 4y = 3 cos 2t. (3.13)

Λύση. Θεωρούµε την χαρακτηριστική εξίσωση της (3.13) :

r2 + 4 = 0 (3.14)

η οποία έχει λύσεις r1 = 2i και r2 = −2i.΄Αρα γνωρίζουµε πως η αντίστοιχη οµογενής της (3.13)
ισούται :

yoµ(t) = c1 cos 2t+ c2 sin 2t.

Το 2i είναι λύση της (3.14), πολλαπλότητας 1 άρα µια ειδική λύση της (1) είναι της µορφής :

yε(t) = t(A sin 2t+B cos 2t)

και αφού ικανοποιεί την (3.13) έχουµε πως

y′′ε (t) + 4yε(t) = 3 cos 2t⇔ A = 0 και B =
3

4
.
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΄Ετσι µια ειδική λύση της (3.13) είναι

yε(t) =
3

4
t sin 2t.

Αφού γνωρίζουµε πως y(t) = yoµ(t) + yε(t) ισχύει :

y(t) = c1 cos 2t+ (c2 +
3

4
t) sin 2t.

�

3.9 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση
y′′ + y′ + y = t2 (3.15)

Λύση. Θεωρούµε την χαρακτηριστική εξίσωση της (3.15) :

r2 + r + 1 = 0 (3.16)

η οποία έχει λύσεις r1 = −1+
√
3i

2 και r2 = −1−
√
3i

2 .΄Αρα γνωρίζουµε πως η αντίστοιχη οµογενής
της (3.15) ισούται :

yoµ(t) = e−
t
2 [c1 cos(

√
3

2
t) + c2 sin(

√
3

2
t)].

Μια ειδική λύση της (3.15) είναι της µορφής :

yε(t) = At2 +Bt+ C

και αφού ικανοποιεί την (3.15) έχουµε πως,

y′′ε + y′ε + yε = t2 ⇔ A = 1, B = −2 και C = 0.

΄Αρα, µια ειδική λύση της (3.15) είναι

yε(t) = t2 − 2t.

Αφού γνωρίζουµε πως y(t) = yoµ(t) + yε(t) ισχύει :

y(t) = e−
t
2 [c1 cos(

√
3

2
t) + c2 sin(

√
3

2
t)] + t2 − 2t.

�

3.10 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση
y′′ − y = tet. (3.17)

Λύση. Θεωρούµε την χαρακτηριστική εξίσωση της (3.17) :

r2 − 1 = 0 (3.18)

η οποία έχει λύσεις r1 = 1 και r2 = −1.΄Αρα γνωρίζουµε πως η αντίστοιχη οµογενής της (3.17)
ισούται µε

yoµ(t) = c1e
t + c2e

−t.
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Αφού η f(t) = tet πάιρνει την µορφή

f(t) = et[t cos 0 +Q(t) sin 0]

και το 1 είναι λύση της (3.18) πολλαπλότητας 1, µια ειδική λύση της (3.17) είναι της µορφής :

yε(t) = tet(At+B)

και αφού ικανοποιεί την (3.17) έχουµε πως

y′′ε − yε = yet ⇔ A =
1

4
και B = −1

4
.

΄Αρα µια ειδική λύση της (3.17) είναι

yε(t) =
1

4
t2et − 1

4
tet.

Αφού γνωρίζουµε πως y(t) = yoµ(t) + yε(t) ισχύει :

y(t) = c1e
t + c2e

−t +
1

4
t2et − 1

4
tet.

�

3.11 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση
y′′ + ky = sin bt (3.19)

µε k, b > 0.

Λύση.

Θεωρούµε την χαρακτηριστική εξίσωση της (3.19)

r2 + k = 0 (3.20)

η οποία έχει ϱίζες r1,2 = ±
√
ki. Τότε η αντίστοιχη οµογενής δ.ε. της (3.19) είναι η

yoµ(t) = c1 sin
√
kt+ c2 cos

√
kt

∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις :

(i) Αν b 6=
√
k τότε

yε = A sin bt+B cos bt

όπου yε µια ειδική λύσης (3.19).∆ιαφορίζοντας την παραπάνω σχέση προκύπτει πως

y′′ε = −Ab2 sin bt−Bb2 cos bt.

Αφού yε ειδική λύση της (3.19) ικανοποιεί την σχέση

y′′ε + kyε = sin bt⇔ A =
1

k − b2
και B = 0
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΄Αρα µια ειδική λύση της (3.19) είναι

yε =
1

k − b2
sin bt.

Αφού γνωρίζουµε πως y(t) = yoµ(t) + yε(t) ισχύει :

y(t) = c1 sin
√
kt+ c2 cos

√
kt+

1

k − b2
sin bt.

(ii) Αν b =
√
k, τότε είναι µια ειδική λύση της (3.19) ϑα είναι της µορφής :

yε = t(A sin bt+B cos bt).

∆ιαφορίζοντας την παραπάνω σχέση προκύπτει πως

y′′ε = −2Ab sin bt+ 2Bb cos bt− b2(A sin bt+B cos bt).

Αφού yε ειδική λύση της (3.19) ικανοποιεί την σχέση

y′′ε + kyε = sin bt⇔ A = − 1

2b
και B = 0.

΄Αρα µια ειδική λύση της (3.19) είναι

yε = − t

2b
sin bt.

Αφού γνωρίζουµε πως y(t) = yoµ(t) + yε(t) ισχύει :

y(t) = c1 sin
√
kt+ c2 cos

√
kt− t

2b
sin bt.

�

3.12 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

y(4) − 5y(2) + 4y = et − te2t. (3.21)

Υπόδειξη. Χρησιµοποίηστε την αρχή της υπέρθεσης.

Λύση. Θεωρούµε την χαρακτηριστική εξίσωση της (3.21) :

r4 − 5r2 + 4 = 0 (3.22)

η οποία έχει ϱίζες τα 1, 2,−1,−2. ΄Αρα η αντίστοιχη οµογενής δ.ε. της (3.21) είναι

yoµ = c1e
t + c2e

−t + c3e
2t + c4e

−2t.

Αρχικά αναζητούµε µια ειδική λύση για την διαφορική εξίσωση :

y(4) − 5y(2) + 4y = et (3.23)
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Αφού το 1 είναι ϱίζα του χαρακτηριστικής εξίσωσης τότε µια ειδική λύση είναι της µορφής :

y1ε = Atet.

και αφού ικανοποιεί την (3.23) έχουµε πως ισχύει ότι

y
(4)
1ε − 5y

(2)
1ε + 4y1ε = et ⇔ A = −1

6
.

΄Αρα, µια ειδική λύση της (3.23) είναι

y1ε = −1

6
tet.

΄Επειτα αναζητούµε ειδική λύση για την διαφορική εξίσωση :

y(4) − 5y(2) + 4y = −te2t (3.24)

Αφού το 2 είναι ϱίζα του χαρακτηριστικής εξίσωσης τότε µια ειδική λύση είναι της µορφής :

y2ε = te2t(At+B)

και αφού ικανοποιεί την (3.24) έχουµε ότι ισχύει

y
(4)
2ε − 5y

(2)
2ε + 4y2ε = te2t ⇔ A = − 1

24
και B =

19

144
.

΄Αρα, µια ειδική λύση της (3.24) είναι

y2ε = − 1

24
t2et +

19

144
tet.

Τότε, έπεται πως µια ειδική λύση της (3.21) είναι

yε = y1ε + y2ε = −1

6
tet − 1

24
t2et +

19

144
tet = − 1

24
t2et − 5

144
tet

Αφού γνωρίζουµε ότι ισχύει y(t) = yoµ(t) + yε(t) συµπεραίνουµε ότι :

y(t) = c1e
t + c2e

−t + c3e
2t + c4e

−2t − 1

24
t2et − 5

144
tet.

�

3.13 Να κατασκευαστεί η οµογενής διαφορική εξίσωση 2ης τάξης αν είναι γνωστές φ1(t), φ2(t), δύο
γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της.

Λύση. ΄Εστω φ1(t), φ2(t) ∈ C(I) δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της διαφορικής εξίσωσης

y′′ + a(t)y′ + b(t)y = 0 (3.25)

a(t).b(t) ∈ C(I). Γνωρίζουµε πως η γενική λύση της (3.25) είναι

y(t) = c1φ1(t) + c2φ2(t), c1, c2 ∈ R
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καθώς και W (φ1(t), φ2(t))(t) 6= 0.Θεωρούµε τα διανύσµατα

(φ1(t), φ′1(t), φ′′1(t)), (φ2(t), φ′2(t), φ′′2(t)), (y, y′, y′′)

τα οποία είναι γραµµικά εξαρτηµένα.Ισοδύναµα λοιπόν ισχύει ότι∣∣∣∣∣∣
φ1(t) φ2(t) y
φ′1(t) φ′2(t) y′

φ′′1(t) φ′′2(t) y′′

∣∣∣∣∣∣ = 0⇔
∣∣∣∣φ1(t) φ2(t)
φ′1(t) φ′2(t)

∣∣∣∣ y′′ − ∣∣∣∣φ1(t) φ2(t)
φ′′1(t) φ′′2(t)

∣∣∣∣ y′ + ∣∣∣∣φ′1(t) φ′2(t)
φ′′1(t) φ′′2(t)

∣∣∣∣ y = 0

W (φ1(t), φ2(t))(t)y′′ −
∣∣∣∣φ1(t) φ2(t)
φ′′1(t) φ′′2(t)

∣∣∣∣ y′ + ∣∣∣∣φ′1(t) φ′2(t)
φ′′1(t) φ′′2(t)

∣∣∣∣ y = 0, W (φ1(t), φ2(t))(t) 6= 0

΄Αρα, η (3.25) έχει την µορφή :

y′′ −

∣∣∣∣φ1(t) φ2(t)
φ′′1(t) φ′′2(t)

∣∣∣∣
W (φ1(t), φ2(t))(t)

y′ +

∣∣∣∣φ′1(t) φ′2(t)
φ′′1(t) φ′′2(t)

∣∣∣∣
W (φ1(t), φ2(t))(t)

y = 0

�

3.14 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση
t2y′′ − 5ty′ + 25y = 0 (3.26)

Λύση.

Παρατηρήστε ότι η (3.26) είναι δ.ε. της µορφής Euler.Θεωρούµε το χαρακτηριστικό της πολυ-
ώνυµο

r2 − 6r + 25 ,

η οποία έχει ϱίζες r1,2 = 3± 4i, όπου προκύπτει ότι η γενική λύση της (3.26) είναι

y(t) = t3[c1 cos (4 log t) + c2 sin (4 log t)].

�

3.15 Αν φ1, φ2 είναι λύσεις της διαφορικής εξίσωσης :

(1 + y2)y′′ − 2ty + 2y = 0

µε φ1(1) = φ′1(1) = 1, φ2(1) = 0 και φ′2(1) = 2 να υπολογιστεί η W (φ1, φ2)(t).

Υπόδειξη. Χρησιµοποιήστε τον τύπο του Liouville.

Λύση. ΄Εχουµε πως W (φ1, φ2)(1) =

∣∣∣∣φ1(1) φ2(1)
φ′1(1) φ′2(1)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1 0
1 2

∣∣∣∣ = 2 6= 0, άρα φ1, φ2 είναι γραµµι-

κά ανεξάρτητες. Χρησιµοποιώντας τον τύπο του Liouville έχουµε ότι ισχύει

W (t) = ce
−

∫
− 2t

1+t2
dt

= c(t2 + 1) ,

όπου για t = 1 προκύπτει πως c = W (φ1,φ2)(1)
2 = 1.΄Ετσι τελικά έχουµε πως

W (φ1, φ2)(t) = 1 + t2.

�



36 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΜΕ ΣΤΑΘΕΡΟΥΣ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΕΣ



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

ΜΕΘΟ∆ΟΣ ∆ΥΝΑΜΟΣΕΙΡΩΝ

4.1 Χρήσιµα κοµµάτια ϑεωρίας ως προς την επίλυση α-
σκήσεων

1. Μια σειρά της µορφής :

f(t) =

∞∑
n=0

an(t− t0)n

όπου an ∈ R (n ∈ N) και t0 ∈ R είναι δυναµοσειρά µε κέντρο t0.

2. Η δυναµοσειρά συγκλίνει για κάθε t ∈ (t0 − r, t0 + r) όπου r η ακτίνα σύγκλισης :

r = lim
n→∞

|an+1/an| = lim
n→∞

n
√
|an|.

3. Η f(t) είναι παραγωγίσιµη και ισχύει

f ′(t) =

∞∑
n=1

nan(t− t0)n−1 και f ′′(t) =

∞∑
n=2

n(n− 1)an(t− t0)n−2.

4. Θεωρούµε την εξίσωση :
y′′ + p(t)y′ + q(t)y = 0.

΄Ενα σηµείο t0 ∈ R λέγεται οµαλό αν οι p, q είναι αναλυτικές στο t0.Αν µια τουλάχιστον
από τις p, q δεν είναι αναλυτικές στο t0 τότε το t0 είναι ιδιάζων σηµείο της εξίσωσης.

5.

37
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Θεώρηµα 4.1. ΄Εστω, p, q συναρτήσεις αναλυτικές στο t0 ∈ R,µε αντίστοιχές σειρές :

p(t) =

∞∑
n=0

pn(t− t0)n και q(t) =

∞∑
n=0

qn(t− t0)n

συγκλίνουσες για |t − t0| < R.Τότε η µοναδική λύση της εξίσωσης y′′ + p(t)y′ + q(t)y = 0
που ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες y(t0) = a0 και y′(t0) = a1 είναι αναλυτική στο t0 µε
σειρά Taylor που συγκλίνει τουλάχιστον για |t− t0| < R.
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4.2 Ασκήσεις Κεφαλαίου 4

4.1 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση :
y′′ − y = 0

µε την µέθοδο των δυναµοσειρών.

4.2 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση :
y′′ + y = 0

µε την µέθοδο των δυναµοσειρών.

4.3 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση :
y′ − y = 0

µε την µέθοδο των δυναµοσειρών.

4.4 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση :
y′′ + ty′ + y = 0

µε την µέθοδο των δυναµοσειρών.

4.5 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση :

(t2 − 4)y′′ + 3ty′ + y = 0

µε την µέθοδο των δυναµοσειρών.

4.6 Να λυθεί το Π.Α.Τ. :
y′′ + t2y′ + 2ty = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0

µε την µέθοδο των δυναµοσειρών και να προσδιοριστούν οι 3 πρώτοι όροι της λύσης.
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4.3 Ενδεικτικές Λύσεις Ασκήσεων Κεφαλαίου 4

4.1 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση :
y′′ − y = 0 (4.1)

µε την µέθοδο των δυναµοσειρών.

Λύση. Θεωρούµε την λύση y =
∞∑
n=0

ant
n.Τότε, αφού ισχύει πως y′ =

∞∑
n=1

nant
n−1 προκύπτει

πως

y′′ =

∞∑
n=2

n(n− 1)ant
n−2 =

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2t
n.

Από την (4.1) έχουµε πως

y′′ − y =

∞∑
n=0

[(n+ 2)(n+ 1)an+2 − an]tn =⇔ an+2 =
an

(n+ 1)(n+ 2)

όπου προκύπτει πως a2n =
a0
2n!

και a2n+1 =
a1

(2n+ 1)!
.Τελικά λοιπόν έχουµε πως η λύση της

(4.1) είναι :

y(t) = a0

∞∑
n=0

t2n

2n!
+ a1

∞∑
n=0

t2n+1

(2n+ 1)!
.

�

4.2 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση :
y′′ + y = 0 (4.2)

µε την µέθοδο των δυναµοσειρών.

Λύση. Θεωρούµε την λύση y =
∞∑
n=0

ant
n.Τότε, αφού ισχύει πως y′ =

∞∑
n=1

nant
n−1 προκύπτει

πως

y′′ =

∞∑
n=2

n(n− 1)ant
n−2 =

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2t
n.

Από την (4.2) έχουµε πως

y′′ + y =

∞∑
n=0

[(n+ 2)(n+ 1)an+2 + an]tn ⇔ an+2 = − an
(n+ 1)(n+ 2)

όπου προκύπτει ότι a2n =
(−1)na0

2n!
και a2n+1 =

(−1)na1
(2n+ 1)!

.Τελικά λοιπόν έχουµε ότι η λύση

της (4.2) είναι :

y(t) = a0

∞∑
n=0

(−1)nt2n

2n!
+ a1

∞∑
n=0

(−1)nt2n+1

(2n+ 1)!
= a0 cos t+ a1 sin t.

�



4.3. ΕΝ∆ΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 4 41

4.3 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση :
y′ − y = 0 (4.3)

µε την µέθοδο των δυναµοσειρών.

Λύση. Θεωρούµε την λύση y =
∞∑
n=0

ant
n. Τότε, αφού ισχύει πως

y′ =

∞∑
n=1

nant
n−1 =

∞∑
n=0

(n+ 1)an+1t
n

από την (4.3) προκύπτει πως

y′ − y = 0⇔
∞∑
n=0

[(n+ 1)an+1 − an]tn = 0⇔ an+1 =
an
n+ 1

.

΄Αρα έχουµε πως an =
a0
n!

, δηλαδή η λύση της (4.3) είναι

y = a0

∞∑
n=0

tn

n!
= a0e

t.

�

4.4 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση :
y′′ + ty′ + y = 0 (4.4)

µε την µέθοδο των δυναµοσειρών.

Λύση. Θεωρούµε την λύση y =
∞∑
n=0

ant
n.Τότε, αφού ισχύει πως, y′ =

∞∑
n=0

nant
n−1 προκύπτει

πως

y′′ =

∞∑
n=2

n(n− 1)ant
n−2 =

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2t
n.

Από την (4.4) έχουµε πως

y′′ + ty′ + y = 0⇔
∞∑
n=0

[(n+ 2)(n+ 1)an+2 + (n+ 1)an]tn = 0⇔ an+1 = − an
n+ 2

.

Από την παραπάνω αναδροµική ακολουθία προκύπτει πως

a2n =
(−1)na0

2 · 4 · 6 · · · 2n
=

(−1)na0
2n · n!

a2n+1 =
(−1)na1

1 · 3 · 5 · · · (2n+ 1)
=

2n · n!(−1)na1
(2n+ 1)!

΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι η λύση της (4.4) είναι :

y = a0

∞∑
n=0

(−1)nt2n

2n · n!
+ a1

∞∑
n=0

(−1)n · 2n · n!

(2n+ 1)!
t2n+1 = a0e

−t2/2 + a1

∞∑
n=0

(−1)n · 2n · n!

(2n+ 1)!
t2n+1.

�
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4.5 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση :

(t2 − 4)y′′ + 3ty′ + y = 0 (4.5)

µε την µέθοδο των δυναµοσειρών.

Λύση. Θεωρούµε την λύση y =
∞∑
n=0

ant
n.Τότε, αφού ισχύει πως y′ =

∞∑
n=0

nant
n−1 προκύπτει

πως

y′′ =

∞∑
n=2

n(n− 1)ant
n−2 =

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2t
n.

Από την (4.5) έχουµε πως,

(t2 − 4)y′′ + 3ty′ + y = 0⇔ t2y′′ − 4y′′ + 3ty′ + y = 0

t2
∞∑
n=0

n(n− 1)ant
n−2 − 4

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2t
n + 3t

∞∑
n=0

nant
n−1 +

∞∑
n=0

ant
n = 0

∞∑
n=0

[(n+ 1)2an − 4(n+ 2)(n+ 1)an+2]tn = 0⇔ an+2 =
n+ 1

4(n+ 2)
an

που προκύπτει πως a2n =
[1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)]

4n · [2 · 4 · 6 · · · (2n)]
a0 =

(2n)!

42n · (n!)2
a0 και a2n+1 =

(k!)2

(2k + 1)!
a1

άρα η λύση της (4.5) είναι

y = a0

∞∑
n=0

(2n)!

42n · (n!)2
t2n + a1

∞∑
n=0

(k!)2

(2k + 1)!
t2n+1.

�

4.6 Να λυθεί το Π.Α.Τ. :
y′′ + t2y′ + 2ty = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0 (4.6)

µε την µέθοδο των δυναµοσειρών και να προσδιοριστούν οι 3 πρώτοι όροι της λύσης.

Λύση. Θεωρούµε την λύση y =
∞∑
n=0

ant
n.Τότε, αφού ισχύει πως, y′ =

∞∑
n=0

nant
n−1 προκύπτει

πως

y′′ =

∞∑
n=2

n(n− 1)ant
n−2 =

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 3)an+3t
n+1 + 2a2.

Από την (4.6) έχουµε πως,

y′′ + t2y′ + 2ty = 0⇔ 2a2 +

∞∑
n=0

[(n+ 3)(n+ 2)an+3 + (n+ 2)an]tn+1 = 0

που συµπεραίνουµε ότι a2 = 0 και an+3 = − an
n+ 3

.Από Π.Α.Τ. έχουµε ότι y(0) = a0 = 1 και

y′(0) = a1 = 0, άρα οι πρώτοι 3 όροι της (4.6) είναι

y1(t) = a0 = 1 y2(t) = a1t = 0 y3(t) = a2t
2 = 0

�
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ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ

5.1 Χρήσιµα κοµµάτια ϑεωρίας ως προς την επίλυση α-
σκήσεων

Στοιχεία Γραµµικής ΄Αλγεβρας

1.

Ορισµός 5.1. ΄Εστω A ∈ Rn×n (ή Cn×n) ένας τετραγωνικός πίνακας.Το Ϲεύγος (λ, u), όπου
λ ∈ C και u ∈ Cn µε u 6= 0 λέγεται Ϲεύγος ιδιοτιµής-ιδιοδιανύσµατος του πίνακα A αν και
µόνο άν Au = λu.

2.

Ορισµός 5.2. Το πολυώνυµο ϐαθµού n φ(λ) := |A − λIn| λέγεται χαρακτηριστικό πολυ-
ώνυµο του A, η εξίσωση φ(λ) = |A − λIn| = 0 ονοµάζεται χαρακτηριστική εξίσωση του A,
ενώ το σύνολο σ(A) = {λi ∈ C : φ(λi) = 0} δηλαδή το σύνολο των ιδιοτιµών του A, λέγεται
ϕάσµα του A.

3.

Ορισµός 5.3. Αν λi ∈ σ(A) τότε ο διανυσµατικός χώρος Nλi
που ορίζεται ως Nλi

= {uj ∈
Cn : (A− λi)uj = 0} ορίζεται ως ιδιόχωρος του A που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λi.

4.

Ορισµός 5.4. Ο µεγιστό αριθµός di των γραµµικά ανεξάρτητων ιδιοδιανυσµάτων που αντι-
στοιχούν στην ιδιοτιµή λi, δηλαδή di := dimNλi

ονοµάζεται γεωµετρική πολλαπλότητα της
ιδιοτιµής λi.

5.
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Ορισµός 5.5. Η πολλαπλότητα τi της ιδιοτιµής λi ως ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου
φ(λ) ονοµάζεται αλγεβρική πολλαπλότητα της λi.

6.

Ορισµός 5.6. Ο πίνακας A ∈ Rn×n (ή Cn×n) λέγεται απλή δοµής αν και µόνο αν για κάθε
ιδιοτιµή λi ∈ σ(A) ισχύει ότι di = τi.Αν υπάρχει ιδιοτιµή λi ∈ σ(A) ώστε σi < τi τότε ο
πίνακας A λέγεται µη-απλής δοµής.

7. Το διάνυσµα u ∈ Rn (ή Cn) ονοµάζεται γενικευµένο ιδιοδιάνυσµα τάξης p (p ≥ 1) που
αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ του πίνακα A αν και µόνο αν ισχύουν οι σχέσεις

(A− λIn)p και (A− λIn)p−1 6= 0.

Μια αλυσίδα γενικευµένων ιδιοδιανυσµάτων µήκους k που παράγεται από το απλο ιδιοδι-
άνυσµα u1 είναι ένα σύνολο {u1, u2, · · · , uk} από k γενικευµένα ιδιοδιανύσµα ώστε :

(A− λIn)uk = uk−1
(A− λIn)uk−1 = uk−2

...
(A− λIn)u2 = u1

Επειδή, το u1 είναι απλό ιδιοδιάνυσµα και ισχύει (A− λIn)u1 τότε (A− λIn)juj = 0 για
κάθε j = 1, 2, · · · , k.

Γραµµικά Συστήµατα

8. Σύστηµα διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης της γενικής µορφής :

y′1 = f1(t, y1, y2, · · · , yn)
y′2 = f2(t, y1, y2, · · · , yn)

...
y′n = fn(t, y1, y2, · · · , yn)

όπου yi είναι οι άγνωστες συναρτήσεις του t και οι fi ορίζονται σε ένα τόπο D ⊂ Rn+1.Θέτοντας,

y(t) =


y1(t)
y2(t)

...
yn(t)

 , f(t) =


f1(t, y1, y2, · · · , yn)
f2(t, y1, y2, · · · , yn)

...
fn(t, y1, y2, · · · , yn)


το σύστηµα παίρνει τη µορφή: y′(t) = f(t, y), που αντιστοιχεί σε µια διανυσµατική διαφορική
εξίσωση πρώτης τάξης.

9.

Θεώρηµα 5.1. ΄Εστω ο πίνακας A(t) = [aij(t)], 1 ≤ i, j ≤ n και η διανυσµάτική συνάρτηση
b(t) =

[
b1(t), b2(t), · · · , bn(t)]T

]
είναι συνεχείς στο ανοικτό διάστηµα I = (a, b) και t0 ∈ I.Τότε,

το Π.Α.Τ. :
y′(t) = A(t)y(t) + b(t), y(t0) = y0

έχει µοναδική λύση στο διάστηµα I.
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10.

Ορισµός 5.7. Οµογενή γραµµική εξίσωση λέµε την διαφορική εξίσωση της µορφής :

y′(t) = A(t)y(t) (∗)

όπου t ∈ I µε I ⊂ R ανοικτό διάστηµα, A(t) ∈ Rn×n µε στοιχεία aij(t), i, j = 1, 2, · · · , n
συναρτήσεις του t συνεχείς για t ∈ I.

11. Η λύση φ(t) ικανοποιεί την αρχική συνθήκη (t0, y0) ∈ I × Rn αν και µόνο αν φ(t0) = y0.

12. Η διάσταση του διανυσµατικού χώρου L0 των λύσεων της (∗) στο R είναι n.

13.

Ορισµός 5.8. Μια ϐάση B = {φ1(t), φ2(t), · · · , φn(t)} του χώρου λύσεων L0 της (∗) λέµε ότι
αποτελεί ένα ϑεµελιώδες σύστηµα λύσεων.

14.

Ορισµός 5.9. Ο n × n πίνακας Φ(t) = (φ1(t) φ2(t) · · · φn(t)) που δηµιουργείται µε στήλες τα
στοιχεία φi(t) της ϐάσης B λέγεται ϑεµελιώδης πίνακας λύσεων της εξίσωσης.

15 Ο Φ(t) είναι ένας ϑεµελιώδης πίνακας λύσεων της εξίσωσης (∗) αν και µόνο αν Φ′(t) = A(t)Φ(t).

16.

Ορισµός 5.10. ΄Εστω φ1(t), φ2(t), · · · , φn(t) λύσεις της δ.ε. (∗) και Φ(t) ο αντίστοιχος ϑεµελι-
ώδης πίνακας της εξίσωσης.Τότε, η ορίζουσα W (φ1, φ2, · · · , φn)(t) = |Φ(t)| ονοµάζεται ορίζουσα
Wronski των φ1, φ2, · · · , φn.

17

Θεώρηµα 5.2. Οι λύσεις φ1, φ2, · · · , φn της (∗) αποτελούν ϑεµελιώδες σύστηµα λύσεων, δηλαδή
είναι γραµµικά ανεξάρτητες αν και µόνο αν W (φ1, φ2, · · · , φn) 6= 0.

18. ΄Εστω {φ1, φ2, · · · , φn} ⊂ L0.Τότε, ισχύει η ακόλουθη προόταση : W (t) = 0 για κάθε t ∈ I αν
και µόνο αν W (t0) = 0 για κάποιο t0 ∈ I.

19. Αν φ1(t), φ2(t), · · · , φn(t) είναι ένα σύστηµα λύσεων της διαφορικής εξίσωσης (∗) από το 6. προ-
κύπτει ότι η τυχούσα λύση y(t) είναι ένας γραµµικός συνδυασµός των φ1(t), φ2(t), · · · , φn(t).
Ισοδύναµα υπάρχουν c1, c2, · · · , cn ∈ R ώστε :

y(t) = c1φ1(t) + c2φ2(t) + · · ·+ cnφn(t) =
[
φ1(t) φ2(t) · · · φn(t)

]

c1
c2
...
cn

 = Φ(t) · C.

19.
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Θεώρηµα 5.3. Αν Φ(t) είναι ένας ϑεµελιώδης πίνακας λύσεων της διαφορικής εξίσωσης και C
ένας n×n σταθερός αντιστρέψιµος πίνακας, τότε ο Φ(t)·C είναι επίσης ϑεµελιώδης πίνακας.Ακόµη
αν Φ1(t) είναι ένας άλλος ϑεµελιώδης πίνακας για την ίδια διαφορική εξίσωση, τότε υπάρχει
πίνακας C ∈ Rn×n µε |C| 6= 0 ώστε Φ1(t) = Φ(t) · C.

20.

Ορισµός 5.11. ΟπίνακαςG(t, t0) = Φ(t)Φ−1(t0) λέγεται κύριος πίνακας (ή πίνακας µεταφοράς)
για την διαφορική εξίσωση (∗).

21. Πρόταση.

(i) Ο G(t, t0) είναι ανεξάρτητος από τον ϑεµελιώδη πίνακα Φ(t) που παράγει.

(ii) Για κάθε t, t0 ∈ I έχουµε :
∂G(t, t0)

∂t
= A(t)G(t, t0).

(iii) Για κάθε t ∈ I έχουµε G(t, t) = In.

(iv) Για κάθε t, t0 ∈ I έχουµε G−1(t, t0) = G(t0, t).

(v) Για κάθε t1, t2, t3 ∈ I έχουµε G(t0, t2) = G(t2, t1)G(t1, t0).

22. Αν G(t, t0) είναι ο κύριος πίνακας της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης (∗), τότε η λύση που
ικανοποιεί την αρχική συνθήκη y(t0) = y0 είναι

y(t) = G(t, t0)y0.

23. ΄Εστω Φ(t) ένας ϑεµελιώδης πίνακας την y′ = Ay, όπου A σταθερός πίνακας.Ορίζουµε τον
πίνακα

eAt = Φ(t)Φ−1(0).

24. Ο κύριος πίνακας eAt έχει τις εξής ιδιότητες :

(i) eA(t+s) = eAt · eAs

(ii) (eAt)−1 = eA(−t)

(iii) d(eAt)
dt = A · eAt = eAt ·A

(iv) eAt =
∞∑
n=0

1
n!A

ntn

25.

Ορισµός 5.12. Μια συλλογή x1(t), x2(t), · · · , xn(t), t ∈ I λύσεων της

xn(t) + a1x
n−1(t) + · · ·+ anx(t) = 0 (2)

λέγεται ένα ϑεµελιώδες σύστηµα λύσεων αν είναι γραµµικά ανεξάρτητες στο I.

26.

Θεώρηµα 5.4. Για την διαφορική εξίσωση (2) πάντοντε υπάρχει ένα ϑεµελιώδες σύστηµα λύσεων.

27.
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Θεώρηµα 5.5. Αν φ1(t), φ2(t), · · · , φn(t) λύσεις της διαφορικής εξίσωσης (2), τότε οι αντίστοιχες
λύσεις της ισοδύναµης εξίσωσης y′ = Ay είναι επίσης γραµµικά ανεξάρτητες στο I.

28.

Θεώρηµα 5.6. ΄Εστω x = x(t) µια λύση της διαφορικής εξίσωσης (2) και φ1(t), φ2(t), · · · , φn(t)
ένα ϑεµελιώδες σύστηµα λύσεων αυτής.Τότε, υπάρχουν c1, c2, · · · , cn ∈ R ώστε

x(t) =

n∑
j=1

cjφj(t), ∀t ∈ I.

29.

Ορισµός 5.13. Αν φ1(t), φ2(t), · · · , φn(t) είναι λύσεις της διαφορικής εξίσωσης (2) ορίζουµε την
ορίζουσα Wronski αυτών ως εξής :

W (φ1, φ2, · · · , φn)(t) :=

 φ1 · · · φn
...

...
φn−11 · · · φn−1n

 .
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5.2 Ασκήσεις Κεφαλαίου 5

5.1 Να λυθεί το Π.Α.Τ. :

y′ =

[
−11 16
−8 13

]
y, y(0) =

[
4
3

]
.

5.2 Να λυθεί το γραµµικό σύστηµα :

y′ =

−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

 y.
5.3 Να λυθεί το γραµµικό σύστηµα :

y′ =

[
0 1
−4 0

]
y.

5.4 Να δειχθεί ότι ο πίνακας

Φ(t) =

[
2 log t
0 1

t

]
, t > 0

είναι ϑεµελιώδης πίνακας λύσεων του συστήµατος :

y′ =

[
0 1
0 − 1

t

]
y

και στη συνέχεια να υπολογιστεί η λύση που αντιστοιχή στην αρχική συνθήκη y(1) =
[
−2 1

]T .
5.5 Να λυθεί το γραµµικό σύστηµα :

y′ =

 0 1 2
−5 −3 −7
1 0 0

 y.
5.6 Να λυθεί το Π.Α.Τ. :

y′ =

[
1 1
0 1

]
y +

[
1
0

]
, y(0) =

[
0
0

]
.

5.7 Να λυθεί το Π.Α.Τ. :

y′ =

[
1 2
2 4

]
y, y(0) =

[
1
0

]
.

5.8 Θεωρούµε το σύστηµα :

x′ =

[
1 0
−1 −1

]
x.

(i) Να ϐρεθεί η γενική του λύση.

(ii) Να προσδιοριστεί το σύνολο των αρχικών συνθηκών έτσι ώστε οι αντίστοιχες λύσεις να
τείνουν στο 0 καθώς το t→∞.
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5.9 ∆ίνεται το Π.Α.Τ.
y′ = Ay + b(t), y(0) = y0 ,

όπου

A ∈ R2×2, b(t) =

[
e2t

0

]
, y0 =

[
1
2

]
,

και ο πίνακας A έχει ιδιοτιµές λ1 = 1 και λ2 = 2, µε αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα

u1 =

[
1
1

]
, u2 =

[
1
2

]
.

Να ϐρεθούν ο πίνακας eAt και η λύση y(t) του Π.Α.Τ.
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5.3 Ενδεικτικές Λύσεις Ασκήσεων Κεφαλαίου 5

5.1 Να λυθεί το Π.Α.Τ. :

y′ =

[
−11 16
−8 13

]
y, y(0) =

[
4
3

]
.

Λύση.

Αρχικά αναζητούµε τις ιδιοτιµές του πίνακα A =

[
−11 16
−8 13

]
µέσω της χαρακτηριστικής εξίσω-

σης
φ(λ) = |A− λI2| = 0⇔ λ2 − 2λ− 15 = 0

όπου συµπεραίνεται πως, οι ιδιοτιµές του A είναι οι λ1 = 5 και λ2 = −3.
Ο πίνακας A έχει δύο διακεκριµένες ιδιοτιµές άρα είναι απλής δοµής και τα ιδιοδιανύσµατα
που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή 5 προκύπτουν από τη λύση του συστήµατος :

(A− 5I2)

[
x1
x2

]
= 0⇔ x1 = x2 ,

άρα έχουµε πως

N5 =

{[
x1
x2

]
∈ R2×1 : (A− 5I2)

[
x1
x2

]
= 0

}
= 〈
[
1
1

]
〉

δηλαδή u1 =

[
1
1

]
ένα ιδιοδιάνυσµα του A που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 5.Με ανάλογο τρόπο

το u2 =

[
2
1

]
είναι ένα διάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή −3.Τότε, γνωρίζουµε πως, A =

P

[
5 0
0 −3

]
P−1 όπου P ο πίνακας P =

[
1 2
1 1

]
που προκύπτει από τα u1 και u2.Ακόµη για τον

πίνακα eAt ισχύει ότι ισούται µε

eAt = P

[
e5t 0
0 e−3t

]
P−1.

Τελικά η γενική λύση του Π.Α.Τ. δίνεται από τον τύπο y(t) = eAty(0) = P

[
e5t 0
0 e−3t

]
P−1y0

όπου ϑέτοντας C = P−1y(0) έχουµε πως,

y(t) = P

[
e5t 0
0 e−3t

]
C.

µε την αντικατάσταση t = 0 προκύπτει πως C =

[
2
1

]
δηλαδή η λύση του συστήµατος να ισούται

µε

y(t) =

[
2e5t + 2e−3t

2e5t + e−3t

]
.

�
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5.2 Να λυθεί το γραµµικό σύστηµα :

y′ =

−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

 y.

Λύση. Αρχικά αναζητούµε τις ιδιοτιµές του πίνακα A =

−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

 µέσω της χαρακτηρι-

στικής εξίσωσης
φ(λ) = |A− λI3| = 0⇔ (λ+ 2)2(λ− 1) = 0 ,

όπου συµπεραίνεται πως οι ιδιοτιµές του A είναι οι λ1 = −2 και λ2 = 1.

Για να ϐρούµε τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή λ = −2 αρκεί να λύσουµε το
σύστηµα :

(A+ 2I3)

x1x2
x3

 = 0⇔ x1 + x2 + x3 = 0

όπου µέσω της 5.1 συµπεραίνεται πως, u1 =

−1
1
0

 και u2 =

−1
0
1

 είναι δύο γραµµικά

ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή −2.Με ανάλογο τρόπο ϐρίσκουµε

ότι το u3 =

1
1
1

 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1.Τότε, συµπεραίνουµε

πως, ο A είναι απλής µορφής και µάλιστα A = P

−2 0 0
0 −2 0
0 0 1

P−1 όπου P =

−1 −1 1
1 0 1
0 1 1


που προκύπτει από τα ιδιοδιανύσµατα u1, u2 και u3.Ακόµη για τον πίνακα eAt ισχύει ότι ισούται
µε

eAt = P

e−2t 0 0
0 e−2t 0
0 0 et

P−1.
Τελικά η γενική λύση του συστήµατος δίνεται από τη σχέση y(t) = P

e−2t 0 0
0 e−2t 0
0 0 et

P−1y0
όπου ϑέτοντας C = P−1y0 προκύπτει πως, η γενική λύση του συστήµατος ισούται µε

y(t) =

−(c1 + c2)e−2t + c3e
t

c1e
−2t + c3e

t

c2e
−2t + c3e

t

 , c1, c2, c3 ∈ R.

�

5.3 Να λυθεί το γραµµικό σύστηµα :

y′ =

[
0 1
−4 0

]
y.
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Λύση. Αρχικά αναζητούµε τις ιδιοτιµές του πίνακα A =

[
0 1
−4 0

]
και µέσω της χαρακτηριστικής

εξίσωσης
φ(λ) = |A− λI2| = 0⇔ λ2 + 4 = 0

συµπεραίνουµε ότι οι ιδιοτιµές του πίνακα είναι οι λ1,2 = ±2i.Για την εύρεση ιδιοδιανύσµατος
που αντιστοιχή στην ιδιοτιµή 2i αρκεί να λύσουµε το σύστηµα :

(A− 2iI2)

[
x1
x2

]
= 0 ,

όπου προκύπτει πως ένα τέτοιο είναι το u =

[
1
0

]
+ i

[
0
2

]
.΄Αρα δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσης

του συστήµατος είναι

φ1(t) = cos 2t

[
1
0

]
− sin 2t

[
0
2

]
και φ2(t) = sin 2t

[
1
0

]
+ cos 2t

[
0
2

]
δηλαδή η γενική λύση του συστήµατος δίνεται από τη σχέση :

φ(t) = c1

[
cos 2t
−2 sin 2t

]
+ c2

[
sin 2t

2 cos 2t

]
, c1, c2 ∈ R.

�

5.4 Να δειχθεί ότι ο πίνακας

Φ(t) =

[
2 log t
0 1

t

]
, t > 0

είναι ϑεµελιώδης πίνακας λύσεων του συστήµατος :

y′ =

[
0 1
0 − 1

t

]
y

και στη συνέχεια να υπολογιστεί η λύση που αντιστοιχή στην αρχική συνθήκη y(1) =
[
−2 1

]T .
Λύση. Για να δείξουµε ότι ο Φ είναι ϑεµελιώδης πίνακας λύσεων του συστήµατος αρκεί να
δείξουµε ότι :

Φ′(t) =

[
0 1
0 − 1

t

]
Φ ,

όπου η επαλήθευση του αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.

Για την επίλυση του συστήµατος οµοίως µε την 5.1 δείξτε ότι ο πίνακα A =

[
0 1
0 − 1

t

]
έχει

ιδιοτιµές λ1 = 0 και λ2 = − 1
t µε u1 =

[
1
0

]
και u2 =

[
1
− 1
t

]
αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατά τους.Τότε,

έχουµε πως, eA(t−1) = P

[
1 0
0 e−1

]
P−1 όπου P ο πίνακας P =

[
1 1
0 − 1

t

]
.Θέτοντας C =

P−1y(1) έχουµε πως, η γενική λύση του συστήµατος ισούται µε

y(t) = P

[
1 0
0 e−1

]
C.
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Λόγω της αρχικής παραµέτρου για t = 1 έχουµε τελικά,

y(t) =

[
−2
1
t

]
.

�

5.5 Να λυθεί το γραµµικό σύστηµα :

y′ =

 0 1 2
−5 −3 −7
1 0 0

 y.

Λύση. Αρχικά αναζητούµε τις ιδιοτιµές του πίνακα A =

 0 1 2
−5 −3 −7
1 0 0

 µέσω της χαρακτηρι-

στικής εξίσωσης :
φ(λ) = |A− λI3| = 0⇔ (λ+ 1)3 = 0 ,

όπου προκύπτει ότι λ = −1 είναι η µόνη διακεκριµένη ιδιοτιµή του A.Λύνουµε το παρακάτω
σύστηµα :

(A+ I3)

x1x2
x3

 = 0,

όπου προκύπτει ότι µια ϐάση του διανυσµατικού χώρου N−1 είναι το σύνολο {

 1
1
−1

} µε u1 = 1
1
−1

 αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα της ιδιοτιµής −1 δηλαδή dimN−1 = 1 6= 3 που σηµαίνει πως ο

A είναι πίνακας µη-απλής δοµής.Τότε σκοπός µας είναι να ανάξουµε τον πίνακα A σε πίνακα
µορφής Jordan µε τη χρήση γενικευµένων ιδιοδιανυσµάτων.Γνωρίζουµε πως, για τα γενικευµένα
ιδιοδιανύσµατα u2, u3 ισχύει :

(A+ I)u3 = u2
(A+ I)u2 = u1

⇔ u2 =

−1
2
0

 και u3 =

 0
−1
0

 .
Τότε, έχουµε πως A = P

−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1

P−1 όπου P =

 1 −1 0
1 2 −1
−1 0 0

.΄Αρα προκύπτει πως

eAt = P

e−t te−t 1
2 t

2e−t

0 e−t te−t

0 0 e−t

P−1.
Με όµοιο τρόπο µε την 5.1 καταλήγουµε ότι η γενική λύση του συστηµατος είναι :

y(t) =

 c1 + c2t+ 1
2c3t

2 − c2 − c3t
c1 + c2t+ 1

2c3t
2 + 2c2 + 2c3t− c3

−c1 − c2t− 1
2c3t

2 + 2c3

 · e−t
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�

5.6 Να λυθεί το Π.Α.Τ. :

y′ =

[
1 1
0 1

]
y +

[
1
0

]
, y(0) =

[
0
0

]
.

Λύση. Αρχικά παρατηρούµε ότι ο πίνακας A =

[
1 1
0 1

]
είναι ήδη σε κανονική µορφή Jordan

άρα, άµεσα συµπεραίνουµε πως, eAt =

[
et tet

0 et

]
.Τώρα για την επίλυση του Π.Α.Τ. γνωρίζουµε

ότι η γενική λύση του συστήµατος ικανοποιεί την σχέση :

y(t) = eAty(0) +

t∫
0

eA(t−s)b(s)ds

=

t∫
0

eA(t−s)b(s)ds

= et
t∫

0

eA(−s)b(s)ds

=

et t∫
0

e−sds

0

 =

[
et − 1

0

]

�

5.7 Να λυθεί το Π.Α.Τ. :

y′ =

[
1 2
2 4

]
y, y(0) =

[
1
0

]
.

Λύση. Λύστε την άσκηση µε τρόπο όµοιο µε την 5.1 και δείξτε ότι

y(t) =
1

5
e5t
[
1
2

]
+−2

5

[
−2
1

]
.

�

5.8 Θεωρούµε το σύστηµα :

x′ =

[
1 0
−1 −1

]
x.

(i) Να ϐρεθεί η γενική του λύση.

(ii) Να προσδιοριστεί το σύνολο των αρχικών συνθηκών έτσι ώστε οι αντίστοιχες λύσεις να
τείνουν στο 0 καθώς το t→∞.



5.3. ΕΝ∆ΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 5 55

Λύση. (i) Η επίλυση του συστήµατος είναι όµοια µε την 5.1 και τελικά προκύπτει πως :

x(t) = c1e
t

[
−2
1

]
+ c2e

−t
[
0
1

]
.

(ii) Παρατηρήστε πως

lim
t→∞

x(t) =

[
0
0

]
⇔ c1 = 0

άρα για το σύνολο των αρχικών συνθηκών ισχύει πως x(0) =

[
0
c2

]
, c2 ∈ R.

�

5.9 ∆ίνεται το Π.Α.Τ.
y′ = Ay + b(t), y(0) = y0 ,

όπου

A ∈ R2×2, b(t) =

[
e2t

0

]
, y0 =

[
1
2

]
,

και ο πίνακας A έχει ιδιοτιµές λ1 = 1 και λ2 = 2, µε αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα

u1 =

[
1
1

]
, u2 =

[
1
2

]
.

Να ϐρεθούν ο πίνακας eAt και η λύση y(t) του Π.Α.Τ.

Λύση. Αρχικά για την εύρεση του πίνακα eAt έχουµε πως

eAt = P

[
et 0
0 e2t

]
P−1 =

[
2et − e2t e2t − et
2et − 2e2t −et + 2e2t

]
.

΄Επειτα γνωρίζουµε ότι η γενική λύση του Π.Α.Τ. δίνεται από την σχέση :

y(t) = eAty(0) +

t∫
0

eA(t−s)b(s)ds

όπου ο υπολογισµός της y(t) αφήνεται για τον αναγνώστη. �
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6

ΠΟΙΟΤΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ

6.1 Χρήσιµα κοµµάτια ϑεωρίας ως προς την επίλυση ασκήσεων

1.

Ορισµός 6.1. Η εξίσωση y′ = f(t, y) λέγεται αυτόνοµη αν η f δεν εξαρτάται από τη µεταβλητή
t, δηλαδή είναι της µορφής f(y).

2.

Ορισµός 6.2. Ο χώρος ϕάσης της εξίσωσης y′ = f(y) είναι ο άξονας των y.Το ȳ λέγεται σηµείο
ισορροπίας αν f(ȳ) = 0.Το διάγραµµα ϕάσης είναι ο άξονας των y µαζί µε τα σηµεία ισορροπίας
και τα ϐέλη που καταδεικνύουν το πρόσηµο της κλίσης της λύσης.

3. Συµβολίζουµε τη λύση y(t) του Π.Α.Τ.: y′ = f(y), y(0) = y0 µε φ(t, y0).Εξ΄ ορισµού ισχύει ότι
φ(0, y0) = y0.

4. ΄Εστω ότι ισχύει το µονοσήµαντο των λύσεων του Π.Α.Τ.Τότε, αν ȳ σηµείο ισορροπίας φ(t, ȳ) ≡ ȳ
για όλα τα t. (η σταθερή λύση y(t) = y0 ικανοποιεί τόσο την δ.ε. όσο και την αρχική συνθήκη
και από το µονοσήµαντο των λύσεων είναι η µοναδική λύση).Αν y0 δεν είναι σηµείο ισορροπίας,
τότε η φ(t, y0) δεν είναι ποτέ ίση µε σηµείο ισορροπίας.Επιπλέον, συµπεραίνουµε ότι αν y0
δεν είναι σηµείο ισορροπίας τότε, η t → f(φ(t, y0)) δεν αλλάζει πρόσηµο στο χρόνο.Εποµένως
σε αυτή τη περίπτωση φ(t, y0) είναι αύξουσα ή ϕθίνουσα.Επίσης λόγω του µονοσήµαντου της
λύσης, η φ(t, y0) δεν µπορεί να ϕτάσει το σηµείο ισορροπίας σε πεπερασµένο χρόνο.

5.

Ορισµός 6.3. Το σηµείο ισορροπίας ȳ λέγεται ευσταθές αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ = δ(ε) > 0
ώστε αν |y − ȳ| < δ να ισχύει

φ(t, y)− φ(t, ȳ) < ε

57
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για t ≥ 0.Το ȳ λέγεται ασυµπτωτικά ευσταθές αν είναι ευσταθές και επιπλέον υπάρχει η > 0 ώστε
αν |y0 − ȳ| < η να ισχύει

lim
t→∞

φ(t, y0) = ȳ.

Τέλος το σηµείο ισορροπίας ȳ λέγεται ασταθές αν δεν είναι ευσταθές.

6. Στην περίπτωση που f ′(ȳ) 6= 0 ,τότε ȳ είναι ασυµπτωτικά ευσταθές όταν f ′(ȳ) < 0 και ασταθές
όταν f ′(ȳ) > 0.

7. Παράδειγµα : Η αυτόνοµη διαφορική εξίσωση: y′ = sin y έχει σηµεία ισορροπίας :

y = nπ, n = 0,±1,±2, · · ·

Το διάγραµµα ϕάσης είναι :

y

z

f(y) = sin y
y = −π O y = π y = 2π

Τα σηµεία ισορροπίας y = 2kπ, k ∈ Z είναι ασταθή σηµεία ισορροπίας και τα y = (2k+1)π, k ∈
Z ασυµπτωτικά ευσταθή σηµεία ισορροπίας.

8.

Ορισµός 6.4. Μια οικογένεια διαφορικών εξισώσεων της µορφής

dy

dt
= fµ(y),

όπου σε κάθε τιµή της παραµέτρου µ αντιστοιχεί µια διαφορική εξίσωση, καλέιται µονοπαραµετρική
οικογένεια διαφορικών εξισώσεων.

9.
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Ορισµός 6.5. Θεωρούµε την διαφορική εξίσωση µε παράµετρο µ

dy

dt
= fµ(y).

Η τιµή µ̄ της παραµέτρου µ για την οποία έχουµε αλλαγή του αριθµού των σηµείων ισορροπίας ή
αλλαγή της ευστάθειας των σηµείων ισορροπίας λέγεται τιµή διακλάδωσης.

10.

Ορισµός 6.6. Αν έχουµε ενα πρόβληµα συνοριακών τιµών το οποίο εξαρτάται από µια µεταβλητή
λ, οι τιµές του λ για τις οποίες το π.σ.τ. έχει λυση εκτός της µηδενικής ονοµάζονται ιδιοτιµές και
οι αντίστοιχες λύσεις, ιδιοσυναρτήσεις ή ιδιολύσεις του π.σ.τ. Το σύνολο των ιδιοτιµών ονοµάζεται
ϕάσµα του π.σ.τ.
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6.2 Ασκήσεις Κεφαλαίου 6

6.1 Να γίνουν τα διαγράµµατα ϕάσης για τις κάτωθι διαφορικές εξισώσεις :

(i) y′ = y2 (ii) y′ = (1 + y)2 (iii) y′ = 1 + y2.

6.2 Να γίνει το διάγραµµα ϕάσης και να χαρακτηριστούν τα σηµεία ισορροπίας της διαφορικής
εξίσωσης :

y′ = y2 − 3y + 2.

6.3 Να σχεδιαστεί το διάγραµµα ϕάσης της διαφορικής εξίσωσης :

y′ = y2 − 6y − 16

και να ϐρεθούν το lim
t→∞

y(t) που αντιστοιχούν στις αρχικές συνθήκες :

(i) y(0) = 0 (ii) y(0) = −3 (iii) y(0) = 8.

6.4 Να γίνει το δίαγραµµα ϕάσης για την διαφορική εξίσωση :

dy

dt
= (y − 2) sin y, −π ≤ y ≤ π.

6.5 Να γίνουν τα διαγράµµατα διακλάδωσης των διαφορικών εξίσώσεων :

(i) y′ = y2 − 2y + 2µ (ii) y′ = y2 + 4y + µ (iii) y′ = µ− y.

6.6 Να λυθούν τα προβλήµατα συνοριακών τιµών :

(i)

{x′′ + x = t, t ∈ [0, π]
x(0)− x(π) = 0
x′(0)− x′(π) = 0

(ii)

{x′′ + x = 0, t ∈ [0, π]
x(0) = 0
x(π) = 0

6.7 Να λυθεί το πρόβληµα συνοριακών τιµών :{x′′ + λx = 0, t ∈ [0, π]
x(0) = 0
x(π) = 0

.
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6.3 Ενδεικτικές Λύσεις Ασκήσεων Κεφαλαίου 6

6.1 Να γίνουν τα διαγράµµατα ϕάσης για τις κάτωθι διαφορικές εξισώσεις :

(i) y′ = y2 (ii) y′ = (1 + y)2 (iii) y′ = 1 + y2.

Λύση. (i) Λύνουµε την εξίσωση f(y) = y2 = 0, άρα ȳ = 0 το µοναδικό σηµείο ισορρο-
πίας.Μάλιστα παρατηρούµε ότι f(y) > 0 για κάθε y 6= ȳ άρα, το διάγραµµα ϕάσης είναι

(+)

y = 0

(ii) Η λύση είναι όµοια µε το (i).

(iii) Λύση όµοια µε το (i) µε τη διαφοροποίηση ότι η f(y) = 1+y2 δεν έχει ϱίζα άρα η διαφορική
εξίσωση δεν έχει σηµεία ισορροπίας.

�

6.2 Να γίνει το διάγραµµα ϕάσης και να χαρακτηριστούν τα σηµεία ισορροπίας της διαφορικής
εξίσωσης :

y′ = y2 − 3y + 2.

Λύση. Λύνουµε την εξίσωση f(y) = y2 − 3y + 2 = 0 και παρατηρούµε ότι ȳ = 1 και ȳ = 2 τα
µοναδικά σηµεία ισορροπίας.Βρίσκουµε το πρόσηµο της f(y) για τις διάφορες τιµές του y και
προκύπτει πως το διάγραµµα ϕάσης της διαφορικής εξίσωσης είναι το :

(+)

y = 1

(−)

y = 2

(+)

όπου παρατηρούµε ότι το ȳ = 1 είναι ασυµπτωτικά ευσταθές, ενώ το ȳ = 2 είναι ασταθές. �

6.3 Να σχεδιαστεί το διάγραµµα ϕάσης της διαφορικής εξίσωσης :

y′ = y2 − 6y − 16

και να ϐρεθούν το lim
t→∞

y(t) που αντιστοιχούν στις αρχικές συνθήκες :

(i) y(0) = 0 (ii) y(0) = −3 (iii) y(0) = 8.
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Λύση.

΄Οµοια µε 6.2 έχουµε πως, το διάγραµµα ϕάσης της διαφορικής εξίσωσης είναι :

(+)

y = −2

(−)

y = 8

(+)

(i) Για την πρώτη περίπτωση αφού −2 < y(0) < 8 από το µονοσήµαντο της λύσης του Π.Α.Τ.
έχουµε πως, −2 < y < 8 και µάλιστα αφού το ȳ = −2 έχει σηµείο ευστάθειας τότε έχουµε
πως,

lim
t→∞

y(t) = −2.

(ii) Για y(0) = −3 έχουµε πως, y(0) < −2 και από το µονοσήµαντο λύσης του Π.Α.Τ. έχουµε
πως, y < −2 και αφού ȳ = −2 σηµείο ευστάθειας τότε,

lim
t→∞

y(t) = −2.

(iii) Για y(0) = 8 από το µονοσήµαντο λύση του Π.Α.Τ. έχουµε πως, y(t) = 8 και µάλιστα

lim
t→∞

y(t) = 8.

�

6.4 Να γίνει το δίαγραµµα ϕάσης για την διαφορική εξίσωση :

dy

dt
= (y − 2) sin y, −π ≤ y ≤ π.

Λύση. Λύνουµε την εξίσωση f(y) = (y−2) sin y = 0, όπου προκύπτει πως ȳ = 2 και ȳ = kπ, k ∈
Z είναι σηµεία ισορροπίας.Ελέγχουµε το πρόσηµο της f(y) και έχουµε πως, το διάγραµµα ϕάσης
της διαφορικής εξίσωσης είναι :

y = −π

(+)

y = 0

(−)

y = 2

(+) (−)

y = π

�
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6.5 Να γίνουν τα διαγράµµατα διακλάδωσης των διαφορικών εξίσώσεων :

(i) y′ = y2 − 2y + µ (ii) y′ = y2 + 4y + µ (iii) y′ = µ− y.

Λύση. (i) ΄Εχουµε πως y′ = fµ(y) µε fµ(y) = y2−2y+µ = (y−1)2+µ−1.Τότε, ελέγχουµε την
γραφική παράσταση της fµ(y) = 0 για την εύρεση του διαγράµµατος διακλάδωσης όπου
µ = 1 είναι η τιµή της διακλάδωσης µε (1, 1) η κορυφή της παραβολής τότε το διάγραµµα
διακλάδωσης είναι :

(ii) Η λύση είναι όµοια µε το (i).

(iii) ΄Εχουµε την διαφορική εξίσωση y′ = fµ(y) όπου fµ(y) = µ − y όπου παρατηρούµε ότι η
εξίσωση έχει άπειρα σηµεία ισορροπίας τα ȳ = µ και µάλιστα fµ(y) > 0 ⇔ µ > y ενώ
fµ(y) < 0⇔ µ < y.Τότε έχουµε πως, το διάγραµµα διακλάδωσης είναι :
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µ

y

�

6.6 Να λυθούν τα προβλήµατα συνοριακών τιµών :

(i)

{
x′′ + x = t, t ∈ [0, π]
x(0)− x(π) = 0
x′(0)− x′(π) = 0

(ii)

{
x′′ + x = 0, t ∈ [0, π]

x(0) = 0
x(π) = 0

Λύση. (i) Αρχικά λύνουµε την διαφορική εξίσωση

x′′ + x = 0

όπου µέσα της χαρακτηριστικής εξίσωσης r2 + 1 = 0 συµπεραίνουµε ότι η λύση της xoµ
είναι :

xoµ(t) = c1 cos t+ c2 sin t.

Ακόµη υπολογίζουµε πως, x′oµ(t) = −c1 sin t + c2 cos t και παρατηρούµε ότι µια ειδική
λύση είναι η xε(t) = t.΄Αρα, η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι :

x(t) = c1 cos t+ c2 sin t+ t και x′(t) = −c1 sin t+ c2 cos t+ 1.

Από τις αρχικές συνθήκες προκύπτει το παρακάτω αλγεβρικό σύστηµα :{
2c1 − π = 0

2c2 = 0

όπου προκύπτει ότι η µοναδική λύση είναι η (c1, c2) = (π2 , 0) δηλαδή η λύση του π.σ.τ.
είναι

x(t) =
π

2
cos t+ t, t ∈ [0, π].
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(ii) Αρχικά λύνουµε την διαφορική εξίσωση

x′′ + x = 0

όπου µέσα της χαρακτηριστικής εξίσωσης r2 + 1 = 0 συµπεραίνουµε ότι η γενική λύση της
δ.ε. είναι :

x(t) = c1 cos t+ c2 sin t.

Από τις αρχικές συνθήκες προκύπτει πως, c1 = 0 άρα, η λύση του π.σ.τ. είναι

x(t) = c sin t, t ∈ [0, π].

�

6.7 Να λυθεί το πρόβληµα συνοριακών τιµών :{
x′′ + λx = 0, t ∈ [0, π]

x(0) = 0
x(π) = 0

.

Λύση. ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις σχετικά µε τις τιµές του λ :

(i) Αν λ = 0, εχουµε πως x′′ = 0 όπου από τις αρχικές συνθήκες προκύπτει πως, η λύση του
π.σ.τ. έιναι η τετριµµένη

x(t) = 0.

(ii) Αν λ < 0, έχουµε πως η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι :

x(t) = c1e
√
−λt + c2e

−
√
−λt

όπου από τις αρχικές συνθήκες προκύπτει πως η λύση του π.σ.τ. είναι η τετριµµένη
x(t) = 0.

(iii) Αν λ > 0, έχουµε πως η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι :

x(t) = c1 cos
√
λt+ c2 sin

√
λt ,

όπου από τις αρχικές συνθήκες προκύπτει πως,

c1 = 0 και c2 sin
√
λt = 0.

Για να έχει το π.σ.τ. µη-τετριµµένες λύσεις πρέπει να ισχύει πως, sin
√
λπ ⇔

√
λπ = nπ ⇔

λ = n2.
Οι τιµές του λ κατα τις οποίο ισχύει ότι λ(n) = n2 είναι ιδιοτιµές του π.σ.τ. ενώ οι
αντίστοιχες λύσεις xn(t) = c sinnt είναι οι ιδιοσυναρτήσεις του π.σ.τ.
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