
΄Οροι, Τύποι, Δομές, Αποτιμήσεις και Αλήθεια στον Κατηγορηματικό Λογισμό

΄Εστω μία πρωτοβάθμια γλώσσα Γ. Συμβολίζουμε με E(Γ) το σύνολο των εκφράσεων (ακολουθιών
από σύμβολα) της Γ, με M(Γ) το σύνολο των μεταβλητών της Γ, με Στ(Γ) το σύνολο των συμβόλων
σταθερών της Γ, μεKατ(Γ) το σύνολο των συμβόλων κατηγορημάτων της Γ (Kατn(Γ) για τα n-μελή)
και με Συν(Γ) το σύνολο των συμβόλων συναρτήσεων της Γ (Συνn(Γ) για τα n-μελή). Τότε, έχουμε
τα εξής:

Το σύνολο O(Γ) των όρων της Γ ορίζεται ως εξής: Μία έκφραση t ∈ E(Γ) είναι όρος της Γ, αν και
μόνο αν ισχύει ένα από τα εξής:

� t ∈M(Γ).

� t ∈ Στ(Γ).

� Η t είναι της μορφής F (t1, t2, . . . , tn), όπου F ∈ Συνn(Γ) και οι t1, t2, . . . , tn είναι ήδη κατα-
σκευασμένοι όροι της Γ.

Το σύνολο T (Γ) των (καλά σχηματισμένων) τύπων της Γ ορίζεται ως εξής: Μία έκφραση φ είναι
τύπος της Γ, αν και μόνο αν ισχύει ένα από τα εξής:

� Η φ είναι της μορφής t1 = t2, όπου t1, t2 ∈ O(Γ).

� Η φ είναι της μορφής P (t1, t2, . . . , tn), όπου P ∈ Kατn(Γ) και t1, t2, . . . , tn ∈ O(Γ).

� Η φ είναι της μορφής (¬ψ), όπου ψ ήδη κατασκευασμένος τύπος της Γ (συχνά παραλείπουμε τις
παρενθέσεις).

� Η φ είναι της μορφής (ψ → χ), όπου ψ, χ ήδη κατασκευασμένοι τύποι της Γ (συχνά παραλείπουμε
τις παρενθέσεις).

� Η φ είναι της μορφής ∀xψ, όπου x ∈M(Γ) και ψ ήδη κατασκευασμένος τύπος της Γ.

Επίσης, ορίζουμε το σύνολο AT (Γ) των ατομικών τύπων της Γ ως το σύνολο των τύπων της Γ που
είναι οποιασδήποτε από τις πρώτες δύο παραπάνω μορφές.

Επίσης, μπορούμε για λόγους ευκολίας να ορίσουμε τις εξής συντομογραφίες (το ότι ορίζουμε αυτούς

τους τύπους σαν συντομογραφίες είναι θέμα καθαρά τυπικό, πρακτικά τους σκεφτόμαστε κανονικά σαν

τύπους και έχουν την προφανή σημασία):

� Για κάθε φ,ψ ∈ T (Γ), ορίζουμε φ ∨ ψ ≡ ¬φ → ψ,φ ∧ ψ ≡ ¬(¬φ ∨ ¬ψ), φ ↔ ψ ≡ (φ →
ψ) ∧ (ψ → φ).

� Για κάθε x ∈M(Γ) και για κάθε φ ∈ T (Γ), ορίζουμε ∃xφ ≡ ¬∀x(¬φ).

Μία δομή A για τη Γ αποτελείται από τα εξής:

� ΄Ενα σύμπαν A (γράφουμε |A| για το σύμπαν της A).

� Για κάθε c ∈ Στ(Γ), μία ερμηνεία cA ∈ A του c.

� Για κάθε P ∈ Kατ(Γ), μία ερμηνεία PA ⊆ An
του P , όπου P ∈ Kατn(Γ).

� Για κάθε F ∈ Συν(Γ), μία ερμηνεία FA : An → A του F , όπου F ∈ Συνn(Γ).
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΄Εστω δομή A της Γ, με |A| = A. Τότε, έχουμε τα εξής:
Μία αποτίμηση στην A είναι μία συνάρτηση v : M(Γ) → A.
Μπορούμε να επεκτείνουμε (μονοσήμαντα) μία αποτίμηση v : M(Γ) → A σε μία συνάρτηση v : O(Γ) →
A, ως εξής:

� Για κάθε x ∈M(Γ), θέτουμε v(x) = v(x).

� Για κάθε c ∈ Στ(Γ), θέτουμε v(c) = cA.

� Για κάθε F ∈ Συν(Γ) και για κάθε t1, t2, . . . , tn ∈ O(Γ), θέτουμε v(F (t1, t2, . . . , tn)) =
FA(v(t1), v(t2), . . . , v(tn)).

Επίσης, για κάθε x ∈ M(Γ), για κάθε αποτίμηση v : M(Γ) → A και για κάθε α ∈ A, μπορούμε να
ορίσουμε την αποτίμηση v(x|α) : M(Γ) → A, με

v(x|α)(y) =

{
α, αν x ≡ y

v(y), αν x ̸≡ y
,∀y ∈M(Γ).

Λέμε ότι ένας τύπος φ είναι αληθής στη δομή A με την αποτίμηση v : M(Γ) → A και γράφουμε
A |= φ[v], στις εξής περιπτώσεις:

� Αν ο φ είναι της μορφής t1 = t2, όπου t1, t2 ∈ O(Γ), τότε A |= φ[v], αν και μόνο αν v(t1) = v(t2).

� Αν ο φ είναι της μορφής P (t1, t2, . . . , tn), όπου P ∈ Kατn(Γ) και t1, t2, . . . , tn ∈ O(Γ), τότε
A |= φ[v], αν και μόνο αν (v(t1), v(t2), . . . , v(tn)) ∈ PA

.

� Αν ο φ είναι της μορφής ¬ψ, όπου ψ ∈ T (Γ), τότε A |= φ[v], αν και μόνο αν A ̸|= ψ[v] (δηλαδή,
αν και μόνο αν δεν ισχύει ότι A |= ψ[v]).

� Αν ο φ είναι της μορφής ψ → χ, όπου ψ, χ ∈ T (Γ), τότε A |= φ[v], αν και μόνο αν A ̸|= ψ[v] ή
A |= χ[v].

� Αν ο φ είναι της μορφής ∀xψ, όπου x ∈ M(Γ) και ψ ∈ T (Γ), τότε A |= φ[v], αν και μόνο αν,
για κάθε α ∈ A, έχουμε ότι A |= ψ[v(x|α)].

Επίσης, προφανώς, ισχύουν τα εξής (έπονται από τον παραπάνω ορισμό):

� Αν ο φ είναι της μορφής ψ ∨ χ, όπου ψ, χ ∈ T (Γ), τότε A |= φ[v], αν και μόνο αν A |= ψ[v] ή
A |= χ[v].

� Αν ο φ είναι της μορφής ψ ∧ χ, όπου ψ, χ ∈ T (Γ), τότε A |= φ[v], αν και μόνο αν A |= ψ[v] και
A |= χ[v].

� Αν ο φ είναι της μορφής ψ ↔ χ, όπου ψ, χ ∈ T (Γ), τότε A |= φ[v], αν και μόνο αν (A |= ψ[v]
και A |= χ[v]) ή (A ̸|= ψ[v] και A ̸|= χ[v]).

� Αν ο φ είναι της μορφής ∃xψ, όπου x ∈ M(Γ) και ψ ∈ T (Γ), τότε A |= φ[v], αν και μόνο αν
υπάρχει α ∈ A, τέτοιο ώστε A |= ψ[v(x|α)].
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