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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

Πϱόλογος του πϱώτου µέϱους

1.1 Πϱόλογος

Η Υπερβολική Γεωµετϱία (Υ.Γ) πϱοέκυψε σαν ώϱιµο αποτέλεσµα στην κριτική του 5ου Αιτήµατος και σαν τέτοιο
επιτεύχϑηκε ταυτόχϱονα από πολλούς ερευνητές. Αναµφίβολα την πατρότητα για τη δυνατότητα ύπαϱξης

γεωµετϱιών όπου το 5ο Αίτηµα δεν ισχύει διεκδικεί ο Gauss, που γύϱω στο 1815 είχε αναπτύξει ϑεωρήµατα αυτών
των γεωµετϱιών, χωϱίς όµως ποτέ να δηµοσιοποιήσει τις έρευνές του.

Η τιµή της ανακάλυψης της Υ.Γ. ανήκει στον Bolyai και Lobachevski που δηµοσίευσαν σχεδόν ταυτόχϱονα, γύϱω
στο 1830, αποτελέσµατα από τον κλάδο που µε σηµερινή οϱολογία λέµε ‘Υπερβολική Γεωµετϱία’. Βέϐαια, µια
γεωµετϱία εκείνη την εποχή όϕειλε να έχει ‘πραγµατική’ ύπαϱξη και έτσι η Υ.Γ. συνήϑως αναφερόταν ϕανταστική
και η αυτηρότητά της αµφισβητούταν. Μια τέτοια ϕαινοµενικά αυθαίρετη ϑεωρία άϱχισε να δηµιουϱγεί ερωτή-
µατα, πλέον ϑεµελιώδη για µια αξιωµατική ϑεµελίωση, της µορφής: “Αϱκεί η απουσία αντιφάσεων στα πϱώτα
αποτελέσµατα για να εξασφαλήσει ότι τελικά δεν ϑα πασουσιαστούν αντιφάσεις κατά την ανάπτυξη της ϑεωρίας;”

Πϱος το τέλος του 19ου αιώνα αναθεωρήθηκαν πολλές απόψεις που αϕοϱούσαν τη ϕύση των µαθηµατικών
σαν επιστήµη. Ερωτήµατα όπως το προαναφερθέν αντιµετωπίστηκαν µε επιτυχία, µέσα από αυστηϱές ϑεµελιώσεις
που ϐασίζονταν σε ένα σύστηµα αξιωµάτων, επιλεγµένων χωϱίς αναγκαίες αντιστοιχίες µε ϕυσικά πρότυπα. ΄Ενα
πλήϱες σύστηµα αξιωµάτων για τις υπ’ όψιν γεωµετϱίες δόϑηκε από τον Hilbert γύϱω στο 1900. Η δυνατότητα
‘ύπαϱξης’ της Υ.Γ. είχε απαντηθεί λίγο πϱιν από τους Beltrami και Klein πϱώτα και από τον Poincaré αϱγότεϱα,
µε κατασκευή µοντέλων της γεωµετϱίας αυτής.

΄Οσον αϕοϱά τη σειϱά που ϑα ακολουθηθεί στην παϱουσίαση, σηµειώνουµε τα εξής:

α. Τίϑενται τα αξιώµατα, που είναι αυτά κατά Hilbert, µε µικϱές όµως παϱαλλαγές, για να είναι πιο άµεσα
χϱησιµοποιήσιµα,

ϐ. Αναπτύσσονται αποτελέσµατα της Ουδέτεϱης Γεωµετϱίας (Ο.Γ.), δηλαδή της Γεωµετϱίας χωϱίς κανένα αξίωµα
παϱαλλήλων και κατά συνέπεια τα ϑεωϱήµατά της ισχύουν τόσο στην Ευκλείδεια, όσο και στην Υπεϱϐολική
Γεωµετϱία,

γ. Με ϐάση το Υπερβολικό Αξίωµα αποδεικνύονται τα κύϱια αποτελέσµατα της Επίπεδης Υπερβολικής
Γεωµετϱίας, σε αντιπαράθεση µε την Ευκλείδεια Γεωµετϱία. Γίνεται προσπάθεια ώστε τα αποτελέσµατα
που αποδεικνύονται να είναι χαρακτηριστικά για την ιδιαιρετότητά τους,

δ. Πεϱιγϱάϕονται µε αϱκετές λεπτοµέϱιες τα µοντέλα Poincaré για την Υ.Γ. και αποδεικνύεται πλήϱως ότι είναι
πϱάγµατι µοντέλα.
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1.2 Συνοπτική παϱουσίαση των αποτελεσµάτων της Ουδέτεϱης
Γεωµετϱίας

Γ ια τη διευκόλυνση του αναγνώστη και για τον καθορισµό της οϱολογίας, γίνεται µια συνοπτική παϱουσίαση
της Ο.Γ., δηλαδή της Γεωµετϱίας που αναπτύσσεται χωϱίς την χϱήση κανενός αξιώµατος παραλληλίας, στα

πλαίσια της αξιωµατικής κατά Hilbert ϑεµελίωσης. Για µια ολοκληϱωµένη ανάπτυξη του ϑέµατος, ο αναγνώστης
παραπέµπεται στο ϐιϐλίο: “Χ. Στραντζαλής: Η Εξέλιξη των Ευκλείδειων και µη Ευκλείδειων Γεωµετϱιών, Αϑήνα
1989”.

Ο Hilbert ϑεµελίωσε αξιωµατικά τη γεωµετϱία αρχίζοντας από “σηµεία” και “ευϑείες”, ϑεωρώντας ότι µεταξύ
αυτών ϐρίσκονται “σχέσεις” (καταρχήν αόριστες), της “πϱόσπτωσης”, του “µεταξύ” και της “συµϕωνίας”, και
απαίτησε οι “σχέσεις” αυτές να υπόκεινται σ’ ένα σύνολο αξιωµάτων. Μια τέτοια ϑεµελίωση πϱέπει να ικανοποιεί
τις στοιχειώδεις απαιτήσεις µιας αξιωµατικής ϑεωρίας - δηλαδή τα αξιώµατα που τελικά ϑα επιλεγούν να είναι
ανεξάϱτητα µεταξύ τους, να µην οδηγούµαστε σε αντιφάσεις και επίσης η ϑεωρία να είναι πλήϱης, δηλαδή για
κάϑε γεωµετϱική πρόταση να µποϱούµε να αποφανθούµε αν είναι αληθής η ψευδής. Οι απαιτήσεις αυτές εν τέλει
δεν µποϱούν εύκολα να ελεγχϑούν. Μάλιστα κάποιες από αυτές δεν είναι δυνατόν να ισχύουν σε κάϑε γεωµετϱία
που πϱοκύπτει από την Ο.Γ.

Οι ‘αποδείξεις’ για το ότι η ϑεωρία πληϱοί ή δεν πληϱοί τις ελάχιστες προϋποθέσεις, ανάγονται στην κατασκευή
µοντέλων για τη ϑεωρία - δηλαδή απεικονίζονται τα “αντικείµενα” και οι “σχέσεις” σε γνωστές ϑεωρίες, οπότε έτσι
αποδεικνύεται η ισοδυναµία δύο ϑεωριών. Εάν µια ισοδύναµη ϑεωρία πληϱοί (ή δεν πληϱοί) τις προϋποθέσεις,
τότε και η ίδια η ϑεωρία τις πληϱοί (ή δεν τις πληϱοί). Κάϑε αξίωµα της ϑεωρίας “µεταϕϱάϹεται” σε µια πρόταση
του µοντέλου, και σε µία πρόταση της οποίας η αλήθεια πϱέπει να αποδειχθεί. Ο Hilbert ϑεώϱησε το σύστηµα των
πραγµατικών αριθµών, οπότε µπόϱεσε να αποδείξει ότι το σύνηθες Καρτεσιανό επίπεδο είναι ένα “µοντέλο” για την
Ευκλείδεια Γεωµετϱία (Ε.Γ.) του επιπέδου, στα πλαίσια της Αξιωµατικής του παϱουσίασης. ΄Ετσι η ϑεωρία γίνεται
αποδεκτή σαν Αξιωµατική ϑεωρία.

1.2.1 Αξιώµατα της Ουδέτεϱης Γεωµετϱίας

Kάϑε τυπικό αξιωµατικό σύστηµα αποτελείται από τέσσεϱεις ϑεµελιώδεις κατηγοϱίες όϱων:

• απϱοσδιόϱιστους όϱους,

• πϱοσδιοϱισµένους όϱους,

• αξιώµατα,

• ϑεωϱήµατα.

Στην πϱώτη κατηγορία περιλαµβάνονται αρχικές έννοιες, οι οποίες αποτελούν ουσιαστικά τους ϑεµελιώδεις
λίϑους της ϑεωρίας. Αυτές τις έννοιες ϑεωρούµε δεδοµένες, απλούστατα διότι δεν είναι δυνατόν να οριστεί
κάϑε αντικείµενο της ϑεωρίας χωϱίς να γίνει χϱήση κάποιας κοινής αρχής / κάποιας κοινής ϐάσης - δι-
αφορετικά, η διαδικασία αναϹήτησης ενός ορισµού ϑα ήταν ατέρµονη. Τέτοιοι όϱοι στην Ο.Γ. είναι το σηµείο,
η ευθεία και η έννοια του κείται επί, η οποία είναι ουσιαστικά µία απροσδιόριστη σχέση µεταξύ σηµείων και ευθειών.

Τα αξιώµατα αποτελούν αρχικές προτάσεις, την αλήθεια των οποίων αποδεχόµαστε, και είναι απαϱαίτητα
για τον προσδιορισµό των σχέσεων µεταξύ των απροσδιόριστων όϱων.

Τα ϑεωρήµατα (εννοείται και τα λήµµατα, οι προτάσεις, κ.ο.κ.) είναι δηµιουργήµατα µιας λογικής διερ-
γασίας και προκύπτουν µέσω µιας διαδοχικής εφαρµογής αξιωµάτων και ϑεωρηµάτων. Προφανώς για να είναι
λοιπόν δυνατόν να αναφερόµαστε σε ϑεωρήµατα, ϑα πϱέπει να υπάρχει ένα σύστηµα λογικής.

Στη συνέχεια ϑα παρουσιάσουµε τα αξιώµατα της Ο.Γ. και σε µεταγενέστερο υποκεφάλαιο ϑα δούµε ότι,
παϱόλο που η ϑεωρία αυτή της Ο.Γ. είναι συνεπής, εν τέλει είναι µη πλήϱης, αϕού υπάρχουν προτάσεις των
οποίων η αλήθεια δεν µποϱεί να αποδειχθεί ούτε να διαψευσθεί (συγκεκριµένα εάν ισχύει το 5ο Αίτηµα του
Ευκλείδη ή η άϱνησή του). Για τη διατύπωση των αξιωµάτων, ϑεωρούµε P να είναι το σύνολο των σηµείων και L
να είναι το σύνολο των ευθειών της Γεωµετϱίας.

Α. Αξιώµατα του ‘ανήκειν’ (αξιώµατα πϱόσπτωσης):

1. Για κάϑε δύο διαϕοϱετικά σηµεία A,B ∈ P υπάϱχει ακϱιϐώς 1 ευϑεία που τα πεϱιέχει, την οποία ϑα
συµϐολίϹουµε µε AB←→.
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2. Κάϑε ευϑεία πεϱιέχει τουλάχιστον δύο σηµεία (και άϱα σε συνδιασµό µε το 1., το σύνολο των ευϑειών
καϑοϱίϹεται πλήϱως από αυτό των σηµείων).

3. Υπάϱχουν τουλάχιστον τϱία µη συνευϑειακά σηµεία.

Β. Αξιώµατα του ‘µεταξύ’ (αξιώµατα διάταξης):

1. Υπάϱχει µια σχέση µεταξύ τϱιών διαϕοϱετικών σηµείων, η οποία όταν A−B − Γ (και διαϐάϹεται “B µεταξύ
των A,Γ”), τότε τα A,B,Γ ∈ P είναι συνευϑειακά και επιπλέον Γ−B −A.

2. Για δεδοµένα A και B στο σύνολο P, υπάϱχει Γ ∈ P τέτοιο ώστε A−B − Γ.

3. Εάν δωϑούν τϱία συνευϑειακά σηµεία, ακϱιϐώς ένα ϐϱίσκεται µεταξύ των άλλων δύο.

4. (Αξίωµα του Pasch) ΄Εστω A,B,Γ ∈ P τα οποία είναι µη συνευϑειακά. Εάν µια ευϑεία l ∈ L τέµνει το τµήµα
AB − {A,B} σε ακϱιϐώς ένα σηµείο, τότε ϑα τέµνει το τµήµα BΓ− {B} ή το τµήµα AΓ− {A}.

Παϱατηϱήσεις (1.1):
I. Θεωρούµε µία ευθεία l ∈ L, η οποία λόγω του Α.2. έχει τουλάχιστον δύο σηµεία, έστω A,B ∈ P. Λόγω του
B.2., υπάρχει άλλο ένα σηµείο Γ ∈ P για το οποίο A−B−Γ. Εάν η σειϱά των A,B ληφθεί διαφορετικά - δηλαδή
ϑεωρήσουµε τα σηµεία B,A - τότε εφαρµόζοντας και πάλι το B.2., πϱοκύπτει ότι ϑα υπάρχει σηµείο Γ′ ∈ P για
το οποίο B −A− Γ′.

II. Για τη µελέτη της Γεωµετϱίας ϑα χρησιµοποιήσουµε εργαλεία της συνολοθεωρίας. Εποµένως ϑα είναι
χϱήσιµο να οριστούν τα αϕηϱηµένα γεωµετϱικά αντικείµενα και µε περισσότερο συνολοθεωρητική υπόσταση.

- Τα σηµεία είναι ως γνωστόν τα στοιχεία του συνόλου P. Εδώ δεν έχουµε να οϱίσουµε κάτι.

- Για τις ευϑείες l του συνόλου L, οϱίϹουµε τα σύνολα:

J (l) = {A ∈ P | το A κείται επί της l}

τα οποία ονοµάϹουµε σηµειοσειϱές των ευϑειών l.

Με τους ορισµούς αυτούς υπ’ όψιν, µποϱούµε να περιγράψουµε συνολοθεωρητικά κάποιες καταστάσεις της
γεωµετϱίας. Για παϱάδειγµα, για να πούµε ότι το σηµείο A κείται επί µιας ευθείας l, αϱκεί να γράψουµε A ∈ J (l).
Για ευκολία στους συµβολισµούς, µποϱούµε να δώσουµε τους εξής ορισµούς:

• Υπάϱχει µια συνάϱτηση ‘∩’ (όχι η συνήϑης τοµή) η οποία οϱίϹεται για κάϑε διαϕοϱετικές l,m ∈ L ως:

l ∩m =

®
∅, εάν οι l,m δεν τέµνονται
το µοναδικό σηµείο τοµής τους, εάν τέµνονται

Παϱατηϱήστε ότι J (l) ∩ J (m) = {l ∩m}, όταν l ∩m 6= ∅. Ανάλογη σχέση ϑα χϱησιµοποιείται και µεταξύ
ευϑυγϱάµµων τµηµάτων και ηµιευϑειών, αλλά δεν ϑα οϱιστεί αυστηϱά.
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• Υπάϱχει µία σχέση ‘∈’ (όχι το σύνηϑες ‘ανήκει’), η οποία οϱίϹεται για κάϑε A ∈ P και l ∈ L ως:

A ∈ l :⇔ A ∈ J (l) (το δεύτεϱο ‘ανήκει’ είναι το σύνηϑες)

Οϱισµός: Ευϑύγϱαµµα τµήµατα και Ηµιευϑείες:
I. Ευϑύγϱαµµο τµήµα AB: Είναι το τµήµα της AB←→ που πεϱιέχει τα σηµεία Γ για τα οποία A− Γ− B, µαϹί µε τα
άκϱα A,B. Με συνολοϑεωϱητικούς συµϐολισµούς ϑα γϱάϕαµε:

AB = {Γ ∈ P | A− Γ−B} ∪ {A,B}

II. Ηµιευϑεία AB−−→: Είναι το τµήµα της AB←→ που πεϱιέχει τα σηµεία Γ για τα οποία A−B − Γ, µαϹί µε το AB. Με
συνολοϑεωϱητικούς συµϐολισµούς ϑα γϱάϕαµε:

AB−−→ = {Γ ∈ P | A−B − Γ} ∪AB

Παϱατηϱήσεις (1.2):
I. Ισχύουν τα εξής: AB−−→∩BA−−→ = AB και AB−−→∪BA−−→ = J (AB←→).

II. Στο αξίωµα Β.4. ισχύει το ανάλογο της Παϱατήϱησης (1.1), I. ∆ηλαδή, εάν έχουµε τϱία µη συνευ-
ϑειακά σηµεία A,B,Γ και µια ευθεία l τέµνει σε µοναδικό σηµείο το τµήµα BΓ − {B,Γ} ή AΓ − {A,Γ}, τότε
αντίστοιχα τέµνει τα τµήµατα

[
AB − {A} ή AΓ− {Γ}

]
ή
[
AB − {A} ή BΓ− {Γ}

]
.

Οϱισµός: Σηµεία στο ίδιο µέϱος και Ηµιεπίπεδα:
I. Σηµεία στο ίδιο µέϱος: Εάν A,B είναι σηµεία και l ευϑεία ώστε τα A,B να µην ανήκουν στην l, τότε ϑα λέµε ότι
τα A και B “ϐϱίσκονται πϱος το ίδιο µέϱος της l” όταν A = B ή το ευϑύγϱαµµο τµήµα AB δεν πεϱιέχει σηµεία της
l. Αντίστοιχα, τα A,B “ϐϱίσκονται σε αντίϑετα µέϱη της l (εκατέϱωϑεν)” όταν A 6= B και το ευϑύγϱαµµο τµήµα
AB έχει κοινό σηµείο µε την l (ουσιαστικά αυτό αποτελεί την άϱνηση του πϱώτου µέϱους του οϱισµού).
II. Ηµιεπίπεδα: ΄ΕστωA ∈ P ένα σηµείο και l ∈ L µια ευϑεία που δεν το πεϱιέχει. ΟϱίϹουµε ως ηµιεπίπεδοH(A, l)
της l από την πλευϱά του A όλα τα σηµεία B που είναι πϱος το ίδιο µέϱος της l µε το A. Με συνολοϑεωϱητικούς
συµϐολισµούς ϑα γϱάϕαµε:

H(A, l) = {B ∈ P | AB δεν τέµνει την l}
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Πϱόταση (1.1): Εάν AA′ είναι ένα ευθύγραµµο τµήµα που δεν τέµνει την ευθεία l, τότε H(A, l) = H(A′, l).

Απόδειξη: Εάν πϱος άτοπο ϑεωρήσουµε ότι τα δύο ηµιεπίπεδα διαφέρουν σε ένα σηµείο B, τότε χωϱίς
ϐλάϐη της γενικότητας µποϱούµε να υποθέσουµε ότι AB ∩ l = ∅ και επίσης ότι A′B ∩ l 6= ∅. Από το αξίωµα B.4.,
η l ϑα πϱέπει να τέµνει το AA′, το οποίο είναι άτοπο.

�
Πϱόταση (1.2): Με τη ϐοήθεια του αξιώµατος B.4. µποϱεί να εξασφαλιστεί ότι κάϑε ευθεία “πεϱιϐάλλει” δύο
ηµιεπίπεδα (χωϱίϹει το επίπεδο), τα οποία δεν έχουν κοινά σηµεία. Ειδικότερα, ϑεωρούµε για κάϑε l ∈ L ένα
σηµείο A 6∈ l. ∆ιαλέγουµε οποιοδήποτε O ∈ l και ϕέϱουµε την ευθεία AO←→. Από το B.2., είναι δυνατόν να ϐρεθεί
B ∈ AO←→ τέτοιο ώστε A−O −B. Αυτό που ϑα δειχθεί είναι ότι:

H(A, l) ∩H(B, l) = ∅

Απόδειξη:

Υποϑέτουµε πϱος άτοπο ότι υπάρχει σηµείο A′ στην τοµή H(A, l) ∩ H(B, l) και κατά συνέπεια τα ευθύγραµµα
τµήµατα A′A,A′B δεν τέµνουν την l.

Εάν η ευθεία A′A←−→ τέµνει την l, τότε το σηµείο τοµής A′A←−→ ∩ l δεν ϑα είναι στο A′A. Υποθέτουµε λοιπόν
χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας ότι για το σηµείο τοµής ισχύει A′A←−→ ∩ l − A

′ − A και διαλέγουµε σηµείο ∆ τέτοιο
ώστε A′ − A − ∆. Το σηµείο αυτό ∆ ϐρίσκεται στο ίδιο ηµιεπίπεδο µε το A, αϕού αν το αντίθετο συνέϐαινε, η
l ϑα έτεµνε το A∆ στο σηµείο A′A←−→ ∩ l. Αυτό δεν είναι δυνατόν να συµβαίνει, αϕού τότε ταυτόχϱονα ϑα ίσχυε
A−A′A←−→∩ l −∆ και A′A←−→∩ l −A−∆, το οποίο αντιβαίνει στο Β.3..

Εάν η ευθεία A′A←−→ δεν τέµνει την l, διαλέγουµε ως σηµείο ∆ οποιοδήποτε σηµείο ικανοποιεί κάποια από
τις σχέσεις A′ −A−∆, ∆−A′ −A.

Σε κάϑε πεϱίπτωση, το ευθύγραµµο τµήµα B∆ τέµνεται από την l, αϕού H(A, l) = H(∆, l) και το B εί-
ναι εκατέρωθεν του A ως πϱος την l. Να σηµειωθεί ότι η σχέση H(A, l) = H(∆, l) πϱοέκυψε από την Πρόταση
(1.1). Εποµένως, από το αξίωµα B.4., η l τέµνει το A′B ή το A′∆. Εξ ορισµού δεν τέµνει το A′B, οπότε τέµνει το
A′∆. Το A′∆ εξ ορισµού δεν το τέµνει στο A′A, αλλά ούτε στο A∆, αϕού το ∆ επιλέχϑηκε έτσι ώστε τα A,∆ να
είναι στο ίδιο µέϱος της l. Αυτό µας οδηγεί σε άτοπο και συνεπώς ϑα πϱέπει να µην υπάρχει σηµείο τοµής των
H(A, l),H(B, l).

�
Πϱόταση (1.3): Τα δύο ηµιεπίπεδα που ορίζονται από µια ευθεία l, µαϹί µε την ευθεία αυτή, καλύπτουν όλο
το επίπεδο. Ειδικότερα, ϑεωρούµε l ∈ L µια τυχαία ευθεία και ένα σηµείο A ∈ P εκτός αυτής. ∆ιαλέγουµε
οποιοδήποτε O ∈ l και ϕέϱουµε την ευθεία AO←→. Από το B.2., είναι δυνατόν να ϐρεθεί B ∈ AO←→ τέτοιο ώστε
A−O −B. Αυτό που ϑα δειχθεί είναι ότι:

H(A, l) ∪H(B, l) ∪ l = P

Απόδειξη: Αϱκεί να δείξουµε ότι [H(A, l)]c ⊆ H(B, l) ∪ l. Τότε κάϑε σηµείο του επιπέδου ϑα ανήκει είτε στο
H(A, l) είτε στο συµπλήρωµά του [H(A, l)]c ⊆ H(B, l) ∪ l, εποµένως ϑα ανήκει στο H(A, l) ∪H(B, l) ∪ l.

Πϱος άτοπο, υποθέτουµε ότι υπάρχει σηµείο Γ ∈ P το οποίο ανήκει στο [H(A, l)]c, αλλά όχι στο H(B, l) ∪ l.
Eϕόσον δεν ανήκει ούτε στο H(A, l), ούτε στο H(B, l), ούτε στην l, η ευθεία l ϑα τέµνει τα AΓ − {A,Γ},
BΓ − {B,Γ} σε σηµεία AΓ ∩ l, BΓ ∩ l. Παϱατηϱούµε ότι η AΓ←→ τέµνει τo τµήµα [BΓ ∩ l]O στο AΓ ∩ l, αλλά
κανένα από τα ευθύγραµµα τµήµατα [BΓ∩ l]B, OB. Αυτό είναι άτοπο του B.4. και συνεπώς ισχύει το Ϲητούµενο.
∆ηλαδή:

[H(A, l)]c ⊆ H(B, l) ∪ l
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�
Παϱατήϱηση (1.3): Το σύνολο {H(A, l),H(B, l),J (l)} αποτελεί διαµέριση του συνόλου P των σηµείων.

Πϱόταση (1.4): Για οποιαδήποτε δύο σηµεία A,B, στο ευθύγραµµο τµήµα AB µποϱεί να ϐρεθεί και ένα
(διαφορετικό των A,B) τϱίτο σηµείο X.

Απόδειξη:
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Θεωϱούµε ένα σηµείο Γ το οποίο δεν κείται επί της ευϑείας AB←→. Φέϱουµε τις ευϑείες AΓ←→, BΓ←→ και διαλέγουµε
σηµεία ∆ ∈ AΓ←→ και E ∈ BΓ←→ τέτοια ώστε Γ − A − ∆ και Γ − B − E αντίστοιχα. Παϱατηϱούµε ότι τα AE,B∆
τέµνονται σε σηµείο AE ∩B∆. Αυτό διότι το AE τέµνει το Γ∆ στο A και άϱα ϑα πϱέπει επίσης να τέµνει το BΓ ή
το B∆. Αν τέµνει το BΓ, αναγκαστικά ϑα το τέµνει στο BΓ←→∩AE = E. Αυτό δεν είναι δυνατόν να συµϐαίνει, αϕού
τότε ταυτόχϱονα ϑα ίσχυαν Γ−B − E και Γ−B − E. Εποµένως ϑα τέµνει αναγκαστικά το B∆. Τέλος, ϕέϱουµε
την ευϑεία [AE ∩B∆]Γ

←−−−−−−−→
και παϱατηϱούµε ότι αυτή τέµνει το AB σε σηµείο διαϕοϱετικό των A,B. Αυτό διότι η

[AE ∩B∆]Γ
←−−−−−−−→

τέµνει το B∆ στο AE ∩ B∆, άϱα και το A∆ ή το AB. Το A∆ δεν το τέµνει, αϕού αν το έτεµνε ϑα
ίσχυε Γ− A−∆ και A− Γ−∆. Εποµένως τέµνει αναγκαστικά το AB, κι αυτό σε σηµείο διαϕοϱετικό των A,B,
αϕού αλλιώς το Γ ϑα συνέπιπτε µε ένα από αυτά.

�
Γ. Αξιώµατα ‘σύµπτωσης’ (αξιώµατα ‘συµϕωνίας’ - ισότητας) για ευϑύγϱαµµα τµήµατα και γωνίες:

1. (Μεταϕοϱά των ε.τ.) Υπάρχει µία σχέση µεταξύ ε.τ. ‘∼=ε.τ.’, η οποία εξασφαλίζει κατά µία έννοια την ελεύ-
ϑερη µεταϕοϱά των ε.τ. Συγκεκριµένα, για οποιαδήποτε διαφορετικά σηµεία A,B και για κάϑε σηµείο A′

και ηµιευθεία A′X−−→, υπάρχει ένα σηµείο B′ ∈ A′X−−→, το οποίο οϱίϹει A′B′ µε την ιδιότητα AB ∼=ε.τ. A
′B′

(διαβάζεται “το AB σύµφωνο µε το A′B′”).

2. Για κάϑε A,B,Γ,∆, E, Z ∈ P, αν AB ∼=ε.τ. Γ∆ και AB ∼=ε.τ. EZ, τότε Γ∆ ∼=ε.τ. EZ. Επίσης, κάϑε
ευϑύγϱαµµο τµήµα είναι σύµϕωνο µε τον εαυτό του.

3. (Πϱοσϑετικότητα των ε.τ.) ΄Εστω A,B,Γ ∈ P. Εάν ισχύει ότι A − B − Γ και A′ − B′ − Γ′ µε AB ∼=ε.τ. A
′B′

και BΓ ∼=ε.τ. B
′Γ′, τότε AΓ ∼=ε.τ. A

′Γ′.

4. (Μεταϕοϱά των γων.) Υπάϱχει µία σχέση µεταξύ γωνιών ‘∼=γων.’, η οποία εξασϕαλίϹει κατά µία έννοια την
ελεύϑεϱη µεταϕοϱά των γωνιών. Συγκεκϱιµένα, έστω O,O′, X, Y ∈ P και ’XOY να είναι η γωνία µε πλευϱές
OX−−→, OY−−→. Τότε για κάϑε ηµιευϑείαO′X ′−−−→, µποϱεί να ϐϱεϑεί µια ηµιευϑείαO′Y ′−−−→ (σε καϑοϱισµένο ηµιεπίπεδο)

τέτοια ώστε ’XOY ∼=γων. ◊�X ′O′Y ′ (διαϐάϹεται “η ’XOY σύµϕωνη µε την ◊�X ′O′Y ′”).

5. Για κάϑε τϱεις γωνίες ’XOY , ◊�X ′O′Y ′, Ÿ�X ′′O′′Y ′′, εάν ’XOY ∼=τϱιγ. ◊�X ′O′Y ′ και ◊�X ′O′Y ′ ∼=γων. Ÿ�X ′′O′′Y ′′, τότε’XOY ∼=γων. Ÿ�X ′′O′′Y ′′. Επίσης, κάϑε γωνία είναι σύµϕωνη µε τον εαυτό της.

6. ΄Εστω A,A′, B,B′,Γ,Γ′ ∈ P και τα τϱίγωνα
4

ABΓ,
4

A′B′Γ′. Εάν AB ∼=ε.τ. A
′B′, AΓ ∼=ε.τ. A

′Γ′ και ’BAΓ ∼=γων.◊�B′A′Γ′, τότε ’ABΓ ∼=γων. ◊�A′B′Γ′.

Οϱισµός: Γωνίες:

΄Εστω OX−−→, OY−−→ να είναι δύο ηµιευϑείες. Ως γωνία ’XOY των ηµιευϑειών αυτών ουσιαστικά οϱίϹουµε όλα τα
σηµεία που πεϱικλύονται από τις ηµιευϑείες αυτές. Εάν τα O,X, Y δεν είναι συγγϱαµικά, µε συνολοϑεωϱητικούς
συµϐολισµούς ϑα γϱάϕαµε: ’XOY := H(X,OY←→) ∩H(Y,OX←→)

Εάν τα O,X, Y είναι συγγϱαµικά, χϱειαϹόµαστε άλλο ένα εξωτεϱικό της ευϑείας σηµείο. Θεωϱούµε ένα Z εκτός

της XY←→ και οϱίϹουµε ’XOY := H(Z,XY←→) εάν X − O − Y και ’XOY := ∅ εάν οτιδήποτε άλλο συµϐαίνει όσον
αϕοϱά τη διάταξη των O,X, Y .

Οι ηµιευϑείες OX−−→, OY−−→ καλούνται πλευϱές της γωνίας.

Οϱισµός: Τϱίγωνα:

΄Εστω A,B,Γ ∈ P τϱία µη συγγϱαµµικά σηµεία. Ως τϱίγωνο
4

ABΓ οϱίϹουµε όλα τα σηµεία των ευϑυγϱάµµων
τµηµάτων AB,AΓ, BΓ. Με συνολοϑεωϱητικούς συµϐολισµούς ϑα γϱάϕαµε:

4
ABΓ = AB ∪AΓ ∪BΓ

Τα ε.τ. AB,AΓ, BΓ καλούνται πλευϱές του τϱιγώνου.

Επίσης, ϑα λέµε ότι δύο τϱίγωνα είναι σύµϕωνα ‘∼=τϱιγ.’ εάν έχουν όλα τους τα στοιχεία σύµϕωνα (πλευϱές και
γωνίες) ένα πϱος ένα.
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Σύµϐαση: Από εδώ και στο εξής ϑα χρησιµοποιούµε το ίδιο σύµβολο ‘∼=’ για καθεµία από της σχέσεις συµφωνίας
∼=ε.τ.,∼=γων.,∼=τϱιγ., εφόσον δεν υπάρχει πιθανότητα σύγχυσης.

Πϱόταση (1.5): (Κϱιτήϱιο Π-Γ-Π) Εάν δύο τρίγωνα έχουν δυο πλευϱές σύµφωνες µία πϱος µία και τις
γωνίες που αυτές οι δύο ορίζουν σύµφωνες, τότε τα τρίγωνα είναι σύµφωνα.

Απόδειξη: Θεωρούµε δύο τρίγωνα
4

ABΓ,
4

A′B′Γ′ για τα οποία ισχύει AB = A′B′, AΓ = A′Γ′ και ’BAΓ = ◊�B′A′Γ′.

ΕϕαϱµόϹοντας το Γ.6., µια ϕοϱά για τις πλευϱές AB,A′B′ και AΓ, A′Γ′ και τη µεταξύ τους γωνία, και ακόµη µία
για τις πλευϱές AΓ, A′Γ′ και AB,A′B′ τη µεταξύ τους γωνία, πϱοκύπτει ότι ’ABΓ ∼= ◊�A′B′Γ′ και αντίστοιχα ότι’AΓB ∼= ◊�A′Γ′B′. Οι γωνίες λοιπόν είναι µια πϱος µία όλες µεταξύ τους σύµφωνες.

Υποϑέτουµε πϱος άτοπο ότι η πλευϱά BΓ′′ για την οποία ισχύει Γ′′ ∈ AΓ←→ και BΓ′′ ∼= B′Γ′ δεν είναι σύµ-
ϕωνη µε την BΓ, και ειδικότερα, δεν ϑα ταυτίζεται µε την BΓ. Σε αυτήν την πεϱίπτωση, υποθέτουµε χωϱίς ϐλάϐη
της γενικότητας ότι A− Γ− Γ′′. ΄Επειτα διαλέγουµε ένα σηµείο M εσωτεϱικό της BΓ, ένα M ′ εσωτεϱικό της BΓ′′

και τέλος ένα M̃ εσωτεϱικό της MM ′. Παϱατηϱούµε ότι το σηµείο M̃ ανήκει στην ÷ABΓ′′, αλλά όχι στην ’ABΓ.
Αυτό είναι άτοπο, αϕού ÷ABΓ′′ = ’ABΓ.

�
Πϱόταση (1.6): (Κϱιτήϱιο Γ-Π-Γ) Εάν δύο τρίγωνα έχουν µια πλευϱά τους σύµφωνη και τις πϱοσκείµενες γωνίες
σύµφωνες µία πϱος µία, τότε τα τρίγωνα είναι σύµφωνα.

Απόδειξη: Ουσιαστικά αϱκεί να δείξουµε ότι εάν AB ∼= A′B′, ’ABΓ ∼= ◊�A′B′Γ′ και ’BAΓ ∼= ◊�B′A′Γ′, τότε
AΓ ∼= A′Γ′ ή BΓ ∼= B′Γ′ - παϱατηϱήστε ότι δεν χρειάζεται να δείξουµε και τις δύο συµφωνίες, αϕού ήδη έχουµε
δείξει το κϱιτήϱιο Π-Γ-Π. Υποθέτουµε λοιπόν πϱος άτοπο ότι AΓ′ 6∼= A′Γ′ και BΓ 6∼= B′Γ′. Στην ηµιευθεία BΓ−→
επιλέγουµε σηµείο Γ′′ τέτοιο ώστε BΓ′′ ∼= B′Γ′, και υποθέτουµε χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας ότι B − Γ− Γ′′.
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Από το κϱιτήϱιο Π− Γ−Π στα τρίγωνα
4

A′B′Γ′,
4

ABΓ′′ έχουµε ότι ÷BAΓ′′ ∼= ◊�B′A′Γ′, οπότε και ÷BAΓ′′ = ’BAΓ. Η
τελευταία ισότητα είναι αυτή που µας οδηγεί στο άτοπο - µποϱούµε να ϐϱούµε ένα σηµείο στην µια γωνία που δεν
ανήκει στην άλλη, για παϱάδειγµα όπως στην Πρόταση (1.5).

�
Πϱόταση (1.7): Εάν ένα τρίγωνο έχει δύο του πλευϱές σύµφωνες, τότε οι γωνίες που έχουν πλευϱά την άλλη
(εναποµείνουσα) πλευϱά του τριγώνου είναι σύµφωνες.

Απόδειξη: ΄Εστω
4

ABΓ ένα τρίγωνο στο οποίο ισχύει AB ∼= AΓ. Παϱατηϱούµε ότι από το κϱιτήϱιο Π − Γ − Π,

το
4

ABΓ είναι σύµφωνο µε το
4

AΓB, αϕού AB ∼= AΓ, AΓ ∼= AB και ’BAΓ ∼= ’ΓAB. Εποµένως πϱοκύπτει το
Ϲητούµενο, ότι δηλαδή ’ABΓ ∼= ’AΓB.

�

Οϱισµός: Ισοσκελή τϱίγωνα:
Εάν ένα τϱίγωνο έχει δύο του πλευϱές σύµϕωνες, τότε ονοµάϹεται ισοσκελές.

Πϱόταση (1.8): (Κϱιτήϱιο Π-Π-Π) Εάν δύο τρίγωνα έχουν όλες τους τις πλευϱές µία πϱος µία σύµφωνες,
τότε είναι και τα ίδια σύµφωνα.

Απόδειξη: ΄Εστω
4

ABΓ και
4

A′B′Γ′ να είναι δύο τρίγωνα τα οποία έχουν όλες τους τις πλευϱές µία πϱος µία
σύµφωνες. Υποθέτουµε χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας ότι BΓ ∼= B′Γ′ και ϑεωρούµε την ευθεία BΓ←→. Στο ηµιεπίπεδο[
H(A,BΓ←→)

]c − J (BΓ←→) κατασκευάζουµε τρίγωνο
4

A′′BΓ το οποίο είναι σύµφωνο µε το
4

A′B′Γ′, µε AB ∼= A′′B,
AΓ ∼= A′′Γ και ϕέϱουµε το ε.τ. AA′′.

Παϱατηϱούµε ότι τα τρίγωνα
4

AΓA′′ και
4

ABA′′ είναι ισοσκελή µε AΓ ∼= A′′Γ και AB ∼= A′′B. Εποµένως, από την
Πρόταση (1.7), ÷ΓAA′′ ∼= ÷ΓA′′A και ÷A′′AB ∼= ÷AA′′B. Αυτό ουσιαστικά δείχνει ότι ’BAΓ ∼= ÷BA′′Γ, και συνεπώς

στα
4

ABΓ,
4

A′′BΓ εφαρµόζεται το κϱιτήϱιο Π-Γ-Π. Αυτό δείχνει το Ϲητούµενο.
�

Πϱόταση (1.9): Σε κάϑε ε.τ. AB υπάρχει σηµείοM ∈ AB τέτοιο ώστεAM ∼= MB. ΤοM ονοµάζεται µέσο τουAB.

Απόδειξη: Θεωρούµε στο τµήµα AB µια γωνία ’BAΓ η οποία δεν είναι κενή. Μεταϕέϱουµε τη γωνία αυτή
στο ηµιεπίπεδο

[
H(Γ, AB←→)

]c − J (AB←→) έτσι ώστε να δηµιουργηθεί γωνία ’ABΓ′ ∼= ’BAΓ, και παϱατηϱούµε

ότι τα
4

ABΓ,
4

ABΓ′ είναι σύµφωνα, αϕού AB ∼= AB, AΓ ∼= BΓ′ και ’BAΓ ∼= ’ABΓ′. Εποµένως, AΓ′ ∼= BΓ

και ’ABΓ ∼= ’BAΓ′. ΄Επειτα ϕέϱουµε το ε.τ. ΓΓ′, ϑεωρούµε M = AB ∩ ΓΓ′ και παϱατηϱούµε ότι τα τρίγωνα
4

AΓΓ′ και
4

BΓΓ′ είναι σύµφωνα, αϕού AΓ ∼= BΓ′, AΓ′ ∼= BΓ και ’ΓAΓ′ ∼= ’ΓBΓ′. Εποµένως, ’AΓΓ′ ∼= ’ΓΓ′B.

Τέλος, παϱατηϱούµε ότι τα τρίγωνα
4

AΓM και
4

BMΓ′ είναι σύµφωνα, αϕού AΓ ∼= BΓ′, ’ΓAM ∼= ÷MBΓ′ και
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�

Οϱισµός: Οϱϑές και Παϱαπληϱωµατικές γωνίες:

I. ∆ύο γωνίες ’XOY ,’Y OZ µε κοινή κοϱυϕή O λέγονται παϱαπληϱωµατικές εάν είναι ξένες και µαϹί καλύπτουν
ένα ηµιεπίπεδο. Εάν τα X,Y, Z δεν είναι συνευϑειακά, µε συνολοϑεωϱητικούς συµϐολισµούς ϑα γϱάϕαµε:’XOY ,’Y OZ παϱαπληϱωµατικές :⇔ ’XOY ∩’Y OZ = ∅ και ’XOY ∪’Y OZ = H(Y,XZ←→)−OY−−→
Για λόγους πληϱότητας, ϑεωϱούµε και την πεϱίπτωση όπου τα X,Y, Z είναι συνευϑειακά:’XOY ,’Y OZ παϱαπληϱωµατικές :⇔ X −O − Y και ’Y OZ = ∅ (ή το συµµετϱικό αυτού)

II. Μία γωνία ϑα λέγεται οϱϑή εάν είναι σύµϕωνη µε την παϱαπληϱωµατική της.

Πϱόταση (1.10): Υπάρχουν ορθές γωνίες.

Απόδειξη: Θεωρούµε
4

ABΓ ένα οποιοδήποτε ισοσκελές τρίγωνο µε AB ∼= AΓ και επίσης M το µέσον της
BΓ. Ισχύουν ότι AM ∼= AM,AB ∼= AΓ και επειδή το M είναι το µέσον του BΓ, AM ∼= BM . Εποµένως τα

τρίγωνα
4

ABM,
4

AΓM είναι σύµφωνα και κατ’ επέκταση ÷AMB ∼= ’AMΓ.

Οι γωνίες ÷AMB,’AMΓ είναι από τις Ϲητούµενες ορθές, αϕού µαϹί καλύπτουν το χωϱίο H(A,BΓ←→)−MA−−→.
�

Σύµϐαση: Την οϱϑή γωνία ϑα τη συµβολίζουµε µε ‘⊥’.

Πϱόταση (1.11): Εάν δύο γωνίες είναι σύµφωνες, οι παραπληρωµατικές τους είναι επίσης σύµφωνες.

Απόδειξη: ΄Εστω δύο σύµφωνες γωνίες ’XOY ,◊�X ′O′Z ′, στις οποίες χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας ϑεω-

ϱούµε OX ∼= O′X ′, OY ∼= O′Y ′, OZ ∼= O′Z ′. Παϱατηϱούµε ότι τα
4

XOY ,
4

X ′O′Y ′ είναι σύµφωνα, αϕού’Y OX ∼= ◊�Y ′O′X ′, OX ∼= O′X ′, OY ∼= O′Y ′. Εποµένως, ’OYX ∼= ◊�O′Y ′X ′ και XY ∼= X ′Y ′. Τα τρίγωνα
4

XZY ,
4

X ′Z ′Y ′ είναι σύµφωνα, αϕού ZY ∼= Z ′Y ′, XY ∼= X ′Y ′ και ’ZY X ∼= ◊�Z ′Y ′X ′. Εποµένως, ’Y ZX ∼= ◊�Y ′Z ′X ′

και XZ ∼= X ′Z ′. Τέλος, τα τρίγωνα
4

XOZ,
4

X ′O′Z ′ είναι σύµφωνα, αϕού OZ ∼= O′Z ′, XZ ∼= X ′Z ′ και’XZO ∼= ◊�X ′Z ′O′. Εποµένως ’XOZ ∼= ◊�X ′O′Z ′, το οποίο είναι το Ϲητούµενο αποτέλεσµα.
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�
Παϱατήϱηση (1.4): Οι κατακορυφήν γωνίες είναι σύµφωνες ως παραπληρωµατικές τις ίδιας γωνίας.

Πϱόταση (1.12): Εάν δύο ευθείες τέµνονται από µία τϱίτη, έτσι ώστε η τελευταία να δηµιουϱγεί µεταξύ
των δύο πϱώτων ευθειών και εναλλάξ της τϱίτης ευθείας, γωνίες οι οποίες είναι σύµφωνες, τότε οι δύο πϱώτες
ευθείες δεν τέµνονται.

Απόδειξη: ΄Εστω l,m να είναι δύο ευθείες, n µία τϱίτη ευθεία που τις τέµνει, και A = l ∩ m, b = l ∩ n
και Γ = m ∩ n. Υποθέτουµε επίσης ότι για τις l,m, n ισχύουν οι υποθέσεις της παϱατήϱησης, αλλά πϱος άτοπο οι
l,m τέµνονται.

Στην ηµιευθεία [J (l) − BA←→] ∪ {B} (δηλαδή στην αντικείµενη της BA−−→) ϑεωρούµε σηµείο ∆ τέτοιο ώστε

B∆ ∼= BΓ. Παϱατηϱούµε ότι τα τρίγωνα
4

ABΓ και
4

BΓ∆ είναι σύµφωνα, από το κϱιτήϱιο Π-Γ-Π - εποµένως’∆ΓB ∼= ’ΓBA. Τώϱα παϱατηϱούµε ότι οι παραπληρωµατικές των ’ΓB∆, ’BΓA είναι σύµφωνες, ως παραπληρω-
µατικές σύµφωνων γωνιών. Επειδή όµως ’ΓBA ∼= ’∆ΓB, η παραπληρωµατική της ’BΓA ϑα είναι σύµφωνη µε την
µικϱότεϱή της ’∆ΓB. Αυτό είναι άτοπο, εποµένως η παϱατήϱηση αποδεικνύεται.
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�

Οϱισµός: Παϱάλληλες ευϑείες:
∆ύο ευϑείες l,m ϑα λέγονται παϱάλληλες εάν δεν τέµνονται ή εάν ταυτίϹονται. ∆ηλαδή εάν l ∩m = ∅ ή l = m.

Πϱόταση (1.13): Εάν l είναι µια ευθεία του επιπέδου και A ένα σηµείο εκτός αυτής, τότε από το A
διέρχεται τουλάχιστον µια παϱάλληλη πϱος την l.

Απόδειξη: Θεωρούµε ένα σηµείο B ∈ l και επίσης ένα A′ ∈ [H(A, l)]c − J (l) για το οποίο AB ∼= A′B

και η l διχοτοµεί την ÷ABA′. Παϱατηϱούµε ότι το τµήµα AA′ τέµνει κάθετα την l.

΄Επειτα ϑα επιχειρήσουµε να ϕέϱουµε κά-
ϑετη ευθεία από το A πϱος την AA′←−→.

Θεωϱούµε σηµεία Γ,Γ′ ∈ AA′←−→ τέτοια
ώστε Γ − A − Γ′ και επιπλέον AΓ ∼= AΓ′.
Επίσης ϑεωρούµε σηµεία ∆,∆′ 6∈ l τέτοια
ώστε ’∆ΓA ∼= ÷∆′Γ′A και Γ∆ ∼= Γ′∆′.
Φέϱουµε το ε.τ. ∆∆′ και ϑεωρούµε N

το µέσον του. Επειδή ’∆ΓA ∼= ÷∆′Γ′A,
Γ∆ ∼= Γ′∆′ και AΓ ∼= AΓ′, τα τρίγωνα

4
Γ∆A και

4
Γ′∆′A είναι µεταξύ τους σύµφωνα. ΄Αϱα ’Γ∆A ∼= ÷Γ′∆′A και A∆ ∼= A∆′.

Επειδή A∆ ∼= A∆′, AN ∼= AN και ∆N ∼= ∆′N , τα τρίγωνα
4

∆NA και
4

∆′NA είναι µεταξύ τους σύµ-
ϕωνα. ΄Αϱα ’A∆N ∼= ÷A∆′N . Συνδυασµό µε το ότι ’Γ∆A ∼= ÷Γ′∆′A, έπεται ’Γ∆N ∼= ÷Γ′∆′N .

Επειδή Γ∆ ∼= Γ∆, ∆N ∼= ∆N και ’Γ∆N ∼= ÷Γ′∆′N , τα τρίγωνα
4

Γ∆N και
4

Γ′∆′N είναι µεταξύ τους σύµ-
ϕωνα. ΄Αϱα ΓN ∼= Γ′N .

Τέλος, επειδή ΓN ∼= Γ′N , AN ∼= AN και AΓ ∼= AΓ′, τα τρίγωνα
4

ΓNA και
4

Γ′NA είναι µεταξύ τους σύµ-
ϕωνα, οπότε ’ΓAN ∼= ÷Γ′AN . Αυτό δείχνει ότι η AA′←−→ τέµνεται κάθετα από την AN←→.

Από την Πρόταση (1.12) πϱοκύπτει ότι η AN←→ είναι µια παϱάλληλη πϱος την l ευθεία, που διέρχεται από
το A.

�
∆. Αξιώµατα συνέχειας:

1. (Το αξίωµα τοµών του Dedekind) Ας υποϑέσουµε ότι η σηµειοσειϱά µιας ευϑείας l µποϱεί να γϱαϕεί ως ένωση
δύο µη κενών υποσυνόλων Σ1,Σ2 που έχουν την ιδιότητα:

- Κανένα σηµείο του ενός δεν ϐϱίσκεται µεταξύ δύο σηµείων του άλλου.

Τότε υπάϱχει ένα µοναδικό σηµείο O που ϐϱίσκεται στην l τέτοιο ώστε:

∀P1, P2 ∈ l : P1 −O − P2 ⇔ [P1 ∈ Σ1, P2 ∈ Σ2] ή [P2 ∈ Σ1, P1 ∈ Σ2]

Θεώϱηµα: Το αξίωµα Αϱχιµήδη - Ευδόξου για τα ε.τ.:
Εάν AB,Γ∆ είναι τυχαία ε.τ., τότε υπάϱχει αϱιϑµός n ∈ N τέτοιος ώστε αν το Γ∆ επαναληϕϑεί n ϕοϱές στην
ηµιευϑείαAB−−→ αϱχίϹοντας από τοA, ϑα πϱοκύψει ευϑύγϱαµµο τµήµαAE τέτοιο ώστε n ·Γ∆ ∼= AE καιA−B−E.

Απόδειξη: ΄Εστω OX−−→ µια ηµιευθεία. Κατ’ αρχάς, κάϑε σύνολο S ⊆ OX−−→ το οποίο είναι ϕραγµένο (δηλαδή
υπάρχει σηµείο U ∈ OX−−→ τέτοιο ώστε ∀Σ ∈ S, O − Σ − U ) έχει ελάχιστο ϕϱάγµα. Πράγµατι (χωϱίς πολλές
λεπτοµέριες) τα σύνολα:

S1 = {P ∈ P | το P δεν ϕϱάσσει το S} και S2 = {P ∈ P | το P ϕϱάσσει το S}

ικανοποιούν το αξίωµα των τοµών του Dedekind, εποµένως το οϱιακό σηµείο Y που εξασϕαλίϹει το αξίωµα είναι το
ελάχιστο ϕϱάγµα.
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Τώϱα, αν το αξίωµα Αϱχιµήδη - Ευδόξου για τα ε.τ. δεν ήταν αληϑές, µε επανάληψη του τµήµατος Γ∆ στην AB−−→
άπειϱες ϕοϱές, το σύνολο: ⋃

i∈N
AEi, AEi ∼= i · Γ∆

ϑα ήταν ϕραγµένο στην ηµιευθεία AB−−→, και ϑα είχε ελάχιστο ϕϱάγµα Y µε A − Y − B. Παϱατηϱούµε ότι
το AY − AE1 δεν περιέχει όλα τα σηµεία του AY , εποµένως υπάρχει AEi > AY − AE1. Κατ’ επέκταση,
AY < AEi +AE1 < AY , το οποίο είναι άτοπο.

�

Θεώϱηµα: ΄Οϱια ακολουϑιών µε στοιχεία του P:
΄Εστω (Ai)i∈N µία ακολουϑία σηµείων τα οποία είναι όλα τους συγγϱαµµικά και επί µιας ευϑείας l. Υποϑέτουµε
ότι για την (Ai)i∈N ισχύουν τα εξής:

i. Υπάϱχουν A,A′ ∈ l τέτοια ώστε για κάϑε σηµείο X της ακολουϑίας να ισχύει A−X −A′.

ii. Για κάϑε i ∈ N ισχύει A−Ai −Ai+1.

Τότε αληϑεύει ότι:
∃O ∈ AA′ : lim

i→∞
AAi = AO − {O}

Απόδειξη: Θεωρούµε τα δύο σύνολα:

Σ1 =
⋃
i∈N

AiA−−→

Σ2 = Σc1

και ισχυριζόµαστε ότι αυτά αποτελούν µια διαµέριση της J (l) για την οποία ισχύει το αξίωµα των τοµών του
Dedekind.

Πϱάγµατι, εάν K,Λ είναι δύο σηµεία του Σ1, τότε υποθέτουµε χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας ότι K − Λ − Aj ,
A − K − Λ και πϱος άτοπο ότι υπάρχει X του συµπληρώµατος το οποίο είναι µεταξύ των K,Λ. Επειδή λοιπόν
K −X − Λ, X ∈ Σc1 και K − Λ−Aj , A−K − Λ ϑα ισχύει:

X ∈ Σc1 και X ∈ AjA−−→
δηλαδή:

X ∈ Σc1 και X ∈
⋃
i∈N

AiA−−→⇒ X ∈ Σ1

Αυτό είναι άτοπο, αϕού συγχρόνως X ∈ Σ1 και X ∈ Σc1. Επίσης, κανένα από τα Σ1,Σ2 δεν είναι κενά, αϕού
{Ai | i ∈ N} 6= ∅ και αντίστοιχα A′Y−−→∩ Σ1 = ∅, όπου Y είναι ένα σηµείο για το οποίο ισχύει A−A′ − Y .

Από το αξίωµα τοµών του Dedekind, ϑα µποϱεί να ϐρεθεί O ∈ AA′ τέτοιο ώστε ∀P1, P2 ∈ l : P1−O−P2 ⇔ [P1 ∈
Σ1, P2 ∈ Σ2] ή [P2 ∈ Σ1, P1 ∈ Σ2]. Αυτό ουσιαστικά δείχνει ότι OA−→− {O} = Σ1 και κατ’ επέκταση ότι:

lim
i→∞

AAi =
⋃
i∈N

AAi = AO − {O}

�

Οϱισµός: Σχέσεις διάταξης στις γωνίες και στα ε.τ.:

I. ΄Εστω ’ABΓ, ’∆EZ να είναι δύο γωνίες. ΟϱίϹουµε µία σχέση (ολικής) διάταξης ‘6γων.’ ως εξής:’ABΓ 6γων. ’∆EZ :⇔ για την÷ABZ ′ ∼= ’∆EZ ισχύει ’ABΓ ⊆÷ABZ ′
II. ΄Εστω AB, Γ∆ να είναι ε.τ. ΟϱίϹουµε µία σχέση (ολικής) διάταξης ‘6ε.τ.’ ως εξής:

AB 6ε.τ. Γ∆ :⇔ για κάποιο A∆′ ∼= Γ∆ ισχύει AB ⊆ A∆′

Σύµϐαση: Από εδώ και στο εξής ϑα χρησιµοποιούµε το ίδιο σύµβολο ‘6’ για καθεµία από τις 6γων.,6ε.τ.,
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εφόσον δεν υπάρχει πιθανότητα σύγχυσης.

Πϱόταση (1.14): ΄Εστω l µια ευθεία και επί αυτής τϱία σηµεία O,A,B για τα οποία O − A − B. Από το
O ϕέϱουµε κάθετη m στην l και διαλέγουµε O 6= Γ ∈ m. Ισχύει ότι ’OBΓ <’OAΓ.

Απόδειξη: Στις ηµιευθείες AΓ−→, BΓ−→ επιλέγουµε σηµεία M και M ′ αντίστοιχα, τέτοια ώστε A − Γ − M και
B − Γ −M ′. Στο ευθύγραµµο τµήµα MM ′ επιλέγουµε εσωτεϱικό σηµείο M̃ και παϱατηϱούµε ότι το τελευταίο
ανήκει στη γωνία ’OAΓ. ΄Επειτα κατασκευάζουµε γωνία ’OAΓ′ ∼= ’OBΓ η οποία σύµφωνα µε την Πρόταση (1.12)
οϱίϹει παράλληλες ευθείες BΓ←→, AΓ′←→. Κατ’ επέκταση, H(O,AΓ′←→) ⊂ H(O,BΓ←→).

ΙσχυϱιϹόµαστε ότι M̃ 6∈ ’OAΓ′. Πράγµατι, το M̃ από την επιλογή του δεν ανήκει στο ηµιεπίπεδο H(O,BΓ←→), κι
εµείς επιπλέον είδαµε ότι H(O,AΓ′←→) ⊂ H(O,BΓ←→). Εποµένως το M̃ δεν ανήκει ούτε στο ηµιεπίπεδο H(O,AΓ′←→),

κι επειδή ’OAΓ′ ⊆ H(O,AΓ′←→) δεν ανήκει ούτε στη γωνία ’OAΓ′.

Τέλος ϑα δείξουµε ότι ’OAΓ′ ⊆ ’OAΓ, οπότε σε συνδιασµό µε την ύπαϱξη το σηµείου M̃ , ϑα αληθεύει’OAΓ′ ⊂’OAΓ. Πράγµατι, πϱος άτοπο υποθέτουµε ότι υπάρχει Y ∈’OAΓ′ −’OAΓ και παϱατηϱούµε τα εξής:

• Εάν το Y δεν ανήκει στην γωνία ’OAΓ, τότε δεν ϑα ανήκει στο ηµιεπίπεδο H(O,AΓ←→), και κατ’ επέκταση ϑα
τέµνει την ευϑεία AΓ←→.

• Αν τέµνει την AΓ−→ στο T , τότε ϑα καταλήξουµε σε άτοπο χϱησιµοποιώντας το αξίωµα B.4 σε κατάλληλο

τϱίγωνο. Συγκεκϱιµένα, σε ένα τϱίγωνο
4

XY T , όπου T −A−X.

• Αν τέµνει την αντικείµενη ηµιευϑεία [J (AΓ←→) − AΓ−→] ∪ {A} στο S, τότε και πάλι ϑα καταλήξουµε σε άτοπο

χϱησιµοποιώντας το αξίωµα B.4 σε κατάλληλο τϱίγωνο. Συγκεκϱιµένα, σε ένα τϱίγωνο
4

XY S, όπουA−X−Γ.

Το πώς αποδεικνύουµε τα προηγούµενα ϑα το δούµε αναλυτικότερα στο Θεώϱηµα: Cross - Bar. Σε κάϑε
πεϱίπτωση λοιπόν, Y ∈ ’OAΓ′ ⇒ Y ∈’OAΓ. Με αυτά λοιπόν δείξαµε ότι ’OAΓ′ ⊆’OAΓ και ∃M̃ ∈’OAΓ−’OAΓ′,
εποµένως ’OAΓ′ ⊂’OAΓ. Αυτό εν τέλει δίνει το Ϲητούµενο ’OBΓ <’OAΓ.

�
Σηµείωση: Η προηγούµενη απόδειξη είναι αρκετά περίπλοκη (τουλάχιστον όσον αϕοϱά το πλήϑος των δι-
ακεκριµένων περιπτώσεων) κι αυτό γιατί ακόµη δεν έχουµε αναφερθεί στο Θεώϱηµα: Το ασθενές ϑεώϱηµα της
εξωτερικής γωνίας. Θεωρητικά ϑα µποϱούσαµε να είχαµε πϱώτα αποδείξει το εν λόγω ϑεώϱηµα, και συνεπώς να
είχαµε αποϕύγει την περίπλοκη αυτή απόδειξη. Θα δωθεί ως άσκηση να αποδείξετε αυτήν την πρόταση σε µια
καλύτεϱη πεϱίπτωση, δεδοµένου ότι γνωρίζετε το Θεώϱηµα: Το ασθενές ϑεώϱηµα της εξωτερικής γωνίας.



1.2 Συνοπτική παϱουσίαση των αποτελεσµάτων της Ουδέτεϱης Γεωµετϱίας 23

Πϱόταση (1.15): ΄Εστω l µια ευθεία και m η κάθετή της στο O ∈ l. Στην m ϑεωρούµε οποιοδήποτε B. Για κάϑε
A στην l ισχύει OA 6 AB.

Απόδειξη: Υποθέτουµε πϱος άτοπο ότι OA > AB και επιλέγουµε επί της OA ένα τµήµα AB′ ∼= AB, έτσι

ώστε να δηµιουργηθεί ισοσκελές τρίγωνο
4

ABB′. Επειδή το
4

ABB′ είναι ισοσκελές, ÷BB′A ∼= ÷B′BA. Παϱατηϱούµε

επίσης ότι ÷OB′B ∪÷BB′A = 2⊥, εποµένως αν ληφθεί υπ’ όψιν το αποτέλεσµα της Πρότασης (1.14) στο
4

OB′B,
ϑα πϱέπει να αληθεύει ότι ÷OB′B < 1⊥ και κατ’ επέκταση ότι ÷BB′A > 1⊥.

Τέλος, εάν εφαρµοστεί ξανά η Πρόταση (1.14) στο
4

BOA, ϑα πϱοκύψει ότι ’OBA < 1⊥ και επιπλέον ότι÷B′BA < 1⊥, αϕού ÷B′BA < ’OBA. Αυτό είναι άτοπο, αϕού προηγουµένως ϐϱήκαµε ότι ÷B′BA ∼= ÷BB′A > 1⊥.

�

Θεώϱηµα: Πλάγια τοποϑέτηση ε.τ.:
΄Εστω l µια ευϑεία και m η κάϑετή της στο O ∈ l. Θεωϱούµε ένα ευϑύγϱαµµο τµήµα XY και ένα B ∈ m τέτοιο
ώστε OB < XY . Τότε υπάϱχει A ∈ l τέτοιο ώστε AB ∼= XY .

Απόδειξη: Θεωρούµε σηµείο A1 ∈ l τέτοιο ώστε OA1
∼= XY και παϱατηϱούµε ότι από την Πρόταση

(1.15), το τµήµα A1B ϑα είναι µεγαλύτεϱο του XY . Εν συνεχεία κατασκευάζουµε ακολουθία σηµείων (Ai)i∈N ως
εξής:

• Το A1 είναι αυτό που έχει επιλεγεί.

• Για το i ∈ N − {1} ϑεωϱούµε τυχαίο Mi τέτοιο ώστε O −Mi − Ai−1 και επιπλέον σηµείο Ai τέτοιο ώστε το
ε.τ. κi ·MiAi−1 = Ai−1Ai να είναι το ελάχιστο ως πϱος το κi ∈ N µε την ιδιότητα AiB > XY . Εάν τέτοιο
Mi δεν υπάϱχει, ϑέτουµε Ai = Ai−1.

Αυτή η ακολουθία (Ai)i∈N ικανοποιεί τις συνθήκες του Θεωρήµατος: ΄Οϱια ακολουθιών µε στοιχεία του P,
εποµένως υπάρχει σηµείο A τέτοιο ώστε limi→∞A1Ai = A1A− {A} και επιπλέον AB > XY .

ΙσχυϱιϹόµαστε ότι στο σηµείο αυτό δεν ισχύει απλώς η ανισότητα AB > XY , αλλά η ισότητα AB = XY .
Πράγµατι, ϑεωρούµε πϱος άτοπο ότι η ακολουθία συγκλίνει σε σηµείο A τέτοιο ώστε AB > XY . ∆εν ϑα υπάρχει
A′ : O − A′ − A και A′B > XY , αϕού αν κάτι τέτοιο συνέϐαινε, ϑα διαλέγαµε (εάν υπάρχει) ένα τµήµα AiAi−1

τέτοιο ώστε AiAi−1 6 AA′, και ϑα παϱατηϱούσαµε ότι αυτό ϑα µποϱούσε να είχε επαναληφθεί για ακόµη µία
ϕοϱά στην επιλογή της ακολουθίας, το οποίο είναι άτοπο της δεύτεϱης υπόθεσης (•). Εάν limi→∞AiAi−1 6= ∅
(δηλαδή δεν υπάρχει τµήµα σαν αυτό της προηγούµενης πεϱίπτωσης), τότε η ακολουθία είναι τελικά σταθερή,
αϕού αλλιώς το τµήµα A1A ϑα απειρίζοταν. ∆ιαλέγουµε τον πϱώτο όϱο από τους σταθερούς και παϱατηϱούµε ότι
το µέσο M του AA′ µποϱεί να συνεχίσει την επιλογή των όϱων της ακολουθίας, σύµφωνα µε τη δεύτεϱη υπόθεση
(•). Αυτό είναι και πάλι άτοπο.

Αϕού λοιπόν έχει εξασφαλιστεί η ύπαϱξη ενός σηµείου A τέτοιου ώστε limi→∞A1Ai = A1A − {A}, AB > XY
και για κάϑε A′ : O −A′ −A να ισχύει A′B 6 XY , ορίζουµε µια νέα ακολουθία (A′i)i∈N ως εξής:
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• Το A′1 είναι ένα σηµείο τέτοιο ώστε O −A′1 −A.

• Για κάϑε i ∈ N− {1}, το A′i είναι το µέσο του A′i−1A.

Αυτή η νέα ακολουϑία έχει την ιδιότητα limi→∞OA′i = OA− {A} και επιπλέον AB 6 XY . Σε συνδιασµό µε την
ανάλυση που έγινε νωϱίτεϱα, πϱοκύπτει τελικά το Ϲητούµενο, ότι δηλαδή AB ∼= XY .

�

Πϱόταση (1.16): (Κϱιτήϱιο ισότητας ορθογωνίων τϱιγώνων) ΄Εστω
4

ABΓ ένα ορθωγώνιο τρίγωνο µε ’ABΓ = ⊥ και
4

∆EZ ένα άλλο άλλο ορθογώνιο τρίγωνο µε ’∆EZ = ⊥, ’E∆Z ∼= ’BAΓ και ∆Z ∼= AΓ. Ισχύει η συµφωνία των δύο

τϱιγώνων,
4

ABΓ ∼=
4

∆EZ.

Απόδειξη: Πράγµατι, ϑεωρούµε E′ ∈ AB←→ τέτοιο ώστε AE′ ∼= ∆E. Παϱατηϱούµε ότι από το κϱιτήϱιο Π-Γ-

Π τα τρίγωνα
4

∆EZ,
4

AE′Γ είναι σύµφωνα και κατ’ επέκταση ’AE′Γ ∼= ’∆EZ = ⊥. Από την Πρόταση (1.14)
πϱοκύπτει τώϱα το Ϲητούµενο, αϕού τα σηµεία B,E′ δεν µποϱούν παϱά να ταυτίζονται.

�
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1.2.2 Απαϱαίτητες γνώσεις από την Ουδέτεϱη Γεωµετϱία

Θεώϱηµα: Cross - Bar:

Εάν A,B,Γ ∈ P είναι τϱία µη συγγϱαµµικά σηµεία και A∆−−→ είναι µία ηµιευϑεία τέτοια ώστε A∆−−→∩
’BAΓ 6= ∅, τότε

A∆−−→∩
(
BΓ− {B,Γ}

)
6= ∅.

Απόδειξη: Αυτό που αρχικά ϑα δείξουµε είναι ότι αν A∆−−→ ∩
’BAΓ 6= ∅, τότε κάϑε σηµείο της A∆−−→ − {A} ϑα

ϐρίσκεται εντός της ’BAΓ. Πράγµατι, εφόσον A∆−−→ ∩
’BAΓ 6= ∅, µποϱούµε να ϑεωρήσουµε ∆′ ∈ A∆−−→ ∩

’BAΓ 6= ∅
και επίσης πϱος άτοπο ότι υπάρχει σηµείο E το οποίο ϐρίσκεται στην A∆−−→− {A} αλλά εκτός της γωνίας ’BAΓ. Σε
αυτήν την πεϱίπτωση, τα E,∆′ ανήκουν σε διαφορετικά ηµιεπίπεδα που οϱίϹει η ηµιευθεία AΓ−→ ή AB−−→, εποµένως
το τµήµα ∆′E ⊂ A∆−−→ τέµνει την AΓ−→ ή AB−−→ αντίστοιχα. Για να συµβαίνει αυτό, ϑα πϱέπει οποσδήποτε είτε το
∆′ να ταυτίζεται µε το A, είτε το E να ταυτίζεται µε το A. Η πϱώτη πεϱίπτωση δεν ισχύει, αϕού τότε το ∆′ δεν
ανήκει στη γωνία’BAΓ και αντίστοιχα η δεύτεϱη και πάλι δεν ισχύει, αϕού τοE πάρθηκε στο

(
A∆−−→−{A}

)
∩
[’BAΓ

]c.
Εν συνεχεία ϑεωρούµε σηµείο Γ′ επί της AΓ←→ τέτοιο ώστε Γ′ − A − Γ και παϱατηϱούµε ότι στο τρίγωνο
4

BΓΓ′, σύµφωνα µε το αξίωµα του Pasch, η A∆−−→ ϑα τέµνει την BΓ′ ή την BΓ. Την BΓ′ δεν την τέµνει, αϕού εάν το

αντίθετο συνέϐαινε, τότε η A∆−−→ − {A} ϑα πεϱιείχε σηµείο εξωτερικό της γωνίας ’BAΓ. Εποµένως τέµνει την BΓ,
κι αυτήν όχι στο B, αϕού δεν τέµνει την BΓ′. Ούτε στο Γ την τέµνει, αϕού τότε η A∆−−→ ϑα ταυτίζοταν της AΓ−→ και

συνεπώς ϑα είχε κενή τοµή µε την ’BAΓ.

�
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Θεώϱηµα: Ασϑενές ϑεώϱηµα της εξωτεϱικής γωνίας:

Σε κάϑε τϱίγωνο
4

ABΓ µε σηµείο ∆ τέτοιο ώστε ∆−B −A, ισχύει ότι ’AΓB,’BAΓ <’ΓB∆.

Απόδειξη: Εάν πϱος άτοπο ϑεωρήσουµε ότι η ’AΓB ή η ’BAΓ είναι σύµφωνη µε την ’ΓB∆, τότε σύµφωνα
µε την Πρόταση (1.12) το σηµείο A = AB←→∩AΓ←→ ή το Γ = AΓ←→∩BΓ←→ δεν ϑα υφίσταται. Αυτό είναι άτοπο.

Εάν πάλι η ’AΓB ή η ’BAΓ είναι µεγαλύτεϱη της ’ΓB∆, τότε κατασκευάζουµε τη σύµφωνή της ’A′ΓB ή’BAΓ′ και παϱατηϱούµε ότι µε ϐάση την Πρόταση (1.12) το σηµείο A = AB←→ ∩ AΓ←→ ή το Γ = AΓ←→ ∩ BΓ←→ δεν ϑα
υφίσταται. Αυτό είναι άτοπο.

�
Πϱόταση (1.17): Σε κάϑε τρίγωνο δεν υπάρχουν δύο γωνίες των οποίων το άθροισµα υπερβαίνει τις δύο ορθές.

Απόδειξη: Πράγµατι, ϑεωρούµε πϱος άτοπο ότι υπάρχει τρίγωνο
4

ABΓ µε ’BAΓ + ’ABΓ > 2⊥. Εφόσον η
σχέση αυτή ισχύει, κάποια από τις δύο γωνίες ϑα είναι µεγαλύτεϱη ή ίση της 1⊥. Εάν και οι δύο είναι ορθές,
άµεσα καταλήγουµε σε άτοπο. Υποθέτουµε χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας ότι η υπόθεση > 1⊥ ισχύει για την ’ABΓ

και µεταϕέϱουµε την άλλη στην πϱώτη έτσι ώστε να δηµιουργηθεί γωνία ’EB∆, µε B − A − E και ∆ ∈’BAΓ.
Παϱατηϱούµε ότι η B∆←→ είναι παϱάλληλη της AΓ←→ και επιπλέον ότι οι BΓ−→ − {B}, AΓ←→ ϐρίσκονται σε άλλα
ηµιεπίπεδα της B∆←→. Εποµένως το Γ δεν είναι στο ίδιο ηµιεπίπεδο µε τον εαυτό του, το οποίο είναι άτοπο.

�
Παϱατήϱηση (1.5): Σε όλα τα τρίγωνα το άθροισµα των γωνιών δεν υπερβαίνει τις τϱεις ορθές.

Απόδειξη: Από την Πρόταση (1.17), σε κάϑε τρίγωνο
4

ABΓ ισχύουν οι σχέσεις:’ABΓ +’AΓB < 2⊥’AΓB +’BAΓ < 2⊥’BAΓ +’ABΓ < 2⊥
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Με πϱόσϑεση κατά µέλη, πϱοκύπτει το Ϲητούµενο:

2(’ABΓ +’AΓB +’BAΓ) < 6⊥ ⇒’ABΓ +’AΓB +’BAΓ < 3⊥

�

Θεώϱηµα: Αϱχιµήδη - Ευδόξου για τις γωνίες:

Εάν ’ABΓ και ’∆EZ είναι δύο γωνίες οι οποίες και οι δύο τους δεν υπεϱϐαίνουν τη µία οϱϑή, τότε υπάϱχει ένας
ϕυσικός n τέτοιος ώστε:

n ·’ABΓ >’∆EZ
Απόδειξη: Η απόδειξη του συγκεκριµένου ϑεωρήµατος είναι αρκετά µακϱοσκελής και γι’ αυτό ϑα γίνει σε
ϐήµατα. Εάν ’ABΓ >’∆EZ, δεν έχει να δειχθεί κάτι, οπότε δεν ϐλάπτει να υποθέσουµε ότι ’∆EZ >’ABΓ.

Βήµα Ι: Στις πλευϱές ∆E και EZ της γωνίας ’∆EZ ϑεωρούµε σηµεία ∆′, Z ′ έτσι ώστε E∆′ ∼= EZ ′. Στην
ευθεία ∆′Z ′←−→ ϕέϱουµε κάθετο ε.τ. EO που την τέµνει στο O. Εκατέρωθεν του τελευταίου σηµείου ϑεωρούµε σηµεία

A1, B1 µε ∆′ −A1 −O, O −B1 − Z ′, τέτοια ώστε ÷A1EO ∼= ÷OEB1
∼= ’ABΓ/2 = θ̃.

Στο σηµείο αυτό ϑα συνεχίσουµε την περιγραφή της απόδειξης µόνο στο ηµιεπίπεδο H(∆′, OE←→), αϕού
λόγω συµµετρίας εντελώς ανάλογα επιχειρήµατα µποϱούν να εφαρµοστούν στο άλλο ηµιεπίπεδο H(Z ′, OE←→).

Βήµα ΙΙ: Θεωρούµε θ = ÷EA1O. Επίσης ϑεωρούµε σηµείο A2 ∈ O∆′−−→ τέτοιο ώστε A2A1
∼= OA1 και τις γωνίες

ϕ1 = ÷EA2O, ϕ̃1 = ◊�A2EA1. Θα αποδείξουµε ότι ϕ̃1 < θ̃.

Πϱάγµατι, υποθέτοντας ότι ϕ̃1 > θ̃, ϑα καταλήξουµε σε άτοπο. ΄Οπως ϑα γίνει ϕανερό από τα ακόλουϑα,
τα επιχειρήµατα που ϑα χρησιµοποιήσουµε για να καταλήξουµε σε άτοπο της υπόθεσης ϕ̃1 > θ̃ µποϱούν µε
µικϱές τροποποιήσεις να εφαρµοστούν και στην πεϱίπτωση όπου ϕ̃1 = θ̃. Εποµένως ϑα ασχοληθούµε µόνο µε την
πεϱίπτωση όπου ϕ̃1 > θ̃.

Εϕόσον ϕ̃1 > θ̃, υπάρχει σηµείο A′2 ∈ H(Z ′, OE←→) τέτοιο ώστε ◊�A′2EA1
∼= ϕ̃1, EA2

∼= EA′2 και (κατ’ επέκ-

ταση) A1A2
∼= A1A

′
2. Παϱατηϱούµε ότι το τρίγωνο

4
OA1A

′
2 είναι ισοσκελές µε ◊�A1OA′2

∼= ◊�A1A′2O. Επειδή η◊�A1OA′2 είναι αµβλεία, η ◊�A1A′2O είναι αµβλεία. Αυτό είναι άτοπο της Πρότασης (1.17).
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Βήµα ΙΙΙ: Θεωρούµε σηµείο A3 : A3 − A2 − A1 τέτοιο ώστε A3A2
∼= A2A1 και επίσης ϑεωρούµε τις γωνίες

ϕ2 = ÷EA3O, ϕ̃2 = ◊�A3EA2. Σε αυτό το ϐήµα ϑα δείξουµε και πάλι κάτι ανάλογο του Βήµατος Ι, δηλαδή ότι
ϕ̃2 < ϕ̃1. Υποθέτουµε λοιπόν πϱος άτοπο ότι ϕ̃2 > ϕ̃1. ΄Οπως ϑα γίνει ϕανερό από τα ακόλουϑα, τα επιχειρήµατα
που ϑα χρησιµοποιήσουµε για να καταλήξουµε σε άτοπο της υπόθεσης ϕ̃2 > ϕ̃1 µποϱούν µε µικϱές τροποποιήσεις
να εφαρµοστούν και στην πεϱίπτωση όπου ϕ̃2 = ϕ̃1. Εποµένως ϑα ασχοληθούµε µόνο µε την πεϱίπτωση όπου
ϕ̃2 > ϕ̃1.

Εϕόσον ϕ̃2 > ϕ̃1, υπάρχει σηµείο A′3 ∈ H(O,EA1←−→) τέτοιο ώστε ◊�A2EA′3
∼= ϕ̃2, EA3

∼= EA′3 και (κατ’

επέκταση) A2A3
∼= A2A

′
3. Παϱατηϱούµε ότι η γωνία θ είναι µικϱότεϱη της ÿ�A2A1A′3, αϕού η σύµφωνη κατακο-

ϱυφήν της ¤�A2A1[EA1←−→∩A2A′3] είναι µικϱότεϱη της ÿ�A2A1A′3. Παϱατηϱούµε ότι το τρίγωνο
4

A2A1A
′
3 είναι ισοσκελές

µε ÿ�A2A1A′3
∼= ÿ�A2A′3A1. Επειδή θ ∼= ¤�A2A1[EA1←−→∩A2A′3] < ÿ�A2A1A′3 και ϕ2

∼= ◊�A2A′3E > ÿ�A2A′3A1, έπεται ότι
θ < ϕ2. Αυτό είναι άτοπο της Πρότασης (1.14).
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Βήµα ΙV: Συνεχίζουµε επαγωγικά τη διαδικασία µε σηµεία A4, A5, A6, · · · και κατασκευάζουµε µια ϕθίνουσα
ακολουθία γωνιών θ̃ > ϕ̃1 > ϕ̃2 > ϕ̃3 > ϕ̃4 > · · · .

Βήµα V: Από το αξίωµα Αρχµήδη - Ευδόξου για τα ε.τ., παϱατηϱούµε ότι υπάρχει ϕυσικός αριθµός ñ τέ-
τοιος ώστε OAñ = ñ · OA1 > O∆′. Ειδικότερα, επειδή ϕ̃i < θ̃, εάν η ñ · θ δεν υπερβαίνει την ⊥, ϑα ισχύει ότι
ñ · θ̃ >÷∆′EO ⇒ ñ ·’ABΓ >’∆EZ. Εάν η ñ · θ̃ έχει υπερβεί την ⊥ (ή δεν ορίζεται), διαλέγουµε τον αριθµό n < ñ

για τον οποίο ισχύει n = max{k | k · θ̃ < ⊥} και ισχυριζόµαστε ότι n · θ̃ > ÷∆′EO. Πράγµατι, εάν το αντίθετο
συνέϐαινε ϑα ίσχυε ⊥ 6 (n + 1) · θ̃ < ÷∆′EO + θ̃ ⇒ ’∆EZ + ’ABΓ > 2⊥. Αυτό είναι άτοπο, αϕού εξ αρχής
υποθέσαµε ότι καθεµία από της γωνίες δεν υπερβαίνει την ⊥.

�

Θεώϱηµα: Saccheri - Legendre (Θεµελιώδες Θεώϱηµα της Ο.Γ.):
Σε κάϑε τϱίγωνο το άϑϱοισµα των γωνιών δεν υπεϱϐαίνει τις δύο οϱϑές.

Απόδειξη: Η απόδειξη αυτού του ϑεωρήµατος ϑα γίνει ουσιαστικά σε τέσσεϱα ϐήµατα:

Βήµα Ι: Για κάϑε τρίγωνο
4

ABΓ µποϱεί να ϐρεθεί ένα άλλο
4

A∆Γ το οποίο έχει ίδιο άθροισµα γωνιών και

επιπλέον ’∆AΓ <
1

2
·’BAΓ. Πράγµατι, ϑεωρούµεM το µέσο της BΓ και ϕέϱουµε ε.τ. A∆ τέτοιο ώστεM ∈ A∆ και

AM ∼= A∆. Με τον τϱόπο αυτό δηµιουργούνται δύο ίσα τρίγωνα
4

AMB ∼=
4

ΓM∆ λόγω του κϱιτηϱίου Π − Γ − Π,

και συνεπώς τα
4

ABΓ και
4

A∆Γ έχουν ίδιο άθροισµα γωνιών. Εάν ’∆AΓ <
1

2
·’BAΓ, τότε το

4
A∆Γ είναι το Ϲητούµενο

τρίγωνο. ∆ιαφορετικά, αποδεικνύουµε µε παρόµοια διαδικασία ότι το τρίγωνο
4

A∆B έχει άθροισµα γωνιών ίσο µε
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αυτό του
4

ABΓ και παϱατηϱούµε ότι ’BA∆ <
1

2
·’BAΓ.

Βήµα ΙΙ: Συνεχίζουµε µε µία επαγωγική διαδικασία: Σχηµατίζουµε τρίγωνα
4

AiBiΓi καθένα εκ των οποίων έχει

άθροισµα γωνιών, το άθροισµα των γωνιών του
4

ABΓ και επιπλέον ¤�Bi+1Ai+1Γi+1 <
1

2
·◊�BiAiΓi. Για κάϑε γωνία◊�BiAiΓi ισχύει ◊�BiAiΓi <

1

2i
·’BAΓ.

Βήµα ΙΙΙ: Υποθέτουµε πϱος άτοπο ότι το άθροισµα των γωνιών του
4

ABΓ είναι 2⊥ + δ, για κάποια µη
κενή γωνία δ < 1⊥. Από το Θεώϱηµα: Αρχιµήδη - Ευδόξου για τις γωνίες, για τις ’BAΓ και δ, ϑα υπάρχουν

ϕυσικοί αριθµοί m,n τέτοιοι ώστε 2n > m και m · δ >’BAΓ⇒ δ >
1

2n
·’BAΓ. Εποµένως στο τρίγωνο

4
AnBnΓn ϑα

έχουµε ότι ÿ�BnAnΓn <
1

2n
·’BAΓ 6 δ.

Βήµα ΙV: Από το προηγούµενο ϐήµα πϱοκύπτει ότι ÿ�AnBnΓn + ÿ�BnΓnAn = 2⊥ + (δ − ÿ�BnAnΓn) > 2⊥, το
οποίο είναι ένα αποτέλεσµα που αντιβαίνει στην Πρόταση (1.17).

Με αυτά πϱοκύπτει εν τέλει το Ϲητούµενο, ότι δηλαδή σε κάϑε τρίγωνο το άθροισµα των γωνιών δεν υπερ-
ϐαίνει τις δύο ορθές.

�
Τα αξιώµατα παραλληλίας της Ε.Γ. στις διάφορές τους διατυπώσεις:

1. (Κατά Hilbert) Το αξίωµα των παϱαλλήλων για την Ε.Γ.: Για κάϑε ευϑεία l και για κάϑε A 6∈ l, υπάϱχει το
πολύ µία ευϑεία l′ 3 A που δεν συναντά την l.

2. (Ευκλείδης) To 5o Αίτηµα του Ευκλείδη: Αν δύο ευϑείες τέµνονται από µία τϱίτη έτσι ώστε οι εντός και επί
τα αυτά γωνίες να έχουν άϑϱοισµα µικϱότεϱο των δύο οϱϑών, τότε οι ευϑείες τέµνονται και το σηµείο τοµής
ϐϱίσκεται στο ηµιεπίπεδο που οϱίϹουν οι γωνίες.

Πϱόταση (1.18): Οι διατυπώσεις 1. και 2. είναι µεταξύ τους ισοδύναµες.

Απόδειξη:
1. ⇒ 2.: ΄Εστω l,m δύο ευθείες οι οποίες δεν ταυτίζονται (διότι διαφορετικά η πεϱίπτωση είναι τετριµµένη) και
A,B σηµεία τέτοια ώστε A ∈ l, B ∈ m και επιπλέον A,B 6= l ∩m. Εάν X,Y είναι διαφορετικά σηµεία τέτοια ώστε
X ∈ l, Y ∈ m, υποθέτουµε ότι ’ABY + ’BAX < 2⊥ και ϑα δείξουµε ότι οι AX−−→∩BY−−→ 6= ∅.

Μεταϕέϱουµε τη γωνία ÷Y ′BA (όπου Y ′ − B − Y ) στην AB−−→ έτσι ώστε να δηµιουργηθεί γωνία ’BAZ. Αϕού÷Y ′BA + ’ABY = 2⊥ και ’ABY + ’BAX < 2⊥, η AZ−→ είναι εξωτερική της ’BAX. Επιπλέον, οι AZ←→, BY←→ δεν
τέµνονται και συνεπώς το 1. µας εξασφαλίζει ότι η AX−−→ συναντά την BY−−→. Tο κοινό τους σηµείο Γ είναι στο
ηµιεπίπεδο H(Y,AB−−→), αϕού καθεµία από τις AX−−→− {A}, BY−−→− {B} είναι σε αυτό.
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2. ⇒ 1.: ΄Εστω l µία ευϑεία και A 6∈ l ένα σηµείο. Από το A ϕέϱουµε κάϑετο πϱος την l ε.τ. AB, διαλέγουµε
Y, Y ′ : Y ′ − B − Y και στο AB ϕέϱουµε κάϑετη ευϑεία l′ που διέϱχεται από το A. Παϱατηϱούµε ότι οι l, l′ είναι
παϱάλληλες. ΄Επειτα ϑεωϱούµε οποιαδήποτε διαϕοϱετική της l′ ευϑεία m 3 A που οπωσδήποτε σχηµατίϹει µη
µηδενική γωνία µε την l′ (αϕού δεν ταυτίϹεται µε αυτήν). ∆ιαλέγουµε σηµείο ∆ το οποίο είναι µεταξύ των l, l′ και
επί της m, και παϱατηϱούµε ότι ’∆AB + ’ABY < 2⊥, εποµένως οι l,m τέµνονται. Εδώ ουσιαστικά υποϑέτουµε
χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας ότι ∆ ∈ H(Y,AB←→) - αν το ∆ ϐϱισκόταν στο άλλο ηµιεπίπεδο, ϑα δουλεύαµε µε το Y ′

αντί του Y . Αυτό δείχνει ότι από το A διέϱχεται µοναδική πϱος το l παϱάλληλη.

�

Θεώϱηµα: Ευϑείες, γωνίες και πϱαγµατικοί αϱιϑµοί:

Τα για κάϑε τϱία µη συνευϑειακά σηµεία A,B,Γ και για κάϑε ευϑεία l ισχύει ότι σύνολα ’ABΓ,J (l) είναι
υπεϱαϱιϑµήσιµα και ισοπληϑικά µε το R.

Απόδειξη: Πράγµατι, αρχικά ϑα δείξουµε ότι J (l) =c N × {0, 1}N =c R. Θεωρούµε OK ένα ε.τ. επί της
l και ένα σηµείο P ∈ l.

i. Θεωϱούµε n τον µέγιστο ϕυσικό αϱιϑµό για τον οποίον το n ·OK µε αϱχή το O δεν πεϱιέχει το P . Εάν τέτοιο
n δεν υπάϱχει, ϑέτουµε n = 0.
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ii. Θεωϱούµε s1 = 1 και n1 τον ελάχιστο ϕυσικό αϱιϑµό για τον οποίον το τµήµα n · OK +
s1

2n1
· OK µε αϱχή

το O δεν πεϱιέχει το P . Εάν τέτοιο n1 δεν υπάϱχει, ϑέτουµε n1 = s1 = 0.

iii. Θεωϱούµε s2 = 1 και n2 τον ελάχιστο ϕυσικό αϱιϑµό για τον οποίον το τµήµα n · OK +

2∑
i=1

si
2ni
· OK µε

αϱχή το O δεν πεϱιέχει το P . Εάν τέτοιο n2 δεν υπάϱχει, ϑέτουµε n2 = s2 = 0.

iv. ΣυνεχίϹουµε επαγωγικά.

Θεωϱούµε µια απεικόνηση E : J (l)→ N× {0, 1}N ως εξής: Σε κάϑε σηµείο P ∈ J (l) αντιστοιχούµε το διάνυσµα:

E(P ) = (n, s1, s2, · · · , sn, · · · )

Η εν λόγω αντιστοιχία είναι 1 − 1. Αν δύο σηµεία P,Q διαφέρουν, ϑα απέχουν τουλάχιστον 1/2j για κάποιον j,
οπότε και οι αντίστοιχες ακολουθίες που αυτά ορίζουν µέσω της E επίσης ϑα διαφέρουν. Το επί δεν ισχύει (για
παϱάδειγµα τι αντίστροφη εικόνα ϑα είχε η ακολουθία των 1;), οπότε εν γένει έχουµε δείξει ότι J (l) 6c N×{0, 1}N.

Για να αποδείξουµε την ισοπληθικότητα, ως ενδιάµεσο ϐήµα ϑα δείξουµε ότι N × {0, 1}N =c R. Αυτό ϑα
γίνει συνοπτικά µέσω των ακόλουθων ισοπληθικοτήτων:

N× {0, 1}N =c N× R ∀n∈N=c N× [n, n+ 1) =c

⋃
n∈N

[n, n+ 1) = [1,∞) =c R

Οπότε για να δείξουµε ότι J (l) =c N×{0, 1}N =c R, αϱκεί να δείξουµε ότι R 6c J (l) (ή ισοδύναµα [0, 1] 6c J (l)).

Για τον σκοπό αυτόν, ϑεωρούµε την απεικόνιση G : [0, 1] → J (l) η οποία ορίζεται ως εξής: Αν (a1, a2, · · · ) είναι
µια διαδική αναπαράσταση ενός x ∈ [0, 1], τότε:

G(x) =

∞∑
i=1

ai ·OK
2i

Από το Θεώϱηµα: ΄Οϱια ακολουθιών µε στοιχεία του P η συνάϱτηση G έχει πράγµατι εικόνα στο J (l). Επιπλέον,
είναι 1− 1, οπότε [0, 1] 6c J (l). Αυτά αποδεικνύουν την εν λόγω ισοπληθικότητα.

΄Οσον αϕοϱά τις γωνίες, έστω ’ABΓ η γωνία των A,B,Γ µε κορυφή την B. Θεωρούµε Γ,∆ δύο σηµεία τα
οποία είναι εσωτεϱικά των πλευϱών της γωνίας και παϱατηϱούµε ότι:

R 6c ’ABΓ =
⋃

P∈Γ∆

BP−−→ 6c R× R = R2 =c R⇒’ABΓ =c R

�
Παϱατηϱήσεις (1.6):
I. Το Θεώϱηµα: Ευθείες, γωνίες και πραγµατικοί αριθµοί σε συνδυασµό µε το αξίωµα Αρχιµήδη - Ευδόξου για τα
ε.τ. δίνουν ότι κάϑε ε.τ. είναι ισοπληθικό µε το R. Επιπλέον, {AB | A,B ∈ P}

/
∼=

=c R.

II. Το I. δίνει ότι κάϑε ηµιευθεία είναι ισοπληθική µε το R.

III. Το Θεώϱηµα: Ευθείες, γωνίες και πραγµατικοί αριθµοί δίνει ότι το σύνολο των σηµείων P της γεωµετϱίας
είναι ισοπληθικό µε το R, αϕού το επίπεδο µποϱεί να χωριστεί σε τέσσεϱεις ορθές γωνίες µέσω δύο κάθετων ευθειών.

IV. Το IΙΙ. δίνει ότι σύνολο των ευθειών L της γεωµετϱίας είναι ισοπληθικό µε το R.

V. Το III. επίσης δίνει ότι σύνολο των γωνιών της γεωµετϱίας είναι ισοπληθικό µε το R.

VI. Θεωρούµε l,m δύο κάθετες ευθείες και επί τις m δύο σηµεία A,A′ που ισαπέχουν από την l. Για

κάϑε γωνία θ υπάρχουν ακϱιϐώς δύο σηµεία P, P ′ ∈ l τέτοια ώστε ⁄�MP [l ∩m] ∼= ¤�MP ′[l ∩m] ∼=
θ

2
. Κατ’

επέκτασην, ◊�MPM ′ ∼= ÿ�MP ′M ′ ∼= θ. Αυτό δείχνει ότι {’ABΓ | A,B,Γ ∈ P, A 6= B 6= Γ}
/
∼=

=c R.

Παϱατήϱήσεις (1.7):
Ι. Σε κάϑε ε.τ. µποϱούµε να αντιστοιχίσουµε µία τιµή, έναν ϑετικό πραγµατικό αριθµό, έτσι ώστε η αν-
τιστοιχία να είναι αύξουσα και σύµφωνα ε.τ. να έχουν ίσες τιµές. Πράγµατι, ϑεωρούµε την απεικόνιση
R : {AB | A,B ∈ P} → R+ η οποία ορίζεται ως εξής:
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• Θεωϱούµε µια ηµιευϑεία OX−−→.

• Θεωϱούµε ε.τ. OK επί τις ηµιευϑείας OX−−→.

• Για κάϑε ε.τ. AB, ϑεωϱούµε σηµείο P ∈ OX−−→ τέτοιο ώστε OP ∼= AB.

• Για το σηµείο P ϑεωϱούµε την (µοναδική) ακολουϑία

(
n ·OK +

k∑
i=1

si
2ni
·OK

)
k∈N

, η οποία κατασκευάϹεται

όπως στο Θεώϱηµα: Ευϑείες, γωνίες και πϱαγµατικοί αϱιϑµοί, και για την οποία ισχύει:

lim
N3k→∞

n ·OK +

k∑
i=1

si
2ni
·OK

 = OP − {P}

• ΟϱίϹουµε R(AB) = n+

∞∑
i=1

si
2ni

.

II. Ανάλογη διαδικασία µποϱεί να γίνει για τις γωνίες. Η κατασκευή σε αυτό το µέϱος ϑα γίνει επαναλαµ-
ϐάνοντας τµήµατα µιας (τυχαίας) οξείας γωνίας ’ΛOK. Μποϱεί να ϐρεθεί δηλαδη µία αύξουσα αντιστοιχία
A : {’ABΓ | A,B,Γ ∈ P} → [0, π] τέτοια ώστε σύµφωνες γωνίες να έχουν ίσες τιµές και επιπλέον:

A(’ABΓ) =
π

c÷ΛOK ·
Ñ
m+

∞∑
i=1

ti
2mi

é
, όπου c÷ΛOK ∈ R+ είναι τέτοιο ώστε c÷ΛOK ·’ΛOK = 2⊥
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1.3 Ασκήσεις του Κεϕαλαίου 1

1. Παϱατηϱήστε ότι η µοναδικότητα του σηµείου τοµής δύο διαφορετικών ευθειών l,m δεν είναι αξίωµα.
Αποδείξτε τη µοναδικότητα του σηµείου τοµής δύο διαφορετικών ευθειών l,m.

2. ΄Εστω l ∈ L µία ευϑεία του επιπέδου. Θεωϱούµε µία σχέση H στο
{
AB−−→ | (A,B) ∈ P2 και AB−−→ ∩ l = ∅

}2 η
οποία οϱίϹεται ως:

AB−−→ H Γ∆−→ :⇔ A = Γ και H(B, l) = H(∆, l)

Είναι η H µία σχέση ισοδυναµίας;

3. Σε ένα σύστηµα µε αξιώµατα αυτά της οµάδας A, µαϹί µε το αξίωµα: “Για κάϑε ευϑεία και για κάϑε σηµείο
εκτός της ευϑείας υπάϱχει µοναδική παϱάλληλος πϱος την ευϑεία που να διέϱχεται από το σηµείο αυτό”, δείξτε
ότι εξασϕαλίϹεται η ύπαϱξη τεσσάϱων σηµείων τα οποία είναι ανά τϱία µη συγγϱαµµικά. Ισχύει το ίδιο για
πέντε σηµεία;

4. Εξετάστε εάν το αξίωµα B.4. µποϱεί να αντικατασταϑεί από το (δηλ. αν είναι ισοδύναµο µε το):

Για κάϑε ευϑεία l και για κάϑε τϱία σηµεία A,B,Γ που δεν ϐϱίσκονται επί αυτής:

i. Αν τα A και B ϐϱίσκονται πϱος το ίδιο µέϱος της l και το ίδιο συµϐαίνει και για τα B,Γ, τότε και τα A
και Γ ϐϱίσκονται πϱος το ίδιο µέϱος της l.

ii. Αν τα A και B ϐϱίσκονται εκατέϱωϑεν της l και το ίδιο συµϐαίνει και για τα B,Γ, τότε και τα A και Γ
ϐϱίσκονται πϱος το ίδιο µέϱος της l.

5. Θυµηϑείτε την απόδειξη της Πϱότασης (1.4) και δείξτε ότι κάϑε ευϑεία πεϱιέχει άπειϱο πλήϑος σηµείων.

6. Αποδείξτε ότι όλες οι οϱϑές γωνίες είναι µεταξύ τους ίσες.

7. Αποδείξτε την αντισυµµετϱία των ‘6ε.τ.,6γων.’.

8. Αποδείξτε την Πϱόταση 1.14, δεδοµένου ότι γνωϱίϹετε το Θεώϱηµα: Το ασϑενές ϑεώϱηµα της εξωτεϱικής
γωνίας.

9. ∆είξτε ότι το αξίωµα του Pasch µποϱεί να αποδειχϑεί, εάν ϑεωϱηϑεί ότι ισχύει το Θεώϱηµα: Cross - Bar.

10. ΄Εστω ότι l,m, n είναι τϱείς ευϑείες που ανά δύο τέµνονται. ∆είξτε ότι οι l,m τέµνονται στο ηµιεπίπεδο της n
που το άϑϱοισµα των γωνιών των l, n και των m,n είναι µικϱότεϱο.

11. Αποδείξτε ότι κάϑε γωνία είναι δυνατόν να διχοτοµηϑεί.

12. ∆είξτε ότι το αξίωµα Αϱχιµήδη - Ευδόξου για τους ϑετικούς πϱαγµατικούς αϱιϑµούς µποϱεί να αποδειχϑεί
µέσω του αξιώµατος Αϱχιµήδη - Ευδόξου για τα ε.τ.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

Στοιχεία από την Υπεϱϐολική Γεωµετϱία

Η Υ.Γ. είναι η γεωµετϱία που πϱοκύπτει από την Ο.Γ., αϕού επισυνάψουµε την άϱνηση του αιτήµατος των
παραλλήλων της Ε.Γ., στην κατά Hilbert διατύπωση. Το αξίωµα αυτό ϑα το ονοµάζουµε Υπερβολικό Αξίωµα (Υ.Α.).

Αξίωµα: Υπεϱϐολικό Αξίωµα:
Υπάϱχει ευϑεία l και υπάϱχει σηµείο A, εκτός της l, έτσι ώστε από το A να διέϱχονται τουλάχιστον δύο ευϑείες
m και n οι οποίες δεν τέµνουν την l.

Στα επόµενα ϑα παρουσιάσουµε στοιχεία της Υ.Γ., χαρακτηριστικά για την ιδιαιτερότητά τους.

2.1 ΄Αµεσες επιπτώσεις του Υπεϱϐολικού Αξιώµατος

Παϱατήϱηση (2.1): ΄Εστω ω µια γωνία, m, l δύο κάθετες ευθείες και l∩m 6= B ∈ m. Τότε µποϱεί να ϐρεθεί A ∈ l
τέτοιο ώστε ⁄�[l ∩m]AB < ω.

Απόδειξη:

ΚατασκευάϹουµε ακολουϑία σηµείων (Ai)i∈N επί της l ως εξής:

• Το A1 ∈ l είναι σηµείο τέτοιο ώστε [l ∩m]B ∼= [l ∩m]A1.

• Το Ai ∈ l είναι σηµείο τέτοιο ώστε Ai−1Ai ∼= BAi−1.

και παϱατηϱούµε ότι καϑένα από τα τϱίγωνα
4

B[l ∩m]A1,
4

BAiAi+1 είναι ισοσκελές, εποµένως οι γωνίες των ϐάσεων
ισούνται. Από αυτό πϱοκύπτει τελικά ότι:∑

i∈N

⁄�[l ∩m]AiB = ¤�[l ∩m]BA1 +
∑
i∈N

Ÿ�AiBAi+1 6 2⊥

και: ∑
i∈N
A(⁄�[l ∩m]AiB) = A(¤�[l ∩m]BA1) +

∑
i∈N
A(Ÿ�AiBAi+1) 6 2π

το οποίο ουσιαστικά δειχνει ότι η ακολουϑία γωνιών
(⁄�[l ∩m]AiB

)
i∈N

είναι ϕϑίνουσα πϱος το ∅ (αϕού η ακολουϑία

των A(⁄�[l ∩m]AiB) ϕϑίνει στο 0). Εάν λοιπόν ω είναι µια τυχαία γωνία, οπωσδήποτε ϑα µποϱεί να ϐϱεϑεί κάποιο

A = An τέτοιο ώστε ⁄�[l ∩m]AB < ω.
�
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Πϱόταση (2.1): Στην Υ.Γ. υπάρχει τουλάχιστον ένα τρίγωνο µε άθροισµα γωνιών µικϱότεϱο των δύο ορθών.

Απόδειξη: ΄Εστω l µια ευθεία και A ένα σηµείο τα οποία ικανοποιούν το Υ.Α. Από το A ϕέϱουµε κάθετη m
πϱος την l που την τέµνει στο B. Από το A επίσης ϕέϱουµε κάθετη l′ στην m και παϱατηϱούµε ότι οι l, l′ δεν
τέµνονται. Εφόσον για τα A, l ισχύει το Υ.Α., µποϱεί να ϐρεθεί ακόµη µια ευθεία m′, η οποία ϑα είναι παϱάλληλη
στην l, ϑα διέρχεται µε το A και δεν ϑα ταυτίζεται της l′. Κατ’ επέκταση, η m′ δηµιουϱγεί µία µη κενή γωνία ω µε
την l.

Θεωϱούµε σύµφωνα µε την Παϱατήϱηση (2.1) ένα σηµείο Γ ∈ l τέτοιο ώστε ’BΓA < ω, και ισχυριζό-

µαστε ότι το
4

ABΓ έχει άθροισµα γωνιών µικϱότεϱο της 2⊥. Πράγµατι, εάν θ = 1⊥ − ω είναι η γωνία των m,m′,
τότε: ’ΓBA+’BAΓ +’BΓA < 1⊥+ θ + ω = 2⊥

όπως ακϱιϐώς επιδιώκαµε.

�
Θα προσπαθήσουµε να απαντήσουµε στο εϱώτηµα αν το άθροισµα των γωνιών κάϑε τριγώνου είναι µικϱότεϱο των
δύο ορθών στην Υ.Γ. Για να µπορέσει όµως να δωθεί απάντηση, χρειάζεται να οριστεί η έννοια του ελλείµατος.

Οϱισµός: ΄Ελλειµµα και ελλειµµατικά τϱίγωνα:
I. Από το Θεώϱηµα: Saccheri - Legendre στην Ο.Γ., το άϑϱοισµα των γωνιών ενός τυχαίου τϱιγώνου είναι το

πολύ 2⊥. Αν λοιπόν στο τϱίγωνο
4

ABΓ ϑεωϱήσουµε τη διαϕοϱά:

D

Å 4
ABΓ

ã
= 2⊥−’ABΓ−’BAΓ−’BΓA

αυτή ϑα οϱίϹεται (ως ‘µη αϱνητική’). Την ποσότητα D

Å 4
ABΓ

ã
ϑα την ονοµάϹουµε έλλειµµα του

4
ABΓ.

II. Εάν σε ένα τϱίγωνο
4

ABΓ ισχύει D

Å 4
ABΓ

ã
> ∅, τότε ονοµάϹουµε το τϱίγωνο

4
ABΓ ελλειµµατικό.

Παϱατήϱηση (2.2): Η συνάϱτηση του ελλείµµατος είναι προσθετική µε την εξής έννοια: Εάν στο
4

ABΓ

για κάποιο σηµείο ∆ έχουµε B −∆− Γ, τότε D
Å 4
ABΓ

ã
= D

Å 4
AB∆

ã
+D

Å 4
A∆Γ

ã
.

Λήµµα (2.1): Εάν υπάρχει µη ελλειµµατικό τρίγωνο στην Υ.Γ., τότε υπάρχει ένα ορθογώνιο τετράπλευρο.

Απόδειξη: Κατ’ αρχάς παϱατηϱούµε ότι η ύπαϱξη ενός µη ελλειµµατικού τριγώνου εξασφαλίζει την ύπαϱξη
ενός ορθογώνιου µη ελλειµµατικού τριγώνου, αϕού αν ϕέϱουµε την κάθετο πϱος την πλευϱά που έχει
πϱοσκείµενες δύο οξείες γωνίες, αυτή ϑα είναι εσωτεϱική του τριγώνου και ϑα σχηµατίζει δύο ορθογώνια τρίγωνα,
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τα οποία λόγω της προσθετικότητας του ελλείµµατος, ϑα είναι µη ελλειµµατικά.

Επιλέγουµε ένα από αυτά τα τρίγωνα (έστω το
4

AB∆), ϕέϱουµε ηµιευθεία AX−−→ τέτοια ώστε ’B∆A ∼= ’∆AX
και επιλέγουµε σηµείο E στην AX−−→ τέτοιο ώστε AE ∼= B∆. Από το κϱιτήϱιο Π-Γ-Π, τα σχηµατιζόµενα

τρίγωνα
4

AB∆,
4

A∆E ϑα είναι ίσα και συνεπώς ’BA∆ ∼= ’A∆E, ’AE∆ ∼= ’∆BA = 1⊥. Επειδή επιπλέον’AB∆ + ’B∆A + ’∆AB = 2⊥, πϱοκύπτει ότι ’BA∆ + ’∆AE ∼= ’B∆A + ’A∆E = ⊥. Αυτά δείχνουν ότι το AB∆E
είναι ένα ορθογώνιο τετράπλευρο.

�
Παϱατήϱηση (2.3): Εάν υπάρχει ορθογώνιο τετράπλευρο, τότε υπάρχουν αυθαίρετα µεγάλα ορθογώνια τετρά-
πλευρα, τα οποία προκύπτουν από το πϱώτο µε επαναλήψεις του (‘µεϱική’ ψηφίδωση του υπερβολικού επιπέδου).

Λήµµα (2.2): Εάν υπάρχει ορθογώνιο τετράπλευρο, όλα τα ορθογώνια τρίγωνα είναι µη ελλειµµατικά.

Απόδειξη: ΄Εστω ABΓ ένα τρίγωνο µε ’ABΓ = ⊥. Επιλέγουµε ένα ορθογώνιο τετράπλευρο ∆BEZ µε
πλευϱές µεγαλύτεϱες από αυτές του τριγώνου και µε ’∆BE = ’ΓBA. ΄Επειτα ϕέϱουµε το ε.τ. ∆E και παϱατηϱούµε

ότι D
Å 4

∆EZ

ã
= D

Å 4
∆EB

ã
= ∅. Φέϱουµε επιπλέον το EΓ και ϐλέπουµε ότι λόγω της προσθετικότητας του

ελλέιµµατος, D
Å 4

∆EΓ

ã
= D

Å 4
EΓB

ã
= ∅. Τέλος, παϱατηϱούµε ότι και πάλι από την προσθετικότητα του

ελλείµµατος, D
Å 4

ΓEA

ã
= D

Å 4
ABΓ

ã
= ∅. Αυτό δείχνει ότι το

4
ABΓ είναι ένα τρίγωνο µη ελλειµµατικό.

�
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Θεώϱηµα: Τα τϱίγωνα της Υ.Γ. είναι ελλειµµατικά:
Κάϑε τϱίγωνο στην Υ.Γ. είναι ελλειµµατικό.

Απόδειξη: Υποθέτουµε πϱος άτοπο ότι υπάρχει ένα µη ελλειµµατικό τρίγωνο στην Υ.Γ. Με ϐάση τα Λήµ-
µατα (2.1), (2.2), κάϑε ορθογώνιο τρίγωνο είναι µη ελλειµµατικό, το οποίο αντιβαίνει στην Πρόταση (2.1).

�

Θεώϱηµα: Το Υ.Α. σε κάϑε σηµείο του επιπέδου:
Το Υ.Α. ισχύει για κάϑε Ϲεύγος A, l, όπου l ∈ L και A ∈ P − J (l).

Απόδειξη: Φέϱουµε κάθετο τµήµα AB πϱος
την l, που την τέµνει στο B, και έπειτα
κάθετη ευθεία l′ στο AB που διέρχεται από
το A. Οι l, l′ ϑα είναι υποχρεωτικά ευθείες
παράλληλες. Στην l επιλέγουµε ένα σηµείο
Γ και από αυτό ϕέϱουµε κάθετη ευθεία m′

πϱος την l, που τέµνει την l′ (αν την τέµνει)
στο ∆.

Παϱατηϱούµε ότι ένα κάθετο τµήµα AE
πϱος την m′, που την τέµνει στο E, δεν
µποϱεί να ταυτίζεται µε το A∆, αϕού αν
κάτι τέτοιο συνέϐαινε, το ABΓ∆ = ABΓE
ϑα ήταν ορθογώνιο τετράπλευρο. Εφόσον
λοιπόν οι AE←→, l τέµνουν την Γ∆←→ κάθετα, οι
ίδιες είναι παράλληλες. Επειδή AE←→ 6= l′,
από το A διέρχονται τουλάχιστον δύο
παράλληλες πϱος την l ευθείες. Αυτό
αποδεικνύει το Ϲητούµενο.

�

Θεώϱηµα: Συµϕωνία τϱιγώνων στην Υ.Γ.:
Εάν δύο τϱίγωνα έχουν µία πϱος µία τις γωνίες τους σύµϕωνες, είναι σύµϕωνα στην Υ.Γ.

Απόδειξη: ΄Εστω
4

ABΓ,
4

∆EZ δύο τρίγωνα που έχουν µία πϱος µία ίσες τις γωνίες τους. Υποθέτουµε χωϱίς

ϐλάϐη της γενικότητας ότι ’ABΓ ∼= ’∆EZ, ’AΓB ∼= ’∆ZE, ’BAΓ ∼= ’E∆Z και µεταϕέϱουµε το τρίγωνο
4

∆EZ έτσι
ώστε ’E∆Z ∼= ÷B′AΓ′ = ’BAΓ, και επιπλέον ’∆EZ ∼= ÷AB′Γ′ ∼= ’ABΓ και ’∆ZE ∼= ÷B′Γ′A ∼= ’BΓA.

Υποϑέτουµε πϱος άτοπο ότι τα δύο τρίγωνα δεν είναι σύµφωνα και διακρίνουµε τις εξής τϱεις περιπτώ-
σεις:

I. Εάν ισχύει [A − B − B′ και A − Γ′ − Γ] ή [A − B′ − B και A − Γ − Γ′], τότε υποθέτουµε λόγω συµ-
µετρίας και χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας ότι το πϱώτο ισχύει. Παϱατηϱούµε ότι οι BΓ, B′Γ′ τέµνονται σε σηµείο
BΓ∩B′Γ′ και από αυτό ϕέϱουµε κάθετη ευθεία l πϱος την AB−−→. Εάν B− [l∩AB−−→]−B′, ϑα ισχύει ότι B ∈ A[l∩AB−−→]

και τότε από την Πϱόταση (1.14), ’B′BΓ,÷BB′Γ′ < 1⊥ ⇒’ABΓ > 1⊥,÷BB′Γ′ < 1⊥, το οποίο είναι άτοπο. Εάν
B −B′ − [l ∩AB−−→] υποθέτουµε χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας ότι B,B′ 6∈ A[l ∩AB−−→] (ανάλογα γίνεται η πεϱίπτωση

B,B′ ∈ A[l ∩AB−−→]) και τότε, ξανά από την Πρόταση (1.14), ’ABΓ > ÷AB′Γ′, το οποίο είναι άτοπο.

II. Εάν ισχύει A − B − B′ και A − Γ − Γ′, τότε παϱατηϱούµε ότι το τετράπλευρο BB′Γ′Γ έχει άθροισµα

γωνιών 4⊥. Εποµένως τα τρίγωνα
4

BB′Γ,
4

B′ΓΓ′ είτε ϑα έχουν ένα από αυτά άθροισµα γωνιών < 2⊥ και το άλλο
> 2⊥ (άτοπο του Θεωρήµατος: Saccheri - Legendre), είτε ϑα έχουν και τα δύο άθροισµα γωνιών 2⊥ (άτοπο του
Θεωρήµατος: Τα τρίγωνα της Υ.Γ. είναι ελλειµµατικά).

III. Εάν ακϱιϐώς ένα Ϲευγάϱι από τα B,B′ και Γ,Γ′ έχει σηµεία που ταυτίζονται, τότε εφαρµόζεται ανάλ-



2.1 ΄Αµεσες επιπτώσεις του Υπεϱϐολικού Αξιώµατος 39

ογο επειχείϱηµα µε αυτό που παϱουσιάστηκε στο Ι., για τα σηµεία που δεν ταυτίζονται.

Σε κάϑε πεϱίπτωση, καταλήγουµε σε άτοπο και συνεπώς τα
4

ABΓ,
4

∆EZ είναι µεταξύ τους σύµφωνα.

�
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2.2 Οι µη τεµνόµενες ευϑείες στην Υπεϱϐολική Γεωµετϱία

Στο υποκεφάλαιο αυτό ϑα γίνει µελέτη της παραλληλίας ατην Υ.Γ. µε στόχο την κατάταξη, σε διάφορες κατηγορίες,
των µη τεµνόµενων ευθειών.

Πϱόταση (2.2): Αν δύο ευθείες l, l′ δεν τέµνονται, τότε το πολύ δύο σηµεία της l ισαπέχουν από την
l′.

Απόδειξη: Υποθέτουµε πϱος άτοπο ότι υπάρχουν τϱία σηµεία A,B,Γ στην l τα οποία ισαπέχουν από την
l′. Εάν ϕέϱουµε τα αντίστοιχα κάθετα ε.τ. AA′, BB′,ΓΓ′ πϱος την l′ που την τέµνουν στα A′, B′,Γ′, ϑα πϱέπει να
ισχύει ότι AA′ ∼= BB′ ∼= ΓΓ′.

Τα τρίγωνα
4

AA′B,
4

BB′A′ είναι σύµφωνα, λόγω του Π-Γ-Π, εποµένως AB′ ∼= A′B, ÷A′AB′ ∼= ÷A′BB′ και÷AB′A′ ∼= ÷BA′B′ ⇒÷AB′B ∼= ÷AA′B′. Παϱατηϱούµε επίσης ότι τα
4

AA′B,
4

AB′B είναι σύµφωνα, λόγω του Π-Γ-Π,
εποµένως ÷B′AB ∼= ÷A′BA. Αυτά δείχνουν ότι εν τέλει οι γωνίες ÷A′AB,÷B′BA είναι σύµφωνες µεταξύ τους.

Παϱόµοια διαδικασία µποϱεί να εφαρµοστεί στα τετράπλευρα AΓΓ′A′, BΓΓ′B′, εποµένως αληθεύουν επίσης τα÷A′AB ∼= ’AΓΓ′ και ’ΓBB′ ∼= ’BΓΓ′.

Επειδή ÷BAA′ ∼= ’AΓΓ′ και ÷BAA′ ∼= ÷ABB′ και ’ΓBB′ ∼= ’BΓΓ′, έπεται ότι ÷ABB′ ∼= ’ΓBB′ = 1⊥. ΄Αϱα,÷BAA′ ∼= ’BΓΓ′ = 1⊥ και το τετράπλευρο AΓΓ′A′ είναι ορθογώνιο. Αυτό είναι άτοπο στην Υ.Γ.

Εποµένως, το πολύ δύο σηµεία της l ισαπέχουν από την l′.
�

Πϱόταση (2.3): ΄Εστω ότι οι ευθείες l, l′ είναι παράλληλες και έστω ακόµη ότι στην l υπάρχουν δύο σηµεία A,B
τα οποία ισαπέχουν από την l′. Τότε οι l και l′ δέχονται ένα κοινό κάθετο ε.τ.

Απόδειξη:

΄Εστω AA′, BB′ να είναι τα κάθετα ε.τ. από τα A,B πϱος την l′, που την τέµνουν στα A′, B′ αντίστοιχα.
Επίλέγουµε M ∈ l,M ′ ∈ l′ τα µέσα των AB,A′B′ και ισχυριζόµαστε ότι το MM ′ είναι κοινό κάθετο τµήµα στις
l, l′.
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Ακολουϑώντας ισχυρισµούς ανάλογους της απόδειξης της Πρότασης (2.2), µποϱούµε να αποδείξουµε ότι÷A′AM ∼= ÷MBB′. Εποµένως µποϱεί επίσης να δειχθεί ότι
4

A′AM ∼=
4

B′BM (από το Π-Γ-Π), και κατ’ επέκταση ότι÷AA′M ∼= ÷MB′B, ÷AMA′ ∼= ÷BMB′ και A′M ∼= MB′. Επειδή ÷AA′M ∼= ÷MB′B, ϑα πϱέπει ÿ�M ′A′M ∼= ÿ�MB′M ′.

Και πάλι, µέσω του κϱιτηϱίου Π-Γ-Π µποϱεί να δειχθεί ότι
4

A′M ′M ∼=
4

B′M ′M , εποµένως ÿ�A′MM ′ ∼= ÿ�B′MM ′ καιÿ�A′M ′M ∼= ÿ�B′M ′M

Επειδή ÷AMA′ ∼= ÷BMB′ και ÿ�A′MM ′ ∼= ÿ�B′MM ′, έπεται ◊�AMM ′ ∼= ◊�BMM ′. ΄Αϱα ◊�AMM ′ ∼= ◊�BMM ′ = 1⊥ και
κατ’ επέκταση η MM ′ τέµνει κάθετα την l.

Επειδή ÿ�A′M ′M ∼= ÿ�B′M ′M , τότε ÿ�A′M ′M ∼= ÿ�B′M ′M = 1⊥ και κατ’ επέκταση η MM ′ τέµνει κάθετα την
l′.

�
Παϱατήϱηση (2.4): Το τµήµα MM ′ στην απόδειξη της Πρότασης (2.3) είναι ελάχιστο, µε την έννοια για ότι
οποιαδήποτε τµήµατα AA′, BB′ όπως στην Πρόταση (2.3), ισχύει MM ′ 6 AA′, BB′.

Απόδειξη: Αϱκεί να δειχθεί ότι MM ′ 6 BB′. Η πεϱίπτωση του AA′ είναι συµµετρική.

Υποϑέτουµε πϱος άτοπο ότι MM ′ > BB′ και µεταϕέϱουµε το MM ′ στην B′B−−→ έτσι ώστε να δηµιουργηθεί
ε.τ. B′′B′ ∼= MM ′. Φέϱουµε τις B′′M ′ και MB′, οι οποίες τέµνονται σε ένα σηµείο K = B′′M ′ ∩MB′ και

παϱατηϱούµε ότι (λόγω του Π-Γ-Π) τα τρίγωνα
4

MB′M ′ και
4

B′′M ′B′ είναι σύµφωνα. Εποµένως, MB′ ∼= M ′B′′

και ÿ�B′′M ′B′ ∼= ÿ�M ′B′M .

Το τρίγωνο
4

KM ′B′ είναι ισοσκελές, αϕού ÿ�B′′M ′B′ ∼= ÿ�M ′B′M . Εποµένως, KM ′ ∼= KB′ και κατ’ επέκ-

ταση KB′′ ∼= KM . ΄Αϱα, το τρίγωνο
4

MKB′′ είναι κι αυτό ισοσκελές, και συνεπώς ÿ�B′MB′′ ∼= MB′′M ′.

΄Ετσι λοιπόν, η αµβλεία γωνία ÿ�M ′MB′′ = ÿ�M ′MB′ +ÿ�B′MB′′ µεταφέρεται στην ÿ�MB′′B′ = ÿ�M ′B′′B′ + ÿ�M ′B′′M .
Η τελευταία όµως είναι οξεία, από το Θεώϱηµα: Saccheri - Legendre. Αυτό µας οδηγεί σε άτοπο.

�
Παϱατήϱηση (2.5): Αν δύο ευθείες δέχονται κοινό κάθετο τµήµα, τότε είναι παράλληλες και επιπλέον τα σηµεία
της µίας ευθείας, συµµετρικά από την κοινή κάθετη, ισαπέχουν από την άλλη ευθεία.

Οϱισµός: Αποκλίνουσες παϱάλληλες:
Εάν δύο ευϑείες δέχονται κοινό κάϑετο τµήµα, τότε ονοµάϹονται αποκλίνουσες παϱάλληλες.



42 Κεϕάλαιο 2. Στοιχεία από την Υπεϱϐολική Γεωµετϱία

Θεώϱηµα: ΄Υπαϱξη γωνίας παϱαλληλίας:
΄Εστω A ένα σηµείο και l µία ευϑεία έτσι ώστε A 6∈ l. ΄Εστω επίσης AB το κάϑετο ε.τ. πϱος την l, που την τέµνει
στο B. Τότε υπάϱχουν δύο µοναδικές ηµιευϑείες AΣ−→, AΣ′−−→ εκατέϱωϑεν της AB←→ και σε ίσες γωνίες µε αυτήν, µε
την ιδιότητα:

AY−→∩ l 6= ∅ ⇔ AY−→− {A} ⊂
’ΣAΣ′

Απόδειξη: Θεωρούµε l′ την παϱάλληλη πϱος την l ευθεία, η οποία είναι κάθετη στο AB και διέρχεται από
το A. Θεωρούµε επίσης τα σηµεία A 6= Γ ∈ l′, X,X ′ ∈ BΓ−→ µε X − Γ−X ′, Γ−B −X ′ και ϑα επιχειρήσουµε να
κατασκευάσουµε στην BΓ←→ µια διαµέριση που ϑα ικανοποιεί το αξίωµα των τοµών του Dedekind.

O1 =
{
P ∈ BΓ←→ | AP−→∩ l = ∅

}
∪ ΓX−→

O2 =
{
P ∈ BΓ←→ | AP−→∩ l 6= ∅

}
∪BX ′−−→

Τα O1, O2 ικανοποιούν το αξίωµα των τοµών του Dedekind αϕού:

• ∆εν είναι κενά.

• Εάν P ∈ ΓX−→, τότε AP−→∩ l = ∅.

• Εάν P ∈ BX ′−−→, τότε AP−→∩ l 6= ∅.

• Αν η AP−→ µε P ∈ BΓ− {B,Γ} δεν τέµνει την l, τότε δεν υπάϱχει AP ′−−→ µε AP ′−−→∩ l 6= ∅ και Γ− P ′ − P , αϕού
από το Θεώϱηµα: Cross - Bar, αν το αντίϑετο συνέϐαινε ϑα είχαµε AP−→∩ l 6= ∅, το οποίο είναι άτοπο.

• Παϱοµοίως δεν είναι δυνατόν αν η AP−→ µε P ∈ BΓ−{B,Γ} τέµνει την l, να υπάϱχει AP ′−−→ µε AP ′−−→∩ l = ∅ και
Γ− P − P ′.

Θεωϱούµε ∆ να είναι το οϱιακό σηµείο που εξασϕαλίϹει η τοµή Dedekind και παϱατηϱούµε ότι A∆−−→∩ l = ∅. Αν το
αντίϑετο συνέϐαινε, διαλέγοντας ∆′ τέτοιο ώστε B − [A∆−−→ ∩ l] −∆′ ϑα πϱοέκυπτε ότι A[A∆′−−→∩BΓ←→]

−−−−−−−−−→
∩ l = ∆′ 6= ∅,

και κατ’ επέκταση A∆′−−→∩BΓ←→ ∈ O2. Αυτό είναι άτοπο.

Υπάϱχει λοιπόν µία ηµιευϑεία AΣ−→ και µία γωνία ’ΣAB, για την οποία ισχύει:

P ∈ H(Γ, AB←→) και AP−→∩ l 6= ∅ ⇔ P ∈’ΣAB
Εάν Γ′ είναι σηµείο τέτοιο ώστε Γ − A − Γ′, ανάλογη διαδικασία µποϱεί να εϕαϱµοστεί και στο ηµιεπίπεδο
H(Γ′, AB←→). Εποµένως, µποϱεί να ϐϱεϑεί ηµιευϑεία AΣ′−−→ και µία γωνία÷BAΣ′, για την οποία ισχύει:

P ∈ H(Γ′, AB←→) και AP−→∩ l 6= ∅ ⇔ P ∈÷BAΣ′

Εάν λοιπόν µία ηµιευϑεία AP−→ τέµνει την l, τότε:

P ∈’ΣAB ή P ∈÷BAΣ′ ή P ∈ AB ⇔ P ∈’ΣAB ∪÷BAΣ′ ∪AB ⇔ P ∈ ’ΣAΣ′

Μένει µόνο να δειχθεί ότι ’ΣAB ∼= ÷BAΣ′. Αυτό ϑα γίνει µε άτοπο, υποθέτοντας χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας
ότι ’ΣAB < ÷BAΣ′. Μεταϕέϱουµε τη γωνία ’ΣAB στην ’BAΣ έτσι ώστε να δηµιουργηθεί γωνία ÷BAΣ′′ ∼= ’ΣAB,
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και παϱατηϱούµε ότι η AΣ′′−−→ ϑα πϱέπει να τέµνει την l σε σηµείο T . Κατασκευάζοντας τώϱα τρίγωνο
4

BAT ′ µε

BT ∼= BT ′ και T ′−B−T , παϱατηϱούµε (λόγω του Π-Γ-Π) ότι÷T ′AB ∼= ÷BAΣ′′ ∼= ’ΣAB και εποµένως η ηµιευθεία
AT ′−−→ = AΣ−→ τέµνει την l. Αυτό είναι άτοπο και συνεπώς ’ΣAB ∼= ÷BAΣ′.

�
Παϱατήϱηση (2.6): Στην Υ.Γ. οι ηµιευθείες AΣ−→, AΣ′−−→ του Θεωρήµατος: ΄Υπαρξη γωνίας παραλληλίας δεν
περιέχονται στην παϱάλληλο l′, αϕού αλλιώς η γεωµετϱία ϑα ήταν Ευκλείδεια. Οι AΣ−→, AΣ′−−→ ονοµάζονται οριακά ή

ασυµπτωτικά παράλληλες ηµιευθείες από το A πϱος την l. Η οξεία γωνία ’ΣAΣ′/2 λέγεται γωνία παραλληλίας στο
A για την l, και συµβολίζεται µε Π(AB), που υποδεικνύει ότι εξαρτάται µόνο από το ε.τ. AB.

Η επόµενη πρόταση εξετάζει τον ϱόλο του A στην κατασκευή της AΣ−→.

Πϱόταση (2.4): Εάν τα A, l, AΣ−→ είναι όπως στο Θεώϱηµα: ΄Υπαρξη γωνίας παραλληλίας και για το P
ισχύει A− P − Σ, τότε η PΣ−→ είναι η οριακά παϱάλληλη ηµιευθεία από το P πϱος την l.

Απόδειξη:

Εάν πϱος άτοπο η PΣ−→ δεν είναι οριακά παϱάλληλη πϱος την l, τότε ϑα υπάρχει σηµείο Γ ∈ ’QPΣ µε την PΓ−→
να είναι οριακά παϱάλληλη στην l. Θεωρώντας τώϱα την ηµιευθεία AΓ−→, παϱατηϱούµε ότι αυτή τέµνει την l.

Εφαρµόζοντας το αξίωµα του Pasch στο τρίγωνο
4

AB[AΓ−→∩ l], η ηµιευθεία PΓ−→ ϑα πϱέπει να τέµνει την l στο ε.τ.
B[AΓ−→∩ l]. Αυτό είναι άτοπο.

�
Πϱόταση (2.5): Εάν η l′ είναι η οριακά παϱάλληλη ευθεία πϱος την l που διέρχεται από το A, τότε υπάρχει O
στην l τέτοιο ώστε η (οξεία) γωνία που σχηµατίζουν τα l′, AO να είναι ακϱιϐώς η (οξεία) γωνία που σχηµατίζουν τα
l, AO.

Απόδειξη:
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Φέϱουµε κάθετο ε.τ. AΓ πϱος την l τέτοιο ώστε Γ ∈ l και επιλέγουµε σηµεία X,X ′ τέτοια ώστε X ′ ∈ l′ ∩H(X,AΓ←→)

και X ∈ l. Επιλέγουµε ως B ένα σηµείο στην ΓX−→ µε Γ−B −X και παϱατηϱούµε ότι η ’XBA είναι αµβλεία, και

άϱα µεγαλύτεϱη της οξείας ÷BAX ′. ΄Επειτα διαλέγουµε σηµείο B′ στην J (l)− ΓX−→, αρκετά µακϱυά από το Γ έτσι

ώστε (σύµφωνα µε την Παϱατήϱηση (2.1)) να συµβαίνει ’ΓB′A < ÷BAX ′ και κατ’ επέκταση ’ΓB′A <◊�B′AX ′.

Θεωϱούµε τα σύνολα:

O1 =
{
P ∈ BΓ−→ | ϕ(P ) = ’APX <÷PAX ′ = θ(P )

}
O2 =

{
P ∈ BΓ−→ | ϕ(P ) = ’APX >÷PAX ′ = θ(P )

}
∪BX−−→

Τα σύνολα O1, O2 ικανοποιούν το αξίωµα των τοµών του Dedekind. Κατ’ αρχάς, παϱατηϱούµε ότι δεν είναι κενά
(∅ 6= O1 ⊇ {B′}, ∅ 6= O2 ⊇ {B}).

Για να δείξουµε την άλλη συνθήκη του αξιώµατος των τοµών, ϑα δείξουµε κάτι παρεµφερές: Συγκεκριµένα, αν
P1 ∈ O1 και P2 είναι τέτοιο ώστε P2 − P1 − B, τότε εξ υποθέσεως ϕ(P1) < θ(P1). Επειδή ϕ(P2) < ϕ(P1) και
θ(P2) > θ(P1), έχουµε ότι ϕ(P2) < ϕ(P1) < θ(P1) < θ(P2). Εποµένως ϕ(P2) < θ(P2) και κατ’ επέκταση το
P2 κι αυτό ανήκει στο σύνολο O1. ∆είξαµε δηλαδή ότι για κάϑε P2 µε P2 − P1 − B και P1 ∈ O1, αληθεύει
P2 ∈ O1 - αναλόγως µποϱούµε να δείξουµε ότι για κάϑε P2 τέτοιο ώστεB′−P1−P2 και P1 ∈ O2, αληθεύει P2 ∈ O2.

Από το αξίωµα των τοµών του Dedekind, υπάρχει ένα σηµείο O τέτοιο ώστε:

∀P1, P2 ∈ l : P1 −O − P2 ⇔ [P1 ∈ O1, P2 ∈ O2] ή [P2 ∈ O1, P1 ∈ O2]

∆ιαλέγουµε ακολουϑίες (Ai)i∈N, (Bi)i∈N σηµείων των O1 και O2 αντίστοιχα, τέτοιες ώστε B′ − Ai − Ai+1, B −
Bi −Bi+1 και limi→∞B′Ai = B′O − {O}, limi→∞BBi = BO − {O} και παϱατηϱούµε ότι:

ϕ(O) = lim
i→∞

ϕ(Ai) 6 lim
i→∞

θ(Ai) = θ(O)

ϕ(O) = lim
i→∞

ϕ(Bi) > lim
i→∞

θ(Bi) = θ(O)

Εποµένως το O είναι το επιθυµητό σηµείο, αϕού ϕ(O) = θ(O).
�

Πϱόταση (2.6): Η σχέση της οριακής παραλληλίας είναι συµµετρική.

Απόδειξη: ΄Εστω l µία ευθεία και l′ µία οριακή της παϱάλληλη. Θα δείξουµε ότι η l είναι οριακή παϱάλληλη της l′.

Θεωϱούµε σηµεία A ∈ l, B ∈ l′, σύµφωνα µε την Πρόταση (2.6), τέτοια ώστε η (οξεία) γωνία θ του AB
µε την l να ισούται µε την (οξεία) γωνία του AB µε την l′. Υποθέτουµε πϱος άτοπο ότι υπάρχει µία γωνία
ϕ µικϱότεϱη της θ τέτοια ώστε η ηµιευθεία AX−−→ που σχηµατίζει γωνία ’BAX ∼= ϕ < θ να µην τέµνει την l′.

Μεταϕέϱουµε τη γωνία ϕ έτσι ώστε να δηµιουργηθεί γωνία ÷ABX ′ ∼= ϕ και παϱατηϱούµε ότι η BX ′−−→ τέµνει την

l. Τέλος, στην l′ επιλέγουµε τµήµα BΓ ∼= A[BX ′−−→ ∩ l] και παϱατηϱούµε ότι τα τρίγωνα
4

AB[AX ′−−→∩ l],
4

ABΓ είναι
σύµφωνα λόγω του Π-Γ-Π. Eποµένως η BX−−→ τέµνει την l′ στο Γ. Αυτό είναι άτοπο.

�

Οϱισµός: Απλά ασυµπτωτικά τϱίγωνα (δίγωνα):
∆ύο οϱιακά παϱάλληλες ηµιευϑείες AX−−→, BX

′
−−→ και το ε.τ. AB µε άκϱα τις αϱχές των ηµιευϑειών ονοµάϹεται απλά

ασυµπτωτικό τϱίγωνο. Θα το συµϐολίϹουµε µε
4

A,BX ′−−→.

Θεώϱηµα: Το ϑεώϱηµα της εξωτεϱικής γωνίας για απλά ασυµπτωτικά τϱίγωνα:
Σε κάϑε απλά ασυµπτωτικό τϱίγωνο ισχύει το ϑεώϱηµα της εξωτεϱικής γωνίας, για τις δύο του γωνίες.

Απόδειξη:

Βήµα Ι: Κάϑε ισοσκελές ασυµπτωτικό τρίγωνο έχει οξείες γωνίες. Πράγµατι, έστω l, l′ δύο οριακά παράλληλες
ευθείες στις ηµιευθείες AX ′−−→ ⊆ J (l′) και ΓX−→ ⊆ J (l), όπου Γ ∈ l είναι σηµείο τέτοιο ώστε το AΓ να τέµνει κάθετα
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την l. Εάν ισχύει Γ − B − X, τότε ’XBA > 1⊥ > ÷BAX ′, και συνεπώς το ισοσκελές απλά ασυµπτωτικό τρίγωνο
µε πλευϱές AB,AX ′−−→, BX−−→ δεν µποϱεί να κατασκευαστεί. Αναγκαστικά λοιπόν, κάϑε ισοσκελές απλά ασυµπτωτικό
τρίγωνο έχει οξείες γωνίες.

Βήµα II: Θεωρούµε τυχαίο απλά ασυµπτωτικό τρίγωνο
4

A,BX−−→ και κατασκευάζουµε ένα ισοσκελές ασυµπτωτικό

τρίγωνο
4

A,ΓX−→, όπως εικονίζεται στο σχήµα.

Επιπλέον ϑεωϱούµε τις γωνίες θ, ρ, σ, τ, ϕ, ω όπως στο σχήµα και παϱατηϱούµε ότι:

• τ > ϕ

• ρ+ σ + τ < 2⊥

• ω + ρ = 2⊥

ΣυνδυάϹοντας τις παραπάνω σχέσεις πϱοκύπτει ότι ω = 2⊥ − ρ > σ + τ > σ + ϕ. Εποµένως το ϑεώϱηµα της
εξωτερικής γωνίας ισχύει για τη γωνία ω και τη σύµφωνη κατακορυφήν της.

Μένει µόνο να δειχθεί ότι θ > ρ. Πράγµατι, 2⊥− θ = σ + ϕ < 2⊥− ρ⇒ θ > ρ.
�

Πϱόταση (2.7): (Συµφωνία των α.α.τϱιγ.) ΄Εστω τα απλά ασυµπτωτικά τρίγωνα
4

A,BΩ−→,
4

A′, B′Ω′−−→ και AΨ−→, A
′Ψ′−−→

να είναι οι οριακές παράλληλες ηµιευθείες που διέρχονται από το A, πϱος τις BΩ−→ και BΩ′−−→ αντίστοιχα. Εάν’BAΨ ∼= ◊�B′A′Ψ′, τότε ισχύει η ισοδυναµία AB ∼= A′B′ ⇔’ABΩ ∼= ◊�A′B′Ω′.

Απόδειξη:

(⇒): Εάν ισχύει AB ∼= A′B′, τότε εάν (πϱος άτοπο) ’ABΩ >◊�A′B′Ω′, η B∆−−→ που σχηµατίζει γωνία ’AB∆ ∼= ◊�A′B′Ω′

είναι εσωτεϱική της ’ABΩ και συναντά την AΨ−→ στο ∆. Παίρνοντας ∆′ ∈ A′Ψ′−−→ τέτοιο ώστε A′∆′ ∼= A∆,

παϱατηϱούµε ότι
4

AB∆ ∼=
4

A′B′∆′. Από το τελευταίο πϱοκύπτει ότι ’AB∆ ∼= ◊�A′B′∆′ ∼= ◊�A′B′Ω′, το οποίο είναι
άτοπο, αϕού τότε το σηµείο ∆′ = B′∆′−−−→∩A

′Ψ′−−→ δεν ϑα υπήρχε.

(⇐): Με ανάλογη διαδικασία µποϱούµε να δείξουµε ότι ισχύει και αυτή η κατεύϑυνση.
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�

Οϱισµός: Συµϕωνία των α.α.τϱιγ.:

Υπάϱχει µία σχέση συµϕωνίας ‘∼=α.α.τϱιγ.’ µεταξύ δύο α.α.τϱιγ.
4

A,BΩ−→,
4

A′, B′Ω′−−→, η οποία οϱίϹεται ως εξής: Εάν

AΨ−→, A
′Ψ′−−→ να είναι οι οϱιακά παϱάλληλες ηµιευϑείες που διέϱχονται από το A, πϱος τις BΩ−→ και BΩ′−−→ αντίστοιχα:

4
A,BΩ−→

∼=α.α.τϱιγ.

4
A′, B′Ω′−−→ :⇔’ΨAB ∼= ◊�Ψ′A′B′ και ’ΩBA ∼= ◊�Ω′A′B′ και AB ∼= A′B′

΄Ενα κϱιτήϱιο συµϕωνίας α.α.τϱιγ. δίνεται στην Πϱόταση (2.7).

Σύµϐαση: Θα συµβολίζουµε µε ‘∼=’ τη σχέση ‘∼=α.α.τϱιγ’, εφόσον δεν υπάρχει πιθανότητα σύγχυσης.

Λήµµα (2.3): Εάν οι ευθείες l,m, n περιέχουν ηµιευθείες LX−−→,MY−−→, NZ−−→ αντίστοιχα, τέτοιες ώστε η LX−−→ να
είναι οριακά παϱάλληλη πϱος την MY−−→ και η MY−−→ να είναι οριακά παϱάλληλη πϱος την NZ−−→, τότε οι l,m, n
δέχονται κοινή τέµνουσα.

Απόδειξη: Αν το ∆ είναι τέτοιο ώστε M −∆− Y , τότε:

• Αν ταL,N ϐϱίσκονται εκατέϱωϑεν τηςm, η ευϑείαLN←→ τέµνει τηνm, οπότε οι l,m, n δέχονται κοινή τέµνουσα.

• Αν τα L,N ϐρίσκονται στο ίδιο µέϱος της m, υπάρχουν δύο περιπτώσεις: Είτε τα L,∆ ϐρίσκονται στο ίδιο
µέϱος της NM←−→, είτε σε διαφορετικό.

Αν η πϱώτη πεϱίπτωση ισχύει, η ηµιευθεία ML−−→ είναι εσωτεϱική στη γωνία ÷NM∆, άϱα συναντά την
NZ−−→. Πάλι λοιπόν οι l,m, n δέχονται κοινή τέµνουσα.

Αν η δεύτεϱη πεϱίπτωση ισχύει, τότε η L∆←→ συναντά την NM←−→ σε ένα σηµείο Θ. Στο τρίγωνο
4

MΘ∆

το ϑεώϱηµα της εξωτερικής γωνίας δίνει ’Θ∆Y > ÷ΘM∆, άϱα υπάρχει ηµιευθεία ∆I−→, εσωτεϱική της ’Θ∆Y ,

τέτοια ώστε ÷ΘM∆ ∼= ’I∆Y . ΄Οµως τότε οι MN←−→,∆I←→ δεν τέµνονται, ενώ η ∆I−→ συναντά την l στο σηµείο K.

Σχηµατίζεται λοιπόν ένα τρίγωνο
4

L∆K. Η MN−−→ συναντά την πλευϱά L∆ του
4

L∆K και δεν συναντά στη
∆K, οπότε σίγουρα συναντά την LK, έστω στο σηµείο Λ. Η MΛ←→ είναι µία κοινή τέµνουσα των l,m, n.
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�
Παϱατήϱηση (2.7): Απο το Λήµµα (2.3) πϱοκύπτει ότι εάν l,m, n είναι ευθείες τέτοιες ώστε η l να είναι οριακά
παϱάλληλη πϱος την m και η m πϱος την n, τότε υπάρχει µία ευθεία από τις l,m, n, τέτοια ώστε οι σηµειοσειρές
των άλλων δύο να περιέχονται σε διαφορετικά ηµιεπίπεδα που οϱίϹει η πϱώτη.

Πϱόταση (2.8): Η σχέση της οριακής παραλληλίας είναι µεταϐατική.

Απόδειξη: ΄Εστω ότι l,m, n είναι ευθείες τέτοιες ώστε η l να είναι οριακά παϱάλληλη πϱος την m και η m
πϱος την n. Σύµφωνα µε την Παϱατήϱηση (2.7), µποϱούµε (ενδεικτικά) να ϑεωρήσουµε ότι η n ϐρίσκεται ‘µεταξύ’
των l,m (δηλαδή: n µεταξύ των l,m :⇔ ∀N ∈ n, J (n) ⊂ H(N, l) ∩H(N,m)).

∆ιαλέγουµε σηµείο N ∈ n και ϕέϱουµε µια οποιαδήποτε ευθεία x 6= n. Επειδή οι n,m είναι οριακά
παράλληλες, η x τέµνει την m στο x∩m. Επειδή οι l,m είναι οριακά παράλληλες, η x τέµνει την l στο x∩ l. Αυτό
δείχνει ότι οι l, n είναι οριακά παράλληλες.

�

Θεώϱηµα: Οϱιακά παϱάλληλες και αποκλίνουσες παϱάλληλες ευϑείες
Αν δύο µη τεµνόµενες ευϑείες δεν πεϱιέχουν κανένα Ϲεύγος οϱιακά παϱάλληλων ηµιευϑειών, τότε δέχονται κοινό
κάϑετο τµήµα, οπότε είναι αποκλίνουσες παϱάλληλες.

Απόδειξη (Κατασκευαστική - Hilbert):

Βήµα I: ΄Εστω ε, ε′ να είναι δύο ευθείες που ικανοποιούν τις υποθέσεις του ϑεωρήµατος. Για σηµεία
A,B ∈ ε ϕέϱουµε τα κάθετα τµήµατα AA′, BB′ πϱος την ε′, που τέµνουν την τελευταία στα A′, B′.

Αν AA′ ∼= BB′, τότε το ε.τ. που ενώνει τα µέσα K,K ′ των AB,A′B′ είναι το µοναδικό κοινό κάθετο
τµήµα των ε, ε′, σύµφωνα µε την Πρόταση (2.3). Εποµένως, οι ε, ε′ είναι αποκλίνουσες παράλληλες.

Αν AA′ 6∼= BB′, τότε υποθέτουµε χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας AA′ > BB′, οπότε υπάρχει σηµείο E ∈ AA′

τέτοιο ώστε A′E ∼= BB′. Θεωρούµε σηµείο X τέτοιο ώστε A − B − X και µεταϕέϱουµε τη γωνία ÷XBB′ στο E,
έτσι ώστε να δηµιουργηθεί γωνία ÷Y EA′ ∼= ÷XBB′. Στο Βήµα ΙΙ ϑα δείξουµε ότι υπάρχει σηµείο Γ τέτοιο ώστε
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Γ = EY−−→∩ AX−−→. Εάν το σηµείο ∆ ληφθεί έτσι ώστε B∆ ∼= EΓ, τότε ϕέϱοντας την κάθετο ΓΓ′ από το Γ πϱος την ε′

µε Γ′ ∈ ε′, παϱατηϱούµε ότι ΓΓ′ ∼= ∆∆′. ΄Αϱα, υπάρχει σύµφωνα µε την Πρόταση (2.3) µοναδικό κοινό κάθετο
τµήµα των ε, ε′, και κατ’ επέκταση αυτές είναι αποκλίνουσες παράλληλες.

Βήµα ΙΙ: Απόδειξη της ύπαϱξης του Γ: Φέϱουµε τις εξής οριακά παράλληλες ηµιευθείες:

B′Σ−−→ οϱιακά παϱάλληλη πϱος την BX−−→
A′P−−→ οϱιακά παϱάλληλη πϱος την AX−−→
A′T−−→ οϱιακά παϱάλληλη πϱος την EY−−→

Εάν αποδείξουµε ότι η A′T−−→ είναι εσωτεϱική ηµιευϑεία της÷AA′P , τότε από την οϱιακή παϱαλληλία των AX−−→, A
′P−−→,

η A′T−−→ ϑα συναντούσε την AX−−→ σε ένα σηµείο Z. Τότε ϑα εϕαϱµόσουµε το αξίωµα του Pasch στο τϱίγωνο
4

AA′Z και

ϑα πϱοκύψει ότι η EY−−→ συναντά στην πλευϱά AZ. Αϱκεί λοιπόν να δειχϑεί ότι ’AA′T <÷AA′P .

i. Συγκϱίνοντας τα α.α.τϱιγ.
4

A′, EY−−→,
4

B′, BX−−→, παϱατηϱούµε ότι ’EA′T ∼= ÷BB′Σ.

ii. Από τη µεταϐατικότητα της οϱιακής παϱαλληλίας, σχηµατίϹεται το α.α.τϱιγ.
4

A′, B′Σ−−→. Από το αντίστοιχο

Θεώϱηµα: Το ϑεώϱηµα της εξωτεϱικής γωνίας για τα απλά ασυµπτωτικά τϱίγωνα έχουµε ότι ÷ΣB′X ′ >÷PA′X ′, όπου X ′ είναι σηµείο τέτοιο ώστε X ′ −A′ −B′.

iii. Τέλος υπολογίϹουµε ότι ÷BB′Σ = 1⊥−÷ΣB′X ′ < 1⊥−÷PA′X ′ = ÷AA′P .

Τα i., ii. και iii. δίνουν ότι ’AA′T <÷AA′P , όπως ακϱιϐώς επιϑυµούσαµε. ∆ηλαδή η ηµιευϑεία A′T−−→ είναι πϱάγµατι

εσωτεϱική της÷AA′P .

�
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2.3 Η γωνία παϱαλληλίας

Παϱατήϱηση (2.8): Η γωνία παραλληλίας είναι ϕθίνουσα µε την εξής έννοια: για σηµεία A − B − Γ ισχύει
Π(AB) > Π(AΓ).

Απόδειξη: Είναι άµεση εφαρµογή του Θεωρήµατος: Θεώϱηµα της εξωτερικής γωνίας στα απλά ασυµπτωτικά
τρίγωνα.

�
΄Ο,τι ακολουθεί γίνεται µε στόχο να αποδειχθεί το αµφιµονοσήµαντο της αντιστοιχίας που δηµιουργείται µεταξύ
κλάσεων συµφωνίας οξειών γωνιών και των κλάσεων συµφωνίας ε.τ., µέσω της γωνίας παραλληλίας. ∆ηλαδή η
αντιστοιχία:

Π̂ : {AB | A,B ∈ P, A 6= B}
/
∼=
→ {∅ <’ABΓ < 2⊥ | A,B,Γ ∈ P, A 6= B 6= Γ}

/
∼=

που ορίζεται ως Π̂
Äî
AB/∼=

óä
=
[
Π(AB)/∼=

]
είναι καλά ορισµένη και αµφιµονοσήµαντη.

Πϱόϐληµα (1): Να κατασκευαστεί ένα ορθογώνιο α.α.τϱιγ., εάν η οξεία του γωνία είναι γνωστή.

Ανάλυση: ΄Εστω ότι τέτοιο τρίγωνο έχει

κατασκευαστεί και είναι το
4

P,QM
−−→

. Φέϱοντας
την άλλη οριακή παϱάλληλη από το P πϱος
τηνNQ
−−→

, παϱατηϱούµε ότι ηMN−−→ είναι κοινή
οριακά παϱάλληλη πϱος τις PN ′−−→, PM

′
−−−→. Επι-

πλέον, ◊�N ′PM ′ = 2Π(PQ). Αναγώµαστε
λοιπόν στο ακόλουϑο πϱόϐληµα:

Πϱόϐληµα (2): Να κατασκευαστεί µία κοινή οριακά παϱάλληλη ευθεία πϱος δύο ηµιευθείες µε κοινή αϱχή.

Ανάλυση:

Βήµα Ι: Εάν ’XOY είναι η γωνία των
ηµιευθειών, παίϱνουµε A στην OY−−→ και
A′ στην OX−−→ τέτοια ώστε OA ∼= OA′.
Φέϱουµε τις οριακά παράλληλες ηµιευ-
ϑείες AP−→, A

′P ′−−→ πϱος τις OX−−→ και OY−−→
αντίστοιχα, και διχοτοµούµε τις προκύπ-
τουσες ÷XA′A,÷A′AY µε τις A′F ′−−→, AF−→
αντίστοιχα. Από τη σύµφωνία των α.α.τϱιγ.
4

A,OX−−→,
4

A′, OY−−→ έχουµε ότι ’OAP ∼= ÷OA′P ′
και κατ’ επέκταση ÷XA′P ′ ∼= ’PAY και÷XA′F ′ ∼= ◊�F ′A′P ′ ∼= ’Y AF ∼= ’FAP . Επι-

πλέον, επειδή το
4

OAA′ είναι ισοσκελές,
πϱοκύπτει ότι ÷AA′O ∼= ÷A′AO και άϱα÷P ′A′A ∼= ÷PAA′.
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Βήµα ΙΙ: Οι ηµιευϑείες AF−→, A
′F ′−−→ δεν είναι δυνατόν να τέµνονται. ΄Εστω L το κοινό τους σηµείο και LQ

−→
η οϱιακά

παϱάλληλη από το L πϱος την AY−→. Παϱατηϱούµε ότι ’LAA′ ∼= ’FAP +÷PAA′ ∼= ◊�F ′A′P ′ + ÷P ′A′A ∼= ’LA′A και

εποµένως (από το ισοσκελές πϱοκύπτον τϱίγωνο) LA ∼= LA′. Από τη συµϕωνία των α.α.τϱιγ.
4

A,LQ
−→

και
4

A′, LQ
−→

πϱοκύπτει ότι ’QLA ∼= ’QLA′. Αυτό είναι άτοπο, αϕού A 6= A′.

Βήµα ΙΙΙ: Οι AF−→, AF
′

−−→ δεν µποϱεί να είναι οϱιακά παϱάλληλες. ΄Εστω πϱος άτοπο ότι είναι οϱιακά παϱάλληλες.

Τότε δηµιουϱγούνται σύµϕωνα α.α.τϱιγ.

4

A, [AF−→∩A
′P ′−−→]P ′

−−−−−−−−−−→
και

4

A′, [AF−→∩A
′P ′−−→]F

−−−−−−−−−−→
.1 Εποµένως, A′[AF−→ ∩ A

′P ′−−→] ∼=

A[AF−→∩A
′P ′−−→], το οποίο είναι άτοπο αϕού τότε ÷P ′A′A ∼= ’FAP +÷PAA′ και ’FAP 6= ∅.

Βήµα ΙV: Οι AF−→, A
′F ′−−→ είναι αποκλίνουσες παϱάλληλες και συνεπώς δέχονται κοινό κάϑετο τµήµα MM ′. Η

ευϑεία που πεϱιέχει το ε.τ. αυτό είναι η Ϲητούµενη κοινή οϱιακά παϱάλληλη ευϑεία. Πϱάγµατι, εάν πϱος άτοπο
δεν ήταν, ϑα µποϱούσαµε να ϕέϱουµε τις MΣ−−→,M

′Σ′−−−→, οι οποίες είναι οϱιακά παϱάλληλες πϱος την OY−−→. Από τη

συµϕωνία των α.α.τϱιγ.
4

A,MΣ−−→,
4

A′,M ′Σ′−−−→ πϱοκύπτει ότι ’AMΣ ∼= ◊�A′M ′Σ′ και κατ’ επέκταση ◊�Σ′M ′M ∼= ÷ΣMW ,
όπου W : M ′ −M −W . Αυτό είναι άτοπο του Θεωϱήµατος: Το ϑεώϱηµα της εξωτεϱικής γωνίας για τα απλά

ασυµπτωτικά τϱίγωνα, στο α.α.τϱιγ.
4

M ′,MΣ−−→.

1Τα P ′, F είναι δυνατόν να παϱϑούν έτσι ώστε A′ − [AF−→∩A′P ′
−−−→]− P ′ και A− [AF−→∩A′P ′

−−−→]− F .
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�

Παϱατήϱηση (2.9): ΠαϱαϕϱάϹοντας το Πϱόϐληµα (2), µποϱούµε να πούµε ότι στην Υ.Γ. υπάϱχουν ευϑείες που
ϐϱίσκονται στο εσωτεϱικό µιας γωνίας, χωϱίς να συναντούν καµµία από τις πλευϱές τις γωνίας. Ειδικότεϱα:

∀OX−−→, OY−−→, ∃l ∈ L : J (l) ⊂ ’XOY
Οϱισµός: ∆ιπλά ασυµπτωτικά τϱίγωνα:
∆ύο ηµιευθείες OX−−→, OY−−→ µε κοινή αϱχή, και η κοινή τους οριακή παϱάλληλη l ϑα αποτελούν ένα διπλά

ασυµπτωτικό τρίγωνο. Το διπλά ασυµπτωτικό τρίγωνο αυτό ϑα το συµβολίζουµε µε
4
O, l.

Πϱόταση (2.9): (Συµφωνία των δ.α.τϱιγ.) ∆ύο δ.α.τϱιγ. ϑα είναι σύµφωνα εάν έχουν τη µοναδική τους
γωνία σύµφωνη.

Απόδειξη: Κάϑε δ.α.τϱιγ. οδηγεί σε ένα µοναδικό ορθογώνιο α.α.τϱιγ., όπου η οξεία του γωνία είναι το
µισό της γωνίας του αρχικού τριγώνου. Εποµένως απόδειξη της πρότασης είναι συνέπεια της Πρότασης (2.7).

�
Πλέον είναι δυνατόν να δείξουµε το ‘καλά ορισµένο’ και το ‘αµφιµονοσήµαντο’ της απεικόνισης Π̂.

Για το καλά ορισµένο, ουσιαστικά χρειάζεται να δείξουµε ότι η συγκεκριµένη επιλογή αντιπροσώπων στο

όϱισµα δεν µεταϐάλλει την εικόνα. Θεωρούµε ένα δ.α.τϱιγ.
4
A, l µε γωνία θ, κι ένα (οποιοδήποτε) σύµφωνό του

4
Γ,m. Φέρνοντας τα κάθετα ε.τ. AB, Γ∆ πϱος τις l και m αντίστοιχα, από την Πρόταση (2.7) πϱοκύπτει ότι
AB ∼= Γ∆. ∆είξαµε ότι οποιοδήποτε τµήµα Γ∆ έχει γωνία παραλληλίας θ είναι σύµφωνο µε το AB, οπότε έχουµε
το καλά ορισµένο της Π̂.

Παϱατηϱήστε ότι τα προηγούµενα επιχειρήµατα ουσιαστικά αποδεικνύουν και το 1 − 1. Το επί είναι άµεσο, από
την Παϱατήϱηση (2.9).

Πϱόταση (2.10): Επί µίας ηµιευθείας AP−→, για κάϑε γωνία ϕ 6= ∅, µποϱεί να ϐρεθεί σηµείο B τέτοιο
ώστε Π(AB) < ϕ. Ειδικότερα ισχύει ότι:

lim
R(AB)→∞

A
(
Π(AB)

)
= 0

Απόδειξη: ΄Εστω ότι υπάϱχει ε > 0 µε την ιδιότητα 0 < ε < A
(
Π(AB)

)
για κάϑε ε.τ. AB. Θεωϱούµε την οϱϑή

γωνία ’XOY και στην πλευϱά OY−−→ τα σηµεία A1, A2, A3, · · · τέτοια ώστε OA1
∼= A1A2, AiAi+1

∼= Ai+1Ai+2.

Επιπλέον ϑεωϱούµε ηµιεϑείες µε ένα τουλάχιστον σηµείο στην ’XOY , που σχηµατίϹουν µε την OY−−→ γωνία µε τιµή
ε. Αϕού ∀AB, 0 < ε < A

(
Π(AB)

)
, οι ηµιευϑείες συνατούν την OX−−→ στα B1, B2, B3, · · · µε O−Bi−Bi+1. Από τα

σηµείαO,A1, A2, · · · ϕέϱουµε τα κάϑετα ε.τ. OΓ1, A1Γ2, A2Γ3, · · · πϱος τα αντίστοιχα ε.τ. A1B1, A2B2, A3B3, · · · ,
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σχηµατίϹοντας έτσι τα τϱίγωνα
4

OA1Γ1,
4

AiAi+1Γi+1. Τα τϱίγωνα αυτά είναι µεταξύ τους σύµϕωνα. Λόγω τις
συµϕωνίας αυτής, τα ελλείµµατά τους είναι αναγκαστικά σύµϕωνα. Θεωϱούµε τώϱα ακολουϑίες (di)i∈N, (δi)i∈N
µε τον εξής τϱόπο:

di = A
Å
D
( 4
OAiBi

)ã
και

δi = A
Å
D
( 4
AiBiBi+1

)ã
+A

Å
D
( 4
AiΓiBi+1

)ã
Παϱατηϱούµε ότι:

di+1 = di +A
Å
D
( 4
AiΓi+1Ai+1

)ã
+ δi > A

Å
D
( 4
OA1Γ1

)ã
+ di

Οπότε επαγωγικά µποϱεί να πϱοκύψει ο τύπος:

di+1 > d1 + i ·

d0︷ ︸︸ ︷
A
Å
D
( 4
OA1Γ1

)ã
⇒ di+1 > d1 + i · d0

Επειδή d0, π > 0, σύµϕωνα µε το αξίωµα Αϱχιµήδη - Ευδόξου για τους ϑετικούς πϱαγµατικούς αϱιϑµούς, µποϱεί
να ϐϱεϑεί ϕυσικός n τέτοιος ώστε n · d0 > π. ΕϕαϱµόϹοντας το αποτέλεσµα αυτό στις πϱοηγούµενες σχέσεις,
έπεται ότι dn+1 − d1 > n · d0 > π ⇒ dn+1 > π. Αυτό αντιϐαίνει στις ιδιότητες του ελλείµµατος για τα τϱίγωνα,

αϕού ∀
4

PQZ, D
( 4
PQZ

)
< 2⊥ ⇒ A

Å
D
( 4
PQZ

)ã
< π. Αυτό, σε συνδυασµό µε τη µονοτονία της Π, δείχνει το

Ϲητούµενο:
lim

R(AB)→∞
A
(
Π(AB)

)
= 0

�

Οϱισµός: Τϱιπλά ασυµπτωτικά τϱίγωνα:
Τϱεις ευϑείες l,m, n που ανά δύο πεϱιέχουν Ϲεύγη οϱιακά παϱάλληλων ηµιευϑειών αποτελούν ένα τϱιπλά

ασυµπτωτικό τϱίγωνο. Το τϱίγωνο αυτό ϑα το συµϐολίϹουµε µε
4

l,m, n.

Πϱόταση (2.11): (Συµφωνία των τ.α.τϱιγ.) Κάϑε τϱιπλά ασυµτωτικό τρίγωνο οδηγεί σε ένα ορθογώνιο
διπλά ασυµπτωτικό τρίγωνο. Με αυτήν την έννοια, κάϑε δύο τ.α.τϱιγ. είναι σύµφωνα.

Απόδειξη: ΄Εστω
4

l,m, n να είναι ένα τ.α.τϱιγ. ∆ιαλέγουµε σηµείo A ∈ m και ϕέϱουµε οριακά παϱάλληλη
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ηµιευθεία AQA−−−→
πϱος την l, έτσι ώστε να δηµιουργηθεί δ.α.τϱιγ.

4
A, l. Υποθέτουµε ότι η γωνία των m, AQA−−−→

που
περιέχει την n είναι αµβλεία (οι άλλες περιπτώσεις, όπως ϑα διαπιστώσετε, είναι απλούστεϱες). Παϱατηϱούµε ότι

το δ.α.τϱιγ.
4
A,n είναι οξυγώνιο, οπότε παίρνοντας αντίστοιχο σύµφωνο δ.α.τϱιγ.

4
A′, l (µε A′ ∈ m και την A′QA′−−−−→

οριακά παϱάλληλη πϱος την l) παϱατηϱούµε ότι η γωνία των m, A′QA′−−−−→
που περιέχει την l είναι οξεία.

Θεωϱούµε επίσης σηµεία Σ,Σ′ ∈ m τέτοια ώστε A − A′ − Σ′, Σ − A − A′, καθώς επίσης και τη συνάϱτηση
∀X ∈ AA′ : θ(X) = ÿ�QXXΣ′. Παϱατηϱούµε ότι τα σύνολα:

O1 = {X ∈ AA′ | θ(X) 6 ⊥} ∪AΣ−→
O2 = {X ∈ AA′ | θ(X) > ⊥} ∪A′Σ′−−→

ικανοποιούν το αξίωµα τοµών του Dedekind και συνεπώς υπάρχει σηµείο O ∈ m τέτοιο ώστε θ(O) = ⊥. Αυτό
ουσιαστικά µας δείχνει ότι η ηµιευθεία OQO−−−→

είναι οριακά παϱάλληλη πϱος τις l, n και κάθετη στην m.
�
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2.4 Το εµϐαδόν στην Υπεϱϐολική Γεωµετϱία

Η αϱιϑµητική έκϕϱαση του εµϐαδού των τϱιγώνων στην Ε.Γ. (1/2 · ϐάση · ύψος) είναι µία έκϕϱαση που δεν
µεταϕέϱεται στην Υ.Γ., αϕού ο τύπος ανάγει τον υπολογισµό στο εµϐαδόν ενός οϱϑογωνίου τετϱαπλεύϱου,

σχήµα που δεν υπάϱχει στα πλαίσια της Υ.Γ. Εάν όµως ϑεωϱήσουµε το εµϐαδόν ως µια έκϕϱαση µε χαϱακτηϱιστικές
ιδιότητες πάνω σε ισοδύναµα σχήµατα, τότε µποϱούµε να παϱατηϱήσουµε ότι κάϑε συνάϱτηση εµϐαδού είναι:

Μία αντιστοιχία µε ϑετικές τιµές από όλα τα τϱίγωνα, έτσι ώστε:

i. Σύµϕωνα τϱίγωνα έχουν σύµϕωνα εµϐαδά.
ii. Εάν ένα τϱίγωνο χωϱιστεί σε δύο τϱίγωνα µε µία ευϑεία που διέϱχεται από µία κοϱυϕή του, τότε το

εµϐαδόν του τϱιγώνου ισούται µε το άϑϱοισµα των εµϐαδών των επιµέϱους τϱιγώνων.

Συµπέϱασµα: Το εµβαδόν είναι ϑετικό και προσθετικό για τα τρίγωνα.

Αυτές είναι και οι ελάχιστες προϋποθέσεις που πϱέπει να ικανοποιούνται από κάϑε συνάϱτηση εµβαδού.
Στις ελάχιστες λοιπόν προϋποθέσεις µίας συνάϱτησης εµβαδού, αναγνωρίζουµε στην Υ.Γ. τις ιδιότητες του
ελλείµµατος για τα τρίγωνα. Πράγµατι, στο ϑεώϱηµα που ϑα δούµε παϱακάτω, κάϑε συνάϱτηση εµβαδού της Υ.Γ.
είναι ένα πολλαπλάσιο του ελλείµµατος.

Θεώϱηµα: Gauss:
Στην Υ.Γ. κάϑε πιϑανή συνάϱτηση εµϐαδού E στα τϱίγωνα έχει τη µοϱϕή

E
( 4
ABΓ

)
= k · A

Å
D
( 4
ABΓ

)ã
όπου το k είναι σταϑεϱά που δεν εξαϱτάται από το τϱίγωνο.

Για ιστορικούς λόγους στην απόδειξη ϑα χρησιµοποιήσουµε την προσέγγιση του Gauss, εποµένως ϑα ϑεω-
ϱήσουµε δεδοµένο το ότι η τιµή του εµβαδού ενός σχήµατος που πϱοκύπτει από τον χωϱισµό του σχήµατος σε
τρίγωνα (τριγωνοποίηση) δεν εξαρτάται από τον συγκεκριµένο τϱόπο που έγινε η τριγωνοποίηση. Η απόδειξη
ϐέϐαια του προηγούµενου ισχυρισµού είναι έξω από τα πλαίσια αυτής της παϱουσίασης.

Η απόδειξη του Θεωρήµατος: Gauss ϑα γίνει µε µία σειϱά από ϐήµατα.

Απόδειξη:

Βήµα Ι: Η συνάϱτηση εµβαδού ενός τ.α.τϱιγ. έχει πεπερασµένη τιµή. Για να αποδείξουµε τον ισχυϱισµό
αυτόν, αϱκεί να δείξουµε ότι κάϑε α.α.τϱιγ. έχει πεπερασµένο εµβαδόν, αϕού κάϑε τ.α.τϱιγ. µποϱεί να οδηγήσει

σε δύο ορθογώνια δ.α.τϱιγ., και καθένα από αυτά µε τη σειϱά τους, σε δύο α.α.τϱιγ. ΄Εστω λοιπόν
4

B,AM−−→ ένα

α.α.τϱιγ. Θεωρούµε M ′N ′−−−→ την κοινή οριακή παϱάλληλη των AM−−→, AN−−→, A∆ τη διχοτόµο της ÷NAM και κάνουµε
την ακόλουϑη κατασκευή:
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i. Κάνουµε ανάκλαση του σχήµατος ως πϱος την A∆←→, έτσι ώστε η AN−−→ να µεταϕεϱϑεί επί της AM−−→ και το

α.α.τϱιγ.
4

B,AM−−→ στο
4

A1, AN−−→. Η A1N1−−−→ είναι η οϱιακά παϱάλληλη ηµιευϑεία πϱος την AN−−→.

ii. ∆ιχοτοµούµε την ÿ�N1A1M µε τη διχοτόµο A1∆1 και παίϱνουµε τη συµµετϱική της ηµιευϑείας BM1−−−→ ως
πϱος την A1∆1←−−→, όπου BM1−−−→ είναι οϱιακά παϱάλληλη πϱος την AM−−→. Θεωϱούµε A2N2−−−→ το αποτέλεσµα της
ανάκλασης αυτής.

iii. Κάνουµε ανάκλαση την A2N2−−−→ ως πϱος την A∆←→, κατασκευάϹοντας έτσι ηµιευϑεία B2M2−−−→.

iv. ∆ιχοτοµούµε τη γωνία ÿ�N2A2M και συνεχίϹουµε τη διαδικασία επαγωγικά, για τη διχοτόµο A2∆2.

Με αυτόν τον τϱόπο επιτυγχάνεται µία τριγωνοποίηση του
4

B,AM−−→ µε τρίγωνα της ακολουθίας (Ti)i∈N. Τα τρίγωνα
αυτά ϐρίσκουν, µέσω συµµετριών, σύµφωνα αντίστοιχα που όλα περιορίζονται στο κυϱτό χωϱίο ABE∆1A1A. Το
τελευταίο έχει ϐέϐαια πεπερασµένο εµβαδόν.

Βήµα ΙΙ: Το εµβαδόν ενός δ.α.τϱιγ. είναι συνάϱτηση της µοναδικής του γωνίας. Πράγµατι, κάϑε δ.α.τϱιγ.
καθορίζεται µονοσήµαντα από τη γωνία του, σύµφωνα µε την Πρόταση (2.9). Ο Gauss σε αυτό το σηµείο
εξέϕϱασε το εµβαδόν συναρτήσει της εξωτερικής γωνίας, αϕού έτσι ϑα ικανοποιούταν η απαίτηση το ‘όλον’ να έχει
µεγαλύτεϱο εµβαδόν από κάϑε ‘µέϱος’ και έτσι η συνάϱτηση του εµβαδού ϑα γίνοταν αύξουσα. ∆ηλαδή για κάϑε

δ.α.τϱιγ.
4
O, l ο Gauss ϑεώϱησε:

E
( 4
O, l
)

= f
(
A(ϕ)

)
, όπου ϕ η µοναδική εξωτεϱική γωνία του

4
O, l

Βήµα ΙΙΙ: Για κάϑε γωνία ϕ ισχύει ο τύπος f
(
A(ϕ)

)
+ f

(
A(2⊥− ϕ)

)
= E

( 4
l,m, n

)
= t. Πράγµατι, δύο δ.α.τϱιγ.

µε γωνίες ϕ, 2⊥ − ϕ κατασκευάζουν πάντοτε ένα τϱιπλά ασυµπτωτικό τρίγωνο, τοποθετώντας τις γωνίες τους έτσι
ώστε δύο πλευϱές τους να είναι αντικείµενες ηµιευθείες και οι άλλες να ταυτίζονται.

Βήµα ΙV: Για κάϑε δύο γωνίες ϕ,ψ ισχύει ο τύπος f
(
A(ϕ)

)
+ f

(
A(ψ)

)
+ f

(
π − A(ϕ) − A(ψ)

)
= t.

Πράγµατι, οι γωνίες ϕ+ψ, 2⊥−ϕ, 2⊥−ψ µποϱούν να τοποθετηθούν όπως στο σχήµα, έτσι ώστε κάϑε δύο γωνίες
να έχουν µοναδική κοινή πλευϱά. Φέϱοντας τις οριακά παράλληλες ευθείες πϱος τις πλευϱές καθεµίας από τις
γωνίες, κατασκευάζουµε ένα τ.α.τϱιγ. το οποίο έχει σταθερό εµβαδόν t. Από την παϱατήϱηση αυτή έπεται ο
Ϲητούµενος τύπος.
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Βήµα V: Από τις σχέσεις στα Βήµατα ΙΙΙ, ΙV πϱοκύπτει η σχέση f
(
A(ϕ+ ψ)

)
= f

(
A(ϕ)

)
+ f

(
A(ψ)

)
.

Βήµα VI: Για κάϑε γωνία ϕ ισχύει ο τύπος f
(
A(ϕ)

)
=

t

π
· A(ϕ). Για να αποδείξουµε το συγκεκριµένο,

πϱώτα ϑα δείξουµε ότι για κάϑε ϑετικό πραγµατικό αριθµό c ισχύει f
(
A(cϕ)

)
= c · f

(
A(ϕ)

)
.

• Ισχύει για τους ϕυσικούς αϱιϑµούς και το 0, αϕού f(0) = f(0) + f(0)⇒ f(0) = 0, f
(
A(ϕ)

)
= f

(
A(ϕ)

)
και

αν ϑεωϱήσουµε ότι η υπόϑεση ισχύει για τον c− 1, τότε:

f
(
A(cϕ)

)
= f

(
(c− 1)A(ϕ)

)
+ f

(
A(ϕ)

)
= (c− 1) · f

(
A(ϕ)

)
+ f

(
A(ϕ)

)
= c · f

(
A(ϕ)

)
Ισχύει δηλαδή και για το c, οπότε επαγωγικά αποδεικνύεται το Ϲητούµενο.

• Ισχύει για όλους τους ϑετικούς ϱητούς. Για να αποδείξουµε το συγκεκϱιµένο, παϱατηϱούµε ότι αϱκεί να

δειχϑεί ο τύπος ∀d ∈ N, f
(
A
(1

d
ϕ
))

=
1

d
· f
(
A(ϕ)

)
. Ο τύπος αυτός αποδεικνύεται άµεσα από το πϱώτο

σηµείο (•), εάν ϑέσουµε όπου c το d και όπου ϕ το
1

d
ϕ.

• Λόγω της µονοτονίας της f , ο τύπος f
(
A(cϕ)

)
= c · f

(
A(ϕ)

)
ισχύει για κάϑε ϑετικό πϱαγµατικό αϱιϑµό c.

Πϱάγµατι, έστω (qi)i∈N, (pi)i∈N να είναι δύο ακολουϑίες ϱητών οι οποίες πϱοσεγγίϹουν τον αϱιϑµό c, τέτοιες
ώστε qi 6 c και pi > c. Παϱατηϱούµε ότι:

f
(
A(qiϕ)

)
6 f

(
A(cϕ)

)
6 f

(
A(piϕ)

)
⇒ qi · f

(
A(ϕ)

)
6 f

(
A(cϕ)

)
6 pi · f

(
A(ϕ)

)
και άϱα:

lim
i→∞

[
qi · f

(
A(ϕ)

)]
6 f

(
A(cϕ)

)
6 lim
i→∞

[
pi · f

(
A(ϕ)

)]
⇒ cf

(
A(ϕ)

)
6 f

(
A(cϕ)

)
6 c · f

(
A(ϕ)

)
⇒

⇒ f
(
A(cϕ)

)
= c · f

(
A(ϕ)

)
Ο τύπος λοιπόν f

(
A(cϕ)

)
= c ·f

(
A(ϕ)

)
ισχύει για κάϑε γωνία ϕ και κάϑε ϑετικό πϱαγµατικό αϱιϑµό c. Για τυχαία

γωνία ϕ, ϑεωϱούµε cϕ τον ϑετικό πϱαγµατικό αϱιϑµό αυτόν για τον οποίο cϕ⊥ = ϕ⇒ cϕπ

2
= A(ϕ). Παϱατηϱούµε

ότι f
(
A(ϕ)

)
= f

(
A(cϕ⊥)

)
= cϕ · f

(
A(⊥)

)
και επιπλέον ότι 2f

(
A(⊥)

)
= t. Εποµένως:

f
(
A(ϕ)

)
= cϕ ·

t

2
=
t

π
· A(ϕ)

Βήµα VII:
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΄Εστω
4

ABΓ ένα σύνηϑες τϱίγωνο. Στις ηµιευϑείες AB−−→,ΓA−→− [ΓA− {A}] ϕέϱουµε κοινή οϱιακή παϱάλληλη l. Το
ίδιο κάνουµε για τις ηµιευϑείες ΓA−→, BΓ−→− [BΓ−{Γ}] και BΓ−→, AB−−→− [AB−{B}], και ϑεωϱούµε n,m τις αντίστοιχες
οϱιακές παϱάλληλες. Λόγω της πϱοσϑετικότητας του εµϐαδού πϱοκύπτει:

E
(
l, n,m

)
= E

( 4
ABΓ

)
+E

( 4
A, l
)

+E
( 4
B,m

)
+E

( 4
Γ, n

)
= E

( 4
ABΓ

)
+
t

π
·
î
A(’BAΓ) +A(’ΓBA) +A(’BΓA)

ó
⇒

⇒ E
( 4
ABΓ

)
= t+

t

π
· A
Å
D
( 4
ABΓ

ã
− 2⊥

)
=

k︷︸︸︷
t

π
·
ï
π −A

Å
D
( 4
ABΓ

)ã
−A(2⊥)

ò
= k · A

Å
D
( 4
ABΓ

)ã
⇒

⇒ E
( 4
ABΓ

)
= k · A

Å
D
( 4
ABΓ

)ã
Αυτός όµως είναι ο Ϲητούµενος τύπος. ΄Ετσι ολοκληρώνεται η απόδειξη.

�
Παϱατήϱηση (2.10): Το εµβαδόν κάϑε τριγώνου της Υ.Γ. ϕράσσεται από το εµβαδόν ενός τ.α.τϱιγ. ∆ηλαδή

E
( 4
ABΓ

)
< t.

Στην ουσία µποϱεί να αποδειχθεί κάτι αρκετά ισχυϱότεϱο από την Παϱατήϱηση (2.10). Συγκεκριµένα:

Πϱόταση (2.12): Για κάϑε γωνία θ 6= 2⊥ υπάρχει τρίγωνο
4

ABΓ τέτοιο ώστε θ < D
( 4
ABΓ

)
< 2⊥. Ισοδύ-

ναµα:

∀θ 6= 2⊥, ∃
4

ABΓ : k · A(θ) < k · A
Å
D
( 4
ABΓ

)ã
= E

( 4
ABΓ

)
< t

Το t λοιπόν αποτελεί supremum για τα εµβαδά των συνήϑων τϱιγώνων.

Απόδειξη:

΄Εστω l µια ευθεία, OA−→, O ∈ l µια κάθετη πϱος την l ηµιευθεία και Σ ένα σηµείο τέτοιο ώστε O 6= Σ ∈ l.
Θεωρούµε για κάϑε X ∈ OA−→ − {O} ένα σηµείο X ′ ∈ OΣ−→ τέτοιο ώστε OX ∼= OX ′, οπότε δηµιουργείται το

ισοσκελές τρίγωνο
4

OXX ′. Θεωρούµε επίσης τη συνάϱτηση ∀X ∈ OX ′−−→− {O} : r(X) = ÷OXX ′ και παϱατηϱούµε
ότι για καθένα από αυτά τα X ισχύει r(X) < Π(OX).

Τέλος, ϑεωρούµε σηµείο X ′′ ∈ l τέτοιο ώστε X ′′ − O − X ′ και επιπλέον OX ′′ ∼= OX. Με αυτόν τον

τϱόπο δηµιουργούµε το τρίγωνο
4

XX ′X ′′, το οποίο έχει άθροισµα γωνιών r(X) + r(X) + 2r(X) = 4r(X) και
έλλειµµα:

2⊥ > D
( 4
XX ′X ′′

)
= 2⊥− 4r(X) > 2⊥− 4 min

{
Π(OX),

⊥
2

}
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΄Εστω θ 6= 2⊥ µια τυχαία γωνία. Από την Πϱόταση (2.10), µποϱεί να ϐϱεϑεί σηµείο X τέτοιο ώστε Π(OX) 6
2⊥− θ

4
6
⊥
2

, εποµένως:

2⊥ > D
( 4
XX ′X ′′

)
= 2⊥− 4r(X) > 2⊥− 4Π(OX) > 2⊥− 2⊥+ θ = θ

∆ηλαδή για κάϑε γωνία θ 6= 2⊥ υπάρχει τρίγωνο
4

XX ′X ′′ τέτοιο ώστε θ < D
( 4
XX ′X ′′

)
< 2⊥.

�
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2.5 Πεϱιγϱαϕή των µοντέλων του Poincaré

Τ α αποτελέσµατα της Υ.Γ. ήταν γνωστά από νωϱίς, από τους Saccheri - Gauss, και η δυνατότητα ανάπτυξης
µιας γεωµετϱίας χωϱίς το αίτηµα των παραλλήλων αναγνωρίστηκε από τους Bolayi - Lobachevsky. Παϱόλα

αυτά, η αυστηϱή απόδειξη της ύπαϱξης της Υ.Γ. (τουλάχιστον τόσο αυστηϱή όσο αυτή της Ε.Γ.) άϱγησε να γίνει.
Η απόδειξη αυτή επιτεύχϑηκε µε την κατασκευή ενός µοντέλου για την Υ.Γ. από τον Klein γύϱω στο 1860, µε
µεθόδους από την Προβολική Γεωµετϱία, και είναι γνωστό ως το µοντέλο των Beltrami - Klein. Το µοντέλο αυτό
είναι ϐέϐαια αρκετά περίπλοκο, λόγω του τϱόπου µέτϱησης του µήκους, και ακόµη περισσότερο λόγω του τϱόπου
που ορίζεται η συµφωνία των γωνιών.

Μετά από το µοντέλο αυτό δώϑηκαν κάποια απλούστεϱα, εκ των οποίων ϑα παρουσιαστούν αυτά που οφείλονται
στον Poincaré.

2.5.1 Το µοντέλο του ∆ίσκου του Poincaré

Στο µοντέλο αυτό τα σηµεία (ή αλλιώς D-σηµεία) του υπεϱϐολικού επιπέδου ταυτίϹονται µε τα σηµεία ενός ανοιχτού
δίσκου γ του ευκλείδειου επιπέδου. Οι ευϑείες (ή αλλιώς D-ευϑείες) είναι δύο ειδών:

i. Οι διάµετϱοι του δίσκου γ, χωϱίς τα άκϱα.

ii. Τα τόξα οϱϑογώνιων πϱος τον γ κύκλων, χωϱίς τα άκϱα.

Οϱϑογώνιοι πϱος τον γ κύκλοι είναι οι κύκλοι αυτοί που σχηµατίϹουν οϱϑές ευκλείδειες γωνίες µε την πεϱιϕέϱεια
(∂γ) του γ. Οι γωνίες (ή αλλιώς D-γωνίες) είναι οι συνήϑεις ευκλείδειες γωνίες µεταξύ καµπυλών. ΄Οσον αϕοϱά τις
σχέσεις που απαιτούνται:

i Η σχέση πϱόσπτωσης είναι η συνήϑης της Ε.Γ.: ένα σηµείο ϐϱίσκεται επί της καµπύλης.

ii. Ανάλογα οϱίϹεται και η σχέση του µεταξύ για τα σηµεία, κατά την ευκλείδεια δηλαδή έννοια.

iii. Η σχέση σύµπτωσης για τα ε.τ. είναι κάτι αϱκετά δυσκολότεϱο να οϱιστεί. Οπότε ο οϱισµός της ϑα δωϑεί στο
µέϱος των αποδείξεων (2.5.4.).

iv. Η σχέση σύµπτωσης των γωνιών είναι ακϱιϐώς αυτή της Ε.Γ.

Το πλεονέκτηµα του µοντέλου αυτού ϐϱίσκεται στο σηµείο iv., στη συµϕωνία δηλαδή των γωνιών.
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2.5.2 Το µοντέλο του Πάνω Ηµιεπιπέδου του Poincaré

Εάν χρησιµοποιήσουµε µιγαδικές συντεταγµένες για το ευκλείδειο επίπεδο, τότε το πάνω ηµιεπίπεδο {z ∈
C | =(z) > 0} µποϱεί να χρησιµεύσει σαν υπερβολικό επίπεδο. Τα σηµεία της γεωµετϱίας (H-σηµεία) ϑα εί-
ναι τα σηµεία του {z ∈ C | =(z) > 0}. Οι ευθείες σε αυτό το µοντέλο (H-ευϑείες) αναπαρίστανται και πάλι µε δύο
τϱόπους:

i. Ως κάϑετες ηµιευϑείες µε αϱχή στον άξονα των x, χωϱίς όµως την αϱχή αυτή.

ii. Ως ηµικύκλια µε άκϱα στον άξονα των x, χωϱίς τα άκϱα τους.

Οι γωνίες (ή αλλιώς H-γωνίες) είναι οι συνήϑεις ευκλείδειες γωνίες µεταξύ καµπυλών. ΄Οσον αϕοϱά τις σχέσεις που
απαιτούνται:

i Η σχέση πϱόσπτωσης είναι η συνήϑης της Ε.Γ.: ένα σηµείο ϐϱίσκεται επί της καµπύλης.

ii. Ανάλογα οϱίϹεται και η σχέση του µεταξύ για τα σηµεία, κατά την ευκλείδεια δηλαδή έννοια.

iii. Η σχέση σύµπτωσης για τα ε.τ. είναι κάτι αϱκετά δυσκολότεϱο να οϱιστεί. Η σχέση αυτή µποϱεί να επέλϑει
µέσω του µοντέλου του δίσκου, αϕού όπως ϑα δείξουµε στο (2.5.3) υπάϱχουν ιδιαίτεϱες αντιστοιχίες των δύο
µοντέλων.

iv. Η σχέση σύµπτωσης των γωνιών είναι ακϱιϐώς αυτή της Ε.Γ.
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2.5.3 Σχέση µεταξύ των δύο µοντέλων

Τα µοντέλα του ∆ίσκου και του Πάνω Ηµιεπιπέδου του Poincaré είναι µεταξύ τους ισόµορφα µε την ακόλουϑη
έννοια: Υπάρχει µια αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία µεταξύ των συνόλων PD = {X | X είναι D-σηµείο}, PH =
{X | X είναι Η-σηµείο} που διατηϱεί τη γεωµετϱία. ∆ηλαδή απεικονίϹει ευθείες σε ευθείες, διατηρώντας τις
σχέσεις πϱόσπτωσης, µεταξύ και σύµπτωσης, όπως υπάρχουν στα δύο µοντέλα.

Τα προηγούµενα πραγµατώνονται ως εξής: Εάν αναπαραστήσουµε τα σύνολα PD,PH ως υποσύνολα των
µιγαδικών, µποϱούµε να ϑεωρήσουµε ότι:

PD = {z ∈ C | |z| < 1}
PH = {z ∈ C | =(z) > 0}

Η απεικόνιση E : PD → PH που οϱίϹεται ως:

E : z 7→ i · i+ z

i− z

απεικονίϹει το PD επί του PH µε 1− 1 τϱόπο και διατηϱεί τη γεωµετϱία. Εποπτικά η E απεικονίϹει κάϑε στοιχείο
του {z ∈ C | |z| < 1} − {i} στον άξονα των x, ενώ το i έχει την έννοια του απείϱου. Οι ορθογώνιες περιφέρειες
από το i καθώς και η διάµετϱος από το ίδιο σηµείο απεικονίζονται σε κάθετες ηµιευθείες στο άλλο µοντέλο. Οι
υπόλοιπες D-ευϑείες απεικονίζονται σε ηµικύκλια.

Η E είναι επίσης σύµµορφη, δηλαδή διατηϱεί τις ευκλείδειες γωνίες (άϱα και τις D-γωνίες). ΄Οσον αϕοϱά
τη σχέση σύµπτωσης στο Πάνω Ηµιεπίπεδο, εάν µια σχέση σύµπτωσης οριστεί στον ∆ίσκο, τότε µέσω της E µποϱεί
να οριστεί επαγόµενη σχέση σύµπτωσης στο ηµιεπίπεδο. ΄Ετσι τα µοντέλα αυτά γίνονται µεταξύ τους ισόµορφα.

Παϱατήϱηση (2.11): Λόγω του ισοµορφισµού των δύο µοντέλων, αϱκεί να περιοριστούµε στο µοντέλο του
∆ίσκου για να περιγράψουµε και τα δύο τους.
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2.5.4 Αποδείξεις για το µοντέλο του ∆ίσκου του Poincaré

΄Εστω R∗,A∗ οι συναρτήσεις µέτρισης των ε.τ. και των γωνιών αντίστοιχα, στο επίπεδο της Ε.Γ. ΄Εστω επίσης R,A
οι αντίστοιχες συναρτήσεις στο µοντέλο του ∆ίσκου, για τα ε.τ. των D-ευϑειών και για τις D-γωνίες.

Παϱατήϱηση (2.12): Μποϱεί να ϑεωρηθεί ότι A = A∗|γ .

Οϱισµός: Αντιστϱοϕή κέντϱου O και δύναµης r2 στην Ε.Γ.:
Αντιστϱοϕή κέντϱου O ∈ P και δύναµης r2 ∈ R∗+ στην Ε.Γ. είναι κάϑε συνάϱτηση IOr2 : P − {O} → P − {O}
τέτοια ώστε:

IOr2 : A 7→ A′ : R∗(OA) · R∗(OA′) = r2

Πϱόταση (2.13): ΄Εστω (O, r) ένας κύκλος κέντρου O και ακτίνας r. Για οποιοδήποτε σηµείο A εκτός
του δίσκου περιφέρειας (O, r) ϑεωρούµε AK←→ την εφαπτόµενη από το A πϱος τον (O, r), που τον τέµνει στο K.
΄Επειτα ϕέϱουµε κάθετη KA′←−→ πϱος την OA←→, η οποία την τέµνει στο A′. Εάν το A 6= O είναι εντός του δίσκου
περιφέρειας (O, r) εφαρµόζουµε την αντίστροφη διαδικασία. Η συνάϱτηση που απεικονίϹει κάϑε A 6= O στο
αντίστοιχο A′ είναι µια αντιστροφή κέντρου O και δύναµης r2. Αυτήν την αντιστροφή ϑα την ονοµάζουµε συνήϑη
αντιστροφή κέντρου O και δύναµης r2.

Απόδειξη:

Παϱατηϱούµε ότι τα τϱίγωνα
4

OKA και
4

OKA′ είναι όµοια, εποµένως:

R∗(OA′)
R∗(OK)

=
R∗(OK)

R∗(OA)
⇒ R∗(OA′) · R∗(OA) = R∗(OK)2 = r2

�

Οϱισµός: ∆ύναµη σηµείου P ως πϱος κύκλο (O, r) στην Ε.Γ.:
Ως δύναµη σηµείου P ως πϱος κύκλο (O, r) οϱίϹουµε τον πϱαγµατικό αϱιϑµό:

∆
(O,r)

(P ) = R∗(OP )2 − r2

Θεώϱηµα: Τέµνουσες του κύκλου στην Ε.Γ.:
΄Εστω (O, r) ένας κύκλος και P 6= O ένα σηµείο. Για κάϑε σηµείο A στον (O, r), εάν B είναι το άλλο σ.τ. της
PA−→ µε τον (O, r), ισχύει:

R∗(PA) · R∗(PB) =
∣∣∣ ∆
(O,r)

(P )
∣∣∣
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Αποδειξη: ΄Εστω A,A′ σηµεία του (O, r) και B,B′ τα άλλα σ.τ. των PA−→ και PA′−−→ αντίστοιχα, µε τον (O, r). Αρχικά

ϑα δείξουµε ότι R∗(PA) · R∗(PB) = R∗(PA′) · R∗(PB′). Πράγµατι, τα τρίγωνα
4

PAB′ και
4

PA′B είναι όµοια,
αϕού ÷APB′ = ÷A′PB και ÷PBA′ ∼= ÷AB′P . Εποµένως:

R∗(PA)

R∗(PA′)
=
R∗(PB′)
R∗(PB)

⇒ R∗(PA) · R∗(PB) = R∗(PA′) · R∗(PB′)

΄Εχοντας δείξει αυτό, για την πεϱίπτωση όπου ∆
(O,r)

(P ) > 0, παϱατηϱούµε ότι αν PΓ είναι µια εϕαπτόµενη του

(O, r) ισχύει:

R∗(PA) · R∗(PB) = R∗(PΓ)2 = R∗(OP )2 −R∗(OΓ)2 = R∗(OP )− r2 = ∆
(O,r)

(P )

Για την πεϱίπτωση όπου ∆
(O,r)

(P ) < 0, παϱατηϱούµε ότι αν τα P,E,O,Z είναι συνευϑειακά:

R∗(PA) · R∗(PB) = R∗(PE) · R∗(PZ) =
(
R∗(OE)−R∗(OP )

)
·
(
R∗(OZ) +R∗(OP )

)
=

=
(
r −R∗(OP )

)
·
(
r +R∗(OP )

)
⇒ R∗(PA) · R∗(PB) = − ∆

(O,r)
(P )

Η πεϱίπτωση όπου ∆
(O,r)

(P ) = 0 είναι τετϱιµµένη. ΄Ετσι λοιπόν ισχύει το γενικό αποτέλεσµα:

R∗(PA) · R∗(PB) =
∣∣∣ ∆
(O,r)

(P )
∣∣∣

�
Ι. Αξιώµατα πϱόσπτωσης:

Το αξίωµα που ϑα χϱειαστεί να πιστοποιήσουµε είναι το A.1. ∆ηλαδή το:

- Για κάϑε δύο διαϕοϱετικά σηµεία A,B ∈ PD υπάϱxει µια D-ευϑεία που τα πεϱιέχει.

Ουσιαστικά αυτό που ϑέλουµε να δείξουµε είναι ότι για κάϑε A,B ∈ PD υπάϱχει οϱϑογώνια πεϱιϕέϱεια πϱος τον
γ µε ∂γ = (O, ρ). ΕϕαϱµόϹουµε τη διαδικασία της συνήϑους αντιστϱοϕής µε κέντϱο O και δύναµη ρ2 στο A και
ϑεωϱούµε A′ την εικόνα της. Από τα τϱια σηµεία A,A′, B διέϱχεται µοναδικός κύκλος C, ο οποίος ισχυϱιϹόµαστε
ότι τέµνει οϱϑογώνια τον γ. Πϱάγµατι, αν P,Q είναι τα σ.τ. των ∂γ,C, τότε ρ2 = R∗(OP )2 = R∗(OQ)2 = ∆

C
(O),

το οποίο δείχνει ότι οι OP , OQ εϕάπτονται στον C, και κατ’ επέκταση ότι ο C είναι οϱϑογώνιος πϱος τον γ.
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II. Αξιώµατα σύµπτωσης (γων.):

Το αξίωµα που ϑα χϱειαστεί να πιστοποιήσουµε είναι η ελεύθερη µεταϕοϱά των γωνιών. ∆ηλαδή το Γ.4,
κατά το οποίο:

- Υπάϱχει µία σχέση µεταξύ γωνιών ‘∼=γων.’, η οποία εξασϕαλίϹει κατά µία έννοια την ελεύϑεϱη µεταϕοϱά των
γωνιών. Συγκεκϱιµένα, έστω O,O′, X, Y ∈ PD και ’XOY να είναι η γωνία µε πλευϱές OX−−→, OY−−→. Τότε
για κάϑε ηµιευϑεία O′X ′−−−→, µποϱεί να ϐϱεϑεί µια ηµιευϑεία O′Y ′−−−→ (σε καϑοϱισµένο ηµιεπίπεδο) τέτοια ώστε’XOY ∼=γων. ◊�X ′O′Y ′.

Η ελεύϑεϱη µεταϕοϱά των γωνιών είναι κάτι που ισχύει στην Ε.Γ. και ειδικότεϱα ισχύει για τις ευκλείδειες γωνίες
του γ µε ∂γ = (O, ρ). Αυτό που ϑα χϱειαστεί λοιπόν να πιστοποιηϑεί είναι ότι για κάϑε ευκλείδεια γωνία θ = ’BAΓ
µε κοϱυϕή A στον γ, υπάϱχουν δύο D-ευϑείες που τη σχηµατίϹουν.
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Εάν κάποιο από τα ε.τ. AB,AΓ ανήκει σε διάµετϱο του γ, τότε η αντίστοιχη πλευϱά της γωνίας ϑα είναι τµήµα
ηµιευθείας τις Ε.Γ. µε αϱχή το A, που περιέχει το B ή το Γ αντίστοιχα, και που ϐρίσκεται εντός του γ. ΄Εστω
ότι το ε.τ. AX, X ∈ {B,Γ} δεν ανήκει σε διάµετϱο του γ. Σε αυτήν την πεϱίπτωση, ϑα αναζητήσουµε µια
ορθογώνια περιφέρεια πϱος τον γ, η οποία ϑα εφάπτεται του AX στο A. Παϱατηϱούµε ότι αν η AY←→ είναι η
ευθεία της Ε.Γ. που είναι κάθετη πϱος το AX, το κέντρο της περιφέρειας που αναζητούµε ϐρίσκεται κάπου επί
αυτής της ευθείας. ΄Επειτα εφαρµόζουµε τη συνήϑη αντοστροφή κέντρου O και δύναµης ρ2 στο σηµείο A και
παίϱνουµε σηµείο A′. Στο ε.τ. AA′ ϕέϱουµε τη µεσοκάθετη ευθεία MZ←−→ της Ε.Γ. και παϱατηϱούµε ότι το κέντρο
της Ϲητούµενης περιφέρειας επίσης ϐρίσκεται επί της MZ←−→. Εποµένως η Ϲητούµενη ορθογώνια περιφέρεια είναι ηÄ
AY←→∩MZ←−→,R

∗(A[AY←→∩MZ←−→])
ä
.

Η γωνία λοιπόν θ ϑα έχει ως πλευϱές είτε ε.τ. της Ε.Γ. είτε ορθογώνιες περιφέρειες οι οποίες κατασκευά-
Ϲονται κατά τον προηγούµενο τϱόπο.

ΙΙΙ. Αξιώµατα σύµπτωσης (ε.τ.):

Η αναγκαιότητα του ορισµού της σχέσης συµφωνίας όπως τελικά ϑα δοθεί µποϱεί να γίνει σύντοµα κατανοητή
από τα εξής: Εάν δούµε την Υ.Γ. σαν γεωµετϱία κατά Klein, ϑα αναζητήσουµε εντελώς ϕυσιολογικά τους
αυτοµορφισµούς (f ∈ Aut(P)) του υπερβολικού επιπέδου, που διατηϱούν τις σχέσεις στις οποίες ϑεµελιώνεται
η υπερβολική γεωµετϱία. ∆ηλαδή τους 1 − 1 και επί µετασχηµατισµούς που διατηϱούν τις σχέσεις στις οποίες
ϑεµελιώνεται η Υ.Γ. Στο µοντέλο του ∆ίσκου όπως έχει αναπτυχθεί ως τώϱα, οι αυτοµορφισµοί ϑα πϱέπει να
διατηϱούν την οικογένεια των κύκλων και των ευθειών, να διατηϱούν τις γωνίες και να απεικονίζουν σύµφωνα ε.τ.
σε σύµφωνα ε.τ.

Μια µεγάλη οικογένεια µετασχηµατισµών που διατηϱεί όλες αυτές τις σχέσεις (αν αναφερθούµε σε µιγαδικές
συντεταγµένες) είναι οι µετασχηµατισµοί Möbius, δηλαδή οι απεικονίσεις της µορφής:

M : z 7→ az + b

cz + d
, όπου |ad− cb| 6= 0

΄Ενα αναλλοίωτο αυτών των απεικονίσεων είναι ο διπλός λόγος, δηλαδή η ποσότητα:

(z1, z2 : z3, z4) :=

z1 − z3

z1 − z4

/
z2 − z3

z2 − z4

που είναι πραγµατικός αριθµός, εάν τα τέσσεϱα σηµεία είναι συνευθειακά ή οµοκύκλια. Πιθανόν λοιπόν οι
ιδιότητες του διπλού λόγου να µποϱούν να οδηγήσουν σε έναν οϱισµό µιας σχέσης συµφωνίας, σε συνδυασµό µε
τα αξιώµατα της Ο.Γ. και µε τη διαίσθηση που παρέχεται από την Ε.Γ., όπου δύο ε.τ. είναι σύµφωνα εάν έχουν
ίσα ευκλείδεια µήκη (µε ό,τι αυτό συνεπάγεται: ϑετικότητα και προσθετικότητα).

Συµϐολισµοί: Με AB ϑα συµβολίζουµε το ευκλείδειο µήκος του τµήµατος της D-ευϑείας που ορίζεται
από τα A,B. Με ÃB ϑα συµβολίζουµε το υπερβολικό µήκος του τµήµατος της D-ευϑείας που ορίζεται από τα
A,B. ∆ηλαδή ÃB = R(AB).

Οϱισµός: Poincaré µήκος:
΄Εστω A,B δύο D-σηµεία. Εάν P,Q είναι τα οϱιακά ευκλείδεια σηµεία της D-ευϑείας AB←→ (δηλ. P,Q ∈
∂AB←→−AB←→) τότε οϱίϹεται ο διπλός λόγος:

(AB : PQ) :=

AP

AQ

/
BP

BQ

ΟϱίϹουµε τώϱα ως Poincaré µήκος ÃB τον αϱιϑµό:

ÃB := | log(AB : PQ)| ∈ R+
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Παϱατηϱήσεις (2.13):
I. Το ÃB δεν εξαϱτάται από τη σειϱά των A,B αϕού:

| log(AB : PQ)| = | − log(AB : PQ)| =
∣∣∣∣log

1

(AB : PQ)

∣∣∣∣ = | log(BA : PQ)|

II. Το ÃB δεν εξαϱτάται από τη σειϱά των P,Q αϕού:

| log(AB : PQ)| = | − log(AB : PQ)| =
∣∣∣∣log

1

(AB : PQ)

∣∣∣∣ = | log(AB : QP )|

Οϱισµός: Συµϕωνία κατά Poincaré:
Τα ε.τ. AB,Γ∆ του µοντέλου του ∆ίσκου είναι σύµϕωνα κατά Poincaré εάν έχουν ίσα Poincaré µήκη. ∆ηλαδή:

AB ∼= Γ∆ :⇔ ÃB = Γ̃∆

Σε αυτό το σηµείο ϑα πϱέπει να πιστοποιηθούν τα εξής αξιώµατα συµφωνίας για τα ε.τ.

Για το Γ.1: (Μεταϕοϱά των ε.τ.) Για κάϑε σηµείο A και για κάϑε ηµιευθεία της Υ.Γ. του ∆ίσκου όπως στο
σχήµα, ένα σηµείο B κινούµενο στο στην ηµιευθεία αυτή οϱίϹει διπλό λόγο:

1 6 (AB : PQ) <∞ ή 0 < (AB : PQ) 6 1

Μάλιστα, κάϑε τιµή του [1,∞) ή του (0, 1] λαµϐάνεται ακϱιϐώς µία ϕοϱά. Λόγω των ιδιοτήτων του λογαϱίϑµου, η
ποσότητα | log(AB : PQ)| λαµϐάνει κάϑε τιµή του [0,∞). Εποµένως υπάϱχει ένα D-σηµείο στην ηµιευϑεία της
Υ.Γ. του ∆ίσκου έτσι ώστε το µήκος ÃB να γίνεται οποιοσδήποτε ϑετικός πϱαγµατικός αϱιϑµός.

Για το Γ.3: (Πϱοσϑετικότητα των ε.τ.) Αυτό που ϑα χϱειαστεί να δειχϑεί είναι ότι εάν για τϱια D-σηµεία ισχύει
A−B − Γ (στην Υ.Γ.), τότε ÂΓ = ÃB + B̂Γ. Για να αποδείξουµε το συγκεκϱιµένο παϱατηϱούµε τα εξής δύο:

• (AΓ : PQ) =

AP

AQ

/
ΓP

ΓQ

=


AP

AQ

/
BP

BQ

 ·

BP

BQ

/
ΓP

ΓQ

 = (AB : PQ) · (BΓ : PQ).

• Εάν A−B − Γ και B − Γ− P , τότε
AP

AQ
>
BP

BQ
>

ΓP

ΓQ
. ΄Αϱα:

AP

AQ

/
BP

BQ

,

AP

AQ

/
ΓP

ΓQ

,

BP

BQ

/
ΓP

ΓQ

> 1⇒ log(AB : PQ), log(AΓ : PQ), log(BΓ : PQ) > 0

Εάν A−B − Γ και B − Γ−Q, τότε
AP

AQ
6
BP

BQ
6

ΓP

ΓQ
. ΄Αϱα:

AP

AQ

/
BP

BQ

,

AP

AQ

/
ΓP

ΓQ

,

BP

BQ

/
ΓP

ΓQ

6 1⇒ log(AB : PQ), log(AΓ : PQ), log(BΓ : PQ) 6 0
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∆ηλαδή σε κάϑε πεϱίπτωση, οι λογάϱιϑµοι είναι οµόσηµοι.

Λόγω των δύο πϱοηγούµενων σηµείων (•) µποϱεί να πϱοκύψει ο Ϲητούµενος τύπος, αϕού:

ÂΓ = | log(AΓ : PQ)| = | log
(
(AB : PQ)(BΓ : PQ)

)
| = | log(AB : PQ)|+ | log(BΓ : PQ)| = ÃB + B̂Γ

IV. Αξιώµατα συµπτωσης (τϱιγ.):

Ουσιαστικά στο µέϱος αυτό ϑα πιστοποιήσουµε το αξίωµα Γ.6:

- ΄ΕστωA,A′, B,B′,Γ,Γ′ ∈ PD και τα τϱίγωνα
4

ABΓ,
4

A′B′Γ′. ΕάνAB ∼=ε.τ. A
′B′, AΓ ∼=ε.τ. A

′Γ′ και’BAΓ ∼=γων.◊�B′A′Γ′, τότε ’ABΓ ∼=γων. ◊�A′B′Γ′.

Η απόδειξη του αξιώµατος αυτού είναι αρκετά ευρηµατική και ϑα γίνει σε ϐήµατα.

Βήµα Ι: Εάν δ = (K, r), ε = (O, ρ) είναι δύο κύκλοι που τέµνονται ορθογώνια, τότε:

i. Η συνήϑης αντιστϱοϕή κέντϱου K και δύναµης r2 απεικονίϹει την πεϱιϕέϱεια του ε στον εαυτό της και το
εσωτεϱικό του δίσκου που έχει ως πεϱιϕέϱεια την ε στον εαυτό του.

ii. Η συνήϑης αντιστϱοϕή κέντϱουK και δύναµης r2 διατηϱεί τις σχέσεις πϱόσπτωσης, διάταξης και συµϕωνίας,
όταν το εσωτεϱικό της ε είναι ο ∆ίσκος γ του µοντέλου.

Βήµα II: Εάν ϑεωϱήσουµε ∂γ = ε, τότε ισχύει ο τύπος:

∀B ∈ PD : OB = ρ · e
ŌB − 1

eŌB + 1

Κατ’ επέκταση, εάν δύο Poincaré µήκη είναι ίσα στις διαµέτρους, τότε τα αντίστοιχα ευκλείδεια είναι ίσα.

Στα παϱακάτω ϑα ϑεωρούµε σ = sign((OB : PQ) − 1). Πράγµατι λοιπόν, ισχύει ότι ÕB = | log(OB :

PQ)| ⇒ (OB : PQ) = eσ·ŌB. Επιπλέον παϱατηϱούµε ότι:

(OB : PQ) =

OP

OQ

/
BP

BQ

=

ρ

ρ

/
BP

BQ

=
BQ

BP
=
ρ+ σ ·OB
ρ− σ ·OB

Και συνεπώς:

eσ·ŌB =
ρ+ σ ·OB
ρ− σ ·OB

⇒ ρ
(
eσ·ŌB − 1

)
= σ ·OB

(
eσ·ŌB + 1

)
⇒ OB = ρσ · e

σ·ŌB − 1

eσ·ŌB + 1
⇒

⇒


Εάν σ = −1 : OB = −ρ · e

−ŌB − 1

e−ŌB + 1
= −ρ ·


1− eŌB

eŌB

/
eŌB + 1

eŌB

 = ρ · e
ŌB − 1

eŌB + 1

Εάν σ = 1 : OB = ρ · e
ŌB − 1

eŌB + 1

Βήµα ΙΙΙ: Εάν στο µοντέλο του ∆ίσκου δοθεί ένα τρίγωνο
4

XY Z, τότε µποϱεί να ϐρεθεί τρίγωνο
4

OY ′Z ′ το οποίο
είναι σύµφωνό του.

Πϱάγµατι, αυτό που ϑα επιχειρίσουµε είναι να ϐϱούµε µια απεικόνιση που να διατηϱεί τη γεωµετϱία του
∆ίσκου, τέτοια ώστε X 7→ O, όταν ϐέϐαια X 6= O - διαφορετικά δεν έχει να ϐρεθεί απεικόνιση. Μία οικογένεια
απεικονίσεων που διατηϱούν τη γεωµετϱία είναι οι συνήθεις αντιστροφές, όταν αυτές χρησιµοποιούν ορθογώνιους
πϱος τον γ κύκλους (Βήµα I). Εποµένως ειδικότερα ϑα αναζητήσουµε µία συνήϑη αντιστροφή που χρησιµοποιεί
ορθογώνιο πϱος τον γ κύκλο και που απεικονίϹει το X στο O.

Φέϱουµε την ηµιευθεία OX−−→ της Ε.Γ. και παϱατηϱούµε ότι το κέντρο της συνήϑους αντιστροφής ϑα ϐρίσ-
κεται επί της ηµιευθείας αυτής. Ας ϑεωρήσουµε δ = (K, r) τον κύκλο ως πϱος τον οποίον γίνεται η αντιστροφή,
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και επιπλέον Ξ το σηµείο τοµής του δ µε την OX−−→, το οποίο ϐρίσκεται εντός του γ. Εάν ο δ είναι ορθογώνιος πϱος
τον γ, τότε σύµφωνα µε το Θεώϱηµα: Τέµνουσες του κύκλου στην Ε.Γ.:

ρ2 = R∗(OΞ) ·
(
R∗(OK) + r

)
=
(
R∗(OK)− r

)
·
(
R∗(OK) + r

)
= R∗(OK)2 − r2

Επειδή επιπλέον r2 = R∗(KX) ·R∗(OK) =
(
R∗(OK)−R∗(OX)

)
·R∗(OK), έπεται ότι ρ2 = R∗(OK) ·R∗(OX).

Εποµένως:

r2 =

Å
ρ2

R∗(OX)
−R∗(OX)

ã
· ρ2

R∗(OX)
⇒ r =

ρ

R∗(OX)
·
»
ρ2 −R∗(OX)2

Ο Ϲητούµενος λοιπόν κύκλος δ = (K, r) έχει κέντϱο K ∈ OX−−→ τέτοιο ώστε να οϱίϹεται µήκος:

R∗(OK) =
ρ2

R∗(OX)

και έχει ακτίνα r ίση µε:
r =

ρ

R∗(OX)
·
»
ρ2 −R∗(OX)2

Βήµα IV: Λόγω του Βήµατος ΙΙΙ, η πιστοποίηση του αξιώµατος ανάγεται στην πεϱίπτωση όπου δύο τϱίγωνα
4

OBΓ,
4

OXY του ∆ίσκου έχουν κοινή την κοϱυϕή της σύµϕωνης γωνίας τους και µάλιστα η κοϱυϕή αυτή είναι το
κέντϱο O. Επιπλέον, οι πλευϱές µε ÕA = ŌX, ÕB = ÕY των σύµϕωνων γωνιών ’AOB ∼= ’XOY είναι πάνω σε
ακτίνες.
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Επειδή ÕA = ŌX, ÕB = ÕY , από το Βήµα ΙΙ, R∗(OA) = OA = OX = R∗(OX) και R∗(OB) = OB ∼= OY =

R∗(OY ). Τα ευκλείδεια λοιπόν τϱίγωνα
4

AOB,
4

AOB είναι ίσα και συνεπώς υπάϱχει µία ισοµετϱία που απεικονίϹει
το ένα επί του άλλου. Αυτή η ισοµετϱία είναι σύνϑεση µίας στϱοϕής κέντϱου O, η οποία ενδεχοµένως ακολουϑείται
από µία ανάκλαση σε µία ευϑεία που πεϱιέχει το O. Καϑένας από αυτούς τους µετασχηµατισµούς του ∆ίσκου
διατηϱεί τη γεωµετϱία, εποµένως και η αντίστοιχη ισοµετϱία διατηϱεί τη γεωµετϱία του ∆ίσκου. Από αυτό έπεται
ότι ’BAO ∼= ’Y XO και το αξίωµα πιστοποιείται.
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2.5.5 Για τη Γεωµετϱία του µοντέλου του ∆ίσκου του Poincaré

I. Η οριακά παϱάλληλη ευθεία:

Ακολουϑώντας συλλογισµούς ανάλογους του 2.5.4, ΙV., Βήµα ΙΙΙ, µποϱούµε να παρατηρήσουµε ότι είναι
δυνατόν να ϐρεθεί µετασχηµατισµός I (συγκεκριµένα συνήϑης αντιστροφή) που διατηϱεί τη γεωµετϱία του ∆ίσκου
και επιπλέον απεικονίϹει την D-ευϑεία l σε διάµετϱο l′ του γ και το σηµείο A στο I(A), το οποίο κείται στην κάθετη
διάµετϱο από το O πϱος την l′.

Εάν τώϱα P είναι το σ.τ. της l′ µε την περιφέρεια ∂γ, µποϱεί να ϐρεθεί ορθογώνια πϱος τον γ περιφέρεια
C, η οποία διέρχεται από τα A,P , σύµφωνα µε την παράγραφο 2.5.4, ΙΙΙ. Να σηµειωθεί ότι στην παράγραφο
αυτή δείξαµε το αποτέλεσµα για σηµεία A,P του ανοιχτού δίσκου γ, όµως η απόδειξη µένει αναλλοίωτη όταν το
P ανήκει στην περιφέρεια ∂γ. Οπότε το αποτέλεσµα ισχύει και στην πεϱίπτωση αυτή.

Η ορθογώνια περιφέρεια C µεταξύ των A,P παϱιστά την οριακά παϱάλληλη ηµιευθεία από το A πϱος την
ηµιευθεία OP ′−−→, όπου O − P ′ − P .

ΙΙ. Η γωνία παραλληλίας:

΄Εστω α ∈ R∗+ και A ένα σηµείο τέτοιο ώστε ÕA = α. Θεωρούµε P ∈ ∂γ ένα σηµείο τέτοιο ώστε τα ε.τ.
OA, OP να τέµνονται κάθετα, και C την ορθογώνια πϱος τον γ περιφέρεια που διέρχεται από τα A,P .
Παϱατηϱούµε ότι η ευθεία l = C ∩ γ είναι οριακά παϱάλληλη πϱος την ηµιευθεία s = OP ∩ γ του ∆ίσκου.

Εϕόσον οι γωνίες του µοντέλου του ∆ίσκου είναι οι ευκλείδειες γωνίες των καµπυλών, για να υπολογιστεί
η γωνία παραλληλίας Π(OA) αϱκεί να ϐρεθεί η γωνία’OAΓ, όπου AΓ←→ είναι εφαπτόµενη της οριακά παϱάλληλης l
και Γ ∈ s.

Παϱατηϱούµε ότι οι ΓA, ΓP είναι εφαπτόµενες του ίδιου κύκλου C, εποµένως είναι σύµφωνες. Το ευκ-

λείδειο λοιπόν τρίγωνο
4

AΓP είναι ισοσκελές µε ΓA ∼= ΓP , και άϱα σε αυτό ισχύει ’ΓAP ∼= ΓPA = θ.

Από το τρίγωνο
4

OAP µποϱούν να προκύψουν οι σχέσεις:

tanA(θ) =
R∗(OA)

R∗(OP )
⇒ OA = ρ · tanA(θ)

και:

Π(OA) + 2θ = ⊥ ⇒ A(θ) =
π

4
−
A
(
Π(OA)

)
2

⇒ tanA(θ) =

Ç
1− tan

A
(
Π(OA)

)
2

å/Ç
1 + tan

A
(
Π(OA)

)
2

å
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Αντικαϑιστώντας την πϱώτη από αυτές τις σχέσεις στον τύπο eŌA =
ρ+OA

ρ−OA
πϱοκύπτει ότι:

eŌA =
1 + tanA(θ)

1− tanA(θ)

Αντικαϑιστώντας τη δεύτεϱη σχέση αυτήν τη ϕοϱά, µποϱεί να ληϕϑεί ο τύπος:

eŌA = 1

/
tan
A
(
Π(OA)

)
2

⇒ A
(
Π(OA)

)
= 2 arctan

(
e−ŌA

)
Το τελευταίο αποτέλεσµα αϱκεί για να πϱοσδιοϱιστεί επακϱιϐώς η γωνία παϱαλληλίας Π(OA).
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2.6 Ασκήσεις του Κεϕαλαίου 2

1. i. ∆είξτε ότι στην Υ.Γ. κάϑε τετϱάπλευϱο έχει άϑϱοισµα γωνιών µικϱότεϱο των τεσσάϱων οϱϑών.

ii. Γενικεύστε το παϱαπάνω αποτέλεσµα δείχνοντας ότι κάϑε πολύπλευϱο n πλευϱών της Υ.Γ. έχει άϑϱοισµα
γωνιών µικϱότεϱο του (n− 2) · 2⊥.

2. Στη Πϱόταση (2.7) αποδείξτε µε λεπτοµέϱεια την κατεύϑυνση (⇐).

3. ΄Εστω ένα ισοσκελές α.α.τϱιγ
4

A,BM−−→ και AH, BK τα κάϑετα ε.τ. πϱος της οϱιακά παϱάλληλες πλευϱές του.
΄Εστω επίσης O = AH ∩BK. Να αποδειχϑεί ότι η κάϑετος ΛO−→ πϱος την AB είναι οϱιακά παϱάλληλη πϱος
τις µη πεπεϱασµένες πλευϱές του α.α.τϱιγ.

4. ∆είξτε ότι η Ο.Γ. οδηγεί στην Ε.Γ. εάν και µόνο αν για κάϑε τέµνουσα δύο µη ταυτιϹοµένων, παϱάλληλων
ευϑειών ισχύει το ϑεώϱηµα για τις ‘εντός - εναλλάξ’ γωνίες.

5. Αποδείξτε ότι στην Υ.Γ. δεν υπάϱχει ευϑεία που τέµνει και τις τϱεις πλευϱές ενός τ.α.τϱιγ.

6. Στα πλαίσια της Ο.Γ. να αποδειχϑεί ότι κάϑε δύο εσωτεϱικοί διχοτόµοι ενός τϱιγώνου τέµνονται. Από αυτό
συµπεϱάνετε ότι για κάϑε τϱίγωνο της Υ.Γ. υπάϱχει σηµείο που ισαπέχει των τϱιών πλευϱών.

7. Στα πλαίσια της Ε.Γ. αποδείξτε ότι κάϑε δύο µεσοκάϑετοι στις πλευϱές ενός τϱιγώνου τέµνονται. Πώς ακϱιϐώς
χϱησιµοποιήσατε το 5ο αίτηµα του Ευκλείδη;

8. α. Στα πλαίσια της Υ.Γ., εάν οι µεσοκάϑετοι σε δύο πλευϱές ενός τϱιγώνου δεν τέµνονται, να αποδειχϑεί
ότι:

i. Αν δέχονται κοινή κάϑετο, τότε αυτή είναι κάϑετος της µεσοκάϑέτου της τϱίτης πλευϱάς.
ii. Αν είναι οϱιακά παϱάλληλες, τότε η µεσοκάϑετος της τϱίτης πλευϱάς είναι οϱιακά παϱάλληλη πϱος

τις άλλες δύο.

ϐ. Χϱησιµοποιώντας το ‘α.’, διατυπώστε µία ικανή και αναγκαία συνϑήκη ώστε για ένα τϱίγωνο της Υ.Γ. να
υπάϱχει σηµείο που ισαπέχει από τις τϱεις κοϱυϕές του.

9. ΄Εστω Λ,M,N τα µέσα των πλευϱών AB, BΓ και ΓA αντίστοιχα ενός τϱιγώνου
4

ABΓ της Υ.Γ. Να δείξετε

ότι τα τϱίγωνα
4

AΛN ,
4

ABΓ δεν µποϱούν να έχουν τις γωνίες τους µία πϱος µία σύµϕωνες. Επιπλέον, τα
ευϑύγϱαµµα τµήµατα ΛN , BM δεν είναι δυνατόν να είναι σύµϕωνα.

10. Αποδείξτε ότι στην Υ.Γ. υπάϱχει ένα τϱίγωνο του οποίου οι µεσοκάϑετοι από δύο πλευϱές δεν τέµνονται.

11. ∆είξτε ότι σε κάϑε τ.α.τϱιγ. υπάϱχει ένα σηµείο που ισαπέχει των τϱιών πλευϱών του.

12. Γιατί ο Poincaré διάλεξε για το µοντέλο του ανοιχτό δίσκο γ και όχι κλειστό;



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

Παϱάϱτηµα

3.1 Λοιπά µοντέλα της Υ.Γ.

3.1.1 Το µοντέλο του Υπεϱϐολοειδούς του Minkowski

Το µοντέλο του Υπερβολοειδούς του Minkowski είναι σχετικά νέο στη Μαθηµατική κοινότητα, τουλάχιστον
συγκριτικά µε τα υπόλοιπα µοντέλα, και σχετίζεται πολύ στενά µε το µοντέλο του ∆ίσκου του Poincaré και µε το
προβολικό µοντέλο των Beltrami - Klein. Η στενή αυτή σύνδεση των τϱιών ϑα δειχθεί µέσω των απεικονίσεων που
ϑα παρουσιαστούν στο αντίστοιχο µέϱος 3.2.

Υπάϱχουν ενδείξεις ότι ο ίδιος ο Poincaré το χρησιµοποίησε στις προσωπικές του σηµειώσεις, πϱιν ακόµη
ο W. Killing (1847 - 1923) δηµοσιεύσει τη µελέτη του στο µοντέλο. Το µοντέλο του Υπερβολοειδούς είναι
χαρακτηριστικό για την Υ.Γ., αϕού διακαιολογεί την ονοµασία της.

Το µοντέλο αυτό χρησιµοποιείται επίσης σε κάποια κοµµάτια της Θεωρίας της Σχετικότητας, οπότε δεν
αποτελεί απλώς ένα καθαρά µαθηµατικό δηµιούϱγηµα, αλλά έχει και µια πιο εφαρµοσµένη υπόσταση.

Ως υπερβολικό επίπεδο ϑεωρείται το άνω µέϱος του υπερβολοειδούς µε εξίσωση x2 + y2 − z2 = −1 στο
καρτεσιανό τριασδιάστατο σύστηµα συντεταγµένων. Εποµένως το σύνολο των σηµείων (M-σηµείων) της γεωµετϱίας
είναι ακϱιϐώς το:

PM = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 − z2 = −1}
Οι ευϑείες του µοντέλου (M-ευϑείες) είναι οι τοµές του Υπεϱϐολοειδούς µε επίπεδα του R3, τα οποία διέϱχονται
από το O. Το σύνολο λοιπόν των ευϑειών του µοντέλου είναι το:

LM =
⋃

(α,β,γ)∈R3
∗

{{
(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 − z2 = −1 και αx+ βy + γz = 0

}}
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3.1.2 Το Πϱοϐολικό µοντέλο των Beltrami - Klein

Το Προβολικό µοντέλο των Beltrami - Klein µοιάϹει οπτικά αρκετά µε το µοντέλο του ∆ίσκου του Poincaré. Συγ-
κεκριµένα, τα δύο µοντέλα έχουν το ίδιο σύνολο σηµείων, τα σηµεία δηλαδή ενός ανοικτού δίσκου γ. Το σύνολο
λοιπόν των σηµείων (B-σηµείων) του µοντέλου (αν αναφερθούµε σε καρτεσιανές συντεταγµένες) µποϱούµε να ϑεω-
ϱήσουµε ότι είναι το:

PB = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1}

Η ιδιαιτερότητα αυτού το µοντέλου είναι ότι χρησιµοποιεί ευκλείδεια ε.τ. ως ευθείες (B-ευϑείες). Ειδικότερα
χρησιµοποιεί χοϱδές του δίσκου γ, οι οποίες έχουν άκϱα οριακά σηµεία D-ευϑειών.

Είναι ϕανερό ότι στα δύο µοντέλα - στο Προβολικό µοντέλο και στο µοντέλο του ∆ίσκου - η διαφορά στον
οϱισµό της ‘ευθείας γραµµής’ στο ίδιο χωϱίο γ οδηγεί σε διαφορά στον τϱόπο µέτϱησης του µήκους. Μάλιστα στο
Προβολικό µοντέλο οι συναρτήσεις (R) µέτϱησης του µήκους µποϱούν να γίνουν αρκετά περίπλοκες. Ενδεικτικά
αναϕέϱουµε την παϱακάτω συνάϱτηση:

∀A,B ∈ PB : R(AB) =

∫
[a,b]

 
(1− y(t)2) · x′(t)2 + 2x(t)y(t) · x′(t)y′(t) + (1− x(t)2) · y′(t)2

(1− x(t)2 − y(t)2)2
dt

όπου το ε.τ. AB παϱαµετϱοποιείται µέσω της
(
x(t), y(t)

)
, t ∈ [a, b] ⊂ R.
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3.2 Απεικονίσεις µεταξύ των µοντέλων

3.2.1 Μεταξύ του Υπεϱϐολοειδούς του Minkowski και του ∆ίσκου του Poincaré

Θεωϱούµε γ τον δίσκο του επιπέδου z = 0 µε κέντϱο το O. Ξεκινώντας από ένα σηµείο A του Υπεϱϐολοειδούς
του Minkowski, ϕέϱουµε το ευκλείδειο ε.τ. A[(0, 0,−1)] και ϑεωϱούµε PA το σηµείο τοµής του ε.τ. αυτού µε τον
δίσκο γ. Εάν ϑεωϱήσουµε τον δίσκο γ ως υπεϱϐολικό επίπεδο του µοντέλου του ∆ίσκου, µποϱεί να αποδειχϑεί ότι
απεικόνιση MD : PM → PD = γ που οϱίϹεται ως:

MD : A 7→ PA

είναι αµφιµονοσήµαντη και διατηϱεί τη γεωµετϱία των δύο µοντέλων.

Παϱατήϱηση (3.1): Τα µοντέλα λοιπόν του Υπερβολοειδούς του Minkowski και του ∆ίσκου του Poincaré
είναι µεταξύ τους ισοδύναµα.
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3.2.2 Μεταξύ του Υπεϱϐολοειδούς του Minkowski και του Πϱοϐολικού Beltrami - Klein

Η απεικόνιση µεταξύ του Υπερβολοειδούς του Minkowski και του Προβολικού Beltrami - Klein µοιάϹει αρκετά µε
την απεικόνιση που παϱουσιάστηκε στο µέϱος 3.2.1.

Σε αυτήν την πεϱίπτωση, ϑεωρούµε τον (εφαπτόµενο πϱος το υπερβολοειδές) δίσκο γ ο οποίος ϐρίσκεται
στο επίπεδο z = 1 και έχει κέντρο το (0, 0, 1). Ξεκινώντας από ένα σηµείο A του Υπερβολοειδούς του Minkowski,
ϕέϱουµε το ευκλείδειο ε.τ. AO και ϑεωρούµε PA το σηµείο τοµής του ε.τ. αυτού µε τον δίσκο γ. Εάν
ϑεωρήσουµε τον δίσκο γ ως υπερβολικό επίπεδο του µοντέλου του ∆ίσκου, µποϱεί να αποδειχθεί ότι η απεικόνιση
MB : PM → PD = γ που ορίζεται ως:

MB : A→ PA

είναι αµφιµονοσήµαντη και διατηϱεί τη γεωµετϱία των δύο µοντέλων.

Παϱατηϱήσεις (3.2):
I. Τα µοντέλα του Υπερβολοειδούς του Minkowski και του Προβολικού Beltrami - Klein είναι µεταξύ τους
ισοδύναµα.

II. Στο κοµµάτι αυτό ϑα προσπαθήσουµε να αυστηροποιήσουµε την ισοδυναµία των µοντέλων. Μεταξύ
δύο µοντέλων A,B της Υ.Γ. ϑεωρούµε τη σχέση ‘∼’ η οποία ορίζεται ως:

A ∼ B :⇔ ∃f : PA → PB αµϕιµονοσήµαντη απεικόνιση που διατηϱεί τη γεωµετϱία των A,B

όπου PA,PB είναι τα σύνολα σηµείων των µοντέλων. Η σχέση ‘∼’ είναι µια σχέση ισοδυναµίας. Πράγµατι,
τετριµµένα ισχύει η αυτοπαθητική ιδιότητα και η συµµετρία. Θα πϱέπει λοιπόν να δειχθεί η µεταϐατικότητα.

Εάν A ∼ B και B ∼ Γ, υπάρχουν αµφιµονοσήµαντες απεικονίσεις f : PA → PB, g : PB → PΓ που
διατηϱούν τη γεωµετϱία. Η σύνθεση g ◦ f είναι αµφιµονοσήµαντη και διατηϱεί επίσης της γεωµετϱία, εποµένως
A ∼ Γ.

III. Από το II. µποϱούµε να συνάγουµε ότι όλα τα µοντέλα που αναϕέϱαµε είναι µεταξύ τους ισοδύναµα.
Στο παϱακάτω γϱάϕηµα ϕαίνεται ότι πράγµατι από κάϑε µοντέλο σε κάϑε άλλο υπάρχει ένα µονοπάτι, µια
διαδροµή από ισοδύναµα µοντέλα, που τα ενώνει.

΄Οπου M : Το µοντέλο του Υπεϱϐολοειδούς, D: Το µοντέλο του ∆ίσκου, H: Το µοντέλο του ΄Ανω Ηµιεπιπέδου, B:
Το Πϱοϐολικό µοντέλο.
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3.3 Πεϱί της ‘αλήϑειας’ των γεωµετϱιών

Ο ι πϱώτες αντιδράσεις από τους περισσότερους επιστήµονες της εποχής και κυϱίως από τους ‘απλούς’
ανθρώπους απέναντι στην Υ.Γ. ήταν κυϱίως αρνητικές. Αυτό εν µέϱει συνέϐαινε διότι, σύµφωνα µε τη

ϑεωρία του Kant, η Ε.Γ. είναι ένα πϱοϊόν της ανθρώπινης διαίσθησης και γενικότεϱα του τϱόπου µε τον οποίο το
ανθρώπινο µυαλό σκέφτεται. Εποµένως, µόνο αυτή ϑα µποϱούσε να αποτελεί “αληθινή γεωµετϱία”.

Η Υ.Γ. ϐέϐαια, άϱχισε σταδιακά να γίνεται δηµοϕιλής στη µαθηµατική κοινότητα, µετά από προσπάθεια
µιας νέας γενιάς Φυσικών και Μαθηµατικών, όπως οι Helmholtz, Riemann, Beltrami και Klein. Ιδίως µετά τον
ϑάνατο του Gauss και αϕού δηµοσιεύϑηκε αλληλογραφία του στην οποία ο ίδιος διατύπωνε ότι πλέον είχε πειστεί
για την ανεξαρτησία του 5ου Αιτήµατος, οι περισσότεροι µαθηµατικοί αποδέχϑηκαν τη νέα ϑεωρία.

Πέϱα όµως από τη διαισθητική αποδοχή, η οποία ενέχει µια έννοια ‘πίστης’ (τουλάχιστον σε έναν ϐαθµό),
πώς µποϱούµε αυστηϱά να αποφασίσουµε εάν µια µαθηµατική ϑεωρία ισχύει; Μαθηµατικά µιλώντας, ϑα πϱέπει
το αντίστοιχο αξιωµατικό σύστηµα να είναι:

• Ανεξάϱτητο, δηλαδή κανένα αξίωµα της ϑεωϱίας να µην αποδεικνύεται από τα υπόλοιπα.

• Συνεπές, δηλαδή να µην πεϱιέχει αντιϕάσεις.

• Πλήϱες, δηλαδή όλες οι γεωµετϱικές πϱοτάσεις να µποϱούν είτε να αποδειχϑούν είτε να διαψευσϑούν.

Η σύχϱονη προσέγγιση για την αξιολόγηση της ανεξαρτησίας ενός αξιωµατικού συστήµατος είναι η κατασκευή
µοντέλων. ΄Εστω ότι ϑέλουµε να ελέγξουµε την ανεξαρτησία του αξιώµατος χ στο αξιωµατικό σύστηµα S. Θεωρούµε
το σύστηµα S′, που πϱοκύπτει από το S όταν το χ αντικατασταθεί µε την άϱνησή του. ΄Επειτα προσπαθούµε να
κατασκευάσουµε µοντέλο M ′ για το S′.

Πϱόταση (3.1): Αν κατασκευάζεται ένα τέτοιο µοντέλο, τότε το χ είναι ανεξάϱτητο.

Απόδειξη: Πράγµατι, εάν το χ ήταν εξαρτηµένο, ϑα ήταν ϑεώϱηµα που ϑα πϱοέκυπτε από τα υπόλοιπα αξ-
ιώµατα του S, συνεπώς ϑα ήταν µια αληθής πρόταση στο M ′. Αυτό δεν µποϱεί να συµβεί, αϕού στο ίδιο το M ′ ϑα
αληθεύει το χ και η άϱνησή του.

�
Η αξιολόγηση της συνέπειας είναι κάτι αρκετά πιο περίπλοκο και γίνεται πάλι µε την κατασκευή µοντέλων.
Ουσιαστικά, όσον αϕοϱά τη συνέπεια, συνήϑως δεν αποσκοπούµε να αποδείξουµε τη συνέπεια του αξιωµατικού
συστήµατος αυτή καθαυτή, αλλά να δείξουµε ότι ένα αξιωµατικό σύστηµα “είναι τόσο συνεπές όσο ένα άλλο
αξιωµατικό σύστηµα”. Αυτήν ακϱιϐώς τη διαδικασία ακολουθήσαµε µε την κατασκευή του µοντέλου του ∆ίσκου
του Poincaré - εµφυτεύοντας ολόκληϱη την Υ.Γ. στην Ε.Γ., δείξαµε κατά µία έννοια ότι “η Υ.Γ. ισχύει όσο και η Ε.Γ.”.

Παϱαµένει ϐέϐαια ακόµη το εϱώτηµα εάν όντως η Ε.Γ. (και κατ’ επέκταση η Υ.Γ.) είναι συνεπής. Το ίδιο
και για την πληϱότητα των δύο συστηµάτων: µποϱούµε να αποφανθούµε εάν τα συστήµατα είναι πλήϱη;
Συγκεκριµένα για την Ε.Γ., το καρτεσιανό επίπεδο του Descartes, µε σύνολο σηµείων PE = R2 και σύνολο
ευθειών LE =

⋃
(α,β,γ)∈R3

∗

{
{(x, y) ∈ R2 | αx + βy + γ = 0}

}
, αποτελεί µοντέλο. Εποµένως τα τελευταία

ερωτήµατα απαντήθηκαν το 1931 µε το επόµενο διάσηµο ϑεώϱηµα:

Θεώϱηµα: Μη πληϱότητας του Gödel (1η διατύπωση):
Οποιαδήποτε αποτελεσµατικά παϱαχϑείσα ϑεωϱία που είναι ικανή να εκϕϱάσει τη στοιχειώδη αϱιϑµητική δεν
µποϱεί να είναι και συνεπής και πλήϱης. Συγκεκϱιµένα, για κάϑε συνεπή, αποτελεσµατικά παϱαχϑείσα τυπική
ϑεωϱία που αποδεικνύει συγκεκϱιµένες αλήϑειες ϐασικής αϱιϑµητικής, υπάϱχει µία αϱιϑµητική δήλωση η οποία
είναι αληϑής, αλλά δεν µποϱεί να αποδειχϑεί από τη ϑεωϱία.

Θεώϱηµα: Μη πληϱότητας του Gödel (2η διατύπωση):
∆εν µποϱούµε να αποδείξουµε τη λογική συνέπεια ενός αξιωµατικού συστήµατος που είναι αϱκετά πεϱίπλοκο
ώστε να πεϱιέχει τους πϱαγµατικούς αϱιϑµούς, χωϱίς να υποϑέσουµε ένα άλλο σύνολο αξιωµάτων το οποίο είναι
εξίσου πεϱίπλοκο.
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Εποµένως κάϑε προσπάθεια να αποδείξουµε την ‘απόλυτη αλήθεια’ οποιουδήποτε εκτός των απλούστεϱων συστη-
µάτων είναι καταδικασµένη να αποτύχει. Θα πϱέπει λοιπόν να είµαστε ευχαριστηµένοι µε το αποτέλεσµα ότι “η
Υ.Γ. ισχύει όσο και η Ε.Γ.”. ΄Οπως χαρακτηριστικά είχε διατυπώσει ο ίδιος ο Poincaré στο ‘Science and Hypothesis’
(σελ. 50):

“[...] Εποµένως τα γεωµετϱικά αξιώµατα δεν είναι ούτε συνϑετική εκ των πϱοτέϱων (a priori) διαίσϑηση, ούτε
πειϱαµατικά γεγονότα. Είναι συµϐάσεις. Η επιλογή µας από όλες τις πιϑανές συµϐάσεις καϑοδηγείται µεν από
πειϱαµατικά γεγονότα, αλλά παϱαµένει ελεύϑεϱη και πεϱιοϱίϹεται µόνο από την απαίτηση να αποϕευχϑεί κάϑε
άτοπο. Με άλλα λόγια, τα αξιώµατα της γεωµετϱίας είναι µόνο µεταµϕιεσµένοι οϱισµοί. Τότε λοιπόν, τι πϱέπει
να σκεϕϑούµε για το εϱώτηµα: ‘ισχύει η ευκλείδεια γεωµετϱία;’. ∆εν έχει νόηµα. Είναι σαν να ϱωτάµε αν ισχύει
το µετϱικό σύστηµα, και αν τα παλιά µέτϱα και σταϑµά είναι λάϑος. αν οι καϱτεσιανές συντεταγµένες είναι
αληϑείς και οι πολικές συντεταγµένες είναι λάϑος. Μια γεωµετϱία δεν µποϱεί να ισχύει πεϱισσότεϱο από µία
άλλη, µποϱεί µόνο να είναι πιο ϐολική.”
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

Βιϐλιογϱαϕία

Ε δώ ϑα σταµατήσουµε την παράθεση αποτελεσµάτων της Υ.Γ. ακολουθώντας µια αυστηϱά αξιωµατική µέϑοδο,
γιατί όπως ακϱιϐώς και στην Ε.Γ., η ϐαθιά γνώση της γεωµετϱίας αυτής επιτυγχάνεται αϕ’ ενός µε την

αλγεβρικοποίηση και αϕ’ ετέϱου µε την έρευνα της γεωµετϱίας στα πλαίσια της Γεωµετϱίας κατά Klein. Επιπλέον,
στην παϱουσίαση που επιχειϱήϑηκε δεν ακολουθήθηκε πιστά, όσον αϕοϱά την ιστορική σειϱά, η διαµόρφωση της
Υ.Γ.

Τόσο αυτά τα ϑέµατα όσο και άλλα της Υ.Γ. που δεν ήταν δυνατόν να παρουσιαστούν, µποϱούν να αναϹητηϑούν
στη ϐιβλιογραφία που ακολουθεί και που ϐοήϑησε ουσιαστικά στη διαµόρφωση του κειµένου.

Βιϐλιογϱαϕία που χρησιµοποιήθηκε:

(κ. Λάππας ∆ιονύσιος)

(1) Bornola,R.: Non Euclidian Geometry (Dover)

(2) Coexeter, H.S.M.: Introduction to Geometry (J.Wiley)

(3) Greenberg, M.J.: Euclidian and Non-Euclidian Geometries (Freeman)

(4) Moise, E.E.: Elementary Geometry from and Advanced Standpoint (Addison - Wesley)

(Φϱάγκος Αναστάσιος)

(1) Jonker, S.: Hyperbolic Geometry (Πτυχιακή εϱγασία, Rĳksuniversiteit Groningen)

(2) Kinsey, C., L., Moore, E.,T., Πϱασσίδης, Ε.: Geometry & Symmetry (J.Wiley)

(3) Βασιλείου, Ε.: Γεωµετϱία για τη ∆ιδακτική (Σηµειώσεις Μ.Π.Σ., Ε.Κ.Π.Α.)

(4) Βασιλείου, Ε.: Στοιχεία Πϱοϐολικής Γεωµετϱίας (Συµµετϱία)
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5

Εισαγωγικές έννοιες

5.1 Εισαγωγή

Η ιδέα µιας αυστηϱά ϑεµελιωµένης γεωµετϱίας µέσω των απαιτήσεων της µαθηµατικής λογικής ήταν
µια σαϕώς επαναστατική ιδέα για τη γεωµετϱία. Μια εξίσου σηµαντική πϱόοδος έγινε από τον Klein

(1849-1925), του οποίου η οπτική της γεωµετϱίας ήταν αλγεβρική - οµαδοθεωρητική. Χωϱίς αυστηϱή διατύπωση,
µια γεωµετϱία χαρακτηρίζεται από τους µετασχηµατισµούς του συνόλου στο οποίο ορίζεται, οπότε η µελέτη της
δεν προϋποθέτει κανενός είδους εποπτεία (όπως ενδεχοµένως ϑα χρειάζονταν σε µια συνθετική µοϱϕή της).
Μια πϱώιµη ιδέα αυτής της ϑεώϱησης είδαµε κατά την πιστοποίηση των αξιωµάτων σύµπτωσης στα τρίγωνα
της υπερβολικής γεωµετϱίας, στον ∆ίσκο του Poincaré: αϕού αναγάγαµε την συµφωνία των τϱιγώνων γενικά σε
συµφωνία τϱιγώνων όπου έχουν κοινή την κορυφή της σύµφωνης γωνίας τους (και µάλιστα η κοινή κορυφή είναι
το κέντρο O του δίκου), χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι οι στϱοϕές κέντρου O και οι ανακλάσεις σε ευθείες που
διέρχονται από το O διατηϱούν τη γεωµετϱία του ∆ίσκου, για να ‘αποδείξουµε’ (αυστηϱότεϱα να πιστοποιήσουµε)
το αξίωµα Π-Γ-Π.

Για να γίνουµε περισσότερο ακϱιϐείς, λέµε τα εξής:

Οϱισµός: Το σύνολο των αυτοµοϱϕισµών:
΄ΕστωX ένα µη κενό σύνολο. OϱίϹουµε ως αυτοµοϱϕισµό τουX κάϑε αµϕιµονοσήµαντη απεικόνιση f : X → X.
Επιπλέον οϱίϹουµε το σύνολο των αυτοµοϱϕισµών του X:

Aut(X) := {f : X → X | f αµϕιµονοσήµαντη} = {f | f : X �→ X}

όπου το σύµϐολο ‘�→’ υποδηλώνει το 1− 1 και επί. Να σηµειωϑεί ότι γενικά σε µαϑήµατα άλγεϐϱας το εν λόγω
σύνολο οϱίϹεται όχι σε αµϕιµονοσήµαντες αντιστοιχίες, αλλά σε οµοµοϱϕισµούς (οι οποιοί έχουν κάποια ‘γϱαµµική
δοµή’). Εµείς εδώ δεν ϑα ακολουϑήσουµε αυτήν την πϱοσέγγιση.

Το σύνολο Aut(X) εφοδιασµένο µε την πϱάξη της σύνθεσης αποτελεί οµάδα. Σε κάϑε υποοµάδα
(H, ◦) ≤ (Aut(X), ◦) αντιστοιχούµε το Ϲεύγος (H,X), το οποίο ονοµάζουµε Γεωµετϱία Klein (Γ.Κ.) που
ορίζεται από το X και την υποοµάδα H. Η οµάδα H αποτελείται από όλους τους επιτρεπτούς µετασχηµατισµούς
αυτής της Γ.Κ. πάνω στο X.

Ο ϐασικός προβληµατισµός µιας Γ.Κ. (H,X) είναι η µελέτη των ιδιοτήτων των υποσυνόλων του X οι οποίες µένουν
αναλλοίωτες ως πϱος τα στοιχεία της H.

Οϱισµός: Αναλλοίωτες ιδιότητες στις Γ.Κ.:
΄Εστω (H,X) µια γεωµετϱία κατά Klein. Μια ιδιότητα (µαϑηµατική πϱόταση) V ενός A ⊆ X ϑα λέµε ότι µένει
αναλλοίωτη ως πϱος την H εάν:

H ιδιότητα V ισχύει για το A⇒ H ιδιότητα V ισχύει για το f(A),∀f ∈ H

Η µελέτη των αναλλοίωτων ιδιοτήτων των υποσυνόλων του X είναι πολύ εύλογη - κατ’ αρχάς, ήδη αναϕέϱαµε ένα
παϱάδειγµα µελέτης του αναλλοίωτου της γεωµετϱίας (όταν A = X = PD) στο µοντέλο του ∆ίσκου. Μια άλλη
εφαρµογή είναι η µελέτη των σχηµάτων: τα σχήµατα στην Γ.Κ. είναι ουσιαστικά τα υποσύνολα του X. ΄Εχουµε δει
ακόµη µια αναλλοίωτη ιδιότητα της γεωµετϱίας: εάν V είναι η ιδιότητα ‘το σύνολο A είναι κύκλος ή ευθεία’ και H
είναι το σύνολο των µετασχηµατισµών Möbius, η V µένει αναλλοίωτη ως πϱος την H.
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Οϱισµός: Σχήµατα στην Γ.Κ.:
΄Εστω (H,X) µια γεωµετϱία κατά Klein. Κάϑε A ⊆ X ϑα ονοµάϹεται σχήµα στην Γ.Κ. (H,X).

Μια από τις πιο ενδιαφέρουσες περιπτώσεις Γ.Κ. είναι εκείνες που αναϕέϱονται σε ένα σύνολο X στο οποίο µποϱεί
να προσδοθεί δοµή µετϱικού χώϱου (X, %).

Οϱισµός: Μετϱικές και µετϱικοί χώϱοι:
I. ΄Εστω X 6= ∅. Μια συνάϱτηση % : X2 → R+ ϑα λέγεται µετϱική εάν ικανοποιεί τις ακόλουϑες τϱεις συνϑήκες:

• Εάν για κάποια x, y ∈ X αληϑεύει %(x, y) = 0, τότε x = y. Ισχύει και το αντίστϱοϕο.

• Είναι συµµετϱική, δηλαδή ∀x, y ∈ X, %(x, y) = %(y, x).

• Ισχύει η τϱιγωνική ανισότητα: ∀x, y, z ∈ X, %(x, z) 6 %(x, y) + %(y, z).

II. Εάν X 6= ∅ και η συνάϱτηση % είναι µετϱική στο X, τότε το διατεταγµένο Ϲεύγος (X, %) καλείται µετϱικός
χώϱος.

΄Οταν λοιπόν ϑέλουµε να µελετήσουµε µέσω Γ.Κ. έναν µετϱικό χώϱο (X, %), είναι εύλογο να µας ενδι-
αφέρουν κυϱίως απεικονίσεις που διατηϱούν τη µετϱική, δηλαδή οι ισοµετϱίες.

Οϱισµός: Ισοµετϱίες:
΄Εστω (X, %) ένας µετϱικός χώϱος. Μια απεικόνιση σ : X → X ϑα καλείται ισοµετϱία αν:

∀x, y ∈ X, %(x, y) = %
(
σ(x), σ(y)

)
Το σύνολο των ισοµετϱιών του (X, %) ϑα το συµϐολίϹουµε µε I%(X), η απλούστεϱα (αν η µετϱική εννοείται) I(X).
Γενικότεϱα, εάν (X, %), (Y, d) είναι δύο µετϱικοί χώϱοι, µια σ : X → Y ϑα καλείται ισοµετϱία αν:

∀x, y ∈ X, %(x, y) = d
(
σ(x), σ(y)

)
Το αντίστοιχο σύνολο ισοµετϱιών ϑα το συµϐολίϹουµε µε I%,d(X,Y )

Πϱόταση (5.1): ΄Εστω (X, %) ένας µετϱικός χώϱος. Τότε αληθεύουν τα ακόλουϑα:

i. Μία σ ∈ I%(X) είναι πάντοτε 1− 1, αλλά όχι πάντοτε επί.

ii. Η δοµή (̂I%(X), ◦), όπου Î%(X) := I%(X) ∩Aut(X), αποτελεί υποοµάδα της (Aut(X), ◦).

Αντίστοιχη απόδειξη µποϱεί να δοθεί για τον γενικότεϱο τύπο ισοµετϱιών.

Απόδειξη: ΄Οσον αϕοϱά το i., εάν υποθέσουµε ότι για κάποια x, y ∈ X αληθεύει η ισότητα των εικόνων
σ(x) = σ(y), τότε επίσης ϑα αληθεύει λόγω ισοµετϱίας ότι:

%(x, y) = %
(
σ(x), σ(y)

)
= 0

όπου στην τελευταία ισότητα γίνεται χϱήση της πϱώτης ιδιότητας της ισοµετϱίας. Ξανά από την πϱώτη ιδιότητα
της ισoµετϱίας έπεται ότι x = y, οπότε η σ είναι 1− 1. ΄Ενα παϱάδειγµα µιας µη επεικονικής ισοµετϱίας είναι το
ακόλουϑο: ϑεωϱήστε τον µετϱικό χώϱο (N, | · − · |) και την συνάϱτηση σ : N → N η οποία οϱίϹεται από τον τύπο
σ(x) = x+ 1. H σ είναι ισοµετϱία αϕού:

∀x, y ∈ N, |x− y| = |(x+ 1)− (y + 1)|

Επιπλέον, 1 6∈ σ(N) = N>2.

΄Οσον αϕοϱά το ii., δείχνουµε διαδοχικά ότι:

• Το σύνολο Î%(X) είναι κλειστό ως πϱος την πϱάξη ◦: Πϱάγµατι, εάν σ, τ είναι ισοµετϱίες:

∀x, y ∈ X, %(x, y) = %
(
σ(x), σ(y)

)
= %
(
τ ◦ σ(x), τ ◦ σ(y)

)
∆ηλαδή %(x, y) = %

(
τ ◦ σ(x), τ ◦ σ(y)

)
.
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• Η ιδιότητα της πϱοσεταιϱιστικότητας της σύνϑεσης είναι γνωστή.

• Η ταυτοτική συνάϱτηση id αποτελεί το στοιχείο 1Î%(X).

• Εάν σ ∈ Î%(X), τότε και σ−1 ∈ Î%(X): Πϱάγµατι, αληϑεύει ότι:

∀x, y ∈ X, %(x, y) = %
(
σ ◦ σ−1(x), σ ◦ σ−1(y)

)
= %
(
σ−1(x), σ−1(y)

)
όπου η τελευταία ισότητα δικαιολογείται από το ότι η σ είναι ισοµετϱία. Παϱατηϱήστε ακόµη ότι το επί είναι
αναγκαίο, για να οϱίϹεται η σ−1 σε κάϑε σηµείο του X.

�
Από την Πϱόταση (5.1), ii συµπεϱαίνουµε ότι µια Γ.Κ. (̂I%(X), X) που µελετά τις ισοµετϱικά αναλλοίωτες ιδιότητες
των υποσυνόλων του X έχει νόηµα. Η Γ.Κ. (̂I%(X), X) σε µετϱικό χώϱο (X, %) δεν είναι άλλη ουσιαστικά από τη
ϑεωϱία του (X, %).
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5.2 Παϱαδείγµατα γεωµετϱιών κατά Klein

Μεϱικά παϱαδείγµατα Γ.Κ. ίσως σας είναι γνωστά, ενδεχοµένως µε διαϕοϱετική οϱολογία. Ας παϱαϑέσουµε µεϱικά
εξ αυτών για να γίνει σαϕές το πόσο ευϱύ είναι το πλαίσιο µιας Γ.Κ.

5.2.1 Η Ευκλείδεια Γεωµετϱία

Μεταξύ της (επίπεδης) Ε.Γ. και του µετϱικού χώϱου (R2, %E), όπου %E
(
(x1, x2), (y1, y2)

)
=√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2, υπάρχει µια αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία η οποία καθιστά αυτόν τον µετϱικό
χώϱο µοντέλο για την Ε.Γ. ∆ηλαδή, όλα τα αξιώµατα της Ε.Γ. µεταφράζονται (µε κάποιον τϱόπο) σε ισχύουσες
προτάσεις στον µετϱικό χώϱο. Συγκεκριµένα, ορίζουµε:

• Ως σηµεία τα στοιχεία του R2.

• Ως ευϑείες τα σύµπλοκα του R2, δηλαδή τους µετατοπισµένους γϱαµµικούς υπόχωϱους διάστασης 1 (τα
σύνολα της µοϱϕής a+ span v).

• Ως σχέση πϱόσπτωσης, τη συνήϑη σχέση του ‘ανήκειν’.

• Ως σχέση του ‘µεταξύ’, την σχέση x − y − z, η οποία αληϑεύει όταν το y είναι κυϱτός συνδυασµός των x, z.
∆ηλαδή αληϑεύει αν και µόνο αν υπάϱχει k ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε y = kx+ (1− k)z.

• Ως σχέση συµϕωνίας µεταξύ ε.τ., την σχέση που τα ταυτίϹει αν υπάϱχει ισοµετϱία από το ένα στο άλλο.

• Ως σχέση συµϕωνίας µεταξύ γων., την σχέση που τα ταυτίϹει αν υπάϱχει ισοµετϱία από το ένα στο άλλο.

• Ως σχέση συµϕωνίας µεταξύ τϱιγ., την σχέση που τα ταυτίϹει αν υπάϱχει ισοµετϱία από το ένα στο άλλο.

και παϱατηϱούµε ότι τα αξιώµατα της Ε.Γ. µεταϕέϱονται σε αντίστοιχες ισχύουσες προτάσεις στον µετϱικό χώϱο
(R2, %E).

Τα αξιώµατα των οµάδων A., B., Γ. ισχύουν τετριµµένα.

΄Οσον αϕοϱά τα αξιώµατα της οµάδας ∆.:

• Το αξίωµα Αϱχιµήδη - Ευδόξου για τα ε.τ. ουσιαστικά αντιστοιχεί στο αξίωµα Αϱχιµήδη - Ευδόξου για τους
πϱαγµατικούς αϱιϑµούς.

• Το αξίωµα των τοµών του Dedekind αντιστοιχεί στην αϱχή της πληϱότητας των πϱαγµατικών αϱιϑµών.

΄Οσον αϕοϱά τo αξίώµα της οµάδας Ε.:

• Η σχέση παραλληλίας της γεωµετϱίας αντιστοιχεί στην παραλληλία των µετατοπισµένων υποχώρων. ∆ε-
δοµένων δύο σηµείων b, w και ενός µετατοπισµένου υπόχωρου a + span v, ο µετατοπισµένος υπόχωρος
b+ span w είναι παϱάλληλος στον a+ span v αν οι δύο µετατοπισµένοι υπόχωροι δεν έχουν κοινά σηµεία ή
ταυτίζονται. ∆ηλαδή αν τα διανύσµατα w, v είναι παϱάλληλα.

Με τη σειϱά της η ϑεωϱία του µετϱικού χώϱου (R2, %E) είναι ουσιαστικά η Γ.Κ. (̂I%E (R2),R2), οπότε ολόκληϱη η
Ε.Γ. µποϱεί να µελετηϑεί ως γεωµετϱία ισοµετϱικών µετασχηµατισµών. Πεϱισσότεϱες λεπτοµέϱειες για το εν λόγω
ϑέµα ϑα αναϕέϱουµε παϱακάτω.

5.2.2 Τοπολογικοί χώϱοι

Οϱισµός: Τοπολογία και τοπολογικοί χώϱοι:
΄Εστω X ένα σύνολο. Μια οικογένεια T υποσυνόλων του X λέγεται τοπολογία στο X αν:

• ∅, X ∈ T.

• Κάϑε πεπεϱασµένη τοµή στοιχείων της T ανήκει σ’ αυτήν. ∆ηλαδή, εάν n ∈ N και G1, G2, · · · , Gn ∈ T,
τότε:

n⋂
i=1

Gi ∈ T

• Κάϑε ένωση (αυϑαίϱετα µεγάλη η µικϱή) στοιχείων της T ανήκει σ’ αυτήν. ∆ηλαδή, εάν I είναι σύνολο
δεικτών και {Gi}i∈I ⊆ T, τότε: ⋃

i∈I
Gi ∈ T



5.2 Παϱαδείγµατα γεωµετϱιών κατά Klein 91

II. Εάν X είναι ένα σύνολο και T µια τοπολογία στον X, το Ϲεύγος (X,T) καλείται τοπολογικός χώϱος και τα
στοιχεία του T ανοικτά σύνολα.

΄Εστω (X,T) ένας τοπολογικός χώϱος και HT(X) (ή για συντοµία H(X)) το σύνολο των οµοιοµορφισµών
του X. ∆ηλαδή:

HT(X) := {f : X → X | f αµϕιµονοσήµαντη και αµϕισυνεχής}

Η οµάδα (HT(X), ◦) είναι υποοµάδα της (Aut(X), ◦), οπότε ορίζεται η Γ.Κ. (HT(X), X), η µελέτη της οποίας
αντιστοιχεί στη µελέτη του τοπολογικού χώϱου (X,T).

Εάν υποθέσουµε ότι στον τοπολογικό αυτόν χώϱο υπάρχει µια µετϱική % τέτοια ώστε τα ανοικτά σύνολα
που αυτή οϱίϹει να είναι ακϱιϐώς τα στοιχεία της τοπολογίας (δηλαδή υπάρχει µετϱική η οποία επάγει την
τοπολογία), µποϱεί επιπλέον να οριστεί η Γ.Κ. (̂I%(X), X) του τοπολογικού µετϱικού χώϱου (X, %). Επειδή
Î%(X) ⊆ HT(X), λέµε ότι η (̂I%(X), X) είναι υπογεωµετρία Klein της (HT(X), X).

Οι ιδιότητες που µένουν αναλλοίωτες από κάϑε στοιχείο της HT(X) λέγονται τοπολογικές ιδιότητες, και αν-
τίστοιχα οι ιδιότητες που µένουν αναλλοίωτες από κάϑε στοιχείο της Î%(X) λέγονται µετϱικές ιδιότητες. ΄Ενα
παϱάδειγµα µιας τοπολογικής ιδιότητας είναι το ακόλουϑο: ‘το A ⊆ X είναι συµπαγές σύνολο’ - πράγµατι, η
εικόνα ενός συµπαγούς συνόλου µέσω µιας συνεχούς απεικόνισης είναι συµπαγές σύνολο. Αντίθετα, η ιδιότητα:
‘Η (xn)n είναι ϐασική ακολουθία στον X ’ δεν είναι τοπολογική ιδιότητα - για παϱάδειγµα στο R∗ η (1/n)n
είναι ϐασική ακολουθία, η η(x) = 1/x είναι οµοιοµορφισµός η ∈ H(R∗), αλλά η ακολουθία

(
η(1/n)

)
n

= (n)n
προφανώς δεν είναι ϐασική. Παϱατηϱήστε ότι η προηγούµενη ιδιότητα είναι µετϱική ιδιότητα - µια ακολουθία
(xn)n παϱαµένει %−ϐασική µέσω %−ισοµετϱιών.





ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6

Χώϱοι µε εσωτεϱικό γινόµενο και ισοµετϱίες

6.1 Γενικά

Ας ξεκινήσουµε µε µεϱικές ϐασικές υπενθυµίσεις.

Οϱισµός: Νόϱµες και χώϱοι µε νόϱµα:
Ι. ΄Εστω (X,+, ·) ένας R−διανυσµατικός χώϱος και || · || : X → R+ µια συνάϱτηση. Η || · || ϑα καλείται νόϱµα
αν ικανοποιεί τις ακόλουϑες συνϑήκες:

• Για κάϑε x ∈ X, εάν ||x|| = 0 τότε x = 0.

• Για κάϑε x ∈ X και για κάϑε λ ∈ R αληϑεύει ||λx|| = |λ| · ||x||.

• Για κάϑε x, y ∈ X αληϑεύει η τϱιγωνική ανισότητα: ||x+ y|| 6 ||x||+ ||y||.

II. ΄Εστω X ένα σύνολο στο οποίο µποϱεί να πϱοσδοϑεί δοµή R−διανυσµατικού χώϱου, και || · || µια συνάϱτηση
η οποία αποτελεί νόϱµα στον (X,+, ·). Το διατεταγµένο Ϲεύγος (X, || · ||) ϑα το ονοµάϹουµε χώϱο µε νόϱµα.

Παϱατήϱηση (6.1): Η έννοια ενός χώϱου µε νόϱµα είναι ισχυϱότεϱη αυτής του µετϱικού χώϱου. Συγ-
κεκριµένα, ένας χώϱος µε νόϱµα µποϱεί να γίνει µετϱικός χώϱος, µέσω της λεγόµενης επαγόµενης µετϱικής. Εάν
(X, ||·||) είναι χώϱος µε νόϱµα και % είναι η συνάϱτηση %(x, y) = ||x−y||, ο χώϱος (X, %) καθίσταται µετϱικός χώϱος.

Απόδειξη: Πράγµατι, αϱκεί να ελέγξουµε ότι η % είναι µετϱική. Ελέγχουµε διαδοχικά τις απαιτήσεις του
ορισµού της µετϱικής:

• Εάν για κάποια x, y ∈ X αληϑεύει ||x − y|| = 0, εξ οϱισµού της νόϱµας x = y. Εάν πάλι x = y, τότε
||x− y|| = ||0|| = 0 · ||x|| = 0.

• Για κάϑε x, y ∈ X, ισχύει η συµµετϱία: ||x− y|| = | − 1| · ||(x− y)|| = || − (x− y)|| = ||y − x||.

• Για κάϑε x, y, z ∈ X, ισχύει η τϱιγωνική ανισότητα: ||x− z|| = ||x− y + y − z|| 6 ||x− y||+ ||y − z||, όπου
η τελευταία ανισότητα είναι η τϱιγωνική ανισότητα της νόϱµας || · ||.

�

Οϱισµός: Εσωτεϱικά γινόµενα και χώϱοι µε εσωτεϱικά γινόµενα:
Ι. ΄Εστω (X,+, ·) ένας R−διανυσµατικός χώϱος και 〈·, ·〉 : X2 → R µια συνάϱτηση. Η 〈·, ·〉 ϑα καλείται
(πϱαγµατικό) εσωτεϱικό γινόµενο αν ικανοποιεί τις ακόλουϑες συνϑήκες:

• Η 〈·, ·〉 είναι συµµετϱική και διγϱαµµική συνάϱτηση - δηλαδή για κάϑε x, y, z ∈ X και λ ∈ R:

〈x, y〉 = 〈y, x〉 και 〈x+ λy, z〉 = 〈x, z〉+ λ〈y, z〉

• Για κάϑε x ∈ X, 〈x, x〉 > 0.

• Για κάϑε x ∈ X, 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0.

II. ΄Εστω X ένα σύνολο στο οποίο µποϱεί να προσδοθεί δοµή R−διανυσµατικού χώϱου, και 〈·, ·〉 µια συνάϱτηση
η οποία αποτελεί (πραγµατικό) εσωτεϱικό γινόµενο στον (X,+, ·). Το διατεταγµένο Ϲεύγος (X, 〈·, ·〉) ϑα το ονοµά-
Ϲουµε χώϱο µε εσωτεϱικό γινόµενο.
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Οϱισµός: Τετϱαγωνικές µοϱϕές:
΄Εστω (X, 〈·, ·〉) ένας χώϱος µε εσωτεϱικό γινόµενο. ΟϱίϹουµε ως τετϱαγωνική µοϱϕή του εσωτεϱικού γινοµένου
〈·, ·〉 τη συνάϱτηση T : X → R+ µε τύπο:

T (x) = 〈x, x〉

Παϱατήϱηση (6.2): Η έννοια της τετραγωνικής µορφής ϕαίνεται κάπως ειδικότερη σε σχέση µε αυτή του
εσωτεϱικού γινοµένου. Στην πραγµατικότητα όµως, αν κανείς γνωρίζει ένα εσωτεϱικό γινόµενο µποϱεί να
κατασκευάσει µια τετραγωνική µοϱϕή, και αντίστροφα, µέσω µιας τετραγωνικής µορφής µποϱεί να κατασκευαστεί
το εσωτεϱικό γινόµενο από το οποίο αυτή πϱοήλϑε.

Απόδειξη: Εξ ορισµού ένα εσωτεϱικό γινόµενο κατασκευάϹει µια τετραγωνική µοϱϕή. Αν τώϱα διαθέτουµε
µια τετραγωνική µοϱϕή T η οποία έχει προέλθει από κάποιο εσωτεϱικό γινόµενο 〈·, ·〉, ορίζουµε τη συνάϱτηση:

E(x, y) =
1

2
·
(
T (x+ y)− T (x)− T (y)

)
και ισχυϱιϹόµαστε ότι αυτή είναι εσωτεϱικό γινόµενο. Πϱάγµατι:

E(x, y) =
1

2
·
(
〈x+ y, x+ y〉 − 〈x, x〉 − 〈y, y〉

)
και από την πϱώτη ιδιότητα του εσωτεϱικού γινοµένου:

E(x, y) =
1

2
·
(
〈x, x〉+ 2〈x, y〉+ 〈y, y〉 − 〈x, x〉 − 〈y, y〉

)
= 〈x, y〉

Εποµένως η E είναι εσωτεϱικό γινόµενο και µάλιστα το 〈·, ·〉.
�

΄Οπως η έννοια ενός χώϱου µε νόϱµα είναι ισχυϱότεϱη αυτής του µετϱικού χώϱου, έτσι και η έννοια του χώϱου µε
εσωτεϱικό γινόµενο είναι ισχυϱότεϱη αυτής του χώϱου µε νόϱµα. Αυτό το δείχνουµε µέσω της επόµενης πρότασης.

Πϱόταση (6.1): ΄Εστω (X, 〈·, ·〉) ένας χώϱος µε εσωτεϱικό γινόµενο και T η αντίστοιχη τετραγωνική µοϱϕή
του εσωτεϱικού γινοµένου. Η συνάϱτηση N : X → R+ µε τύπο N(x) =

√
T (x) είναι νόϱµα - εποµένως κάϑε

χώϱος µε εσωτεϱικό γινόµενο (X, 〈·, ·〉) µποϱεί να ειδωθεί ως χώϱος µε νόϱµα (X,N).

Απόδειξη: Ελέγχουµε διαδοχικά τις απαιτήσεις του ορισµού της νόρµας και δείχνουµε το Ϲητούµενο. Ει-
δικά για την τϱίτη ιδιότητα της νόρµας, ϑα χϱειαστεί να αποδείξουµε τη λεγόµενη ανισότητα Cauchy - Schwarz
για τα εσωτεϱικά γινόµενα.

Λήµµα (6.1): (Ανισότητα Cauchy - Schwarz για τα εσωτεϱικά γινόµενα) ΄Εστω 〈·, ·〉 : X2 → R+ ένα πραγ-
µατικό εσωτεϱικό γινόµενο. Για κάϑε x, y ∈ X αληθεύει η ανισοτική σχέση:

〈x, y〉 6
»
〈x, x〉 · 〈y, y〉

Απόδειξη του λήµµατος: ΄Εστω 〈·, ·〉 ένα εσωτεϱικό γινόµενο και s, t ∈ X. Λόγω της συµµετϱίας και διγϱαµµικότητας
του εσωτεϱικού γινοµένου:

〈s− t, s− t〉 > 0⇒ 〈s, s〉 − 2〈s, t〉+ 〈t, t〉 > 0⇒ 2〈s, t〉 6 〈s, s〉+ 〈t, t〉

Αϕού η εν λόγω σχέση ισχύει για κάϑε s, t ∈ X, ϑα αληϑεύει και για τα:

s =
x√
〈x, x〉

και t =
y√
〈y, y〉

όταν ϕυσικά x, y 6= 0. Κατ’ επέκταση:

2

Æ
x√
〈x, x〉

,
y√
〈y, y〉

∏
6

Æ
x√
〈x, x〉

,
x√
〈x, x〉

∏
+

Æ
x√
〈x, x〉

,
x√
〈x, x〉

∏
= 2

όπου η τελευταία ισότητα δικαιολογείται από τη γϱαµµικότητα του εσωτεϱικού γινοµένου. Χϱησιµοποιώντας και
πάλι τη γϱαµµικότητα του εσωτεϱικού γινοµένου στο αϱιστεϱό µέλος της ανισότητας, έπεται το Ϲητούµενο στην
πεϱίπτωση x, y 6= 0.

〈x, y〉√
〈x, x〉 ·

√
〈y, y〉

6 1⇒ 〈x, y〉 6
»
〈x, x〉 · 〈y, y〉
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Εάν το x ή το y είναι µηδέν, τότε η ανισότητα και πάλι ισχύει, µάλιστα ως ισότητα. Αν χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας
υποϑέσουµε x = 0, τότε:

〈x, y〉 = 〈0, y〉 = 〈y − y, y〉 = 0 6 0 =
»
〈0, 0〉 · 〈y, y〉 =

»
〈x, x〉 · 〈y, y〉

Αυτά αποδεικνύουν το λήµµα.
4

∆εδοµένου λοιπόν του Λήµµατος (6.1), έχουµε τα εξής:

• Εάν N(x) =
√
T (x) = 0, τότε T (x) = 0. ∆ηλαδή 〈x, x〉 = 0 ⇒ x = 0. Προφανώς οι ισχυρισµοί αντιστρέ-

ϕονται.

• ΄Εστω x ∈ X και λ ∈ R. Αληϑεύει ότι:

N(λx) =
»
T (λx) =

»
〈λx, λx〉 = |λ| ·

»
〈x, x〉 = |λ| ·

»
T (x) = |λ| ·N(x)

• ΄Εστω x, y, z ∈ X. Ισχύει ότι:

N(x+ y) =
»
T (x+ y) =

»
〈x+ y, x+ y〉 =

»
〈x, x〉+ 2〈x, y〉+ 〈y, y〉

Χϱησιµοποιώντας στο δεξί µέλος το Λήµµα (6.1) παίϱνουµε το Ϲητούµενο.

N(x+ y) =
»
〈x, x〉+ 2〈x, y〉+ 〈y, y〉 6

√
〈x, x〉+ 〈y, y〉+ 2

»
〈x, x〉 · 〈y, y〉 =

»
〈x, x〉+

»
〈x, x〉

∆ηλαδή N(x+ y) 6 N(x) +N(y).

�
Κύϱιο χαρακτηριστικό των χώϱων µε εσωτεϱικό γινόµενο είναι ϕυσικά το εσωτεϱικό γινόµενο, όπως η µετϱική είναι
για τους µετϱικούς χώϱους. Είναι λοιπόν εύλογο, αν ϑέλουµε να µελετήσουµε χώϱους µε εσωτεϱικά γινόµενα
µέσω Γ.Κ., να ασχολούµαστε µε απεικονίσεις που διατηϱούν το εκάστοτε εσωτεϱικό γινόµενο.

Οϱισµός: Οϱϑογώνιες απεικονίσεις:
΄Εστω (X, 〈·, ·〉) ένας χώϱος µε εσωτεϱικό γινόµενο. Κάϑε συνάϱτηση τ : X2 → X2 η οποία ικανοποιεί τη
συνϑήκη:

∀x, y ∈ X, 〈x, y〉 =
〈
τ(x), τ(y)

〉
ονοµάϹεται οϱϑογώνια συνάϱτηση. Το σύνολο των οϱϑογώνιων απεικονίσεων του (X, 〈·, ·〉) ϑα το συµϐολίϹουµε
µε O〈·,·〉(X), ή απλούστεϱα (αν το εσωτεϱικό γινόµενο εννοείται) O(X). Γενικότεϱα, εάν (X, E), (Y,G) είναι δύο
χώϱοι µε εσωτεϱικό γινόµενο, µια τ : X2 → Y 2 ϑα καλείται οϱϑογώνια αν:

∀x, y ∈ X, E(x, y) = G
(
τ(x), τ(y)

)

Ας συµβολίσουµε µε GL(X) το σύνολο των αυτοµορφισµών του X οι οποίοι είναι γραµµικές απεικονίσεις,
δηλαδή:

GL(X) := {f : X �→ X | f γϱαµµική}
Η οµάδα (GL(X), ◦) είναι υποοµάδα της (Aut(X), ◦), εποµένως ορίζεται η Γ.Κ. (GL(X), X).

Oι Γ.Κ. που ϑα µας απασχολήσουν ιδιαιτέρως είναι αυτές της µορφής (̂I(X), X). Υποθέτουµε ότι στον
χώϱο X µποϱούµε να προσδώσουµε την ισχυϱότεϱη δοµή που διαθέτουµε αυτήν την στιγµή, τη δοµή ενός χώϱου
µε εσωτεϱικό γινόµενο 〈·, ·〉. Θα δείξουµε εν συνεχεία κάποια σηµαντικά αποτελέσµατα που συσχετίζουν τις
γεωµετϱίες των Î(X), O(X) και GL(X). Πϱώτα όµως, αποδεικνύουµε µεϱικά λήµµατα.

Λήµµα (6.2): Κάϑε τ ∈ O(X) είναι γραµµική.

Απόδειξη: Για κάϑε x, y ∈ X και για κάϑε λ ∈ R, ϑέλουµε να δείξουµε ότι τ(x + λy) = τ(x) + λτ(y).
Ισοδύναµα, λόγω της τϱίτης ιδιότητας του εσωτεϱικού γινοµένου, αϱκεί να δειχθεί ότι:

T
(
τ(x+ λy)− τ(x)− λτ(y)

)
= 0

όπου T είναι η τετϱαγωνική µοϱϕή του εσωτεϱικού γινοµένου 〈·, ·〉. Πϱάγµατι, µε πολλές πϱάξεις στην ισοδύναµη
σχέση µποϱούµε να καταλήξουµε στο Ϲητούµενο. Ενδεικτικά γϱάϕουµε το αϱιστεϱό µέλος:

〈τ(x+ λy), τ(x+ λy)〉+ 〈τ(x), τ(x)〉+ λ2〈τ(y), τ(y)〉 − 2〈τ(x+ λy), τ(x)〉 − 2λ2〈τ(x+ λy), τ(y)〉+ 2〈τ(x), τ(y)〉
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κι επειδή η τ είναι οϱϑογώνια, η παϱαπάνω ποσότητα µποϱεί να γϱαϕεί ως εξής:

〈x+λy, x+λy〉+ 〈x, x〉+λ2〈y, y〉−2〈x+λy, x〉−2λ2〈x+λy, y〉+2〈x, y〉 = 〈x+λy−x−λy, x+λy−x−λy〉 = 0

�
Λήµµα (6.3): Οι γϱαµµικές ισοµετϱίες είναι ακϱιϐώς οι γϱαµµικές σ για τις οποίες σ(0) = 0, σε χώϱους µε
εσωτεϱικό γινόµενο (X, 〈·, ·〉). ∆ηλαδή:

σ ∈ I(X) ∩GL(X)⇔ σ ∈ I(X) και σ(0) = 0

Απόδειξη: Το ευϑύ ισχύει. Για το αντίστϱοϕο, παϱατηϱούµε ότι:

σ ∈ I(X)⇔ ||x− y|| = ||σ(x)− σ(y)|| ⇔ T (x− y) = T
(
σ(x)− σ(y)

)
, ∀x, y ∈ X

Μάλιστα, εφαρµόζοντας την παραπάνω σχέση για y = 0, έπεται ότι ||x|| = ||σ(x)|| ⇒ T (x) = T
(
σ(x)

)
.

΄Εχουµε λοιπόν ότι:

〈x−y, x−y〉 = 〈σ(x)−σ(y), σ(x)−σ(y)〉 ⇔ 〈x, x〉−2〈x, y〉+ 〈y, y〉 = 〈σ(x), σ(x)〉−2〈σ(x), σ(y)〉+ 〈σ(y), σ(y)〉

Επειδή τώϱα 〈x, x〉 = T (x) = T
(
σ(x)

)
= 〈σ(x), σ(x)〉, τελικά παίϱνουµε ότι:

〈x, y〉 = 〈σ(x), σ(y)〉

δηλαδή σ ∈ O(X). Από το Λήµµα (6.2) έχουµε το Ϲητούµενο.
�

Λήµµα (6.4): (Θεώϱηµα ιεραρχίας δοµών) Αληθεύει η ισότητα I(X) ∩ GL(X) = O(X). Κατ’ επέκταση, κάϑε
ορθογώνια είναι αµφιµονοσήµαντη, οπότε η (O(X), X) είναι Γ.Κ. Μάλιστα υπογεωµετρία Klein της (̂I(X), X).

Απόδειξη: Από την απόδειξη του Λήµµατος (6.3), κάϑε ισοµετϱία µε σ(0) = 0 είναι ορθογώνια. ∆ηλαδή:

σ ∈ I(X) και σ(0) = 0⇒ σ ∈ O(X)

οπότε ισχύει ο εγκλεισµός I(X) ∩GL(X) ⊆ O(X). Αν δείξουµε ότι κάϑε ορθογώνια συνάϱτηση σ είναι ισοµετϱία
µε σ(0) = 0, χρησιµοποιώντας επίσης το Λήµµα (6.3) ϑα έχουµε δείξει το Ϲητούµενο, αϕού επιπλέον ϑα αληθεύει
I(X) ∩GL(X) ⊇ O(X).

΄Εστω σ ∈ O(X). Επειδή 〈x − y, x − y〉 = 〈σ(x − y), σ(x − y)〉, ϑα έχουµε την ισότητα των νορµών
||x − y|| = ||σ(x − y)||. Από το Λήµµα (6.2) έχουµε ισότητα και σε µετϱικές, αϕού η σ(x − y) µποϱεί να γϱαϕεί
σ(x) − σ(y). Μένει να δείξουµε ότι σ(0) = 0 - ϑέτουµε στην ισότητα των νορµών x = y και έχουµε ||σ(0)|| = 0,
δηλαδή σ(0) = 0. Αυτά αποδεικνύουν το λήµµα.

�

Θεώϱηµα: Μοϱϕή των ισοµετϱιών:
΄Εστω (X, 〈·, ·〉) ένας χώϱος µε εσωτεϱικό γινόµενο και σ ∈ I(X) µια ισοµετϱία. Η σ µποϱεί να γϱαϕεί µε µοναδικό
τϱόπο στη µοϱϕή:

σ = µ ◦ τ

όπου τ ∈ O(X) και µ είναι µια µεταϕοϱά (δηλαδή µ(x) = x+ a, για κάποιο a).

Απόδειξη: Καταρχάς είναι ϕανερό ότι κάϑε µεταϕοϱά είναι ισοµετϱία. Οπότε η συνάϱτηση τ(x) = σ(x) − σ(0)
είναι ισοµετϱία, και µάλιστα τ(0) = 0. Από το Λήµµα (6.3) η τ είναι γραµµική ισοµετϱία, και από το Λήµµα
(6.4) είναι ορθογώνια. Θεωρούµε τώϱα τη µεταϕοϱά µ(x) = x + σ(0). Είναι σαϕές ότι σ = µ ◦ τ , οπότε έχουµε
αποδείξει την αναγραφή των ισοµετϱιών ως σύνθεση ορθογώνιων απεικονίσεων µε µεταϕοϱές.

Εν συνεχεία ϑα δείξουµε ότι η παραπάνω γϱαϕή είναι µοναδική. Εάν υποθέσουµε ότι η σ έχει δύο ανα-
γραφές σ = µ ◦ τ = µ∗ ◦ τ∗, τότε:
• Επειδή τ, τ∗ ∈ O(X), είναι γϱαµµικές - εποµένως τ(0) = τ∗(0) = 0. Εάν λοιπόν µ(x) = x+a, µ∗(x) = x+b:

σ(0) = τ(0) + a = τ∗(0) + b⇒ a = b

Οπότε µ = µ∗.

• Εάν γϱάψουµε σ(x) = τ(x) + a = τ∗(x) + a, έχουµε άµεσα ότι τ = τ∗.

�
΄Ετσι λοιπόν, κάϑε οµάδα ισοµετϱιών I(X) κατά µία έννοια παράγεται από µεταϕοϱές και από ένα σύνολο
γεννητόϱων της αντίστοιχης ορθογώνιας οµάδας O(X). Για την αναϹήτηση λοιπόν ενός συνόλου γεννητόϱων της
I(X), αϱκεί να περιοριστούµε στην αναϹήτηση γεννητόϱων της O(X). Στην συνέχεια ϑα δούµε πώς τα παραπάνω
εφαρµόζονται, για παϱάδειγµα στην επίπεδη Ε.Γ.
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6.2 Η Ευκλείδεια γεωµετϱία ως γεωµετϱία κατά Klein

Σ το υποκεφάλαιο 5.2 είδαµε πώς η επίπεδη Ε.Γ. µποϱεί να µελετηθεί µέσω της Γ.Κ. (̂I%E (R2),R2), όπου
%E είναι η συνήϑης ευκλείδεια µετϱική. Επειδή η %E µποϱεί να πϱοκύψει ως µετϱική επαγόµενη από το

σύνηθες εσωτεϱικό γινόµενο 〈(x1, x2), (y1, y2)〉 = x1y1 + x2y2, µας επιτϱέπεται η µελέτη των ισοµετϱιών στο I(R2)
µέσω ορθογώνιων απεικονίσεων και µεταϕοϱών.

Θα µελετήσουµε λοιπόν την ορθογώνια οµάδα O(R2). ΄Εστω τ ∈ O(R2) µια ορθογώνια απεικόνιση. Βάσει
του Λήµµατος (6.4) η τ είναι γραµµικός ισοµορφισµός, οπότε ορίζεται από έναν πίνακα:

Mτ =

Å
a1 a2

a3 a4

ã
, µε detMσ = a1a4 − a2a3 6= 0

Η σ λοιπόν γϱάϕεται:

[τ(x, y)]T = Mτ ·
Å
x
y

ã
=

Å
a1x+ a2y
a3x+ a4y

ã
ή τ(x, y) = (x, y) ·MT

τ = (x, y) ·
Å
a1 a3

a2 a4

ã
Το Λήµµα (6.4) εξασϕαλίϹει επιπλέον ότι η τ διατηϱεί τη µετϱική, άϱα και τη νόϱµα (που επάγεται από το εσωτεϱικό
γινόµενο). Αληϑεύει λοιπόν επιπλέον ότι:

||(x, y)||2 = ||τ(x, y)||2 ⇒ x2 + y2 = (a2
1 + a2

3)x+ 2(a1a2 + a3a4)xy + (a2
2 + a2

4)y2 ⇒


a2

1 + a2
3 = 1

a1a2 + a3a4 = 0

a2
2 + a2

4 = 1

το οποίο ϑέτει κάποιες πϱοϋποϑέσεις για τα a1, a2, a3, a4. Μέχϱι τώϱα λοιπόν έχουµε τις ακόλουϑες πϱοϋποϑέσεις:

i. a1a4 − a2a3 6= 0

ii. a2
1 + a2

3 = 1

iii. a1a2 + a3a4 = 0

iv. a2
2 + a2

4 = 1

Υποϑέτουµε αϱχικά ότι a1 = 0: Τότε από τις i. και iii., a2a3 6= 0 και a3a4 = 0, δηλαδή a1 = a4 = 0 και a2, a3 6= 0.
Επιπλέον από τις i. και iv., a2, a3 ∈ {±1}. ΄Ετσι ο πίνακας της σ λαµϐάνει τη µοϱϕή:

Mτ =

Å
0 ±1
±1 0

ã
Υποϑέτουµε ότι a1 6= 0: Τότε από τη σχέση iii. γϱάϕουµε a2 = −a3a4

a1
. Θέτοντας τώϱα λ =

a4

a1
, παϱατηϱούµε ότι

a2 = −λa3 και εξ οϱισµού a4 = λa1. Από τις ii. και iv., a2
1 + a2

3 = 1 = λ2(a2
1 + a2

3), δηλαδή λ = ±1. ΄Ετσι ο
πίνακας της τ λαµϐάνει τη µοϱϕή:

Mτ =

Å
a1 −a3

a3 a1

ã
, εάν λ = 1 ή Mτ =

Å
a1 a3

a3 −a1

ã
, εάν λ = −1

Εν γένει λοιπόν, υπάϱχουν αϱιϑµοί α, β ∈ R τέτοιοι ώστε:

τ(x, y)T =



Ç
α −β
β α

åÇ
x

y

å
ήÇ

α β

β −α

åÇ
x

y

å , µε α2 + β2 = 1

ΓνωϱίϹοντας λοιπόν τη µοϱϕή των ορθογώνιων απεικονίσεων τ ∈ O(R2), ϐάσει του Θεωρήµατος: Μοϱϕή των
ισοµετϱιών µποϱεί να καθοριστεί πλήϱως η µοϱϕή των ισοµετϱιών σ ∈ I(R2). ΄Εχουµε λοιπόν το ακόλουϑο
σηµαντικό ϑεώϱηµα:
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Θεώϱηµα: Μοϱϕή των ισοµετϱιών στον R2:
Κάϑε σ ∈ I(R2) µποϱεί να λάϐει τη µοϱϕή:

σ(x, y)T =



Ç
α −β
β α

åÇ
x

y

å
+

Ç
γ

δ

å
ήÇ

α β

β −α

åÇ
x

y

å
+

Ç
γ

δ

å , µε α2 + β2 = 1, γ, δ ∈ R

Παϱατήϱηση (6.3): Υπενθυµίζουµε από τη γραµµική άλγεβρα ότι η γραµµική απεικόνιση µε πίνακα:Å
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

ã
είναι στϱοϕή κατά θ µε κέντϱο την αϱχή των αξόνων. ΄Εστω σ ∈ I(R2). Αναγϱάϕοντας την σ σε µια µοϱϕή όπως
αυτή του Θεωϱήµατος: Moϱϕή των ισοµετϱιών στον R2, επειδή α2 +β2 = 1, εάν ϐϱούµε κατάλληλη γωνία θ τέτοια
ώστε α = cos θ, β = sin θ, η σ ϑα έχει τον πίνακα των α, β ίσο µε:Å

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

ã
ή
Å

cos θ sin θ
sin θ − cos θ

ã
Ο δεξιός πίνακας γϱάϕεται ισοδύναµα:Å

cos θ sin θ
sin θ − cos θ

ã
=

Å
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

ãÅ
1 0
0 −1

ã
οπότε αντιστοιχεί σε κατοπτρισµό (ως πϱος τον άξονα xx′←→) ακολουθούµενο από στϱοϕή. Εν γένει λοιπόν, µια
ισοµετϱία σ ∈ I(R2) είναι κατοπτρισµός και στϱοϕή ακολουθούµενα από µεταϕοϱά, ή στϱοϕή ακολουθούµενη
από µεταϕοϱά.

Ειδικότεϱα, µια ορθογώνια απεικόνιση είναι κατοπτρισµός και στϱοϕή ή στϱοϕή.

Οϱισµός: Κατοπτϱισµοί στον R2:
΄Ενας κατοπτϱισµός (ή ανάκλαση) στο επίπεδο ως πϱος την ευϑεία ` είναι µια συνάϱτηση που απεικονίϹει ταυτoτικά
τα στοιχεία της ` και κάϑε άλλο σηµείο του επιπέδου το απεικονίϹει στο συµµετϱικό του ως πϱος την `.

Πϱόταση (6.2): ΄Οπως αναϕέϱαµε στην Παϱατήϱηση (6.3), ένα σύνολο γεννητόϱων της ορθογώνιας οµά-
δας O(R2) είναι η οικογένεια των κατοπτρισµών και των στϱοϕών. Μάλιστα οι κατοπτρισµοί επιλέγονται µόνο ως
πϱος την ευθεία xx′←→.

Θα δείξουµε ότι αν η οικογένεια των κατοπτρισµών ως πϱος την xx′←→ επεκταθεί σε µεγαλύτεϱη οικογένεια
κατοπτρισµών στο επίπεδο, η οικογένεια των στϱοϕών δεν είναι αναγκαία για την κατασκευή της ορθογώνιας
οµάδας. Συγκεκριµένα δείχνουµε το εξής:

Πϱόταση (6.3): Κάϑε στϱοϕή είναι σύνθεση δύο κατοπτρισµών ως πϱος ευθείες που διέρχονται από την
αϱχή των αξόνων.

Απόδειξη: Θα δώσουµε µια καθαρά γεωµετϱική απόδειξη για την εν λόγω πρόταση. Κατ’ αρχάς, ας ϑεω-
ϱήσουµε δύο τυχαίες ευθείες `1, `2 στο επίπεδο (όπως στο σχήµα), οι οποίες διέρχονται από το O και σχηµατίζουν
γωνία µέτϱου θ/2. Επίσης ϑεωρούµε και ένα σηµείο X, το οποίο ϑα περιστρέψουµε κατά θ. Αν X1 είναι ο
κατοπτρισµός του X ως πϱος την `1 και X2 ο κατοπτρισµός του X1 ως πϱος την `2, ισχυριζόµαστε ότι η γωνία÷XOX2 έχει µέτϱο ακϱιϐώς θ. ∆ηλαδή A(÷XOX2) = θ.

Θεωϱούµε κ =
1

2
· A(÷XOX1), λ =

1

2
· A(◊�X1OX2) και διακρίνουµε τις ακόλουθες περιπτώσεις:

Εάν το X1 ϐρίσκεται εντός της ‘αριστερής’ γωνίας των `1, `2, τότε παϱατηϱούµε ότι κ + λ = θ/2 και
2(κ+ λ) = A(÷XOX2). Εποµένως A(÷XOX2) = θ και το Ϲητούµενο σ’ αυτήν την πεϱίπτωση ισχύει.
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∆ιαϕοϱετικά, αν το X1 δεν ϐρίσκεται εντός της ‘αριστερής’ γωνίας των `1, `2, τότε παϱατηϱούµε ότι π−κ−λ = θ/2

και 2π − 2(κ+ λ) = A(÷XOX2). Εποµένως A(÷XOX2) = θ και το Ϲητούµενο ισχύει γενικά.

�

Μέχϱι τώϱα έχουµε δείξει ότι οι κατοπτρισµοί σε ευθείες που διέρχονται από το O αποτελούν οικογένεια που
παϱάγει την ορθογώνια οµάδα O(R2). Με την παϱακάτω πρόταση, σε συνδυασµό µε το Θεώϱηµα: Μοϱϕή των
ισοµετϱιών στο R2, ουσιαστικά δείχνουµε ότι κάϑε ισοµετϱία παράγεται από την οικογένεια των κατοπτρισµών.
Πϱιν όµως την πρόταση, παϱατηϱήστε το εξής:

Παϱατήϱηση (6.4): Εάν ο µετϱικός χώϱος (X, %) είναι πεπερασµένης διάστασης, τότε κάϑε ισοµετϱία
είναι αµφιµονοσήµαντη. Κατ’ επέκταση, σε χώϱους πεπερασµένης διάστασης:

I%(X) = Î%(X)

και ειδικά για την επίπεδη Ε.Γ., I(R2) = Î(R2).

Απόδειξη: Στην Πρόταση (5.1), i. δείξαµε ότι κάϑε ισοµετϱία είναι ενεικονική. Για το επί, ϑεωρούµε
σ ∈ I(R2) και ορίζουµε τ(x) = σ(x) − σ(0). Από τα Λήµµατα (6.3), (6.4), (6.2) (µε αυτήν την σειϱά) η τ είναι
γραµµική απεικόνιση. Μάλιστα, επειδή η σ είναι 1− 1, και η τ είναι 1− 1. Επειδή η τ : X → X είναι 1− 1 και
γραµµική σε χώϱο πεπερασµένης διάστασης, ϑα είναι επί (από το ϑεώϱηµα διάστασης πυϱήνα - εικόνας). Επειδή
η ιδιότητα του επί δεν µεταβάλλεται από µεταϕοϱές, και η σ είναι επί.

�
Πϱόταση (6.4): Κάϑε µεταϕοϱά είναι σύνθεση δύο κατοπτρισµών. Κατ’ επέκταση η οµάδα I(R2) παράγεται από
κατοπτρισµούς.

Απόδειξη:

Θεωϱούµε δύο παράλληλες ευθείες `1, `2 οι οποίες απέχουν απόσταση a/2 (όπως στο σχήµα) κι επίσης X1 τον
κατοπτρισµό του X ως πϱος την `1 και X2 τον κατοπτρισµό του X1 ως πϱος την `2. Θα δείξουµε ότι τo ε.τ. XX2

έχει µήκος a. Για την απόδειξη ϑεωρούµε κ =
1

2
· %E(X,X2) και λ =

1

2
· %E(X1, X2), όπου %E είναι η ευκλείδεια

µετϱική.
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Εάν το X1 ϐρίσκεται µεταξύ των `1, `2, τότε παϱατηϱούµε ότι κ + λ = a/2 και επιπλέον %E(X,X2) = 2(κ + λ).
Οπότε σε αυτήν την πεϱίπτωση %E(X,X2) = a.

Εάν το X1 ϐρίσκεται στο ηµιεπίπεδο της `2 που δεν περιέχει το X, τότε παϱατηϱούµε ότι κ − λ = a/2
και επιπλέον %E(X,X2) = 2(κ− λ). Οπότε η πρόταση ισχύει και σε αυτήν την πεϱίπτωση.

�
Παϱατήϱηση (6.5): Κάϑε ισοµετϱία σ ∈ I(R2) διατηϱεί την οικογένεια των ευθειών, αϕού οι κατοπτρισµοί
απεικονίζουν ευθείες σε ευθείες.

Πϱόταση (6.5): Εάν δύο τρίγωνα
4

ABΓ,
4

∆EZ είναι σύµφωνα, τότε υπάρχει ισοµετϱία που απεικονίϹει το
ένα στο άλλο. Ισχύει ϕυσικά και το αντίστροφο.

Απόδειξη: Για την απόδειξη της πρότασης ϑα εργαστούµε σε ϐήµατα. Υποθέτουµε ότι AB ∼= ∆E, BΓ ∼= EZ και
AΓ ∼= ∆Z.

Βήµα Ι: Θα δείξουµε ότι υπάρχει ισοµετϱία µ1 που απεικονίϹει την κορυφή A στην ∆. Πράγµατι, αυτή η
ισοµετϱία είναι µια µεταϕοϱά του A στο ∆.

Βήµα ΙΙ: Στην συνέχεια ϑα ϑέλαµε να µετακινήσουµε το µ1(B) έτσι ώστε να συµπέσει στο E, χωϱίς να
µετακινηθεί το ∆. Εφαρµόζουµε λοιπόν µεταϕοϱά µ2 έτσι ώστε το ∆ να συµπέσει στο O, κι έπειτα στϱοϕή σ
έτσι ώστε το µ2 ◦ µ1(B) να συµπέσει στο µ2(E). Με ακόµη µία µεταϕοϱά µ−1

2 παϱατηϱούµε ότι τελικά το µ1(B)
µετακινείται στο E και επιπλέον το ∆ δεν αλλάζει ϑέση. ∆ηλαδή:

µ−1
2 ◦ σ ◦ µ2 ◦ µ1(B) = E και µ−1

2 ◦ σ ◦ µ2(∆) = ∆

Βήµα ΙΙΙ: Θέτουµε ϕ = µ−1
2 ◦ σ1 ◦ µ2 ◦ µ1. Μένει να µετακινήσουµε το ϕ(Γ) στο Z, χωϱίς να µετακινήσουµε τα ∆

και E.

Εάν ϕ(Γ) ∈ H(Z,∆E←→), τότε αναγκαστικά ϕ(Γ) = Z. Πράγµατι, εάν ίσχυε ϕ(Γ) 6= Z, τότε στις σύµφωνες

γωνίες ÿ�ϕ(Γ)E∆ ∼= ’ZE∆ µποϱεί να ϐρεθεί σηµείο που ανήκει στη µία αλλά όχι στην άλλη (για παϱάδειγµα, όπως
στην Πρόταση (1.5)).

Εάν ϕ(Γ) 6∈ H(Z,∆E←→), τότε µε κατοπτρισµό κ ως πϱος την ευθεία ∆E←→ αναγόµαστε στην προηγούµενη
πεϱίπτωση, όπου τα σηµεία ϐρίσκονται στο ίδιο ηµιεπίπεδο.

Σε κάϑε πεϱίπτωση, υπάρχει µια απεικόνιση f η οποία είναι σύνθεση µεταϕοϱών, στϱοϕών και κατοπτρισ-
µών, τέτοια ώστε f(A) = ∆, f(B) = E, f(Γ) = Z. Κατά συνέπεια η f είναι ισοµετϱία, αϕού οι µεταϕοϱές, οι
στϱοϕές και οι κατοπτρισµοί είναι ισοµετϱίες.

Βήµα IV: Η ισοµετϱία που έχουµε µέχϱι τώϱα ϐϱει µετακινεί µε ‘σωστό’ τϱόπο τις κοϱυϕές A,B,Γ στις ∆, E, Z,
αλλά δεν έχει εξασϕαλιστεί η ‘σωστή’ µετακίνηση για τα υπόλοιπα σηµεία των πλευϱών του τϱιγώνου. ∆είχνουµε
λοιπόν ότι αν µια ισοµετϱία f απεικονίϹει το X στο Y και το V στο W , τότε απεικονίϹει κάϑε κυϱτό συνδυασµό
λX + (1− λ)V στον αντίστοιχο κυϱτό συνδυασµό λY + (1− λ)W . Πϱάγµατι, ϑεωϱούµε g(x) = f(x)− f(0) και
ϐάσει του Λήµµατος (6.3) η g είναι γϱαµµική. ∆ηλαδή:

g
(
λX + (1− λ)V

)
= λg(X) + (1− λ)g(V ) = λY + (1− λ)W − λf(0)− (1− λ)f(0) = λY + (1− λ)W − f(0)
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Επειδή g
(
λX + (1− λ)V

)
= f

(
λX + (1− λ)V

)
− f(0), έχουµε το Ϲητούµενο:

f
(
λX + (1− λ)V

)
= λY + (1− λ)W

Βήµα V: Το αντίστροφο είναι συνέπεια του κϱιτηϱίου ισότητας τϱιγώνων Π-Π-Π.
�

Παϱατηϱήσεις (6.6):
Ι. Η προηγούµενη απόδειξη υπολοίπεται αυστηρότητας. Γιατί, για παϱάδειγµα, όταν ϕ(Γ) 6∈ H(Z,∆E←→) ένας
κατοπτρισµός ως πϱος την ευθεία ∆E←→ πράγµατι απεικονίϹει το ϕ(Γ) στο Z; Μποϱείτε ως άσκηση να αποδείξετε τις
λεπτοµέρεις της απόδειξης.

ΙΙ. Ουσιαστικά οι µετασχηµατισµοί που χρησιµοποιούνται για την εύϱεση της ισοµετϱίας στην Πρόταση
(6.5) είναι µια µεταϕοϱά του A στο ∆, µία στϱοϕή γύϱω από το ∆ έτσι ώστε το µ1(B) να συµπέσει µε το E, και
ένας κατοπτρισµός ως πϱος την ευθεία ∆E←→. Επειδή η µεταϕοϱά µποϱεί να ειδωθεί ως κατοπτρισµός ως πϱος τη
µεσοκάθετο του A∆, και η στϱοϕή γύϱω από το ∆ µποϱεί να ειδωθεί ως κατοπτρισµός ως πϱος τη διχοτόµο τηςŸ�µ1(Γ)∆E, ουσιαστικά αυτή η ισοµετϱία που αναζητούµε µποϱεί να γϱαϕεί ως σύνθεση το πολύ τϱιών κατοπτρισµών.

ΙΙΙ. Στο Βήµα IV της προηγούµενης πρότασης δείξαµε το εξής αποτέλεσµα, το οποίο έχει ενδιαφέρον από
µόνο του: Εάν µια ισοµετϱία f απεικονίϹει το X στο Y και το V στο W , τότε απεικονίϹει κάϑε κυϱτό συνδυασµό
λX + (1− λ)V στον αντίστοιχο κυϱτό συνδυασµό λY + (1− λ)W .

IV. Η Πρόταση (6.5) ουσιαστικά δείχνει ότι η συµφωνία των τϱιγώνων στην Ε.Γ. δεν είναι απλώς µια
σχέση µεταξύ πλευϱών και γωνιών. Η συµφωνία ουσιαστικά πϱοκύπτει από τον περιορισµό µιας ισοµετϱίας
ολόκληϱου του χώϱου.

Οϱισµός: Συµϕωνία σχηµάτων σε µια Γ.Κ.:
΄Εστω (H,X) µια Γ.Κ. καιA,B δύο σχήµατα αυτής την Γ.Κ. Τα σχήµαταA,B λέγονται σύµϕωνα (ή καταχϱηστικά
‘ίσα’) αν υπάϱχει f ∈ H τέτοια ώστε f(A) = B. ΣυµϐολίϹουµε A ∼= B.

Πϱόταση (6.6): Επειδή η H είναι οµάδα, η σχέση ‘∼=’ είναι σχέση ισοδυναµίας.

Απόδειξη: Πράγµατι, η αυτοπαθητικότητα αληθεύει επειδή id ∈ H για κάϑε οµάδα συναϱτήσεων H. Η
συµµετρία ισχύει διότι για κάϑε f ∈ H, έχουµε f−1 ∈ H. Τέλος, η µεταϐατικότητα αληθεύει κι αυτή, αϕού για
κάϑε f, g ∈ H, έχουµε f ◦ g ∈ H.

�

Θεώϱηµα: Καϑοϱισµός των ισοµετϱιών του R2:
Κάϑε f ∈ I(R2) καϑοϱίϹεται µονοσήµαντα από τις εικόνες τϱιών µη συνευϑειακών σηµείων του R2.

Απόδειξη: Θα δώσουµε δύο αποδείξεις. Η πϱώτη απλώς ϑα αποδεικνύει ότι πράγµατι µια ισοµετϱία κα-
ϑορίζεται από τις εικόνες τϱιών µη συνευθειακών σηµείων στο R2, χωϱίς να ϐϱίσκει ακϱιϐώς τον τύπο της, ενώ η
δεύτεϱη ϑα προσδιορίζει τη µοϱϕή της ισοµετϱίας ϐάσει του Θεωρήµατος: Μοϱϕή των ισοµετϱιών στον R2.

(Πϱώτη απόδειξη) Ας ϑεωρήσουµε την ευθεία που διέρχεται από κάποια σηµεία X, Y . Η ευθεία αυτή
λαµβάνει τη µοϱϕή: {

w | w = λ(X − Y ) + Y, λ ∈ R2
}

=
{
w | w = λX + (1− λ)Y, λ ∈ R2

}
Ουσιαστικά, κάϑε ευθεία µποϱεί να ειδωθεί ως επέκταση του κυρτού συνδυασµού οποιονδήποτε δύο σηµείων της.
Με αυτό υπόψη, επειδή η απόδειξη της Παϱατήϱησης (6.6), ΙΙΙ δεν χρησιµοποιεί τη συνθήκη λ ∈ [0, 1], ισχύει
γενικά, για κάϑε λ.

Θεωϱούµε τώϱα µια ισοµετϱία f τέτοια ώστε f(A) = ∆, f(B) = E, f(Γ) = Z για κάποια µη συνευ-
ϑειακά σηµεία A,B,Γ. Λόγω της Πρότασης (6.5), τα σηµεία ∆, E, Z είναι επίσης µη συνευθειακά.

Κατ’ αρχάς, από την Παϱατήϱηση (6.6), ΙΙΙ, κάϑε σηµείο στο εσωτεϱικό του τριγώνου
4

ABΓ απεικονίζεται

στο αντίστοιχό του σηµείο στο εσωτεϱικό του
4

∆EZ. ∆ηλαδή, αν X και Y είναι δύο σηµεία στις πλευϱές του
4

ABΓ,
τότε ο κυϱτός συνδιασµός λX + (1 − λ)Y απεικονίζεται στον λf(X) + (1 − λ)f(Y ). Επιλέγουµε W ένα σηµείο

στο εσωτεϱικό του
4

ABΓ και για κάϑε X στο εξωτερικό του τριγώνου, το ε.τ. XW τέµνει το τρίγωνο, έστω στο Y
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(αϕού το τρίγωνο είναι κλειστή καµπύλη). Βάσει της γενίκευσης της Παϱατήϱησης (6.6), ΙΙΙ, εάν το X γράφεται
X = λW + (1−λ)Y , τότε f(X) = λf(W ) + (1−λ)f(Y ) (µε λ ∈ R). Εποµένως η ισοµετϱία f καθορίζεται πλήϱως
σε όλο το επίπεδο από τις εικόνες των τϱιών µη συνευθειακών σηµείων A,B,Γ.

(∆εύτεϱη απόδειξη) Σύµφωνα µε το Θεώϱηµα: Μοϱϕή των ισοµετϱιών του R2, κάϑε ισοµετϱία f ∈ I(R2)
µποϱεί να γϱαϕεί στη µοϱϕή:

[f(x, y)]T =

Å
α β̃
β α̃

ãÅ
x
y

ã
+

Å
γ
δ

ã
για κάποια α, α̃, β, β̃, γ, δ ∈ R µε α = α̃, β = −β̃ ή α = −α̃, β = β̃.

Παϱατηϱούµε ότι f(0, 0) = (γ, δ), οπότε η µεταϕοϱά κατά (γ, δ) ουσιαστικά προσδιορίζεται από την εικόνα
του (0, 0).

Στην συνέχεια ϑα προσδιορίσουµε τον πίνακα των a, α̃, β, β̃ (ο οποίος αντιστοιχεί σε ορθογώνια απεικόνιση).
∆ιαλέγουµε δύο σηµεία A,B τέτοια ώστε να µην ανήκουν στον ίδιο µονοδιάστατο υπόχωρο του R2. Επειδή δεν
ανήκουν στον ίδιο µονοδιάστατο υπόχωρο, παράγουν το R2 και συνεπώς η εξίσωση ως πϱος κ, λ:

κ

Å
A1

A2

ã
+ λ

Å
B1

B2

ã
=

Å
A1 B1

A2 B2

ãÅ
κ
λ

ã
=

Å
x
y

ã
έχει για κάϑε x, y µονοσήµαντη λύση. Κατ’ επέκταση:

det

Å
A1 B1

A2 B2

ã
= A1B2 −A2B1 6= 0

∆εδοµένου ότι γνωϱίϹουµε τις εικόνες των δύο σηµείων A = (A1, A2) και B = (B1, B2), ϑα έχουµε τις σχέσεις:

f(A)− (γ, δ) = (αA1 + β̃A2, βA1 + α̃A2)

και:
f(B)− (γ, δ) = (αB1 + β̃B2, βB1 + α̃B2)

οπότε ϑα έχουµε το σύστηµα: Ç
αA1 + β̃A2 βA1 + α̃A2

αB1 + β̃B2 βB1 + α̃B2

å
=

Å
f(A)− (γ, δ)
f(B)− (γ, δ)

ã
ή αλλιώς: Ü

A1 A2 0 0
0 0 A1 A2

B1 B2 0 0
0 0 B1 B2

êÜ
α

β̃
β
α̃

ê
=

Å
[f(A)− (γ, δ)]T

[f(B)− (γ, δ)]T

ã
Το σύστηµα αυτό έχει οϱίϹουσα:

det

Ü
A1 A2 0 0
0 0 A1 A2

B1 B2 0 0
0 0 B1 B2

ê
= −det

Ü
A1 A2 0 0
B1 B2 0 0
0 0 A1 A2

0 0 B1 B2

ê
= −(A1B2 −A2B1)2 6= 0

οπότε έχει µονοσήµαντη λύση. ∆είξαµε λοιπόν ότι και τα α, α̃, β, β̃ καθορίζονται µονοσήµαντα.
�
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Μη εκϕυλισµένες τετϱαγωνικές µοϱϕές στον Rn

Σ το κεφάλαιο αυτό ϑα µελετήσουµε µια ασθενέστερη έννοια εσωτεϱικών γινοµένων και τετραγωνικών µορφών,
τα λεγόµενα µη εκφυλισµένα εσωτεϱικά γινόµενα και τις µη εκφυλισµένες τετραγωνικές µορφές.

Ας ϑεωρήσουµε X ένα σύνολο µε δοµή διανυσµατικού χώϱου και µια συνάϱτηση E : X2 → R η οποία
έχει την πϱώτη ιδιότητα του εσωτεϱικού γινοµένου, ενώ οι άλλες δύο έχουν αντικατασταθεί από τη συνθήκη µη
εκφυλισµού:

Εάν ∀y ∈ X, E(x, y) = 0, τότε υποχϱεωτικά x = 0

Αντίστοιχα, για κάϑε µη εκφυλισµένο εσωτεϱικό γινόµενο, ορίζεται µη εκφυλισµένη τετραγωνική µοϱϕή
T (x) = E(x, x). ΄Εχουµε λοιπόν τους εξής ορισµούς:

Οϱισµός: Μη εκϕυλισµένα εσωτεϱικά γινόµενα και µη εκϕυλισµένες τετϱαγωνικές µοϱϕές:
I. ΄Εστω (X,+, ·) ένας διανυσµατικός χώϱος και E : X2 → R2 µια συνάϱτηση µε τις ιδιότητες

• Η 〈·, ·〉 είναι συµµετϱική και διγϱαµµική συνάϱτηση - δηλαδή για κάϑε x, y, z ∈ X και λ ∈ R:

〈x, y〉 = 〈y, x〉 και 〈x+ λy, z〉 = 〈x, z〉+ λ〈y, z〉

• Εάν ∀y ∈ X, E(x, y) = 0, τότε υποχϱεωτικά x = 0

H E ϑα καλείται µη εκϕυλισµένο εσωτεϱικό γινόµενο.

II. Εάν E : X2 → R είναι ένα µη εκϕυλισµένο εσωτεϱικό γινόµενο, τότε η συνάϱτηση T : X → R µε τύπο:

T (x) = E(x, x)

καλείται µη εκϕυλισµένη τετϱαγωνική µοϱϕή του E .

7.1 Γενικοί τύποι και κανονικές παϱαστάσεις

Παϱατήϱηση (7.1): Για τα µη εκϕυλισµένα εσωτεϱικά γινόµενα ισχύει το ανάλογο της Παϱατήϱησης (6.2).
Μάλιστα, επειδή στην απόδειξη της τελευταίας χϱησιµοποιείται µόνο τη πϱώτη ιδιότητα του εσωτεϱικού γινοµένου,
η απόδειξη εϕαϱµόϹει απαϱάλλακτη και αποδεικνύει ότι: Για κάϑε µη εκϕυλισµένο εσωτεϱικό γινόµενο E και για
τη µη εκϕυλισµένη τετϱαγωνική µοϱϕή αυτού T , αληϑεύει:

E(x, y) =
1

2
·
(
T (x+ y)− T (x)− T (y)

)
Πϱόταση (7.1): ΄Εστω B = {b1, b2, · · · , bn} µια ϐάση του πεπεϱασµένου χώϱου (δηλαδή πεπεϱασµένης διάστασης)
X και E : X2 → R ένα µη εκϕυλισµένο εσωτεϱικό γινόµενο. Εάν x1, x2, · · · , xn και y1, y2, · · · , yn είναι οι
συντεταγµένες (ως πϱος τη ϐάση B) των x, y ∈ X, τότε υπάϱχει πίνακας ME(B) ∈ Rn,n που εξαϱτάται από τη ϐάση
B (και εννοείται το εσωτεϱικό γινόµενο), τέτοιος ώστε:

E(x, y) = (x1, x2, · · · , xn) ·ME(B) · (x1, x2, · · · , xn)T

Απόδειξη: Η απόδειξη του συγκεκϱιµένου είναι εϕαϱµογή της πϱώτης ιδιότητας του µη εκϕυλισµένου εσωτεϱικού
γινοµένου:

E(x, y) = E(x1b1 + x2b2 + · · ·+ xnbn, y1b1 + y2b2 + · · ·+ ynbn)

=
∑
i6n

xiE(bi, y1b1 + y2b2 + · · ·+ ynbn)
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= (x1, x2, · · · , xn) ·

á
E(b1, y1b1 + y2b2 + · · ·+ ynbn)
E(b2, y1b1 + y2b2 + · · ·+ ynbn)

...
E(bn, y1b1 + y2b2 + · · ·+ ynbn)

ë
= (x1, x2, · · · , xn) ·

á∑
j6n yjE(b1, bj)∑
j6n yjE(b2, bj)

...∑
j6n yjE(bn, bj)

ë

= (x1, x2, · · · , xn) ·



(
E(b1, b1), E(b1, b2), · · · , E(b1, bn)

)
·

á
y1

y2

...
yn

ë
(
E(b2, b1), E(b2, b2), · · · , E(b2, bn)

)
·

á
y1

y2

...
yn

ë
...

(
E(bn, b1), E(bn, b2), · · · , E(bn, bn)

)
·

á
y1

y2

...
yn

ë



= (x1, x2, · · · , xn) ·

á
E(b1, b1) E(b1, b2) · · · E(b1, bn)
E(b2, b1) E(b2, b2) · · · E(b2, bn)

...
...

. . .
...

E(bn, b1) E(bn, b2) · · · E(bn, bn)

ë
·

á
y1

y2

...
yn

ë
Η πϱόταση λοιπόν ισχύει µε:

ME(B) =

á
E(b1, b1) E(b1, b2) · · · E(b1, bn)
E(b2, b1) E(b2, b2) · · · E(b2, bn)

...
...

. . .
...

E(bn, b1) E(bn, b2) · · · E(bn, bn)

ë
�

Παϱατηϱήσεις (7.2):
I. Επειδή κάϑε µη εκφυλισµένο εσωτεϱικό γινόµενο είναι συµµετρικό, ο αντίστοιχος πίνακας είναι συµµετρικός.
Αυτό πϱοκύπτει από τη µοϱϕή του πίνακα στην Πρόταση (7.1).

ΙΙ. Από την Πρόταση (7.1) πϱοκύπτει ότι η µη εκφυλισµένη τετραγωνική µοϱϕή ενός µη εκφυλισµένου
εσωτεϱικού γινοµένου (εννοείται σε χώϱο πεπερασµένης διάστασης) παίϱνει τη µοϱϕή:

T (x) = (x1, x2, · · · , xn) ·ME(B) · (x1, x2, · · · , xn)T

όπου x1b1 + x2b2 + · · ·+ xnbn είναι µια αναγραφή του x ως πϱος τη ϐάση B = {bi}ni=1.

Παϱατήϱηση (7.3): ΄Εστω E : X2 → R ένα µη εκφυλισµένο εσωτεϱικό γινόµενο (σε πεπερασµένο χώϱο)
και ME(B) ο πίνακας αυτού ως πϱος τη ϐάση B. Η συνθήκη µη εκφυλισµού:

Εάν ∀y ∈ X, E(x, y) = 0, τότε υποχϱεωτικά x = 0

συνεπάγεται την detME(B) 6= 0.

Απόδειξη: ΄Εστω x =
∑
i6n xibi, bi ∈ B. Εφαρµόζουµε τη συνθήκη µη εκφυλισµού για τα διάφορα

y ∈ B = {bi}ni=1 και παίϱνουµε τις n στο πλήϑος σχέσεις:

(x1, x2, · · · , xn) ·

á
E(b1, b1) E(b1, b2) · · · E(b1, bn)
E(b2, b1) E(b2, b2) · · · E(b2, bn)

...
...

. . .
...

E(bn, b1) E(bn, b2) · · · E(bn, bn)

ë
(0, · · · , 0,

i︷︸︸︷
1 , 0, · · · , 0)T = 0⇔ x = 0
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ή αλλιώς:

(x1, x2, · · · , xn) ·

á
E(b1, bi)
E(b2, bi)

...
E(bn, bi)

ë
= 0⇔ x = 0

ΣυνδυάϹοντας τις παϱαπάνω σχέσεις παίϱνουµε:á
E(b1, b1) E(b1, b2) · · · E(b1, bn)
E(b2, b1) E(b2, b2) · · · E(b2, bn)

...
...

. . .
...

E(bn, b1) E(bn, b2) · · · E(bn, bn)

ëTá
x1

x2

...
xn

ë
= 0⇔ x = 0

το οποίο δείχνει ότι το παϱαπάνω σύστηµα έχει µοναδική λύση την τετϱιµµένη. Οπότε:

det

á
E(b1, b1) E(b1, b2) · · · E(b1, bn)
E(b2, b1) E(b2, b2) · · · E(b2, bn)

...
...

. . .
...

E(bn, b1) E(bn, b2) · · · E(bn, bn)

ëT

6= 0⇒ det

á
E(b1, b1) E(b1, b2) · · · E(b1, bn)
E(b2, b1) E(b2, b2) · · · E(b2, bn)

...
...

. . .
...

E(bn, b1) E(bn, b2) · · · E(bn, bn)

ë
6= 0

Παϱατηϱήστε ότι οι ισχυϱισµοί αντιστϱέϕονται, οπότε κανείς µποϱεί να δείξει την ισοδυναµία των δύο συνϑηκών
της παϱατήϱησης.

�
Ας σηµειωϑεί ότι σε µια µη εκϕυλισµένη τετϱαγωνική µοϱϕή δεν είναι απαϱαίτητο να ισχύει T (x) > 0, οπότε η
έννοια της απόστασης όπως αυτή οϱίϹεται στις τετϱαγωνικές µοϱϕές, δεν έχει νόηµα. Στο πλαίσιο του κεϕαλαίου
αυτού εντάσσεται η µελέτη των Γ.Κ. (H,Rn), όπου (H, ◦) είναι µια υποοµάδα της (Aut(Rn), ◦), της οποίας κάϑε
στοιχείο f ∈ H διατηϱεί µια µη εκϕυλισµένη τετϱαγωνική µοϱϕή. ∆ηλαδή ισχύει:

T (x− y) = T (f(x)− f(y)), ∀x, y ∈ Rn

Η µελέτη των Γ.Κ. ϑα διευκολυνθεί δεδοµένου ότι ο πίνακας των τετραγωνικών µορφών µποϱεί να πάϱει την
‘απλούστεϱη δυνατή µοϱϕή’ - υπάρχει, για παϱάδειγµα, ϐάση τέτοια ώστε ο πίνακας της τετραγωνικής µορφής να
καθίσταται σε διαγώνια µοϱϕή; Η απάντηση που ϑα δώσουµε ϑα είναι καταϕατική.

΄Εστω ότι οι τιµές µιας µη εκφυλισµένης τετραγωνικής µορφής T : X → R (στον πεπερασµένο χώϱο X)
δίνονται από τον τύπο:

T (x) =
∑
i,j6n

ai,jxixj

όπου (ai,j)i,j είναι ο πίνακας της T και x =
∑
i6n xibi είναι µια αναγϱαϕή του x ως πϱος τη ϐάση B = {bi}ni=1.

Εάν G = {gi}ni=1 είναι µια άλλη ϐάση, τότε υπάϱχει ο πίνακας αλλαγής ϐάσης S = (si,j)i,j για τον οποίον:á
g1

g2

...
gn

ë
=

á
s1,1 s1,2 · · · s1,n

s2,1 s2,2 · · · s2,n

...
...

. . .
...

sn,1 sn,2 · · · sn,n

ëá
b1
b2
...
bn

ë
Παϱατηϱούµε ότι αν

∑
i6n yigi είναι µια αναγϱαϕή του x ως πϱος τη ϐάση G:

x =
∑
i

yigi =
∑
i

yi

(∑
j

si,jbj

)
=
∑
i

∑
j

sj,iyjbi

οπότε xi =
∑
j sj,iyj . Γϱάϕουµε τώϱα:á

x1

x2

...
xn

ë
=

á
s1,1 s2,1 · · · sn,1
s1,2 s2,2 · · · sn,2

...
...

. . .
...

s1,n s2,n · · · sn,n

ëá
y1

y2

...
yn

ë
και παϱατηϱούµε ότι ο παϱαπάνω n× n πίνακας είναι ο ST . ∆ηλαδή:á

x1

x2

...
xn

ë
= ST ·

á
y1

y2

...
yn

ë
⇔ (x1, x2, · · · , xn) = (y1, y2, · · · , yn) · S
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Με αυτά υπόψη, έχουµε την ακόλουϑη παϱατήϱηση:

Παϱατήϱηση (7.4): ΄Εστω T : X → R είναι µια µη εκφυλισµένη τετραγωνική µοϱϕή και B = {bi}ni=1,
G = {gi}ni=1 δύο ϐάσεις του X µε πίνακα αλλαγής ϐάσης S = (G : B). Εάν M,M ′ είναι οι πίνακες αυτού ως
πϱος τις ϐάσεις B και G αντίστοιχα, τότε:

M ′ = SMST

Απόδειξη: Πϱάγµατι, από την Παϱατήϱηση (7.2), II και από την πϱοηγούµενη ανάλυση:

T (x) = (y1, y2, · · · , yn) · SMST · (y1, y2, · · · , yn)T

όπου xi, yi είναι οι συµϐολισµοί που χϱησιµοποιήσαµε παϱαπάνω.
�

Πϱόταση (7.2): ΄Εστω T : X → R µια µη εκϕυλισµένη τετϱαγωνική µοϱϕή στον πεπεϱασµένο χώϱο X και M ο
πίνακας αυτής ως πϱος τη ϐάση B. Υπάϱχει ϐάση G του X τέτοια ώστε ο πίνακας της T , έστωM ′, ως πϱος τη ϐάση
G να είναι διαγώνιος - κατ’ επέκταση η T λαµϐάνει τη µοϱϕή:

T (x) =
∑
i6n

λiy
2
i

όπου x =
∑
i6n yigi, gi ∈ G είναι µια αναγραφή του x ως πϱος τη ϐάση G και λi ∈ R∗.

Απόδειξη: Ο πίνακας του T είναι συµµετρικός, οπότε υπάρχει διαγωνοποίηση µέσω ορθογώνιων πινάκων
(δηλαδή πινάκων µε την ιδιότητα AAT = ATA = Idn):

M ' AMAT = M ′ =

á
λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn

ë
Οι λ1, λ2, · · · , λn είναι όλες πϱαγµατικές ιδιοτιµές του πίνακα M . Επειδή επιπλέον η οϱίϹουσα είναι αµετάϐλητη
από την οµοιότητα πινάκων, από τη σχέση detM 6= 0 (της Παϱατήϱησης (7.3)) έχουµε detM ′ 6= 0. ΄Αϱα,
λ1 · λ2 · . . . · λn 6= 0⇒ λi ∈ R∗.

�
Πϱόταση (7.3) ΄Εστω T : X → R µια µη εκϕυλισµένη τετϱαγωνική µοϱϕή στον πεπεϱασµένο χώϱο X. Υπάϱχει
ϐάση G του X τέτοια ώστε:

T (x) =

k∑
i=1

y2
i −

n∑
i=k+1

y2
i

όπου yi είναι οι συντεταγµένες του x, ως πϱος τη ϐάση G.

Απόδειξη: Από την Πρόταση (7.2) υπάρχει ϐάση G′ = {g′i}ni=1 τέτοια ώστε:

T (x) =

n∑
i=1

λix
2
i

όπου xi είναι οι συντεταγµένες του x ως πϱος τη ϐάση αυτή. Αναδιατάσσουµε κατάλληλα τα g′i και παίϱνουµε
ϐάση G∗ = {g∗i }ni=1 τέτοια ώστε για κάποιο k να ισχύει λ∗i > 0, i 6 k και λ∗i < 0, i > k.

T (x) =

k∑
i=1

|λ∗i |x∗2i −
n∑

i=k+1

|λ∗i |x∗2i

Τώϱα µετασχηµατίϹοντας την τελευταία ϐάση σε G =

®
gi =

g∗i√
|λ∗i |

´n
i=1

, έπεται η Ϲητούµενη µοϱϕή:

T (x) =

k∑
i=1

y2
i −

n∑
i=k+1

y2
i

µε yi =
√
|λ∗i | · x∗i (εδώ χρησιµοποιήσαµε την Παϱατήϱηση (7.4)).

�
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Οϱισµός: Θετικός δείκτης:
΄Εστω T : X → R µία µη εκϕυλισµένη εσωτεϱική µοϱϕή σε πεπεϱασµένο χώϱο X κι έστω επίσης µια γϱαϕή της:

T (x) =

k∑
i=1

y2
i −

n∑
i=k+1

y2
i

όπως αυτή που εξασϕαλίϹεται από την Πϱόταση (7.3). ΟϱίϹουµε ως ϑετικό δείκτη της τετϱαγωνικής µοϱϕής
(αντίστοιχα του εσωτεϱικού γινοµένου από το οποίο πϱοέϱχεται) τον αϱιϑµό:

δT = k (αντίστοιχος συµϐολισµός: δE = k)

Παϱατήϱηση (7.5) Ο προηγούµενος ορισµός είναι καλός ορισµός, µε την έννοια ότι ο ϑετικός δείκτης
είναι καλά ορισµένος. Εάν:

T (x) =

k∑
i=1

y2
i −

n∑
i=k+1

y2
i και T (x) =

∑̀
i=1

y∗2i −
n∑

i=`+1

y∗2i

είναι δύο γϱαϕές της µη εκφυλισµένης τετραγωνικής µορφής (όπως αυτές εξασφαλίζονται από την Πρόταση (7.3)),
τότε k = `.

Απόδειξη: Ας υποθέσουµε ότι η πϱώτη γϱαϕή της T είναι ως πϱος τη ϐάση B = {bi}ni=1 και η δεύτεϱη ως
πϱος τη G = {gi}ni=1. Θεωρούµε S = (si,j)i,j τον πίνακα αλλαγής ϐάσης:á

g1

g2

...
gn

ë
=

á
s1,1 s1,2 · · · s1,n

s2,1 s2,2 · · · s2,n

...
...

. . .
...

sn,1 sn,2 · · · sn,n

ëá
b1
b2
...
bn

ë
Υποϑέτουµε k 6= 0 και επίσης, χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας, k > ` (η πεϱίπτωση 0 < k < ` είναι ανάλογη).
Παϱατηϱούµε ότι το σύστηµα:

( ? )

Ö
s1,1 · · · s1,k

...
. . .

...
s`,1 · · · s`,k

èÖ
x1

...
xk

è
=

Ö
0
...
0

è
έχει µη µηδενική λύση (λ1, λ2, · · · , λ`)T (εφόσον k > `), εποµένως αν ϑεωρήσουµε το διάνυσµα:

µT =



µ1

µ2

...
µk
µκ+1

...
µn


=



s1,1 s1,2 · · · s1,n

s2,1 s2,2 · · · s2,n

...
...

. . .
...

sk,1 sk,2 · · · sk,n
sk+1,1 sk+1,2 · · · sk+1,n

...
...

. . .
...

sn,1 sn,2 · · · sn,n





λ1

λ2

...
λk
0
...
0


ϑα δούµε ότι, για κάϑε i 6 `:

µi =

n∑
j=1

si,jλj =

k∑
j=1

si,jλj = 0

και οπότε µ = (0, · · · , 0, µk+1, · · · , µn). Να σηµειωθεί ότι στην τελευταία ισότητα στον υπολογισµό των µi
χρησιµοποιείται η σχέση (?).

Παϱατηϱήστε τώϱα ότι το µ ως πϱος τη ϐάση G έχει συντεταγµένες (0, · · · , 0, µk+1, · · · , µn) και ως πϱος τη
ϐάση B έχει συντεταγµένες (λ1, · · · , λk, 0, · · · , 0). Υπολογίζοντας λοιπόν την τιµή T (µ) ως πϱος τις δύο ϐάσεις
έχουµε:

T (µ) = −
n∑

i=k+1

µ2
i και T (µ) =

k∑
i=1

λ2
i

το οποίο είναι άτοπο, αϕού η πϱώτη σχέση δίνει T (µ) 6 0 και η δεύτεϱη T (µ) > 0.
�
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΄Εχουµε δείξει ότι για κάϑε πεπεϱασµένο χώϱο X υπάϱχει ϐάση G = {gi}ni=1 τέτοια ώστε µια µη εκϕυλισµένη
τετϱαγωνική µοϱϕή T να παίϱνει τη µοϱϕή:

T (x) =

δT∑
i=1

x2
i −

n∑
i=δT+1

x2
i

όπου xi είναι οι συντεταγµένες του x ως πϱος την εν λόγω ϐάση. Αντίστοιχα λοιπόν, το εσωτεϱικό γινόµενο από το
οποίο η µη εκϕυλισµένη τετϱαγωνική µοϱϕή πϱοέϱχεται έχει πίνακα:

ME(G) =

IdδT︷ ︸︸ ︷

1 0 · · · 0 0 0 · · · 0
0 1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1 0 0 · · · 0
0 0 · · · 0 −1 0 · · · 0
0 0 · · · 0 0 −1 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 0 0 · · · −1


︸ ︷︷ ︸

−Idn−δT

Οϱισµός: Κανονική µοϱϕή µη εκϕυλισµένων εσωτεϱικών γινοµένων και τετϱαγωνικών µοϱϕών:
Ι. Θα ονοµάϹουµε κανονική παϱάσταση της µη εκϕυλισµένης τετϱαγωνικής µοϱϕής T την αναγϱαϕή της όπως
στην Πϱόταση (7.3).

II. Αντίστοιχα, ονοµάϹουµε κανονική παϱάσταση ενός εσωτεϱικού γινοµένου τη γϱαϕή αυτού ϐάσει της Πϱότασης
(7.1), µε πίνακα:

ME(G) =

IdδE︷ ︸︸ ︷

1 0 · · · 0 0 0 · · · 0
0 1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1 0 0 · · · 0
0 0 · · · 0 −1 0 · · · 0
0 0 · · · 0 0 −1 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 0 0 · · · −1


︸ ︷︷ ︸

−Idn−δE

Με δεδοµένo ένα µη εκφυλισµένο εσωτεϱικό γινόµενο E , µια ϐάση G τέτοια ώστε
∣∣E(gi, gj)

∣∣ = δi,j (όπου
το δ είναι του Kronecker), ϑα καλείται ορθοκανονική ϐάση του χώϱου. Είναι ϕανερό ότι ως πϱος κάϑε ορθοκανον-
ική ϐάση (ενδεχοµένως µε κατάλληλη αναδιάταξή της) κάϑε τετραγωνική µοϱϕή εκφράζεται µε την κανονική της
παράσταση. Εποµένως, εν γένει υπάρχουν περισσότερες από µία ϐάσεις ώστε µια δεδοµένη τετραγωνική µοϱϕή
να παίϱνει την κανονική της παράσταση.

Η µέϑοδος που περιγράψαµε για την ‘κανονικοποίηση’ µιας τετραγωνικής µορφής, ουσιαστικά είναι η
λεγόµενη µέϑοδος Lagrange. Στη συνέχεια ϑα παρουσιάσουµε ακόµη µία, την µέϑοδο Jacobi, η οποία ουσιαστικά
γενικεύει τη µέϑοδο Gram - Schmidt. Πϱιν όµως προχωρίσουµε σ’ αυτήν, χρειαζόµαστε έναν οϱισµό.

Οϱισµός: Κύϱιες οϱίϹουσες:
΄ΕστωA = (ai,j)i,j ∈ Rn,n ένας πίνακας και k ∈ {1, 2, · · · , n}. Η k×k κύϱια οϱίϹουσα τουA (ϑα τη συµϐολίϹουµε
DA(k)) είναι η οϱίϹουσα του άνω αϱιστεϱά k × k υποπίνακα του A. ∆ηλαδή η:

DA(k) = det

Ö
a1,1 · · · a1,k

...
. . .

...
ak,1 · · · ak,k

è
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Για λόγους οµοιοµορφίας, ϑα ϑεωρούµε επίσης ότι DA(0) = 1.

Θεώϱηµα: Μέϑοδος Jacobi:
΄Εστω E : X2 → R ένα µη εκϕυλισµένο εσωτεϱικό γινόµενο (σε πεπεϱασµένο χώϱο X ), T : X → R η αντίστοιχη
τετϱαγωνική µοϱϕή και B µια ϐάση του X. Εάν κάϑε κύϱια οϱίϹουσα DME(B)(k), k ∈ {1, 2, · · · , n} είναι µη
µηδενική, υπάϱχει ϐάση G ως πϱος την οποία η T παίϱνει την κανονική της µοϱϕή (και αντίστοιχα το εσωτεϱικό
γινόµενο E παίϱνει την κανονική του µοϱϕή).

Απόδειξη: Η απόδειξη ϑα γίνει σε ϐήµατα.

Βήµα Ι: Αναζητούµε αλλαγή ϐάσης (από την B = {bi}ni=1 στην G′ = {g′i}ni=1) µε κάτω τριγωνικό πίνακα
αλλαγής ϐάσης: á

g′1
g′2
...
g′n

ë
=

á
s1,1 O
s2,1 s2,2

...
...

. . .
sn,1 sn,2 · · · sn,n

ëá
b1
b2
...
bn

ë
τέτοια ώστε η τετϱαγωνική µοϱϕή να γϱάϕεται (ως πϱος αυτή τη ϐάση G′):

T (x) =
∑
i6n

ti,iy
′
i
2
, ti ∈ R

όπου y′i είναι οι συντεταγµένες του x ως πϱος τη ϐάση G′. Κατ’ αϱχάς, εν γένει η T γϱάϕεται:

T (x) =
∑
i,j6n

ti,jyiyj , µε ti,j = E(g′i, g
′
j)

Εποµένως, εάν αυτή ϐρίσκεται σε κανονική παράσταση, ϑα πϱέπει E(g′i, g
′
j) = 0 για κάϑε i 6= j , i, j 6 n.

Μάλιστα, λόγω της συµµετρίας των µη εκφυλισµένων εσωτεϱικών γινοµένων κανείς χρειάζεται απλώς να απαιτή-
σει E(g′i, g

′
j) = 0 για κάϑε i < j και j 6 n. Φυσικά τα ‘διαγώνια’ στοιχεία E(g′j , g

′
j) δεν ϑα πϱέπει να είναι µηδενικά.

΄Ενας τϱόπος να πετύχουµε την “E(g′i, g
′
j) = 0 για κάϑε i 6= j , i, j 6 n”, είναι να απαιτήσουµε:

E(bi, g
′
j) = 0, για i < j, j 6 n

Πϱάγµατι, εάν η παϱαπάνω σχέση ισχύει, για i < j:

E(g′i, g
′
j) = E

(∑
k6i

si,kbk, g
′
j

)
=
∑
k6i

si,k

0︷ ︸︸ ︷
E(bk, g

′
j) = 0

ΧϱειάϹεται ϐέϐαια ακόµη να απαιτήσουµε ότι E(bj , g
′
j) 6= 0, για να ικανοποιήσουµε και τη συνϑήκη ότι τα ‘διαγώνια’

στοιχεία είναι µη µηδενικά - για ευκολία στις πϱάξεις ϑα τα υποϑέσουµε όλα αυτά τα εσωτεϱικά γινόµενα ίσα µε
1. ΄Εχουµε λοιπόν την οικογένεια συστηµάτων (για τα διάϕοϱα i < j και j 6 n):

E(bi, g
′
j) = 0, i < j 6 n

E(bj , g
′
j) = 1, j 6 n

την οποία ϑα µελετήσουµε επαγωγικά ως πϱος j.

Για j = 1, έχουµε:

E(b1, s1,1b1) = 1⇒ s1,1 · E(b1, b1) = 1⇒ s1,1 ·D(1) = 1⇒ s1,1 =
1

DME(B)(1)
=
DME(B)(0)

DME(B)(1)

Για j = λ, έχουµε E(bi, g
′
λ) = 0, i < λ, δηλαδή ότι:

E(bi, g
′
λ) = 0⇒ E

(
bi,
∑
k6λ

sλ,kbk

)
= 0⇒

∑
k6λ

sλ,kE(bi, bk) = 0

Γϱάϕουµε τώϱα:
E(bλ, g

′
λ) = 1⇒ E

(
bλ,
∑
k6λ

sλ,kbk

)
= 1⇒

∑
k6λ

sλ,kE(bλ, bk) = 1
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και παίϱνουµε το σύστηµα: 
sλ,1E(b1, b1) + sλ,2E(b1, b2) + · · ·+ sλ,λE(b1, bλ) = 0
sλ,1E(b2, b1) + sλ,2E(b2, b2) + · · ·+ sλ,λE(b2, bλ) = 0

...
sλ,1E(bλ, b1) + sλ,2E(bλ, b2) + · · ·+ sλ,λE(bλ, bλ) = 1


το οποίο είναι ισοδύναµο µε το:á

E(b1, b1) E(b1, b2) · · · E(b1, bλ)
E(b2, b1) E(b2, b2) · · · E(b2, bλ)

...
...

. . .
...

E(bλ, b1) E(bλ, b2) · · · E(bλ, bλ)

ëá
sλ,1
sλ,2

...
sλ,λ

ë
=

á
0
0
...
1

ë
Το παραπάνω γραµµικό σύστηµα έχει ορίζουσα DME(B)(λ) 6= 0, οπότε έχει µοναδική λύση. Μ’ αυτόν τον τϱόπο
προσδιορίζονται τα sλ1

, sλ,2, · · · , sλ,λ.

Μάλιστα, µε τη µέϑοδο των οριζουσών κανείς µποϱεί να δείξει ότι:

sλ,λ =
1

DME(B)(λ)
· det

Ö
E(b1, b1) · · · E(b1, bλ−1)

...
. . .

...
E(bλ−1, b1) · · · E(bλ−1, bλ−1)

è
=
DME(B)(λ− 1)

DME(B)(λ)

Παϱατηϱήστε ότι τα g′i όπως αυτά οϱίϹονται από τη σχέση:á
g′1
g′2
...
g′n

ë
=

á
s1,1 O
s2,1 s2,2

...
...

. . .
sn,1 sn,2 · · · sn,n

ëá
b1
b2
...
bn

ë
αποτελούν ϐάση του χώϱου, αϕού:

det

á
s1,1 O
s2,1 s2,2

...
...

. . .
sn,1 sn,2 · · · sn,n

ë
=
∏
i6n

si,i =
∏
i6n

DME(B)(i− 1)

DME(B)(i)
=
DME(B)(0)

DME(B)(n)
6= 0

(δηλαδή η αντιστοιχία µεταξύ των δύο χώϱων που παράγονται από τα bi, g′i είναι αµφιµονοσήµαντη).

Βήµα ΙΙ: Στη συνέχεια ϑα προσδιορίσουµε τους αριθµούς tj,j . Για τη συγκεκριµένη επιλογή της ϐάσης
G′ = {g′i}ni=1 έχουµε:

E(bi, g
′
j) = 0, i < j 6 n

E(bj , g
′
j) = 1, j 6 n

οπότε:

tj,j = E(g′j , g
′
j) = E

(∑
k6j

sj,kbk, g
′
j

)
=
∑
k6j

sj,kE(bk, g
′
j) = sj,j =

DME(B)(j − 1)

DME(B)(j)

Η τετϱαγωνική µοϱϕή λοιπόν γϱάϕεται:

T (x) =
∑
j6n

DME(B)(j − 1)

DME(B)(j)
· y′j

2

όπου y′j είναι οι συντεταγµένες του x ως πϱος τη ϐάση G′.

Βήµα ΙΙΙ: ΄Εστω ξj =
DME(B)(j − 1)

DME(B)(j)
και ξ∗j µια αναδιάταξη αυτών, τέτοια ώστε να ϕέϱνει τα δT ϑετικά
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ξj στην αϱχή και τα αρνητικά στο τέλος, και g∗j η αντίστοιχη αναδιάταξη της G′. Θεωρώντας τη ϐάση

G =

gj =
g∗j»
|ξ∗j |


n

j=1

παϱατηϱούµε ότι η τετραγωνική µοϱϕή T παίϱνει την κανονική της µοϱϕή:

T (x) =

δT∑
j=1

y2
j −

n∑
j=δT+1

y2
j

όπου yj =
»
|ξ∗j | · y∗j και y∗j είναι η αναδιάταξη των yj που αντιστοιχεί στην αναδιάταξη ξ∗j των ξj .

�
Ας δούµε πώς εϕαϱµόϹεται η µέϑοδος Jacobi µε ένα παϱάδειγµα. ΄Εστω ένα µη εκϕυλισµένο εσωτεϱικό γινόµενο
E : X2 → R και T η αντίστοιχη τετϱαγωνική µοϱϕή µε τύπο:

T
(
(x1, x2, x3)

)
= x2

1 + x2
2 − x2

3 − 2x1x3

ως πϱος την κανονική ϐάση
{
e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)

}
. Θα επιχειρήσουµε να ϐϱούµε τον

πίνακα της T ώστε αυτή να εκφράζεται στην κανονική της παράσταση.

Κατ΄αϱχάς, επειδή:

E(a, b) =
1

2
·
(
T (a+ b)− T (a)− T (b)

)
έχουµε:

E(e1, e1) = 1, E(e1, e2) = 0, E(e1, e3) = −1, E(e2, e2) = 1, E(e2, e3) = 0, E(e3, e3) = −1

Οπότε αν η T είναι τετϱαγωνική µοϱϕή, ϑα έχει πίνακα:

M =

Ñ
1 0 −1
0 1 0
−1 0 −1

é
Θεωϱούµε την συνάϱτηση E(x, y) = x ·M · yT και δείχνουµε ότι αυτή είναι µη εκφυλισµένο εσωτεϱικό γινόµενο
µε τετραγωνική µοϱϕή την T (δεν ϑα µπούµε σε λεπτοµέρειες). Οπότε η T είναι πράγµατι τετραγωνική µοϱϕή.
Επιπλέον, καθεµία κύϱια ορίζουσα του M δεν είναι µηδενική.

Στη συνέχεια αναζητούµε πίνακα αλλαγής ϐάσης:Ñ
g′1
g′2
g′3

é
=

Ñ
δ1,1 0 0
δ2,1 δ2,2 0
δ3,1 δ3,2 δ3,3

éÑ
e1

e2

e3

é
τέτοιον ώστε η νέα ϐάση που αυτός οϱίϹει να ϑέτει την τετϱαγωνική µοϱϕή στην διαγώνιά της µοϱϕή:

T (x) =
∑
i63

ti,iy
′
i
2
, ti ∈ R

΄Οπως στην απόδειξη του Θεωϱήµατος: Μέϑοδος Jacobi, ϑεωϱούµε την οικογένεια συστηµάτων:

E(ei, g
′
j) = 0, i < j 6 3

E(ej , g
′
j) = 1, j 6 3

από την οποία ϑα πϱοσδιοϱίσουµε τα δi,j . Για j = 1 έχουµε:

E(e1, δ1,1e1) = 1⇒ δ1,1 = 1

Για j = 2:
E(e1, δ2,1e1 + δ2,2e2) = 0⇒ δ2,1 + δ2,2 · 0 = 0⇒ δ2,1 = 0

και:
E(e2, δ2,1e1 + δ2,2e2) = 1⇒ δ2,1 · 0 + δ2,2 = 1⇒ δ2,2 = 1

Τέλος, για j = 3:

E(e1, δ3,1e1 + δ3,2e2 + δ3,3e3) = 0⇒ δ3,1 + δ3,2 · 0 + δ3,3 · (−1) = 0⇒ δ3,1 = δ3,3
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και:
E(e2, δ3,1e1 + δ3,2e2 + δ3,3e3) = 0⇒ δ3,1 · 0 + δ3,2 + δ3,3 · 0 = 0⇒ δ3,2 = 0

και:
E(e3, δ3,1e1 + δ3,2e2 + δ3,3e3) = 0⇒ δ3,1 · (−1) + δ3,2 · 0 + δ3,3 · (−1) = 1⇒ δ3,1 + δ3,3 = −1

δηλαδή: δ3,1 = δ3,3 = 1/2 και δ3,2 = 0.

Η ϐάση λοιπόν G′ = {g′1, g′2, g′3} προσδιορίζεται από το σύστηµα:Ñ
g′1
g′2
g′3

é
=

Ö
1 0 0
0 1 0
1

2
0

1

2

èÑ
e1

e2

e3

é
και η τετϱαγωνική µοϱϕή ως πϱος την G′ γϱάϕεται:

T (x) = y′1
2

+ y′2
2 − 1

2
y′3

2

ΜετασχηµατίϹοντας την G′ στη νέα ϐάση G = {g1 = g′1, g2 = g′2, g3 =
√

2 · g′3}, η T παίϱνει την κανονική της
µοϱϕή.

T (x) = y2
1 + y2

2 − y2
3

Ο ϑετικός δείκτης της τετϱαγωνικής µοϱϕής είναι 2.
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7.2 Ισόµοϱϕοι χώϱοι µε εσωτεϱικό γινόµενο

Οϱισµός: Ισόµοϱϕοι χώϱοι µε εσωτεϱικό γινόµενο:
΄Εστω (X, E) και (Y,G) δύο χώϱοι µε µη εκϕυλισµένα εσωτεϱικά γινόµενα. Οι χώϱοι αυτοί ϑα καλούνται
ισόµοϱϕοι αν υπάϱχει γϱαµµικός ισοµοϱϕισµός f : X → Y που διατηϱεί τα εσωτεϱικά γινόµενα. ∆ηλαδή:

∀x, y ∈ X, E(x, y) = G
(
f(x), f(y)

)

Παϱατήϱηση (7.6): Βάσει του Ορισµού: Ορθογώνιες απεικονίσεις, δύο χώϱοι µε µη εκφυλισµένα εσωτεϱικά
γινόµενα είναι ισόµορφοι εάν υπάρχει ορθογώνιος (γραµµικός) ισοµορφισµός (µε τη γενικότεϱη έννοια του
‘ορθογώνιου’) µεταξύ των X,Y . Παϱατηϱήστε όµως ότι το Λήµµα (6.4) έχει γενίκευση για τον γενικότεϱο τύπο
ορθογώνιων απεικονίσεων, αϕού η απόδειξή του µποϱεί να εφαρµοστεί µε µικϱές τροποποιήσεις για ορθογώνιες
απεικονίσεις µεταξύ εν γένει διαφορετικών χώϱων (ϑα δοθεί ως άσκηση να αποδείξετε το ϑεώϱηµα στη γενική του
µοϱϕή). Εποµένως, αϱκεί να υπάρχει ορθογώνια απεικόνιση µεταξύ δύο χώϱων ίδιας διάστασης ώστε αυτοί να
γίνονται ισόµορφοι.

Φυσικά µια απόδειξη ϐασισµένη στο Λήµµα (6.4) ϑα είναι αρκετά κουϱαστική - ϑυµηθείτε πόσα λήµµατα
χρησιµοποιήσαµε για την απόδειξή του. Θα δώσουµε λοιπόν έναν ανάλογο χαρακτηρισµό µε κάπως απλούστεϱη
απόδειξη.

Πϱόταση (7.4) Οι χώϱοι (X, E) και (Y,G) είναι ισόµορφοι εάν και µόνο αν dimX = dimY και οι αντίσ-
τοιχες µη εκφυλισµένες τετραγωνικές µορφές T, P έχουν τον ίδιο ϑετικό δείκτη.

Απόδειξη: (⇒) Εάν οι χώϱοι (X, E), (Y,G) είναι ισόµορφοι, υπάρχει γραµµικός ισοµορφισµός f : X → Y
που διατηϱεί τα εσωτεϱικά γινόµενα. ∆ηλαδή:

∀x, y, E(x, y) = G
(
f(x), f(y)

)
Επειδή η f είναι γραµµικός ισοµορφισµός, οι δύο χώϱοι X,Y είναι ισόµορφοι ως διανυσµατικοί χώϱοι, κι
εποµένως έχουν την ίδια διάσταση dimX = dimY = n.

Θεωϱούµε B µια ϐάση του X, για την οποία το µη εκφυλισµένο εσωτεϱικό γινόµενο E λαµβάνει την κανονική του
παράσταση:

ME(B) =

IdδE︷ ︸︸ ︷

1 0 · · · 0 0 0 · · · 0
0 1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1 0 0 · · · 0
0 0 · · · 0 −1 0 · · · 0
0 0 · · · 0 0 −1 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 0 0 · · · −1


︸ ︷︷ ︸

−Idn−δE

Επειδή η f είναι γϱαµµικός ισοµοϱϕισµός, το σύνολο f(B) ϑα αποτελεί ϐάση του Y . Μάλιστα, επειδή η f διατηϱεί
τα εσωτεϱικά γινόµενα:

E(bi, bj) = G
(
f(bi), f(bj)

)
δηλαδή:

G
(
f(bi), f(bj)

)
= 0, i 6= j και G

(
f(bi), f(bi)

)
= 1, i 6 δE και G

(
f(bi), f(bi)

)
= −1, i > δE

H G λοιπόν, ως πϱος τη ϐάση f(B) παίϱνει την κανονική της µοϱϕή και µάλιστα δE = δG . Επειδή δE = δT και
δG = δP , έχουµε το Ϲητούµενο.

(⇐) Υποθέτουµε ότι δT = δP = δ και dimX = dimY = n, και ϑέλουµε να δείξουµε ότι υπάρχει γραµ-
µικός ισοµορφισµός f : X → Y που διατηϱεί τα εσωτεϱικά γινόµενα E ,G. Θεωρούµε B = {bi}ni=1 και G = {gi}ni=1
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δύο ϐάσεις των X και Y τέτοιες ώστε να ϑέτουν τις τετραγωνικές µορφές T, P στην κανονική τους παράσταση,
καθώς επίσης και την γραµµική συνάϱτηση:

f : X → Y, ∀i ∈ {1, 2, · · · , n}, f(bi) = gi

ΙσχυϱιϹόµαστε ότι αυτή η f είναι η Ϲητούµενη απεικόνιση.

Πϱάγµατι, είναι γραµµικός ισοµορφισµός εξ ορισµού της, οπότε χρειάζεται µονάχα να δειχθεί ότι διατηϱεί
τα εσωτεϱικά γινόµενα E ,G. Ισοδύναµα, (λόγω αυτής της ‘δυϊκότητας’ µεταξύ εσωτεϱικών γινοµένων και τετραγ-
ωνικών µορφών) αϱκεί να διατηϱεί τις αντίστοιχες τετραγωνικές µορφές T, P . Εάν λοιπόν x = x1b1 + · · · + xnbn
είναι ένα στοιχείο του X, τότε:

T (x) =

δ∑
i=1

x2
i −

n∑
i=δ+1

x2
i

κι επειδή f(x) = f(x1b1 + · · ·+ xnbn) = x1f(b1) + · · ·+ xnf(bn) = x1g1 + · · ·+ xngn:

P
(
f(x)

)
=

δ∑
i=1

x2
i −

n∑
i=δ+1

x2
i

Συνεπώς:
T (x) = P

(
f(x)

)
και κατ’ επέκταση οι χώϱοι (X, E), (Y,G) είναι ισόµορφοι.

�
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7.3 Ασκήσεις του Κεϕαλαίου 7

1. ∆είξτε την ισοδυναµία των δύο συνϑηκών στην Παϱατήϱηση (7.3).

2. ∆είξτε ότι µια απεικόνιση T : Rn → R είναι µια τετϱαγωνική µοϱϕή που πϱοκύπτει από µη εκϕυλισµένο
εσωτεϱικό γινόµενο E εάν και µόνο αν αληϑεύει T (λx) = λ2T (x) για κάϑε λ ∈ R, x ∈ Rn κι επιπλέον η
1

2
·
(
T (x+ y)− T (x)− T (y)

)
είναι διγϱαµµική.

3. Αποδείξτε ότι αν µια µη εκϕυλισµένη τετϱαγωνική µοϱϕή T παίϱνει τη ‘διαγώνια µοϱϕή’:

T (x) =

δT∑
i=1

λixi −
n∑

i=δT+1

λixi

ως πϱος κάποια ϐάση B = {bi}ni=1 (όπου λi > 0 και xi είναι οι συντεταγµένες του x ως πϱος την B), µε την
αλλαγή ϐάσης:

bi  
bi√
λi

η T παίϱνει την κανονική της µοϱϕή.

4. ΄Εστω X = C([0, 1]) ο διανυσµατικός χώϱος των συνεχών συναϱτήσεων f µε πεδίο οϱισµού dom f = [0, 1].
∆είξτε ότι ο χώϱος X είναι απειϱοδιάστατος κι επιπλέον η απεικόνιση:

T : X → R, T (f) =

∫ 1

0

f(t)2 dt

είναι µια τετϱαγωνική µοϱϕή στον X. Ποιό είναι το εσωτεϱικό γινόµενο από το οποίο αυτή πϱοέϱχεται;

5. ∆ίνεται η απεικόνιση T : R3 → R µε T
(
(x, y, z)

)
= x2 − y2 − z2 + 4xy, όπου οι συντεταγµένες x, y, z

νοούνται ως πϱος τη συνήϑη ϐάση του R3. ∆είξτε ότι η T οϱίϹει µια µη εκϕυλισµένη τετϱαγωνική µοϱϕή και
υπολογίστε τον πίνακά της ως πϱος τη ϐάση G που την καϑιστά στην κανονική της µοϱϕή. ΄Επειτα, ϐϱείτε
τον ϑετικό δείκτη της T και την κανονική της παϱάσταση.

6. Αποδείξτε το Λήµµα (6.4) στη γενικότεϱή του µοϱϕή:

Για δύο χώϱους (X, E), (Y,G) οϱίϹουµε τα σύνολα:

- I(X,Y ) = {f : X → Y | f ισοµετϱία}
- GL(X,Y ) = {f : X → Y | f γϱαµµικός ισοµοϱϕισµός}
- O(X,Y ) = {f : X → Y | f οϱϑογώνια}

Eάν οι X,Y έχουν την ίδια πεπεϱασµένη διάσταση, τότε I(X,Y ) ∩GL(X,Y ) = O(X,Y ).

7. Θεωϱούµε τους χώϱους µε µη εκϕυλισµένο εσωτεϱικό γινόµενο (R3, E) και (R3, E ′), όπου:

E
(
(x1, y1, z1), (x2, y2, z2)

)
= 2x1x2 − y1y2 + 3z1z2

E ′
(
(x1, y1, z1), (x2, y2, z2)

)
= x1x2 + y1y2 + y2z1 + y1z2 − z1z2

(ϕυσικά οι συντεταγµένες νοούνται ως πϱος τη συνήϑη ϐάση του R3). Εξηγήστε γιατί οι δύο χώϱοι είναι
ισόµοϱϕοι ή γιατί δεν είναι ισόµοϱϕοι.





ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8

Η Ευκλείδεια Γεωµετϱία του Rn

8.1 Θετικά οϱισµένες τετϱαγωνικές µοϱϕές

Σ το υποκεφάλαιο 6.2 µελετήσαµε την επίπεδη Ε.Γ. µέσω της Γ.Κ. (̂I(R2),R2) = (I(R2),R2), και γι’ αυτόν
τον σκοπό µας απασχόλησε ιδιαιτέρως η ορθογώνια οµάδα O(R2). Φυσικά, η µελέτη των ορθογώνιων

απεικονίσεων δικαιολογήϑηκε από το γενικό Θεώϱηµα: Μοϱϕή των ισοµετϱιών, κατά το οποίο κάϑε ισοµετϱία ενός
χώϱου µε εσωτεϱικό γινόµενο (X, 〈·, ·〉) είναι σύνθεση ορθογώνιας απεικόνισης µε µεταϕοϱά. Για την µελέτη λοιπόν
µιας πολυδιάστατης Ε.Γ. (Rn, 〈·, ·〉), ϑα ασχοληθούµε µε την κατά Klein µοϱϕή αυτής (̂I(Rn),Rn) = (I(Rn),Rn),
και κατ’ επέκταση µε τις διάφορες ιδιότητες και ιδιαιτερότητες της αντίστοιχης ορθογώνιας οµάδας O(Rn).
Συγκεκριµένα το πϱόϐληµα είναι να ϐρεθούν λειτουργικές παραστάσεις (ως πϱος κατάλληλες ϐάσεις) για τα
στοιχεία της ορθογώνιας οµάδας O(Rn).

Οϱισµός: Θετικά οϱισµένα εσωτεϱικά γινόµενα και ϑετικά οϱισµένες τετϱαγωνικές µοϱϕές:
I. ΄Εστω (X, E+) ένας χώϱος µε διάσταση n και µη εκϕυλισµένο εσωτεϱικό γινόµενο ϑετικού δείκτη δE+ = n. Το
εσωτεϱικό γινόµενο αυτό E+ ϑα καλείται ϑετικά οϱισµένο.

II. Εάν E+ : X2 → R είναι ένα ϑετικά ορισµένο εσωτεϱικό γινόµενο, τότε η αντίστοιχη µη εκφυλισµένη τετραγ-
ωνική µοϱϕή T+ ϑα καλείται ϑετικά ορισµένη.

Παϱατηϱήσεις (8.1):
I. Ως τώϱα έχουµε δώσει αρκετούς ορισµούς ‘εσωτεϱικών γινοµένων’. Κατ’ αρχάς, έχουµε την γενικότεϱη έννοια
των µη εκφυλισµένων εσωτεϱικών γινοµένων και την υποκατηγορία αυτών, τα εσωτεϱικά γινόµενα. Επίσης, µόλις
οϱίσαµε τα ϑετικά ορισµένα εσωτεϱικά γινόµενα. Η σχέση αυτών είναι η εξής: Κάϑε εσωτεϱικό γινόµενο είναι µη
εκφυλισµένο και η έννοια του εσωτεϱικού γινοµένου ταυτίζεται αυτής του ϑετικά ορισµένου εσωτεϱικού γινοµένου.

Απόδειξη: ∆είχνουµε τα εξής: Πρώτον, εάν 〈·, ·〉 : X2 → R είναι ένα εσωτεϱικό γινόµενο, τότε αν για κάϑε
y ∈ X έχουµε 〈x, y〉 = 0, αναγκαστικά x = 0. Πράγµατι, αυτό πϱοκύπτει ϑέτοντας y = x.

∆εύτεϱον, κάϑε εσωτεϱικό γινόµενο 〈·, ·〉 : X2 → R έχει ϑετικό δείκτη n = dimX και κάϑε ϑετικά ορισ-
µένο εσωτεϱικό γινόµενο είναι εσωτεϱικό γινόµενο. Πράγµατι, εάν ένα εσωτεϱικό γινόµενο δεν είχε δείκτη n, τότε
η αντίστοιχη τετραγωνική µοϱϕή (ως πϱος κάποια ϐάση B = {bi}ni=1) ϑα γραφόταν:

〈x, x〉 = T (x) =

δT∑
i=1

x2
i −

n∑
i=δT+1

x2
i

µε xi να είναι οι συντεταγµένες ως πϱος τη ϐάση B. ΄Ετσι λοιπόν, για x = bn ϑα είχαµε T (x) < 0, το οποίο είναι
άτοπο από τον οϱισµό του εσωτεϱικού γινοµένου. Επιπλέον, αν E+ είναι ένα ϑετικά οϱισµένο εσωτεϱικό γινόµενο,
η αντίστοιχη τετϱαγωνική µοϱϕή T+ (ως πϱος κάποια ϐάση G = {gi}ni=1) ϑα γϱάϕεται:

E+(x, x) = T+(x) =
∑
i6n

x2
i

µε xi να είναι οι συντεταγµένες ως πϱος τη ϐάση G. Εποµένως, T (x) > 0 και η ισότητα αληθεύει αν και µόνο αν
x = 0.

�
II. Βάσει της Πρότασης (7.4), ένας χώϱος (X, E) µε µη εκφυλισµένο εσωτεϱικό γινόµενο είναι ισόµορφος µε τον
(Rn, 〈·, ·〉), όπου

〈
(x1, · · · , xn), (y1, · · · , yn)

〉
=
∑
i6n xiyi, αν και µόνο αν dimX = dimRn = n και δE = δ〈·,·〉.

∆ηλαδή αν οι X,Rn έχουν ίδια διάσταση και το E είναι ϑετικά ορισµένο.
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Θεώϱηµα: Κϱιτήϱιο του Sylvester:
Μια µη εκϕυλισµένη τετϱαγωνική µοϱϕή T : Rn → R µε πίνακα A = (ai,j)i,j είναι ϑετικά οϱισµένη εάν και µόνο
αν καϑεµία από τις κύϱιες οϱίϹουσες DA(k), k ∈ {1, 2, · · · , n} είναι ϑετική.

Απόδειξη: (⇒) Εάν µια τετραγωνική µοϱϕή είναι ϑετικά ορισµένη, τότε ο περιορισµός αυτής στις k 6 n
διαστάσεις ϑα είναι κι αυτή ϑετικά ορισµένη τετραγωνική µοϱϕή. ∆ηλαδή η συνάϱτηση:

Tk(kx) = (x1, x2, · · · , xk) ·

á
a1,1 a1,2 · · · a1,k

a2,1 a2,2 · · · a2,k

...
...

. . .
...

ak,1 ak,2 · · · ak,k

ë
·

á
x1

x2

...
xk

ë
µε xi να είναι οι συντεταγµένες του kx ∈ Rk ↪→ Rn ως πϱος την ϐάση kB = {bi}ki=1 του Rk (που αποτελεί
‘πεϱιοϱισµό’ της ϐάσης B = {bi}ni=1 του Rn) είναι ϑετικά οϱισµένη τετϱαγωνική µοϱϕή. Υπάϱχει λοιπόν ϐάση kG
του Rk ως πϱος την οποία ο πίνακας Mk της Tk γίνεται ταυτοτικός. Κατ’ επέκταση, αν Sk είναι ο πίνακας αλλαγής
ϐάσης Sk = (kG : kB), τότε:

Idk = Sk ·Mk · STk ⇒ (detSk)2 · detMk = 1⇒ detMk > 0

(o Sk είναι πίνακας αλλαγής ϐάσης, και συνεπώς detSk 6= 0). Αυτό ϕυσικά ισχύει για κάϑε k 6 n, οπότε σε
συνδυασµό µε το ότι Mk = DA(k), αποδεικνύεται το ευϑύ.

(⇐) Αντιστρόφως, εάν υποθέσουµε ότι για κάϑε k ∈ {1, 2, · · · , n} αληθεύει DA(k) > 0, από την απόδειξη
του Θεωρήµατος: Μέϑοδος Jacobi υπάρχει ϐάση G′ = {g′i}ni=1 ως πϱος την οποία η T λαµβάνει τη διαγώνια
µοϱϕή:

T (x) =

n∑
i=1

DA(i− 1)

DA(i)
y′i

2

Θεωϱώντας λοιπόν τη ϐάση G =

® 
DA(i)

DA(i− 1)
· g′i

´n
i=1

, η T γϱάϕεται στην κανονική της µοϱϕή:

T (x) =

n∑
i=1

y2
i

µε ϑετικό δείκτη δT = n. Αποδεικνύουµε λοιπόν και το αντίστροφο.
�

Πϱόταση (8.1): (Ορίζουσα Gramm) ΄Εστω γ1, γ2, · · · , γk ∈ Rn µε k 6 n. ΄Εστω επίσης η ϑετικά ορισµένη τετραγ-
ωνική µοϱϕή T : Rn → R που προέρχεται από το εσωτεϱικό γινόµενο E : R2n → R. Τότε ισχύει:

DE(γ1, γ2, · · · , γn) = det

á
E(γ1, γ1) E(γ1, γ2) · · · E(γ1, γk)
E(γ2, γ1) E(γ2, γ2) · · · E(γ2, γk)

...
...

. . .
...

E(γk, γ1) E(γk, γ2) · · · E(γk, γk)

ë
> 0

µε την ισότητα εάν και µόνο αν τα γi είναι γραµµικώς εξαρτηµένα.

Απόδειξη: Εδώ ϑα διακρύνουµε δύο περιπτώσεις: Κατ΄αϱχάς, εάν τα γi είναι γραµµικώς ανεξάϱτητα, ϑα
παράγουν έναν υπόχωρο V του Rn διάστασης k. Θεωρούµε τη συνάϱτηση f : V → Rk του ορθογώνιου
ισοµορφισµού V ' Rk, µε τύπο f(x) = (x1, x2, · · · , xn), όπου x =

∑
i6k xiγi. Παϱατηϱήστε ότι εάν στον χώϱο V

ϑεωρήσουµε το εσωτεϱικό γινόµενο E και στον Rk το εσωτεϱικό γινόµενο µε πίνακα:

A =

á
E(γ1, γ1) E(γ1, γ2) · · · E(γ1, γk)
E(γ2, γ1) E(γ2, γ2) · · · E(γ2, γk)

...
...

. . .
...

E(γk, γ1) E(γk, γ2) · · · E(γk, γk)

ë
(ως πϱος τη ϐάση {γi}ki=1), η f πράγµατι γίνεται ορθογώνιος ισοµορφισµός.
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Εποµένως η αντίστοιχη τετραγωνική µοϱϕή που οϱίϹει το εσωτεϱικό γινόµενο αυτό στον Rk ϑα είναι ϑετικά
ορισµένη (Πϱόταση (7.4)), και από το Θεώϱηµα: Κϱιτήϱιο του Sylvester η ορίζουσα:

DA(k) = det

á
E(γ1, γ1) E(γ1, γ2) · · · E(γ1, γk)
E(γ2, γ1) E(γ2, γ2) · · · E(γ2, γk)

...
...

. . .
...

E(γk, γ1) E(γk, γ2) · · · E(γk, γk)

ë
ϑα είναι ϑετική.

Εάν τώϱα τα γi είναι γραµµικώς εξαρτηµένα, ϑα υπάρχει µη τετριµµένος γραµµικός συνδυασµός αυτών
που είναι µηδέν - δηλαδή

∑
i6k λiγi = 0, λi ∈ R. Παϱατηϱούµε ότι για τα διάφορα i ∈ {1, 2, · · · , k}:

0 = E(γi, 0) = E
(
γi,
∑
j6k

λjγj

)
=
∑
j6k

λjE(γi, γj)

οπότε αν ϑεωϱήσουµε το σύστηµα ως πϱος µi:á
E(γ1, γ1) E(γ1, γ2) · · · E(γ1, γk)
E(γ2, γ1) E(γ2, γ2) · · · E(γ2, γk)

...
...

. . .
...

E(γk, γ1) E(γk, γ2) · · · E(γk, γk)

ëá
µ1

µ2

...
µk

ë
=

á
0
0
...
0

ë
αυτό ϑα έχει τη µηδενική λύση και την (λ1, λ2, · · · , λk)T 6= 0. Οπότε η οϱίϹουσα των συντελεστών αναγκαστικά ϑα
πϱέπει να είναι µηδέν.

det

á
E(γ1, γ1) E(γ1, γ2) · · · E(γ1, γk)
E(γ2, γ1) E(γ2, γ2) · · · E(γ2, γk)

...
...

. . .
...

E(γk, γ1) E(γk, γ2) · · · E(γk, γk)

ë
= 0

�
Η προηγούµενη πρόταση έχει αρκετό ενδιαφέρον, αϕού ουσιαστικά γενικεύει την ανισότητα των Cauchy -
Schwarz, όπως δείχνει η ακόλουϑη παϱατήϱηση.

Παϱατήϱηση (8.2): Χρησιµοποιώντας την Πρόταση (8.1) µποϱεί να αποδειχθεί η ανισότητα Cauchy -
Schwarz για τα εσωτεϱικά γινόµενα (Λήµµα (6.1)). Εάν o (X, 〈·, ·〉) είναι πεπερασµένος χώϱος µε εσωτεϱικό
γινόµενο:

∀x, y ∈ X, 〈x, y〉 6
»
〈x, x〉 · 〈y, y〉

Απόδειξη: Ας ασχοληϑούµε πϱώτα µε την πεϱίπτωση των (Rn, 〈·, ·〉). Από την Πϱόταση (8.1), για γ1 = x, γ2 = y
έχουµε:

det

Å
〈x, x〉 〈x, y〉
〈y, x〉 〈y, y〉

ã
> 0⇒ 〈x, y〉2 6 〈x, x〉 · 〈y, y〉

το οποίο είναι το Ϲητούµενο στην ειδική πεϱίπτωση. Για την γενικότεϱη πεϱίπτωση, αϱκεί να παρατηρήσουµε ότι
κάϑε χώϱος διάστασης n µε εσωτεϱικό γινόµενο είναι ισόµορφος µε τον Rn µε το σύνηθες εσωτεϱικό γινόµενο.
Αυτό ϕυσικά πϱοκύπτει από την Πρόταση (7.4).

�
Η ανισότητα Cauchy - Schwarz δεν ισχύει για µη ϑετικά ορισµένα εσωτεϱικά γινόµενα. Για παϱάδειγµα, δεν
ισχύει για το µη εκφυλισµένο εσωτεϱικό γινόµενο που πϱοκύπτει από την τετραγωνική µοϱϕή T : R2 → R µε
T
(
(x1, x2)

)
= x2

1 − x2
2.

Οϱισµός: Γωνίες στον Rn:
Στον χώϱο Rn ϑεωϱούµε το σύνηϑες εσωτεϱικό γινόµενο 〈·, ·〉. Παϱατηϱούµε ότι, από την ανισότητα Cauchy -
Schwarz:

〈x, y〉
〈x, x〉 · 〈y, y〉

6 1

οπότε οϱίϹεται καλώς το µέτϱο γωνίας θ ∈ [0, π] για το οποίο:

cos θ =
〈x, y〉

〈x, x〉 · 〈y, y〉
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(όταν ϕυσικά x, y 6= 0). Εµείς (κάπως απεϱίσκεπτα) ϑα ταυτίϹουµε το µέτϱο της γωνίας µε τη γωνία στον Rn. Θα

λέµε δηλαδή ότι η γωνία ∠(x, y) ή ’(x, y) είναι θ, υπονοώντας ότι η γωνία των x, y έχει µέτϱο θ.

Πϱόταση (8.2): Κάϑε τ ∈ O(Rn) διατηϱεί τη γωνία ∠(x, y), για κάϑε x, y ∈ Rn. ∆ηλαδή ισχύει:

∠(x, y) = ∠
(
τ(x), τ(y)

)
Απόδειξη: Πϱοκύπτει από τον οϱισµό των γωνιών ∠(x, y), ∠

(
τ(x), τ(y)

)
.

�

Οϱισµός: Κάϑετα διανύσµατα:
∆ύο διανύσµατα x, y ∈ Rn ϑα λέγονται κάϑετα αν ∠(x, y) = π/2 ή κάποιο από τα x, y είναι µηδέν.

Παϱατήϱηση (8.3): Ο συγκεκριµένος τϱόπος ορισµού των γωνιών είναι ϕυσιολογικός, αϕού ουσιαστικά
αποτελεί γενίκευση αυτού της επίπεδης Ε.Γ. Βέϐαια για να µποϱεί να σταθεί ο ίδιος ως ϕυσιολογικός ορισµός,
προϋποτείθενται γεωµετϱίες στις οποίες ισχύει η ανισότητα Cauchy - Schwarz. Σε διαφορετικές περιπτώσεις (όπως
στους χώϱους Minkowski) η σύνδεση των γωνιών µε µετϱικά µεγέϑη είναι δυσκολότεϱη.
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8.2 Αναλλοίωτοι υπόχωροι για τις ορθογώνιες απεικονίσεις της Ευκ-
λείδειας Γεωµετϱίας του Rn

΄Ε στω τ ∈ O(Rn). Σύµϕωνα µε το Λήµµα (6.4), η τ είναι γϱαµµική συνάϱτηση και ισοµετϱία, όπου η µετϱική
ϑεωϱείται επαγόµενη ενός εσωτεϱικού γινοµένου 〈·, ·〉 (και αντίστοιχη τετϱαγωνική µοϱϕή T ). ∆ηλαδή η τ

είναι γϱαµµική κι επιπλέον:

∀x ∈ Rn, ||x|| = ||τ(x)|| ⇒ ||x||2 = ||τ(x)||2 ⇒ T (x) = T
(
τ(x)

)
Εάν λοιπόν ϑεωϱήσουµε M τον n × n πίνακα της τ (δηλαδή τ(x) = M · xT ) και A τον n × n πίνακα της T , ϑα
αληϑεύει:

∀x ∈ Rn, T (x) = x ·A · xT = x ·MTAM · xT = T (τ(x))

οπότε A = MTAM (γιατί; ∆οκιµάστε -εϕόσον ο A είναι συµµετρικός και ϑετικά οϱισµένος- να τον διαγ-
ωνοποιήσετε). Κατ’ επέκταση, αϕού ο πίνακαςA έχει µη µηδενική ορίζουσα (αυτό πϱοκύπτει από την Παϱατήϱηση
(7.3)), ϑα έχουµε:

detA = det(MTAM) = (detM)2 · detA⇒ detM = ±1

Πϱόταση (8.3): Μια απεικόνιση τ : Rn → Rn είναι ορθογώνια (ο χώϱος Rn ϑεωρείται µε ϑετικά ορισµένο
εσωτεϱικό γινόµενο) αν και µόνο αν ορίζεται από έναν n× n πίνακα M µε την ιδιότητα MTM = Idn

Απόδειξη: (⇒) Εάν ϑεωρήσουµε την τετραγωνική µοϱϕή T του Rn ως πϱος µια ϐάση που της δίνει κανον-
ική µοϱϕή, από την προηγούµενη ανάλυση ϑα έχουµε:

Idn = MT IdnM = MTM

(εδώ παϱατηϱήστε ότι ο πίνακας είναι ταυτοτικός, αϕού το εσωτεϱικό γινόµενο είναι ϑετικά ορισµένο).

(⇐) Θεωρούµε την απεικόνιση µε τύπο τ(x) = M · xT και ισχυριζόµαστε ότι αυτή είναι ορθογώνια ως
πϱος ένα (τυχόν) εσωτεϱικό γινόµενο του Rn. Πράγµατι, αν ϑεωρήσουµε µια ϑετικά ορισµένη τετραγωνική µοϱϕή
T στον Rn, ϑα έχει κανονική παράσταση:

T (x) = x · Idn · xT

οπότε:
T
(
τ(x)

)
= x ·MT IdnM · xT = x ·MTM · xT = x · Idn · xT = T (x)

�
Μία οϱϑογώνια απεικόνιση τ ∈ O(Rn) δεν είναι οϱϑογώνια αν και µόνο αν ο πίνακάς της ικανοποιεί τη σχέση
detM = ±1, εποµένως δεν υϕίσταται ‘απλοποίηση’ της Πϱότασης (8.3) µ’ αυτόν τον τϱόπο. Για παϱάδειγµα, η
γϱαµµική συνάϱτηση µε πίνακα:

M =

Å
1 1
0 1

ã
έχει ορίζουσα detM = 1, αλλά δεν είναι ορθογώνια.

Λήµµα (8.1): ΄Εστω τ µια ορθογώνια απεικόνιση του Rn (ως πϱος εσωτεϱικό γινόµενο) µε πίνακα M . Εάν
ο πίνακας M έχει πραγµατική ιδιοτιµή ξ, ϑα αληθεύει ξ ∈ {±1}.

Απόδειξη: Εάν XM είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του M , επειδή XM (0) = detM 6= 0, η ιδιοτιµή ξ
είναι µη µηδενική.

΄Εστω τώϱα T µια τετραγωνική µοϱϕή του Rn. Εάν vT είναι ένα µη µηδενικό ιδιοδιάνυσµα της τ για την
ιδιοτιµή ξ, ϑα έχουµε:

τ(v) = M · vT = ξ · vT

Παίϱνοντας τώϱα τετϱαγωνικές µοϱϕές και χϱησιµοποιώντας το ότι η τ είναι οϱϑογώνια, δείχνουµε ότι ξ ∈ {±1}.

T
(
τ(v)

)
= T (ξ · vT ) = ξ2 · T (v) = ξ2 · T

(
τ(v)

)
⇒ ξ2 = 1

�
Λήµµα (8.2): ΄Εστω τ µια οϱϑογώνια απεικόνιση του Rn (ως πϱος εσωτεϱικό γινόµενο) µε πίνακα M . Εάν ο
πίνακας M έχει µιγαδική ιδιοτιµή ξ = a+ bi ∈ C και αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα v = x+ yi 6= 0, ϑα αληϑεύει:

τ(x) = axT − byT και τ(y) = bxT + ayT
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Απόδειξη: Εάν η ξ είναι µιγαδική ιδιοτιµή της τ µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα v, ϑα έχουµε:

τ(v) = ξ · vT ⇒ (M − ξ · Idn) · vT = 0

Η τελευταία σχέση ουσιαστικά µποϱεί να ειδωθεί ως σύστηµα µε αγνώστους τις συντεταγµένες του vT . Μάλιστα,
το σύστηµα αυτό ϑα έχει µηδενική ορίζουσα XM (ξ) = det(M − ξ · Idn), αϕού το ξ είναι ιδιοτιµή της τ .

Εϕόσον η ορίζουσα είναι µηδέν, υπάρχει ένα µη µηδενικό ιδιοιδιάνυσµα v = x + yi. Με αντικατάσταση
στο σύστηµα έχουµε: (

M − (a+ bi) · Idn
)
· (x+ iy)T = 0⇒[

(M − a · Idn) · xT + b · Idn · yT
]

+ i
[
(M − a · Idn) · yT − b · Idn · xT

]
= 0

Εξισώνοντας λοιπόν τα πϱαγµατικά και ϕανταστικά µέϱη µε το µηδέν, παίϱνουµε το Ϲητούµενο.

τ(x) = M · xT = axT − byT και τ(y) = M · yT = bxT + ayT

�
Παϱατήϱηση (8.4): Αν υποϑέσουµε ότι τα x και y είναι γϱαµµικώς ανεξάϱτητα, τότε ϑα αποτελούν ϐάση του
χώϱου V = span {x, y}. Επειδή από το Λήµµα (8.2) η τ έχει τη µοϱϕή:

τ(x) = axT − byT και τ(y) = bxT + ayT

(όταν το v = x+yi είναι ιδιοδιάνυσµα στην ιδιοτιµή ξ = a+bi), ο διδιάστατος χώϱος V µένει αναλλοίωτος από την τ .

Πϱόταση (8.4): ΄Εστω τ ∈ O(Rn). Υπάρχει αναλλοίωτος µονοδιάστατος ή διδιάστατος υπόχωρος V της τ ,
τέτοιος ώστε το ορθοσυµπλήρωµα αυτού V ⊥ να είναι κι αυτό αναλλοίωτο από την τ .

Απόδειξη: ΄Εστω ξ µια πραγµατική ιδιοτιµή του τ (αν αυτή υπάρχει), v ένα ιδιοδιάνυσµα της ξ και ω =
v

||v||
το αντίστοιχο διάνυσµα µοναδιαίου µήκους. Παϱατηϱούµε ότι το {ω} αποτελεί ορθοκανονική ϐάση για τον
µονοδιάστατο υπόχωρο V = span ω κι επίσης ότι ο V είναι αναλλοίωτος από την τ (εδώ η ορθοκανονικότητα της
ϐάσης δεν µας απασχολεί, ϑα την χρησιµοποιήσουµε όµως σε επόµενες προτάσεις).

Θα δείξουµε ότι και ο V ⊥ είναι αναλλοίωτος από την τ : Πράγµατι, εάν u ∈ V ⊥, τότε u⊥ω. Από την
Πρόταση (8.2), η τ διατηϱεί τις γωνίες, εποµένως τ(u)⊥τ(ω). Επειδή το τ(ω) παϱάγει τον V , έχουµε ότι
τ(u) ∈ V ⊥ κι άϱα το Ϲητούµενο για την πραγµατική πεϱίπτωση.

Εάν ξ = a+ bi είναι µιγαδική ιδιοτιµή της τ µε ιδιοδιάνυσµα v = x+ yi, σύµφωνα µε το Λήµµα (8.2):

τ(x) = axT − byT και τ(y) = bxT + ayT

Εάν τα x, y είναι γραµµικώς εξαρτηµένα, µποϱούµε να αναχϑούµε στην πραγµατική πεϱίπτωση την οποία
αναλύσαµε προηγουµένως. ∆ιαφορετικά, αν τα x, y είναι γραµµικώς ανεξάϱτητα, από την Παϱατήϱηση (8.4)
εξασφαλίζεται η ύπαϱξη ενός διδιάστατου υποχώρου V = span {x, y} που είναι τ−αναλλοίωτος. Μάλιστα, µε
κανoνικοποίηση της ϐάσης {x, y} του V , το σύνολο:ω =

x

||x||
, ψ =

y − 〈x, y〉 · x
||x||

/∣∣∣∣∣∣∣∣y − 〈x, y〉 · x||x||

∣∣∣∣∣∣∣∣


αποτελεί οϱϑοκανονική ϐάση του V . Η µοϱϕή της συγκεκϱιµένης ϐάσης µην σας ϕοϐίϹει - ουσιαστικά πϱοκύπτει
όπως και στην κανoνικοποίηση της ϐάσης στο ϑεώϱηµα Gramm - Schmidt). Εάν 〈·, ·〉 είναι ένα εσωτεϱικό γινόµενο
στον Rn, η πϱοϐολή του y στο x ϑα είναι το διάνυσµα:

prxy =
[
||y|| · cos ’(x, y)

]
· y =

〈x, y〉 · y
||x||

Εποµένως το διάνυσµα y − prxy είναι κάθετο στο x, και το σύνολο {x, y − prxy} είναι ορθογώνια ϐάση του
V . ∆ιαιρώντας και µε τα µέτρα των διανυσµάτων, πϱοκύπτει η προαναφερθήσα ορθοκανονική ϐάση (εδώ η
ορθοκανονικότητα της ϐάσης πάλι δεν µας απασχολεί, αλλά ϑα την χρησιµοποιήσουµε σε επόµενες προτάσεις).

Για να αποδείξουµε συνολικά την πρόταση, ϑα δείξουµε ότι ο V ⊥ είναι αναλλοίωτος από την τ . Αυτό ϑα
γίνει όπως και στην πραγµατική πεϱίπτωση: αν u ∈ V ⊥, τότε u⊥ω και u⊥ψ. Επειδή τα τ(ω), τ(ψ) παράγουν τον
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V και η τ διατηϱεί τις γωνίες, τ(u) ∈ V ⊥.
�

Παϱατήϱηση (8.5) ΄Εστω ξ = a + bi µια µιγαδική ιδιοτιµή της ορθογώνιας απεικόνισης τ ∈ O(Rn), µε
ιδιοδιάνυσµα v = x+ yi. Υποθέτουµε ότι τα x, y είναι γραµµικώς ανεξάϱτητα και ϑεωρούµε V = span {x, y}.

Από την απόδειξη της Πρότασης (8.4), υπάρχει ορθοκανονική ϐάση {ω, ψ} του V , της οποίας τα στοιχεία
εξαρτόνται γραµµικά από τα x, y. ΄Ετσι λοιπόν µποϱούµε να παραποιήσουµε τη γϱαϕή του Λήµµατος (8.1) και
να γράψουµε:

τ(ω) = κωT + λψT και τ(ψ) = µωT + νψT

οπότε ο πεϱιοϱισµός τ |V της τ στον V έχει πίνακα:

MV =

Å
κ λ
µ ν

ã
(ως πϱος τη ϐάση {ω, ψ}). Μάλιστα είναι ορθογώνια απεικόνιση, ως περιορισµός ορθογώνιας απεικόνισης.

ΙσχυϱιϹόµαστε ότι η ορίζουσα MV είναι ϑετική. Πράγµατι, επειδή:

τ(x) = axT − byT και τ(y) = bxT + ayT

ο πίνακας της τ |V ως πϱος τη ϐάση {x, y} έχει οϱίϹουσα a2 + b2 > 0. Συνεπώς και ως πϱος την οϱϑοκανονική
ϐάση {ω, ψ} ϑα ισχύει:

detMV = a2 + b2 > 0

Από την Παϱατήϱηση (6.3), η MV χαϱακτηϱίϹει στϱοϕή και κατ’ επέκταση για κάποιο θ ∈ [0, π] λαµϐάνει τη
µοϱϕή:

MV = MV (θ) =

Å
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

ã
(αϕού η οϱίϹουσα του MV είναι ϑετική).
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8.3 Απλοποιηµένες µοϱϕές πινάκων οϱϑογώνιων απεικονίσεων

Θεώϱηµα: Απλοποιηµένη µοϱϕή των οϱϑογώνιων απεικονίσεων:
΄Εστω τ ∈ O(Rn), όπου ο χώϱος Rn ϑεωϱείται µε εσωτεϱικό γινόµενο. Τότε υπάϱχει οϱϑοκανονική ϐάση του Rn
ως πϱος την οποία η τ οϱίϹεται από πίνακα σε block διαγώνια µοϱϕή:

W =



−1 O
1

R(θ1)
R(θ2)

. . .
O R(θr)


όπου οι πίνακες R(θk) είναι πίνακες στϱοϕής κατά θk ∈ [0, π] και 2r+ 2 = n. Ενδέχεται κάποια από τα ±1 στην
αϱχή να λείπουν, οπότε αντίστοιχα 2r + 1 = n ή 2r = n (αναλόγως µε το αν λείπει ένα από αυτά ή και τα δύο).

Απόδειξη: Για την απόδειξη αυτού του ϑεωρήµατος ϑα εργαστούµε σε ϐήµατα. Υποθέτουµε ότι M είναι ο
πίνακας της τ ως πϱος κάποια ϐάση B0 του Rn.

Βήµα Ι: ΄Εστω ξ1 ∈ {±1} µια πραγµατική ιδιοτιµή του M (αν αυτή ϕυσικά υπάρχει) και v1 ένα ιδιοδιάνυσµα στην
ιδιοτιµή αυτή. Εάν V1 είναι ο χώϱος span v1, από την Πρόταση (8.4) υπάρχει ορθοκανονική ϐάση B1 = {ω1} του
V1, o V1 είναι τ−αναλλοίωτος και το ορθοσυµπλήρωµα αυτού V ⊥1 είναι κι αυτό τ−αναλλοίωτο. Θεωρώντας G1

µια ϐάση του V ⊥1 , ο πίνακας M ως πϱος τη ϐάση B1 ∪G1 γίνεται:

W1 =

â
ξ1 O

1µ1,1
1µ1,2 · · · 1µ1,n−1

1µ2,1
1µ2,2 · · · 1µ2,n−1

...
...

. . .
...

O 1µn−1,1
1µn−1,2 · · · 1µn−1,n−1

ì
Βήµα ΙΙ: Η γραµµική απεικόνιση µε πίνακα (1µi,j)i,j6n−1 είναι ορθογώνια απεικόνιση, ουσιαστικά ως ‘περιορισ-
µός’ της τ στις n− 1 διαστάσεις. Μποϱούµε λοιπόν να συνεχίσουµε επαγωγικά τη διαδικασία του Βήµατος Ι στον
πίνακα (1µi,j)i,j6n−1. Σε κάποιο ϐήµα, ο πίνακας (`µi,j)i,j6n−` δεν ϑα έχει πραγµατικές ιδιοτιµές και ο πίνακας
της τ ως πϱος τη ϐάση

(⋃`
k=1 Bk

)
∪G` ϑα έχει γίνει:

W` =



ξ1 O
. . .

ξ`
`µ1,1

`µ1,2 · · · `µ1,n−`
`µ2,1

`µ2,2 · · · `µ2,n−`
...

...
. . .

...
O `µn−`,1

`µn−`,2 · · · `µn−`,n−`


Βήµα ΙΙΙ: Εϕόσον ο πίνακας (`µi,j)i,j6n−` δεν έχει πϱαγµατικές ιδιοτιµές, ϑα έχει µονάχα µιγαδικές. ΄Εστω
ζ1 = ε1 + ε1i η ιδιοτιµή αυτή και u1 = x1 + y1i ένα ιδιοδιάνυσµα στην ιδιοτιµή αυτή. ΙσχυϱιϹόµαστε ότι τα
x1, y1 είναι γϱαµµικώς ανεξάϱτητα. Πϱάγµατι, ο πεϱιοϱισµός της τ που έχει πίνακα (`µi,j)i,j6n−` είναι οϱϑογώνια
απεικόνιση, οπότε σύµϕωνα µε το Λήµµα (8.2) παίϱνει τη µοϱϕή

(`µi,j)i,j6n−` · xT1 = ε1x
T
1 − ε1yT1 και (`µi,j)i,j6n−` · yT1 = ε1x

T
1 + ε1y

T
1

Παϱατηϱήστε ότι αν τα x, y ήταν γραµµικώς εξαρτηµένα, ο πίνακας (`µi,j)i,j6n−` ϑα είχε πραγµατική ιδιοτιµή, το
οποίο είναι άτοπο από την επιλογή του.

Από την απόδειξη της Πρότασης (8.4), ο διδιάστατος χώϱος U1 = span {x, y} έχει ορθοκανονική ϐάση
E1 = {χ1, ψ1}, είναι (`µi,j)i,j6n−`−αναλλοίωτος και το ορθοσυµπλήρωµα αυτού V ⊥` ∩ U⊥1 είναι κι αυτό
(`µi,j)i,j6n−`−αναλλοίωτο. Αν λοιπόν G`+1 είναι µια ϐάση του V ⊥` ∩ U⊥1 , ο πίνακας της τ ως πϱος τη ϐάση
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k=1 Bk

)
∪ E1 ∪G`+1 γίνεται:

W`+1 =



ξ1 O
. . .

ξ`
1λ1,1

1λ1,2
1λ2,1

1λ2,2
`+1µ1,1

`+1µ1,2 · · · `+1µ1,n−`−1
`+1µ2,1

`+1µ2,2 · · · `+1µ2,n−`−1

...
...

. . .
...

O `+1µn−`−1,1
`+1µn−`−1,2 · · · `+1µn−`−1,n−`−1


Μάλιστα, από την Παϱατήϱηση (8.5) ο πίνακας (1λi,j)i,j είναι πίνακας στϱοϕής, έστω R(ϕ1) για κατάλληλο
ϕ1 ∈ [0, π].

W`+1 =



ξ1 O
. . .

ξ`
R(ϕ1)

`+1µ1,1
`+1µ1,2 · · · `+1µ1,n−`−1

`+1µ2,1
`+1µ2,2 · · · `+1µ2,n−`−1

...
...

. . .
...

O `+1µn−`−1,1
`+1µn−`−1,2 · · · `+1µn−`−1,n−`−1


Βήµα ΙV: ΣυνεχίϹουµε επαγωγικά, έως ότου όλες οι µιγαδικές και πϱαγµατικές ιδιοτιµές να έχουν εξαντληϑεί. Στο
τελευταίο ϐήµα, έστω t, ο πίνακας της τ ως πϱος τη ϐάση B =

(⋃`
k=1 Bk

)
∪
(⋃t−`

k=1 Ek
)
παίϱνει τη µοϱϕή:

Wt =



ξ1 O
. . .

ξ`
R(ϕ1)

. . .
O R(ϕs)


όπου ξk ∈ {±1}, οι πίνακες R(ϕk) είναι πίνακες στϱοϕής κατά ϕk, και `+ 2s = n.

Βήµα V: Ο πίνακας Wt µοιάϹει πολύ µε τον πίνακα της εκφώνισης W . Από τον Wt παίϱνουµε τον W µε
τον εξής τϱόπο: κατ’ αρχάς, αναδιατάσσοντας κατάλληλα τα στοιχεία της ϐάσης B µποϱούµε να ϕέϱουµε σε Ϲεύγη
τα 1 και τα −1. Αν κάποια −1, 1 περισσέψουν, ϑα τα τοποθετήσουµε στις ϑέσεις (1, 1) και (2, 2) αντίστοιχα (ϕυσικά
µε κατάλληλη αναδιάταξη των στοιχείων της ϐάσης). Τώϱα οι πίνακες σε µοϱϕή block:Å

1 0
0 1

ã
και

Å
−1 0
0 −1

ã
αντιστοιχούν σε στϱοϕές κατά 0 και κατά π, οπότε είναι πίνακες στϱοϕής R(0) και R(π). Αλλάζοντας τον συµ-
ϐολισµό των γωνιών από 0, π, ϕk σε θk, ο πίνακας Wt τελικά µετασχηµατίζεται σε:

W =



−1 O
1

R(θ1)
R(θ2)

. . .
O R(θr)


η οποία είναι η Ϲητούµενη µοϱϕή.

�
Παϱατήϱηση (8.6): Το προηγούµενο ϑεώϱηµα δείχνει ότι όπως και στην ειδική πεϱίπτωση του R2, στην γενική
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πεϱίπτωση του Rn υπάρχουν ορθοκανονικές ϐάσεις ως πϱος τις οποίες οι ορθογώνιες απεικονίσεις παίϱνουν ‘απλή
µοϱϕή’. Το ϐασικό µειονέκτηµα της µορφής αυτής είναι ότι κάϑε τ ∈ O(Rn) παίϱνει την απλή της µοϱϕή ως
πϱος µια συγκεκριµένη ορθοκανονική ϐάση, οπότε η µελέτη της ορθογώνιας οµάδας O(Rn) γίνεται δύσκολη σε
µεγάλες διαστάσεις.

΄Οσον αϕοϱά τις µεθόδους για τη επίλυση προβληµάτων στην Ε.Γ. του Rn, υπάρχει µια πολυµορφία -
κάποιες ϕοϱές οι γενικές µέϑοδοι δεν ϐοηθούν ιδιαίτερα, οπότε απαιτείται κάποιου είδους ευρηµατικότητα.
Συνήϑως µεϱικοποιούµε τα προβλήµατα τα οποία µελετούµε προκειµένου να εφαρµόσουµε γενικές µεθόδους -
για παϱάδειγµα, ενώ µια επιϕάνεια δευτέϱου ϐαθµού ϑα έπϱεπε να οριστεί ως ο γεωµετϱικός τόπος των σηµείων
x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn για τα οποία:∑

i,j6n

ai,jxixj +
∑
i6n

bixi + c = 0 (για κάποια ai, bi, c ∈ R)

η ϑεωρία των επιφανειών δευτέϱου ϐαθµού αναπτύσσεται για επιϕάνειες δευτέϱου ϐαθµού της µορφής του
παϱακάτω ορισµού.

Οϱισµός: Τετϱαγωνικές υπεϱεπιϕάνειες:
Μια τετϱαγωνική υπεϱεπιϕάνεια στον Rn είναι ο γεωµετϱικός τόπος των σηµείων x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn που
ικανοποιούν εξίσωση της µοϱϕής:∑

i,j6n

ai,jxixj + 2
∑
i6n

bixi + c = 0 (για κάποια ai, bi, c ∈ R)

µε τη συνάϱτηση T (x) =
∑
i,j6n ai,jxixj να είναι τετϱαγωνική µοϱϕή του Rn.

Ο περιορισµός η T (x) =
∑
i,j6n ai,jxixj τετραγωνική µοϱϕή µας διευκολίνει διότι µ’ αυτήν την υπόθεση

η εξίσωση της τετραγωνικής υπερεπιφάνειας παίϱνει την απλούστεϱη µοϱϕή:

(x1, · · · , xn) ·

Ö
a1,1 · · · a1,n

...
. . .

...
an,1 · · · an,n

è
·

Ö
x1

...
xn

è
+ 2(b1, · · · , bn) ·

Ö
x1

...
xn

è
+ c = 0

Στην Ε.Γ. του Rn ϑεωρούµε συνήϑως ορθοκανονικές ϐάσεις. Ως πϱος τέτοιες, ένας συµµετρικός πίνακας (όπως
είναι ο πίνακας της T ) είναι ερµητιανός, οπότε έχει µόνο πραγµατικές ιδιοτιµές λi, και επίσης υπάρχει ορθοκανον-
ική ϐάση του Rn που αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του πίνακα. ∆εδοµένης αυτής της ορθοκανονικής ϐάσης,
ο πίνακας παίϱνει διαγώνια µοϱϕή µε τα στοιχεία της διαγωνίου να αποτελούν οι πραγµατικές ιδιοτιµές λi. Λαµ-
ϐάνοντας αυτό υπόψη, υπάρχει ορθοκανονική ϐάση τέτοια ώστε η εξίσωση της τετραγωνικής υπερεπιφάνειας να
γράφεται: ∑

i6n

λiy
2
i + 2

∑
i6n

biyi + c = 0

όπου yi είναι η συντεταγµένες του x ως πϱος την εν λόγω ϐάση.

Κάπως έτσι απλοποιείται το ‘δευτεροβάθµιο’ µέλος της εξίσωσης. Για το ‘πρωτοβάθµιο’, ενδέχεται να υπ-
άρχει κάποια ευκολότερη µοϱϕή µε κάποιου είδους µεταϕοϱά (ϑα δούµε αϱγότεϱα ότι πάντοτε υπάρχει).

Με µία µεταϕοϱά ουσιαστικά αλλάζουµε την αϱχή των αξόνων, χωϱίς να µεταβάλλουµε το δευτεροβάθµιο
µέλος της εξίσωσης. Αν t = (t1, · · · , tn) είναι το διάνυσµα της µεταϕοϱάς, οι συντεταγµένες yi µεταϕέϱονται στις
zi = yi + ti, οπότε η εξίσωση της τετραγωνικής υπερεπιφάνειας γίνεται:∑

i6n

λi(z
2
i − 2tizi + t2i ) + 2

∑
i6n

bi(zi − ti) + c = 0⇒

∑
i6n

λiz
2
i + 2

∑
i6n

(bi − tiλi)zi + c′ = 0

όπου c′ = c+
∑
i6n λit

2
i − 2

∑
i6n biti.

Ο ϱόλος της µεταϕοϱάς παίϹει ιδιαίτερο ϱόλο στις λεγόµενες κεντρικές τετραγωνικές υπερεπιφάνειες.
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Οϱισµός: Κεντϱικές τετϱαγωνικές υπεϱεπιϕάνειες:
Μια τετϱαγωνική υπεϱεπιϕάνεια στον Rn είναι κεντϱική αν υπάϱχει ακϱιϐώς ένα σηµείο t = (t1, · · · , tn), έτσι
ώστε µετά από µεταϕοϱά κατά t, η εξίσωση της υπεϱεπιϕάνειας να γίνεται:∑

i,j6n

ai,jzizj + c(t) = 0

Οι συντεταγµένες zi του x = (x1, · · · , xn) είναι οι αντίστοιχες µεταϕοϱές zi = xi + ti των xi. Το σηµείο t λέγεται
κέντϱο της υπεϱεπιϕάνειας, διότι αν το y − t = (y1 − t1, · · · , yn − tn) ικανοποιεί την πϱοηγούµενη εξίσωση, τότε
και το −y − t = (−y1 − t1, · · · ,−yn − tn) επίσης την ικανοποιεί. Επιπλέον, τα y,−y που πϱοκύπτουν µετά από
µεταϕοϱά κατά t είναι σηµεία συµµετϱικά.

Μια πολύ σηµαντική πρόταση είναι η ακόλουϑη, αϕού ουσιαστικά µας εξασφαλίζει µια ακόµη πιο απλή
µοϱϕή των εξισώσεων των τετραγωνικών υπερεπιφανειών.

Πϱόταση (8.5): Μια τετραγωνική υπερεπιφάνεια µε εξίσωση:∑
i,j6n

ai,jxixj + 2
∑
i6n

bixi + c = 0

είναι κεντρική εάν και µόνο αν det(ai,j)i,j 6= 0.

Απόδειξη: (⇒) Υποθέτουµε ότι µε µεταϕοϱά κατά t = (t1, · · · , tn) η εξίσωση της τετραγωνικής υπερεπιφάνειας
γίνεται: ∑

i,j6n

ai,jzizj + c = 0

Γενικά τώϱα, µε µία µεταϕοϱά η εξίσωση της υπεϱεπιϕάνειας παίϱνει τη µοϱϕή:∑
i,j6n

ai,j(zi − ti)(zj − tj) + 2
∑
i6n

bi(zi − ti) + γ = 0⇒

∑
i,j6n

ai,jzizj + 2
∑
i6n

(
bi −

∑
j6n

ai,jtj

)
zi + γ∗ = 0

(για κάποια σταϑεϱά γ∗). Εποµένως ϑα πϱέπει να αληϑεύουν οι σχέσεις:

bi −
∑
j6n

ai,jtj = 0, για κάϑε i ∈ {1, 2, · · · , n}

οι οποίες οϱίϹουν ένα σύστηµα:á
a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n

...
...

. . .
...

an,1 an,2 · · · an,n

ëá
t1
t2
...
tn

ë
=

á
b1
b2
...
bn

ë
µε αγνώστους τις συντεταγµένες του t. Το προαναφερθέν σύστηµα έχει µοναδική λύση, αϕού από τον οϱισµό της
τετραγωνικής υπερεπιφάνειας το κέντρο συµµετρίας t είναι µοναδικό. ΄Αϱα det(ai,j)i,j 6= 0.

(⇐) Το αντίστροφο αντιµετωπίζεται ανάλογα.
�

Παϱατήϱηση (8.7): Εφόσον ο πίνακας (ai,j)i,j αποτελεί πίνακα τετραγωνικής µορφής, αληθεύει (από την
Παϱατήϱηση (7.3)) ότι det(ai,j)i,j 6= 0. Από την Πρόταση (8.5), κάϑε τετραγωνική υπερεπιφάνεια είναι κεντρική.
Κατ’ επέκταση η εξίσωση µιας τετραγωνικής υπερεπιφάνειας λαµβάνει την απλούστεϱη µοϱϕή:∑

i6n

λiz
2
i + c = 0

Παϱακάτω ϑα δούµε µεϱικά παραδείγµατα επιφανειών δευτέϱου ϐαθµού και ϑα διαπιστώσουµε ότι, όποτε αυτές
είναι τετραγωνικές, λαµβάνουν απλοποιηµένη µοϱϕή.

Μεϱικές τετραγωνικές επιϕάνειες είναι οι ακόλουθες:



128 Κεϕάλαιο 8. Η Ευκλείδεια Γεωµετϱία του Rn

• Το ελλειψοειδές (άϱα και η σϕαίϱα):
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
− 1 = 0

• Το µονόϕυλλο υπεϱϐολοειδές:
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
− 1 = 0

• Το δίϕυλλο υπεϱϐολοειδές: −x
2

a2
− y2

b2
+
z2

c2
− 1 = 0

• Ο κώνος
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0

Μεϱικές µη τετϱαγωνικές επιϕάνειες είναι οι ακόλουϑες:

• Το ελλειπτικό παϱαϐολοειδές:
x2

a
+
y2

b
− 2z = 0 (όπου a, b > 0)

• Το υπεϱϐολικό παϱαϐολοειδές:
x2

a
− y2

b
− 2z = 0 (όπου a, b > 0)

• Ο παϱαϐολικός κύλινδϱος: y2 − 2ax = 0

• Ο ελλειπτικός κύλινδϱος:
x2

a2
+
y2

b2
− 1 = 0 (όπου a, b > 0).

Ο ελλειπτικός κύλινδρος ϕαίνεται να έχει µια απλοποιηµένη µοϱϕή, παϱά το ότι δεν αποτελεί τετραγωνική
επιϕάνεια. Αυτό δεν είναι σϕάλµα της ϑεωρίας, αϕού εµείς αποδείξαµε ότι κάϑε τετραγωνική επιϕάνεια έχει
εξίσωση απλής µορφής (ως πϱος κάποια ϐάση) - δεν δείξαµε ότι αν µια επιϕάνεια δεν είναι τετραγωνική τότε δεν
έχει απλή εξίσωση.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9

Χώϱοι Minkowski

9.1 Οι χώϱοι Minkowski µέσω της γεωµετϱίας

Ο υσιαστικά µε την Πρόταση (7.4) αποδείξαµε την ύπαϱξη µη ευκλείδειων χώϱων, την ύπαϱξη δηλαδή
των λεγόµενων ψευδοευκλείδειων χώϱων. Μια ειδική κατηγορία ψευδοευκλείδειων χώϱων είναι αυτή των

χώϱων Minkowski, η οποία χρησιµοποιείται και στη ϑεωρία της σχετικότητας.

Οϱισµός: Χώϱοι Minkowski:
΄Ενας χώϱος Rn εϕοδιασµένος µε µη εκϕυλισµένο εσωτεϱικό γινόµενο E ϑετικού δείκτη δE = n− 1 ϑα καλείται
χώϱος Minkowski. Το εσωτεϱικό γινόµενο E λέγεται Lorentzιανό.

Επιπλέον, σε έναν χώϱο Minkowski υπάρχουν οι εξής οϱολογίες, για µη µηδενικά διανύσµατα v των χώϱων:

• Εάν E(v, v) < 0, το v ονοµάϹεται χϱονοειδές.

• Εάν E(v, v) = 0, το v ονοµάϹεται ϕωτοειδές.

• Εάν E(v, v) > 0, το v ονοµάϹεται χωϱοειδές.

Πϱόταση (9.1): Ειδικά για τον R3, το σύνολο των ϕωτοειδών σηµείων σχηµατίϹει έναν (διπλό) κώνο, ο οποίος
καλείται ϕωτοειδής κώνος (ή κώνος ϕωτός). Εντός του κώνου ϐϱίσκονται όλα τα χϱονοειδή διανύσµατα και εκτός
του όλα τα χωϱοειδή.

Απόδειξη: Πϱάγµατι, παϱατηϱήστε ότι για v = (x, y, z) η τετϱαγωνική µοϱϕή του χώϱου Minkowski έχει κανονική
µοϱϕή:

T (v) = (x, y, z) ·

Ñ
1 0 0
0 1 0
0 0 −1

é
·

Ñ
x
y
z

é
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Εποµένως το σύνολο των ϕωτοειδών σηµείων είναι το σύνολο για το οποίο T (v) = x2 + y2 − z2 = 0, δηλαδή ένας
διπλός κώνος µε πεϱιστϱοϕική συµµετϱία γύϱω από τον zz′←→ και µε γωνία π/4 από το x, y επίπεδο.

�
Παϱατήϱηση (9.1): Η πϱοηγούµενη παϱατήϱηση ισχύει και για χώϱους µε µεγαλύτεϱη διάσταση, εάν ϕυσικά
δοϑεί κατάλληλος οϱισµός για κώνους µεγαλύτεϱης διάστασης. Συγκεκϱιµένα οϱίϹουµε ως συνήϑη κώνο στις
n−διαστάσεις το σύνολο: {

(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | x2
1 + x2

2 + · · · − x2
n = 0

}
και παϱατηϱούµε ότι ο ϕωτοειδής κώνος στις n−διαστάσεις είναι ακϱιϐώς ο κώνος των n−διαστάσεων. Επιπλέον,
όλα τα χρονοειδή διανύσµατα είναι εντός του και όλα τα χωϱοειδή εκτός του.

Οϱισµός: Χϱονοειδείς και χωϱοειδείς υπόχωϱοι:
΄Εστω (Rn, E) ένας χώϱος Minkowski.

I. ΄Ενας υπόχωϱος του χώϱου Minkowski ϑα λέγεται χϱονοειδής εάν πεϱιέχει χϱονοειδές διάνυσµα.

II. ΄Ενας υπόχωϱος του χώϱου Minkowski ϑα λέγεται χωϱοειδής εάν τα µη µηδενικά του διανύσµατα είναι µόνο
χωϱοειδή.

Στα παϱακάτω η καθετότητα ϑα ορίζεται µε το µη εκφυλισµένο εσωτεϱικό γινόµενο E ως εξής: v⊥u :⇔ E(u, v) = 0.

Παϱατήϱηση (9.2): ΄Εστω U 6= {0} ένας χωροειδής υπόχωρος του (Rn, E). Ο χώϱος U⊥ είναι χρονοει-
δής.

Απόδειξη: Ισχύει ότι Rn = U ⊕ U⊥ (αλλά δεν ϑα το αποδείξουµε - διαισθητικά πάντως είναι αναµενόµενο,
αν κανείς λάϐει υπ’ όψη τη µοϱϕή έχουν τα κάθετα διανύσµατα σε έναν χώϱο Minkowski). Εποµένως εάν πϱος
άτοπο δεν υπήρχε στον U⊥ χρονοειδές διάνυσµα, δεν ϑα υπήρχε σε ολόκληϱο τον Rn.

�
Λήµµα (9.1): Ο συνήϑης κώνος στις n−διαστάσεις εµφανίζει περιστροφική συµµετρία γύϱω από τον άξονα των xn.

Απόδειξη: Συγκεκριµένα ϑα δείξουµε ότι περιστρέφοντας στο επίπεδο των xi, xj µε i 6= j, i, j 6= n ο
κώνος δεν µεταβάλλεται. Πράγµατι, για κάϑε θ ∈ [0, π]:

x2
1 + · · ·+ (xi cos θ − xj sin θ)2 + · · ·+ (xi sin θ + xj cos θ)2 + · · ·+ x2

n−1 = x2
1 + · · ·+ x2

i + · · ·+ x2
j + · · ·+ x2

n−1

(µε πϱάξεις). Κατ’ επέκταση, εάν το (x1, · · · , xn) ανήκει στον κώνο, τότε:

x2
1 + · · ·+ (xi cos θ − xj sin θ)2 + · · ·+ (xi sin θ + xj cos θ)2 + · · ·+ x2

n−1 − xn = 0

Εποµένως ο κώνος στις n−διαστάσεις εµφανίζει περιστροφική συµµετρία.
�

Παϱατήϱηση (9.3): ΄Εστω U ένας χρονοειδής υπόχωρος του (Rn, E). Ο χώϱος U⊥ είναι χωροειδής.

Απόδειξη: Για να αποφύγουµε διάφορες διακεκριµένες περιπτώσεις, ϑα ϑεωρήσουµε ότι U = span u. Η
απόδειξη για χώϱους µεγαλύτεϱης διάστασης είναι ανάλογη.

Για n = 2, o ϕωτοειδής κώνος είναι το Ϲεύγος των διαγωνίων του συστήµατος συντεταγµένων. Τώϱα αν το
(u1, u2) ανήκει εντός του κώνου, κάϑε κάθετο διάνυσµα (v1, v2) ικανοποιεί τη σχέση v1u1 − v2u2 = 0 και
συνεπώς ανήκει στην ευθεία u1x− u2y = 0. Μποϱεί λοιπόν κανείς να δει ότι το κάθετο ϑα είναι πολλαπλάσιο του
συµµετρικού του u ως πϱος µια από τις ευθείες που κατασκευάζουν τον κώνο - έτσι έχουµε το Ϲητούµενο.

Για n > 2, χρειάζεται να δείξουµε ότι κάϑε v⊥u ανήκει στο εξωτερικό του ϕωτοειδούς κώνου. Για να
το κατορθώσουµε αυτό, ϑα επικαλεστούµε τη συµµετρία του κώνου, από το Λήµµα (9.1). ΄Εστω λοιπόν
ũ0 = u = (u0,1, u0,2, · · · , u0,n) - µε µία στϱοϕή στο επίπεδο των x1, x2, πϱοκύπτει διάνυσµα ũ1 = (0, u1,2, · · · , u1,n)
το οποίο κι αυτό ανήκει στον κώνο. Συνεχίζουµε επαγωγικά έως ότου να ϐϱούµε διάνυσµα στον κώνο µε συντε-
ταγµένες ũn−2 = (0, · · · , 0, un−2,n−1, un−2,n).

Παϱατηϱούµε τώϱα τα εξής:

• Εάν ένα κάθετο πϱος το ũn−2 διάνυσµα ανήκει στο επίπεδο xn−1, xn, τότε από την πεϱίπτωση των δύο
διαστάσεων, το κάθετο διάνυσµα είναι εκτός του διδιάστατου κώνου. Εποµένως δεν µποϱεί να ανήκει
στον n−διάστατο ϕωτοειδή κώνο (παϱατηϱήστε ότι αυτός ο διδιάστατος κώνος είναι ουσιαστικά η τοµή του
πολυδιάστατου µε το επίπεδο xn−1, xn).
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• Εάν το κάϑετο πϱος το ũn−2 είναι της µοϱϕής (v1, · · · , vn−2, 0, 0), τότε είναι χωϱοειδές κι άϱα είναι εξωτεϱικά
του κώνου.

• Εάν ένα v = (v1, v2, · · · , vn) είναι κάϑετο στο u = (u1, u2, · · · , un), τότε:

v1u1 + v2u2 + · · · − vnun = 0

Οπότε όλα τα κάϑετα πϱος το u ϐϱίσκονται σε υπεϱεπίπεδο διάστασης n− 1. Επιλέγουµε:

b1 = (1, 0, · · · , 0, 0, 0)

b2 = (0, 1, · · · , 0, 0, 0)

...

bn−2 = (0, 0, · · · , 1, 0, 0)

bn−1 = g, όπου τo g ανήκει στο επίπεδο των xn−1, xn και είναι κάϑετο στο u.

Παϱατηϱήστε ότι δεν µποϱούν να υπάρχουν δύο γραµµικώς ανεξάϱτητα διανύσµατα στο xn−1, xn επίπεδο
που είναι κάθετα στο u (επικαλούµαστε τη διδιάστατη πεϱίπτωση).

Το σύνολο {bi}ni=1 είναι ϐάση του ορθοσυµπληρώµατος του U , και µάλιστα περιέχει ανά δύο κάθετα
διανύσµατα. Εάν λοιπόν γράψουµε:

v =
∑

k6n−1

λkbk

τότε από τα δύο πϱοηγούµενα σηµεία (•):

E(v, v) = E
( ∑
k6n−1

λkbk,
∑

k6n−1

λkbk

)
=

∑
k6n−1

λ2
kE(bk, bk) > 0

αϕού τα bk είναι στο εξωτεϱικό του κώνου, και συνεπώς είναι χωϱοειδή.

Τώϱα στο διάνυσµα ũn−2 µποϱούµε να εφαρµόσουµε την προηγούµενη διαδικασία µε τις στϱοϕές αντιστροφα, και
να συνάγουµε απ’ αυτό (λόγω περιστροφικής συµµετρίας) ότι κάϑε κάθετο v⊥u είναι εξωτερικά του ϕωτοειδούς
κώνου.

�
Στους χώϱους Minkowski η έννοια της απόστασης δυστυχώς δεν µποϱεί να οριστεί καλά. Κατ’ αρχάς, επαγόµενη
νόϱµα

√
E(x, x) (άϱα και αντίστοιχα η µετϱική) δεν µποϱεί να οριστεί όπως στις περιπτώσεις χώϱων µε εσωτεϱικό

γινόµενο, αϕού η ποσότητα E(x, x) παίϱνει και αρνητικές τιµές. Τι γίνεται όµως αν αγνοήσουµε την αρνητικότητα
της E και ορίσουµε την ‘νόϱµα’

√
|E(x, x)|; Ακόµη κι έτσι δεν µποϱεί να οριστεί νόϱµα, αϕού για κάϑε x στον

ϕωτοειδή κώνο αληθεύει
√
|E(x, x)| = 0, χωϱίς το ίδιο το x να είναι µηδέν. Γενικά δεν µποϱεί να οριστεί

ϕυσιολογικά η απόσταση σε έναν χώϱο Minkowski.

Γενικά ούτε γωνίες µποϱούν να οριστούν σε έναν χώϱο Minkowski. Παϱόλα αυτά, µεταξύ χρονοειδών δι-
ανυσµάτων ισχύει µια αντίστροφη ανισότητα Cauchy - Schwarz, οπότε µποϱεί να οριστεί µια υπερβολική γωνία.

Πϱόταση (9.2): Για κάϑε δύο χρονοειδή διανύσµατα x, y σε χώϱο Minkowski (Rn, E) ισχύει:

E(x, y)2 > E(x, x) · E(y, y)

Απόδειξη: Εάν τα x, y είναι συγγϱαµµικά, η ανισότητα ισχύει ως ισότητα. ∆ιαϕοϱετικά, ϑεωϱούµε τη συνάϱτηση:

f(t) = E(x+ ty, x+ ty) = t2E(y, y) + 2tE(x, y) + E(x, x)

και παϱατηϱούµε ότι αυτή είναι αϱνητική για t = 0. Επιπλέον δεν διατηϱεί πϱόσηµο, αϕού αν διατηϱούσε
ολόκληϱη η ευϑεία x + span y ϑα έπϱεπε να ανήκει στον ϕωτοειδή κώνο. Οπότε, αϕού η f αποτελεί επίσης
τϱιώνυµο, ϑα έχει µη αϱνητική οϱίϹουσα:

E(x, y)2 − E(x, x) · E(y, y) > 0

Αυτό δίνει το Ϲητούµενο.
�
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Οϱισµός: Υπεϱϐολική γωνία:
΄Εστω x, y δύο χωϱοειδή διανύσµατα σε χώϱο Minkowski (Rn, E). Ως υπεϱϐολική γωνία των x, y οϱίϹουµε τον

(µοναδικό) µη αϱνητικό αϱιϑµό ’(x, y) ή ∠(x, y) για τον οποίο:

E(x, y)2 = E(x, x)E(y, y) · cosh2 ’(x, y)

ΥπενϑυµίϹουµε ότι το υπερβολικό συνηµίτονο cosh θ ορίζεται ως εξής:

cosh θ =
eθ + e−θ

2
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9.2 Οι χώϱοι Minkowski µέσω της ϕυσικής

Α υτό που πϱοϐλέπει η ϑεωϱία του Galilei της κλασικής ϕυσικής είναι ουσιαστικά η γϱαµµική µεταϐολή
της ϑέσης, δεδοµένης σταϑεϱής ταχύτητας. Στην µονοδιάστατη πεϱίπτωση, αν δύο συστήµατα αναϕοϱάς

κινούνται µε οµαλή σχετική ταχύτητα u, τότε οι συντεταγµένες x, x′ του χώϱου και t, t′ του χϱώνου συνδέονται
µέσω των σχέσεων:

x′ = x+ ut

t′ = t

Από τις σχέσεις αυτές πϱοκύπτει ο λεγόµενος νόµος πρόσθεσης ταχυτήτων.

O Einstein διαπίστωσε ότι η υπόθεση του σταθερού της ταχύτητας του ϕωτός (c) οδηγεί σε ασυµφωνία µε
τους νόµους της κλασικής ϕυσικής, και απέδωσε την ασυµφωνία αυτή στους µετασχηµατιµούς της ϑέσης και του
χρόνου.

Στη συνέχεια ϑα αναζητήσουµε (πολύ συνοπτικά) τους ‘σωστούς’ µετασχηµατισµούς, δηλαδή τη Γ.Κ. του
χωροχρόνου R2, µε την υπόθεση του σταθερού της ταχύτητας του ϕωτός.

Θεωϱώντας τον R µε συντεταγµένη την x και παρατηρώντας µια ακτίνα ϕωτός πϱος τα δεξιά, ϑα έχουµε
c = x/t - αντίστοιχα για την πϱος τα αριστερά διάδοση του ϕωτός, c = −x/t. Λόγω του σταθερού της ταχύτητας
του ϕωτός, οι Ϲητούµενοι µετασχηµατισµοί ϑα πϱέπει να διατηϱούν τις σχέσεις:

x = ct = y

x = −ct = −y

εάν y = ct. Μια ϕυσική απαίτηση σε αυτό το σηµείο είναι η γϱαµµικότητα των µετασχηµατισµών, οπότε ουσιαστικά
αναϹητούµε τους γϱαµµικούς µετασχηµατισµούς του R2 που διατηϱούν τις πϱοαναϕεϱϑήσες σχέσεις. ΑναϹητούµε
λοιπόν πίνακες: Å

α β
γ δ

ã
, µε αδ − βγ 6= 0

τέτοιους ώστε: Å
α β
γ δ

ãÅ
x
x

ã
=

Å
(α+ β)x
(γ + δ)x

ã
, µε (α+ β)x = (γ + δ)x⇔ α+ β = γ + δ

και: Å
α β
γ δ

ãÅ
x
−x

ã
=

Å
(α− β)x
(γ − δ)x

ã
, µε (α− β)x = (γ − δ)x⇔ α− β = γ − δ

Μια δεύτεϱη ϕυσική απαίτηση είναι η διατήϱηση των όγκων, δηλαδή η οϱίϹουσα του πϱοηγούµενου πίνακα να
ισούται µε 1. Τα α, β, γ, δ ϑα υπολογιστούν λοιπόν από το σύστηµα:

α+ β = γ + δ, α− β = δ − γ, αδ − βγ = 1

Από το σύστηµα αυτό πϱοκύπτει α = δ, β = γ και α2 − β2 = 1. Εποµένως οι Ϲητούµενοι µετασχηµατισµοί έχουν
πίνακα: Å

α β
β α

ã
, µε α2 − β2 = 1

Υποϑέτουµε ότι α > 1, β < 0, οπότε β = −
√
α2 − 1 και εν συνεχεία έχουµε ότι για x′ = 0, ο τύπος:Å

x′

y′

ã
=

Å
α β
β α

ãÅ
x
y

ã
=

Å
αx+ βy
βx+ αy

ã
δίνει αx+ βy = 0. Εποµένως:

αx+ β(ct) = 0⇒ αu = βc⇒ αu = −βc⇒ αu = c
√
α2 − 1⇒ α2u2 = (α2 − 1)c2 ⇒

⇒ α =
c

c2 − u2
και β = − u

c2 − u2

Τώϱα γϱάϕουµε: Å
x′

y′

ã
=

Ñ c

c2 − u2
− u

c2 − u2

− u

c2 − u2

c

c2 − u2

éÅ
x
y

ã
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και παίϱνουµε τους λεγόµενους µετασχηµατισµούς Lorentz.

Θεώϱηµα: Μετασχηµατισµοί Lorentz:
Οι µετασχηµατισµοί του Galilei υποκαϑίστανται από τους µετασχηµατισµούς Lorentz:

x′ = x− ut
/…

1−
(u
c

)2

t′ =
−ux
c

+ ct
/…

1−
(u
c

)2

Από τους προηγούµενους µετασχηµατισµούς συνάγεται η µεταϐολή των µηκών κατά την κίνηση:

|x′1 − x′2| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 − ut

/…
1−

(u
c

)2
− x2 − ut

/…
1−

(u
c

)2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = |x1 − x2|
/…

1−
(u
c

)2

Η Γ.Κ. στον R2 που χαϱακτηϱίϹει την ειδική ϑεωϱία της σχετικότητας (στη µονοδιάστατη πεϱίπτωση) είναι η οµάδα
γϱαµµικών συναϱτήσεων:

H =

ßÅ
α β
β α

ãÅ
s
r

ã ∣∣∣ α2 − β2 = 1

™
Για να κατανοήσουµε καλύτεϱα την οµάδα αυτή, ϑα ϐϱούµε τους γϱαµµικούς ισοµοϱϕισµούς που διατηϱούν την
τετϱαγωνική µοϱϕή:

T (s, r) = s2 − r2

Αν η γϱαµµική απεικόνιση:

[f
(
(s, r)

)
]T =

Å
α β
γ δ

ãÅ
s
r

ã
διατηϱεί την τετϱαγωνική µοϱϕή T , τότε µε πϱάξεις µποϱούµε να ϐϱούµε ότι:

s2 − r2 = (α2 − γ2)s2 + (β2 − δ2)r2 + 2(αβ − γδ)sr

και συνεπώς:
α2 − γ2 = 1, δ2 − β2 = 1, αβ = γδ

Θέτοντας λ = δ/α, το σύστηµα των τϱιών αυτών εξισώσεων έχει λύση:

λ = ±1, δ = λα, γ =
β

λ

Για λ = 1, η f ανήκει στην οµάδα H. Με αυτή µας την ανάλυση µποϱούµε πλέον να γράψουµε την ακόλουϑη
σηµαντική παϱατήϱηση:

Παϱατήϱηση (9.4): ΄Εστω E να είναι το Lorentzιανό εσωτεϱικό γινόµενο µε τετραγωνική µοϱϕή την T . Η
Γ.Κ. (H,R2) είναι υπογεωµετρία Klein ενός χώϱου Minkowski (R2, E), όταν αυτόν τον ϐλέπουµε ως την Γ.Κ. που
τον χαρακτηρίζει (εδώ η Γ.Κ. ϑα ορίζεται από µετασχηµατισµούς που διατηϱούν την τετραγωνική µοϱϕή T ).
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