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ÐÑÏËÏÃÏÓ
Ðåñß ôßíïò ðñüêåéôáé. Ç Èåùñßá Óõíüëùí åßíáé ìéá óõíáñðáóôéêÞ, æùíôáíÞìáèçìáôéêÞ èåùñßá, ìå ôéò äéêÝò ôçò âáóéêÝò Ýííïéåò, èåìåëéáêÜ áðïôåëÝóìáôáêáé ðñïâëÞìáôá, êáé ìå óçìáíôéêÝò åöáñìïãÝò óå Üëëåò ìáèçìáôéêÝò èåùñßåò.ÎÝ÷ùñá áð' áõôÜ, ç ÁîéùìáôéêÞ Óõíïëïèåùñßá èåùñåßôáé áðü ðïëëïýò ùòèåìåëßùóç ôùí ìáèçìáôéêþí: åéêÜæåôáé üôé üëá ôá ìáèçìáôéêÜ áíôéêåßìåíáåßíáé ðñÜãìáôé óýíïëá, êáé üôé ïé éäéüôçôÝò ôïõò åßíáé ðïñßóìáôá ôùí ëéôþí,êïìøþí áîéùìÜôùí ãéá ôá óýíïëá. Ôßðïôá ôüóï áðëïúêü äåí ìðïñåß íá åßíáé çðëÞñçò áëÞèåéá, áëëÜ ïðùóäÞðïôå, óôá óýã÷ñïíá ìáèçìáôéêÜ ôï £íá áðïóáöçíß-óåéò¤ êÜðïéá Ýííïéá åßíáé óõíþíõìï ìå ôï £íá ôçí ïñßóåéò óôç óõíïëïèåùñßá¤. Çèåùñßá óõíüëùí åßíáé ç åðßóçìç ãëþóóá ôùí ìáèçìáôéêþí, üðùò ôá ìáèçìáôéêÜåßíáé ç åðßóçìç ãëþóóá ôçò åðéóôÞìçò.Óáí üëïõò ôïõò óõããñáöåßò åéóáãùãéêþí, ðñþôùí âéâëßùí ãéá ôá óýíïëá,Ý÷ù êé åãþ ðñïóðáèÞóåé íá åîçãÞóù êáé ôéò äýï áõôÝò áðüøåéò ôïõ êëÜäïõ.Áðü ôçí £êáèáñÞ¤ èåùñßá óõíüëùí, ïé Óçìåéþóåéò áõôÝò êáëýðôïõí ôá âáóéêÜáðïôåëÝóìáôá ãéá £áöçñçìÝíá óýíïëá¤, ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò, õðåñðåðåñáóìÝíçáíáäñïìÞ, ðëçèéêïýò êáé äéáôáêôéêïýò áñéèìïýò. Ëéãüôåñï óõíçèéóìÝíï åßíáéôï ÊåöÜëáéï 10 ãéá £óçìåéïóýíïëá¤, ðïõ ðåñéÝ÷åé áðïôåëÝóìáôá ìå åöáñìïãÝòóôçí ÁíÜëõóç êáé åéóÜãåé ôïí áíáãíþóôç óôï Ðñüâëçìá ôïõ Óõíå÷ïýò, êå-íôñéêÞ åñþôçóç ôçò óõíïëïèåùñßáò áðü ôá ðñþôá ôçò âÞìáôá. ÕðÜñ÷åé êáéêÜðïéá êáéíïôïìßá óôçí áíÜðôõîç ôçò èåùñßáò ðëçèáñßèìùí, ðïõ åéóÜãïíôáéíùñßò (êáôÜ ôïí Cantor áëëÜ ëßãï ðïíçñÜ), Ýôóé þóôå ïé âáóéêïß ôýðïé ôçòðëçèéêÞò áñéèìçôéêÞò íá ìðïñïýí íá äéäá÷èïýí üóï ðéï ãñÞãïñá ãßíåôáé. ÔïÐáñÜñôçìá A åîçãåß ôçí £êáôáóêåõÞ¤ ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí åêôåíÝóôåñááð' ü,ôé óõíçèßæåôáé óôçí åðï÷Þ ìáò êáé ìå êÜðïéåò êáéíïôïìßåò óôçí ðñüóâáóçôïõ ðñïâëÞìáôïò êáé óå ìåñéêÝò áðü ôéò ëåðôïìÝñåéåò. Ôï ôåëåõôáßï ÐáñÜñôçìáB áðïôåëåß ìéá êÜðùò åêêåíôñéêÞ åéóáãùãÞ óôç ìáèçìáôéêÞ èåùñßá öõóéêþíðñïôýðùí äéáöüñùí áñ÷þí ôçò óõíïëïèåùñßáò, ìåôáîý ôùí ïðïßùí êáé ç Áñ÷ÞÁíôéèåìåëßùóçò ôïõ Aczel. Äåí áðáéôåß ãíþóç ôçò ËïãéêÞò, áëëÜ ï óïâáñüòáíáãíþóôçò ôïõ óßãïõñá è' áðïöáóßóåé üôé ðñÝðåé íá ìÜèåé ËïãéêÞ.¼óïí áöïñÜ ôç óõíïëïèåùñßá ùò èåìåëßùóç ôùí ìáèçìáôéêþí, ïé Óçìåéþ-óåéò áõôÝò äéáöÝñïõí áðü ôá óõíçèéóìÝíá ìå äýï ôñüðïõò. Êáôáñ÷Þí Ý÷ù ðÜñåéóôá óïâáñÜ áõôü ôï £êÜèå ìáèçìáôéêü áíôéêåßìåíï åßíáé óýíïëï¤ (ðïõ âÝâáéáäåí åßíáé), êé Ý÷ù ðñïóðáèÞóåé íá ôïõ äþóù íüçìá ìå ôçí Ýííïéá ôçò ðéóôÞòv



vi Ðñüëïãïòáðåéêüíéóçò ìáèçìáôéêþí áíôéêåéìÝíùí áðü äïìçìÝíá óýíïëá. Ç éäÝá åßíáéðáëéÜ, áëëÜ ßóùò áõôü íá åßíáé ôï ðñþôï åéóáãùãéêü âéâëßï ðïõ ôçí áðïäÝ÷åôáé,ðñïóðáèåß íá ôçí åîçãÞóåé êáé ôç ÷ñçóéìïðïéåß ìå óõíÝðåéá. Ïé ößëïé ôçò èåùñßáòêáôçãïñéþí èá áíáãíùñßóïõí ìåñéêÝò áðü ôéò âáóéêÝò ÝííïéÝò ôçò, îåäéÜíôñïðáðåñéôõëéãìÝíåò áðü ìéá ðáñáäïóéáêÞ, êáèáñÜ óõíïëïèåùñçôéêÞ ðñüóâáóç óôïðñüâëçìá èåìåëßùóçò üðïõ £êáôçãïñßåò¤ äåí áíáöÝñïíôáé ðïõèåíÜ. Êáé êáôÜäåýôåñï ëüãï, ç èåùñßá õðïëïãéóìïý èåùñåßôáé ìÝñïò ôùí ìáèçìáôéêþí ðïõ£÷ñÞæïõí èåìåëßùóçò¤, êáé ôá ó÷åôéêÜ óõíïëïèåùñçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá êáëýðôï-íôáé, ìáæß ìå ðïëëÜ ðáñáäåßãìáôá. Ç öéëïäïîßá ôïõ âéâëßïõ åßíáé íá åîçãÞóåéü,ôé ãéá ôá óýíïëá ðñÝðåé íá ìÜèåé êÜèå óïâáñüò öïéôçôÞò êáé öïéôÞôñéá ôùíìáèçìáôéêþí Þ ôçò èåùñçôéêÞò ðëçñïöïñéêÞò.ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÜ éóôïñéêÜ ó÷üëéá êáé ðåñéêïðÝò ðïõ óå ìåñéêÜ ìÝñç äßíïõíóôéò Óçìåéþóåéò ìéá £ëüãéá¤ õöÞ ðïõ äåí ôïõò áîßæåé. ¼ëåò ïé ðåñéêïðÝò êáé ïéðåñéóóüôåñåò ðáñáôçñÞóåéò åßíáé áðü ôéò åîÞò äýï ðïëýôéìåò óõëëïãÝò åñãáóéþí,ðïõ éäáíéêÜ èá ðñÝðåé íá åßíáé óôç äéÜèåóç ôïõ áíáãíþóôç.Georg Cantor, Contributions to the founding of the theory of trans�nite num-bers, ìåôáöñáóìÝíï óôá áããëéêÜ êáé ìå ÅéóáãùãÞ áðü ôïí Philip E. B. Jour-dain, Dover Publications, New York.Jean van Heijenoort, From Frege to G�odel, Harvard University Press, Cam-bridge, 1967.Ïäçãßåò ÷ñÞóçò. Ðåñßðïõ ôï ìéóü âéâëßï ìðïñåß íá êáëõöèåß ó' Ýíá Ôñßìçíï(äÝêá âäïìÜäåò), êÜðùò ðåñéóóüôåñï ó' Ýíá ðëÞñåò ÅîÜìçíï. Ôá ÊåöÜëáéá1 - 6 êáëýðôïõí ôá âáóéêÜ êáé ðåñéÝ÷ïõí áñêåôÝò ëåðôïìÝñåéåò, Ýôóé þóôå ïóïâáñüò öïéôçôÞò íá ìðïñåß íá ôá äéáâÜóåé ìüíïò ôïõ, ìå ëßãç âïÞèåéá. Ãéáôçí åðéôõ÷Þ ÷ñÞóç áõôþí ôùí Óçìåéþóåùí óå ìÜèçìá åßíáé áðáñáßôçôï áõôÜ ôáâáóéêÜ íá îåðåñáóôïýí ãñÞãïñá: íá ðáñáëåéöèåß ôï ÊåöÜëáéï 1, ðïõ ðåñéÝ÷åéêõñßùò óõìâïëéóìïýò· ðåñßðïõ ìéá âäïìÜäá ãéá ôï ÊåöÜëáéï 2, ðïõ åîçãåß ôéòèåìåëéáêÝò éäÝåò ôïõ Cantor· êáé ìåôÜ £âÞìá ôñï÷Üäçí¤ ìÝóá áðü ôá ÊåöÜëáéá3 - 6, Ýôóé þóôå íá öôÜóåé ôï ìÜèçìá óôç èåùñßá êáëÜ äéáôåôáãìÝíùí óõíüëùíôïõ Êåöáëáßïõ 7 ôï ðïëý ôçí Ýêôç, áí åßíáé äõíáôüí ôçí ðÝìðôç âäïìÜäá. Áðüôï ÊåöÜëáéï 7 êáé ìåôÜ, ôá èåùñÞìáôá ãßíïíôáé äõóêïëüôåñá êáé ç ðáñïõóßáóÞôïõò ðéï óõíïðôéêÞ. Ðüóá áðü ôçí £ðñáãìáôéêÞ¤ óõíïëïèåùñßá óôá ÊåöÜëáéá7 - 12 ìðïñåß êáíåßò íá êáëýøåé, åîáñôÜôáé âÝâáéá áðü ôïõò öïéôçôÝò, ôï ìÞêïòôïõ ìáèÞìáôïò, êáé ðüóá èá ðáñáëåéöèïýí. Áí ïé öïéôçôÝò åßíáé êõñßùò ôçòðëçñïöïñéêÞò, ôüôå ôï ÊåöÜëáéï 6 ãéá ÓôáèåñÜ Óçìåßá ðñÝðåé íá ìåëåôçèåßðëÞñùò, ìå ôá ðñïâëÞìáôÜ ôïõ, áëëÜ ôï ÊåöÜëáéï 10 ãéá ôï ÷þñï Baire ßóùòðñÝðåé íá áöåèåß, üóï êé áí åßíáé êñßìá. Ãéá öéëüäïîïõò áíáëýóôåò, óôï ÜëëïÜêñï, ôï ÊåöÜëáéï 6 ðñÝðåé íá ðåñéêïðåß ìåôÜ ôï 6.27 (ðïõ êé áõôü åßíáé êñßìá),áëëÜ ôïõëÜ÷éóôïí ìéá ðñïóðÜèåéá ðñÝðåé íá ãßíåé íá êáëõöèåß ìÝñïò ôïõ 10.Óôçí áíÜãêç, ìðïñïýí íá ðáñáëåéöèïýí ïé ëåðôïìÝñåéåò ãéá ôéò áñéèìçôéêÝòðñÜîåéò óôï ÊåöÜëáéï 5, ùò åðßóçò êáé ìåñéêÜ áðü ôá åéäéêüôåñá ðïñßóìáôáôïõ Áîéþìáôïò ÅðéëïãÞò óôï 9. ÊÜðùò áðßèáíï íá âñåèåß ÷ñüíïò óå êáíïíéêüìÜèçìá ãéá ôá ÐáñáñôÞìáôá (åãþ áöéåñþíù ìüíï ìéá äéÜëåîç ãéá ôçí êáôáóêåõÞ
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Ðñüëïãïò viiôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí), áëëÜ åëðßæù üôé ßóùò åßíáé ÷ñÞóéìá ãéá ÓåìéíÜñéáÞ áôïìéêÞ ìåëÝôç.Åöüóïí ìáèÞìáôá óõíïëïèåùñßáò äåí äéäÜóêïíôáé óõ÷íÜ êáé óðÜíéá êáëý-ðôïõí üóá ðñÝðåé, ðñïóðÜèçóá éäéáßôåñá íá ãñÜøù áõôÝò ôéò Óçìåéþóåéò Ýôóéðïõ íá åßíáé êáôÜëëçëåò ãéá áôïìéêÞ ìåëÝôç, áðü ôïí éêáíü êáé óïâáñü öïéôçôÞ.ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÝò, áðëÝò ÁóêÞóåéò, ðïõ åëÝã÷ïõí ôçí êáôáíüçóç êáéíïýñéùíåííïéþí áìÝóùò ìåôÜ ôçí åéóáãùãÞ ôïõò. Óôï ìÜèçìá ðáñïõóéÜæù ìåñéêÝò áð'áõôÝò, ãéá ðáñáäåßãìáôá, êáé áíáèÝôù ôéò õðüëïéðåò óôïõò öïéôçôÝò. Ôá Ðñï-âëÞìáôá óôï ôÝëïò êÜèå êåöáëáßïõ åßíáé ðïéêßëçò äõóêïëßáò, êáé ìåñéêÜ áð'áõôÜ êáëýðôïõí åðéðñüóèåôç ýëç. ¼ðùò óõíçèßæåôáé, ôá ðéï äýóêïëá áðü ôáðñïâëÞìáôá óçìáäåýïíôáé ì' Ýíáí ∗.Åõ÷áñéóôßåò. Åõ÷áñéóôþ ôï Ìáèçìáôéêü ÔìÞìá ôïõ Ðáíåðéóôçìßïõ Áèçíþíãéá ôçí åõêáéñßá ðïõ ìïõ Ýäùóå íá äéäÜîù Óõíïëïèåùñßá óôçí ÁèÞíá ôï ×åéìþíáôïõ 1990· ôç ÄÞìçôñá Êßôóéïõ êáé ôïí ÓôñÜôï ÐÜó÷ï ãéá ôçí ðÜëç ôïõò ìå äéÜ-öïñïõò õðïëïãéóôÝò êáé åêôõðùôÝò ôïõ Ðïëõôå÷íåßïõ ôï 1990 üôáí ôõðþóáìåôçí ðñþôç ðñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç· êáé éäéáßôåñá ôïí ÈáíÜóç ÔóáñðáëéÜ ðïõ óõ-íÞèùò äéäÜóêåé ôï ìÜèçìá Óõíïëïèåùñßáò óôï ÐáíåðéóôÞìéï, ðïõ ÷ñçóéìïðïßçóåôç äåýôåñç ðñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç áõôþí ôùí Óçìåéþóåùí ôï ×åéìþíá ôïõ 1992êáé ðïõ ìïõ ðñüóöåñå ðëçèþñá ÷ñÞóéìùí óõìâïõëþí ãéá ôï ðåñéå÷üìåíï, ôéòáóêÞóåéò êáé ôçí åëëçíéêÞ ïñïëïãßá. Åßìáé åõãíþìùí óôïõò óõíáäÝëöïõò êáéößëïõò óôï UCLA êáé ôï Caltech (êÝíôñá Ýñåõíáò óôç óõíïëïèåùñßá) áðü ôïõòïðïßïõò Ý÷ù ìÜèåé ü,ôé îÝñù ãéá ôïí êëÜäï. Êáé åßìáé éäéáßôåñá åõãíþìùí óôçãõíáßêá ìïõ Joan Rand Moschovakis êáé ôï öïéôçôÞ ìïõ Darren Kessner ðïõäéÜâáóáí ìåãÜëá ìÝñç áðü ôï êåßìåíï, Ýëõóáí ôá ðåñéóóüôåñá ÐñïâëÞìáôá êáéäéüñèùóáí ðïëëÜ áðü ôá ëÜèç ìïõ.Ôï âéâëßï ãñÜöçêå ó÷åäüí ôáõôü÷ñïíá óôá åëëçíéêÜ êáé óôá áããëéêÜ, ìå ôçìáãåßá ôïõ äßãëùóóïõ LATEX1 êáé óáí áêñéâÞò áíôéêáôïðôñéóìüò ôçò ðñïóù-ðéêÞò ìïõ ìïßñáò. Ôï áöéåñþíù óôïí áåßìíçóôï ÊáèçãçôÞ Íßêï Êñéôéêü ãéáôá áîÝ÷áóôá áðïãåýìáôá ðïõ ðÝñáóá ìáæß ôïõ ôï ×åéìþíá êáé ôçí ¢íïéîç ôïõ1973 ðñïóðáèþíôáò íá ìÜèù ìå ôçí ðïëýôéìç âïÞèåéÜ ôïõ ðþò íá ìéëþ êáé íáãñÜöù ìáèçìáôéêÜ óôç ìçôñéêÞ ìïõ ãëþóóá. Ëßãåò þñåò ìå ôï Íßêï Êñéôéêü,íá êáôåâÜæåé ôá ËåîéêÜ (áðü ôá ãåñìáíéêÜ óôá åëëçíéêÜ, áðü ôá ëáôéíéêÜ óôáãåñìáíéêÜ) ãéá íá âñåé áêñéâþò ôçí ôÝëåéá ìåôÜöñáóç êÜðïéïõ üñïõ, óïõ ìÜèáé-íáí ðåñéóóüôåñá ãéá ôçí áãÜðç ôçò åðéóôÞìçò êáé ôçò ãëþóóáò áð' ü,ôé ÷ñüíéáôõðéêþí ìåôáðôõ÷éáêþí óðïõäþí. ÈÝëù åðßóçò íá åêöñÜóù ôéò âáèýôáôåò åõ-÷áñéóôßåò ìïõ óôï ößëï ÔÜêç Êïõöüðïõëï, ðïõ äéÜâáóå ðñïóåêôéêÜ êáé êñéôéêÜôçí ðñïêáôáñêôéêÞ Ýêäïóç áõôïý ôïõ âéâëßïõ, äéüñèùóå ôá ÷åéñüôåñá ãëùóóéêÜ
1Ïé ¸ëëçíåò ìáèçìáôéêïß Ý÷ïõìå ìåãÜëç õðï÷ñÝùóç óôïí Silvio Levy, ðïõ ðñïãñáììÜôéóåôüóï üìïñöá ôá ÅëëçíéêÜ £áðëÜ¤ óôï METAFONT Ýôóé ðïõ íá ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïTEX ôïõ Knuth êáé ôï LATEX ôïõ Lamport ãéá ôç óôïé÷åéïèÝôçóç åëëçíéêþí ìáèçìáôéêþíêåéìÝíùí. ¼óïé åíäéáöÝñïíôáé ãéá ôï ðáêÝôï (äçìïóßùí, åëåýèåñùí) ðñïãñáììÜôùí ìå ôïïðïßï óôïé÷åéïèÝôçóá ôçí åëëçíéêÞ Ýêäïóç áõôïý ôïõ âéâëßïõ ìðïñïýí íá ìïõ ãñÜøïõí ãéáðåñéóóüôåñåò ðëçñïöïñßåò, áí ãßíåôáé çëåêôñïíéêÜ, óôç äéåýèõíóç ynm@math.ucla.edu.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 1
ÅÉÓÁÃÙÃÇ

Óýíïëá Ý÷ïõí ÷ñçóéìïðïéçèåß óå üëïõò ôïõò êëÜäïõò ôùí ìáèçìáôéêþí áðüôïõò áñ÷áéüôáôïõò ÷ñüíïõò, ð.÷. óôç ãåùìåôñßá ïñßæïõìå ôïí êýêëï ùò ôï óý-íïëï ôùí óçìåßùí ðïõ áðÝ÷ïõí ïñéóìÝíç áðüóôáóç r áðü ïñéóìÝíï óçìåßï C(ôï êÝíôñï), ìåëåôÜìå ôç äÝóìç üëùí ôùí åõèåéþí ðïõ ðåñíïýí áðü Ýíá óõãêå-êñéìÝíï óçìåßï ê.ëð. Ç óõóôçìáôéêÞ ìåëÝôç ôùí óõíüëùí, üìùò, Üñ÷éóå ìüíïóôá ôÝëç ôïõ 19ïõ áéþíá ìå ôçí åñãáóßá ôïõ ìåãÜëïõ Ãåñìáíïý ìáèçìáôéêïýGeorg Cantor, ðïõ äçìéïýñãçóå ìéá áõóôçñÞ èåùñßá ôçò Ýííïéáò ôïõ ïëïêëçñù-ìÝíïõ áðåßñïõ, ìå ôçí ïðïßá ìðïñïýìå íá óõãêñßíïõìå Üðåéñá óýíïëá ùò ðñïòôï ðëÞèïò. ÓõãêåêñéìÝíá, áò èÝóïõìå:
Z = {: : : ;−1; 0; 1; : : : } = ôï óýíïëï ôùí áêåñáßùí áñéèìþí;
N = {0; 1; : : : } = ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí;
Q = ôï óýíïëï ôùí ñçôþí áñéèìþí;
R = ôá óçìåßá ìéáò áðåñéüñéóôçò åõèåßáò;üðïõ ôáõôßæïõìå ôï R ìå ôï óýíïëï ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí, êÜèå óçìåßïôáõôéæüìåíï ìå ôç (èåôéêÞ Þ áñíçôéêÞ) ôïõ óõíôåôáãìÝíç. Ï Cantor åñþôçóå áíáõôÜ ôá óýíïëá £Ý÷ïõí ôïí ßäéï áñéèìü óôïé÷åßùí¤ Þ áí êÜðïéï áðü áõôÜ åßíáé£ðïëõðëçèÝóôåñï¤ ôùí Üëëùí. Ðñéí åîçãÞóïõìå ôçí áðÜíôçóç ðïõ Ýäùóå, óôïåðüìåíï êåöÜëáéï, èá áíáóêïðÞóïõìå åäþ óõíïðôéêÜ ìåñéêÝò áðü ôéò âáóéêÝòéäÝåò ãéá óýíïëá êáé óõíáñôÞóåéò, êõñßùò ãéá íá åîçãÞóïõìå ôï óõìâïëéóìüðïõ èá ÷ñçóéìïðïéïýìå.ÁëëÜ ôé åßíáé ôá óýíïëá; Ç åñþôçóç åßíáé ðáñüìïéá ìå ôçí åñþôçóç £ôé åßíáéôá óçìåßá ìéáò åõèåßáò¤ ôçí ïðïßá ï Åõêëåßäçò áðÜíôçóå ìå ôï£óçìå�üí �óôéí ïµõ ìÝñïò ï�èÝí¤.Áõôüò äåí åßíáé âÝâáéá áõóôçñüò, ìáèçìáôéêüò ïñéóìüò, áíáãùãÞ ôçò Ýííïéáòôïõ óçìåßïõ óå ãíùóôÝò Ýííïéåò, áëëÜ ìéá êÜðïéá ðåñéãñáöÞ, ðïõ èÝëåé íá ìáòäþóåé ôçí åéêüíá üôé ôï óçìåßï åßíáé êÜôé ðïõ äåí Ý÷åé £Ýêôáóç¤. ¼ðùò áõôÞôïõ óçìåßïõ, ç Ýííïéá ôïõ óõíüëïõ åßíáé åðßóçò èåìåëéáêÞ êáé äåí ìðïñåß íááíá÷èåß óå áðëïýóôåñåò Ýííïéåò. Ï Cantor ôçí ðåñéÝãñáøå ùò åîÞò:£Ìå ôç ëÝîç `óýíïëï' åííïïýìå ìéá ïðïéáäÞðïôå óõíÜèñïéóç óå ïëüôçôáïñéóôéêþí êáé äéáêåêñéìÝíùí óôïé÷åßùí ôçò äéáßóèçóçò Þ ôïõ óôï÷á-óìïý ìáò¤. 1



2 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá¼óï áóáöÞò êáé áí åßíáé áõôüò ï ïñéóìüò, óõíåðÜãåôáé äýï âáóéêÝò éäéüôçôåòôùí óõíüëùí.1. ÊÜèå óýíïëï A Ý÷åé óôïé÷åßá Þ ìÝëç. ÃñÜöïõìåx ∈ A ⇐⇒ ôï áíôéêåßìåíï x åßíáé ìÝëïò ôïõ (Þ áíÞêåé óôï) A:2. ¸íá óýíïëï êáèïñßæåôáé áðü ôá óôïé÷åßá ôïõ, äçëáäÞ áí ôá A, B åßíáéóýíïëá, ôüôå2A = B ⇐⇒ ôá A êáé B Ý÷ïõí ôá ßäéá ìÝëç (1-1)
⇐⇒ (∀x)[x ∈ A ⇐⇒ x ∈ B]:Áõôü ôï ôåëåõôáßï ëÝãåôáé ç éäéüôçôá ôçò Ýêôáóçò. Ôï óýíïëï ôùí öïéôç-ôþí ó' áõôÞ ôçí ôÜîç ð.÷. èá ðáñáìåßíåé óôáèåñü áí üëïé ìáò áëëÜîïõìå èÝóåéò,îáðëþóïõìå êÜôù Þ ìåôáêéíçèïýìå óå êÜðïéï Üëëï äùìÜôéï: ôï óýíïëï êáèï-ñßæåôáé ôåëåßùò áðü ôï ðïéïé åßìáóôå, ü÷é áðü ôç óôÜóç ìáò Þ ôéò èÝóåéò üðïõôõ÷áßíåé íá âñéóêüìáóôå.ÊÜðùò éäéüôõðï åßíáé ôï êåíü óýíïëï ∅ ðïõ äåí Ý÷åé êáíÝíá ìÝëïò. Ç éäéü-ôçôá ôçò Ýêôáóçò óõíåðÜãåôáé üôé ìüíï Ýíá êåíü óýíïëï õðÜñ÷åé.Áí ôá A êáé B åßíáé óýíïëá, ãñÜöïõìåA ⊆ B ⇐⇒ (∀x)[x ∈ A=⇒x ∈ B];êáé áí A ⊆ B, ëÝìå üôé ôï A åßíáé õðïóýíïëï ôïõ B, Ýôóé þóôå ãéá êÜèå B,

∅ ⊆ B; B ⊆ B:Áí ôï A åßíáé ãíÞóéï õðïóýíïëï ôïõ B, ãñÜöïõìå A ( B,A ( B ⇐⇒ [A ⊆ B & A 6= B]:Áðü ôçí éäéüôçôá ôçò Ýêôáóçò Ýðåôáé üôé ãéá üëá ôá óýíïëá A, B,A = B ⇐⇒ A ⊆ B & B ⊆ A:¸÷ïõìå Þäç ÷ñçóéìïðïéÞóåé ðïëëïýò óõìâïëéóìïýò ãéá íá ïñßóïõìå óõãêå-êñéìÝíá óýíïëá êáé èá ÷ñåéáóôïýìå êáé Üëëïõò, ð.÷.A = {a1; a2; : : : ; an}åßíáé ôï (ðåðåñáóìÝíï) óýíïëï ìå ìÝëç áêñéâþò ôá óôïé÷åßá a1; a2, : : : , an.Åðßóçò, áí ç P åßíáé ìéá óõíèÞêç ðïõ ïñßæåé êÜðïéá éäéüôçôá ôùí áíôéêåéìÝíùí,ôüôå A = {x | P (x)}åßíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí áíôéêåéìÝíùí ðïõ éêáíïðïéïýí ôç óõíèÞêç P , Ýôóéþóôå ãéá êÜèå x, x ∈ A ⇐⇒ P (x):
2Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óõóôçìáôéêÜ ùò óõíôïìåýóåéò ôïõò óõìâïëéóìïýò ôçò ëïãéêÞò:

& : êáé; ∨ : Þ; ¬ : ü÷é; =⇒ : óõíåðÜãåôáé; ⇐⇒ : ôüôå êáé ìüíïí áí;
∀ : ãéá êÜèå; ∃ : õðÜñ÷åé; ∃! : õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá:Ôá óýìâïëá =ïñ êáé ⇐⇒ïñ äéáâÜæïíôáé \éóïýôáé åî' ïñéóìïý" êáé \éóïäýíáìá åî' ïñéóìïý".
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ÊåöÜëáéï 1. ÅéóáãùãÞ 3

A ∪B A \BA ∩B
A A AB B B

ÄéÜãñáììá 1.1. ÐñÜîåéò Boole.Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí P (x) ⇐⇒ x ∈ N &x Üñôéïò;ôüôå {x | P (x)} åßíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí Üñôéùí, öõóéêþí áñéèìþí. ¼ôáíåíäéáöåñüìáóôå ìïíÜ÷á ãéá ôç \óõíÜèñïéóç óå ïëüôçôá" ìåëþí åíüò äïóìÝíïõóõíüëïõ A ðïõ éêáíïðïéïýí ìéá óõãêåêñéìÝíç óõíèÞêç, ÷ñçóéìïðïéïýìå ìéáðáñáëáãÞ ôïõ ðáñáðÜíù óõìâïëéóìïý:
{x ∈ A | P (x)} =ïñ {x | x ∈ A&P (x)};Ýôóé þóôå, ãéá ðáñÜäåéãìá, {x ∈ N | x > 0} åßíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí ìçìçäåíéêþí öõóéêþí áñéèìþí, åíþ {x ∈ R | x > 0} åßíáé ôï óýíïëï üëùí ôùíèåôéêþí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí.Ãéá üëá ôá óýíïëá A, B,A ∪B = {x | x ∈ A ∨ x ∈ B} (ç Ýíùóç ôùí A;B);A ∩B = {x ∈ A | x ∈ B} (ç ôïìÞ ôùí A;B);A \B = {x ∈ A | x =∈ B} (ç äéáöïñÜ ôùí A;B):ÁõôÝò ïé \ðñÜîåéò Boole" áðåéêïíßæïíôáé ó÷çìáôéêÜ ìå ôá äéáãñÜììáôá Vennóôï ÄéÜãñáììá 1.1, üðïõ ôá óýíïëá áíáðáñáóôïýíôáé áðü åìâáäÜ óôï åðßðåäï.Ç Ýíùóç êáé ç ôïìÞ ìéáò áêïëïõèßáò óõíüëùí ïñßæïíôáé ìå ôïí ßäéï ôñüðï,

⋃∞n=0An = A0 ∪A1 ∪ · · · = {x | (∃n ∈ N)[x ∈ An]};
⋂∞n=0An = A0 ∩A1 ∩ · · · = {x | (∀n ∈ N)[x ∈ An]}:Äýï óýíïëá åßíáé îÝíá áí ç ôïìÞ ôïõò åßíáé êåíÞ,A îÝíï ìå ôï B ⇐⇒ A ∩B = ∅:Ìå ôïõò óõìâïëéóìïýò f : X → Y Þ A f−→ Båííïïýìå üôé ç f åßíáé óõíÜñôçóç ðïõ áíôéóôïé÷ßæåé óå êÜèå ìÝëïò x ôïõ óõíü-ëïõ X ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò f , áêñéâþò Ýíá óôïé÷åßï f(x) ôïõ ðåäßïõ ôéìþíY ôçò f . Ôéò óõíáñôÞóåéò êáëïýìå êáé áðåéêïíßóåéò Þ ìåôáó÷çìáôéóìïýò.ÐïëëÝò öïñÝò åßíáé ÷ñÞóéìïò êáé ï óõíïðôéêüò óõìâïëéóìüò (x 7→ f(x)) ðïõ ìáò
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4 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáåðéôñÝðåé íá ìéëÞóïõìå ãéá êÜðïéá óõíÜñôçóç ÷ùñßò íá ôç âáöôßóïõìå åðßóçìá.Ç
(x 7→ x2 + 1)ð.÷. óôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò åßíáé ç óõíÜñôçóç (áò ôçí ðïýìå) f ðïõïñßæåôáé ìå ôïí ôýðï f(x) = x2 + 1; (x ∈ R);Ýôóé þóôå f(0) = 1, f(2) = 5 ê.ëð. ×ùñßò íá åéóáãÜãïõìå ôï üíïìá f ãé' áõôÞôç óõíÜñôçóç, ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé £üëåò ïé ôéìÝò ôçò (x 7→ x2 + 1) åßíáéèåôéêÝò¤.Äýï óõíáñôÞóåéò åßíáé ßóåò áí Ý÷ïõí ôï ßäéï ðåäßï ïñéóìïý êáé áíôéóôïé÷ïýíôçí ßäéá ôéìÞ óå êÜèå ìÝëïò ôïõ êïéíïý ôïõò ðåäßïõ ïñéóìïý.f = g ⇐⇒ (∀x ∈ X)[f(x) = g(x)] (f : X → Y; g : X → Z; x ∈ X):ÁíáöïñéêÜ ìå óõíáñôÞóåéò, èá ÷ñçóéìïðïéïýìå åðßóçò ôïõò óõìâïëéóìïýòf : X � Y ⇐⇒ïñ ç f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò (Ýíá-ðñüò-Ýíá)

⇐⇒ (∀x; x′ ∈ X)[f(x) = f(x′)=⇒x = x′];f : X →→ Y ⇐⇒ïñ ç f åßíáé åðéìïñöéóìüò (óõíÜñôçóç åðß)
⇐⇒ (∀y ∈ Y )(∃x ∈ X)[f(x) = y];f : X �→ Y ⇐⇒ïñ ç f åßíáé áíôéóôïé÷ßá
⇐⇒ (∀y ∈ Y )(∃!x ∈ X)[f(x) = y]:Ãéá êÜèå f : X → Y êáé A ⊆ X, ôï óýíïëïf [A] =ïñ {f(x) | x ∈ A}åßíáé ç åéêüíá ôïõ A áðü ôçí f , êáé áí B ⊆ Y ôüôå ôïf−1[B] =ïñ {x ∈ X | f(x) ∈ B}åßíáé ç áíôßóôñïöç åéêüíá ôïõ B áðü ôçí f .Áí ç f åßíáé áíôéóôïé÷ßá, ôüôå âÝâáéá ç áíôßóôñïöç óõíÜñôçóç f−1 : Y → Xìðïñåß íá ïñéóôåß áíåîÜñôçôá ìå ôïí ôýðïf−1(y) = x ⇐⇒ f(x) = yêáé ôï óýíïëï f−1[B] åßíáé áêñéâþò ç åéêüíá ôïõ B áðü ôçí f−1 üðùò ôçíïñßóáìå ðéï ðÜíù.Ç óýíèåóç h =ïñ gf : X → Zäýï óõíáñôÞóåùí X f−→ Y g−→ Zïñßæåôáé ìå ôïí ôýðï h(x) = g(f(x)) (x ∈ X):
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ÊåöÜëáéï 1. ÅéóáãùãÞ 5ÐïëëÝò ÷ñÞóéìåò éäéüôçôåò ôùí óõíüëùí êáé óõíáñôÞóåùí ìðïñïýí íá áðï-äåé÷ôïýí áìÝóùò áðü áõôïýò ôïõò ïñéóìïýò êáé ôçí éäéüôçôá ôçò Ýêôáóçò. ÃéáðáñÜäåéãìá, A ∪B = B ∪A;åðåéäÞ ãéá ïðïéïäÞðïôå x,x ∈ A ∪B ⇐⇒ x ∈ A Þ x ∈ B
⇐⇒ x ∈ B Þ x ∈ A
⇐⇒ x ∈ B ∪A:Óå ìåñéêÝò ðåñéðôþóåéò ç ëïãéêÞ ôçò áðüäåéîçò åßíáé êÜðùò ðåñßðëïêç êáé åßíáéåõêïëüôåñï íá áðïäåßîïõìå ôçí éóüôçôá U = V åðáëçèåýïíôáò îå÷ùñéóôÜ ôéòóõíåðáãùãÝò x ∈ U =⇒x ∈ V êáé x ∈ V =⇒x ∈ U . Ãéá ðáñÜäåéãìá, áíf : X → Y êáé A;B ⊆ X, ôüôåf [A ∪B] = f [A] ∪ f [B]:Ãéá íá åðáëçèåýóïõìå áõôÞí ôçí éóüôçôá, ðñþôá äåß÷íïõìå üôéx ∈ f [A ∪B]=⇒ x ∈ f [A] ∪ f [B]·áõôü éó÷ýåé åðåéäÞ áí x ∈ f [A ∪B], ôüôå õðÜñ÷åé êÜðïéï y ∈ A ∪B ôÝôïéï ðïõx = f(y)· êáé áí y ∈ A, ôüôå x = f(y) ∈ f [A] ⊆ f [A]∪f [B], åíþ áí y ∈ B, ôüôåx = f(y) ∈ f [B] ⊆ f [A]∪f [B]. ¸ðåéôá äåß÷íïõìå ôçí áíôßóôñïöç óõíåðáãùãÞ,x ∈ f [A] ∪ f [B]=⇒x ∈ f [A ∪B]·áõôü éó÷ýåé åðåéäÞ áí x ∈ f [A], ôüôå x = f(y) ãéá êÜðïéï y ∈ A ⊆ A ∪ B, êáéÝôóé x ∈ f [A ∪B], åíþ áí x ∈ f [B], ôüôå x = f(y) ãéá êÜðïéï y ∈ B ⊆ A ∪B,Üñá êáé ðÜëé x ∈ f [A ∪B].

ÐñïâëÞìáôá ãéá ôï ÊåöÜëáéï 1x1.1. Ãéá üëá ôá óýíïëá A;B;C,A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C);A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C);A \ (A ∩B) = A \B:x1.2. (Ïé íüìïé ôïõ De Morgan) Ãéá üëá ôá óýíïëá A;B;C,C \ (A ∪B) = (C \A) ∩ (C \B);C \ (A ∩B) = (C \A) ∪ (C \B):
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6 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáx1.3. (Ïé íüìïé ôïõ De Morgan ãéá áêïëïõèßåò) Ãéá êÜèå óýíïëï C êáé áêï-ëïõèßá óõíüëùí {An}n = A0; A1; : : : ,C \ (
⋃ nAn) =

⋂ n(C \An);C \ (
⋂ nAn) =

⋃ n(C \An):
x1.4. Ãéá êÜèå ìïíïìïñöéóìü f : X � Y êáé üëá ôá A;B ⊆ X,f [A ∩B] = f [A] ∩ f [B];f [A \B] = f [A] \ f [B]:Äåßîå åðßóçò üôé áõôÝò ïé éóüôçôåò äåí éó÷ýïõí ðÜíôá áí ç f äåí åßíáé ìïíïìïñ-öéóìüò.x1.5. Ãéá êÜèå f : X → Y êáé üëá ôá A;B ⊆ Y ,f−1[A ∪B] = f−1[A] ∪ f−1[B];f−1[A ∩B] = f−1[A] ∩ f−1[B];f−1[A \B] = f−1[A] \ f−1[B]:x1.6. Ãéá üëåò ôéò f : X → Y êáé üëåò ôéò áêïëïõèßåò óõíüëùí An ⊆ X,Bn ⊆ Y , f−1[

⋃∞n=0Bn] =
⋃∞n=0f−1[Bn];f−1[

⋂∞n=0Bn] =
⋂∞n=0f−1[Bn];f [

⋃∞n=0An] =
⋃∞n=0f [An]:x1.7. Ãéá êÜèå ìïíïìïñöéóìü f : X � Y êáé êÜèå áêïëïõèßá óõíüëùíAn ⊆ X,f [

⋂∞n=0An] =
⋂∞n=0f [An]:x1.8. Ç óýíèåóç ìïíïìïñöéóìþí åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, ç óýíèåóç åðéìïñöé-óìþí åßíáé åðéìïñöéóìüò, êáé åðïìÝíùò ç óýíèåóç áíôéóôïé÷éþí åßíáé áíôéóôïé-÷ßá.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 2
ÉÓÏÐËÇÈÉÊÏÔÇÔÁ

ÌåôÜ áðü áõôÜ ôá ðñïêáôáñêôéêÜ ìðïñïýìå íá äéáôõðþóïõìå ôïõò âáóéêïýòïñéóìïýò ôïõ Cantor ãéá ôï ðëçèéêü ìÝãåèïò ôùí óõíüëùí.2.1. Ïñéóìüò. Äýï óýíïëá A, B åßíáé éóïðëçèéêÜ (equinumerous) Þ ßóá óåðëÞèïò áí õðÜñ÷åé (áìïéâáßá, Ýíá-ðñïò-Ýíá) áíôéóôïé÷ßá ôùí óôïé÷åßùí ôïõò,óõìâïëéêÜ: A =c B ⇐⇒ïñ (∃f)[f : A�→ B]:Áõôüò ï ïñéóìüò ôçò éóïðëçèéêüôçôáò ðñïöáíþò âáóßæåôáé óôéò äéáéóèÞóåéòìáò ãéá ôá ðåðåñáóìÝíá óýíïëá. Ìðïñïýìå íá åßìáóôå óßãïõñïé ð.÷. üôé Ýíáìáãáæß ðáðïõôóéþí ðñïóöÝñåé ôïí ßäéï áñéèìü áñéóôåñþí êáé äåîéþí ðáðïõôóéþí,÷ùñßò íá îÝñïõìå áêñéâþò ðïéïò åßíáé áõôüò ï áñéèìüò: ç óõíÜñôçóç ðïõ óõ-ó÷åôßæåé êÜèå áñéóôåñü ðáðïýôóé ìå ôï äåîß ðáðïýôóé óôï ßäéï æåõãÜñé åßíáéáíôéóôïé÷ßá ðïõ öáíåñþíåé ôçí éóïðëçèéêüôçôá áõôþí ôùí äýï óõíüëùí. Ôï ñé-æïóðáóôéêü óôïé÷åßï ôïõ ïñéóìïý ôïõ Cantor åßíáé ç ðñüôáóç íá äå÷ôïýìå ôçíýðáñîç áìïéâáßáò áíôéóôïé÷ßáò ùò ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá ôçò éóïðëçèéêüôçôáòãéá üëá ôá óýíïëá, ðáñÜ ôï ãåãïíüò üôé ç åöáñìïãÞ ôçò óôá Üðåéñá óýíïëá ìðï-ñåß íá èåùñçèåß ðñïâëçìáôéêÞ. ¸ôóé ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí N åßíáééóïðëçèéêü ìå ôï ãíÞóéï õðïóýíïëü ôïõ N \ {0},
{0; 1; 2; : : : } =c {1; 2; 3; : : : };âÜóåé ôçò áíôéóôïé÷ßáò (x 7→ x+ 1). Åðßóçò, óôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò,

(0; 1) =c (0; 2)âÜóåé ôçò áíôéóôïé÷ßáò (x 7→ 2x) üðïõ, ùò óõíÞèùò, ãéá äýï ðñáãìáôéêïýòáñéèìïýò � < �,
(�; �) = {x ∈ R | � < x < �}:Èá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí áíÜëïãï óõìâïëéóìü êáé ãéá ôá êëåéóôÜ Þ çìßêëåéóôáäéáóôÞìáôá [�; �], [�; �) ê.ëð.2.2. Ðñüôáóç. Ãéá üëá ôá óýíïëá A;B;C,A =c A;áí A =c B; ôüôå B =c A;áí (A =c B&B =c C); ôüôå A =c C:7
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f(0) f(1) f(2) f(3) f(4) f(5)

6 6 6 6 6 6

3 1 0 1 5 3 9 7� �

: : :
: : :� :

ÄéÜãñáììá 2.1. ÄéáãñáöÞ åðáíáëÞøåùí ìéáò áðáñßèìçóçò.Áðüäåéîç. Ãéá ôçí ôñßôç óõíåðáãùãÞ ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí, áí ïé áíôéóôïé-÷ßåò f : A�→ B êáé g : B�→ C öáíåñþíïõí ôéò éóïðëçèéêüôçôåò ôçò õðüèåóçò,ôüôå ç óýíèåóç gf : A�→ C öáíåñþíåé üôé A =c C. a2.3. Ïñéóìüò. Ôï óýíïëï A åßíáé ìéêñüôåñï-ßóï ôïõ B ùò ðñïò ôï ðëÞèïòáí åßíáé éóïðëçèéêü ìå êÜðïéï õðïóýíïëï ôïõ B, óõìâïëéêÜ:A ≤c B ⇐⇒ (∃C)[C ⊆ B & A =c C]:2.4. Ðñüôáóç. A ≤c B ⇐⇒ (∃f)[f : A� B]:Áðüäåéîç. Áí A =c C ⊆ B êáé ç f : A �→ C öáíåñþíåé áõôÞ ôçí éóï-äõíáìßá, ôüôå ç f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò áðü ôï A óôï B. Ãéá ôçí áíôßóôñïöçóõíåðáãùãÞ, áí õðÜñ÷åé êÜðïéïò ìïíïìïñöéóìüò f : A � B, ôüôå áõôüò ï föáíåñþíåé üôé A =c f [A] ⊆ B, Ýôóé ðïõ Á ≤c Â áðü ôïí ïñéóìü. a2.5. ¢óêçóç. Ãéá üëá ôá óýíïëá A;B;C,A ≤c A;áí (A ≤c B&B ≤c C); ôüôå A ≤c C:2.6. Ïñéóìüò. Ôï óýíïëï A åßíáé ðåðåñáóìÝíï (�nite) áí õðÜñ÷åé êÜðïéïòöõóéêüò áñéèìüò n þóôåA =c {i ∈ N | i < n} = {0; 1; : : : ; n− 1};áëëéþò ôï A åßíáé Üðåéñï (in�nite). ÊáôÜ óõíÝðåéá ôï êåíü óýíïëï ∅ åßíáéðåðåñáóìÝíï, áöïý ∅ = {i ∈ N | i < 0}:Ôï óýíïëï A åßíáé áðáñéèìçôü Þ áñéèìÞóéìï (countable Þ denumerable) áíåßíáé ðåðåñáóìÝíï Þ éóïðëçèéêü ìå ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí N, áëëéþòåßíáé áíáðáñßèìçôï Þ ìç áñéèìÞóéìï (uncountable).2.7. Ðñüôáóç. Ãéá êÜèå óýíïëï A, ïé áêüëïõèåò ðñïôÜóåéò åßíáé éóïäýíáìåò:(1) ôï A åßíáé áðáñéèìçôü,(2) A ≤c N.(3) Åßôå A = ∅, åßôå ôï A åðéäÝ÷åôáé áðáñßèìçóç, äçëáäÞ õðÜñ÷åé åðéìïñ-öéóìüò � : N→→ A, Ýôóé þóôåA = �[N] = {�(0); �(1); �(2); : : : }:Áðüäåéîç. Èá áðïäåßîïõìå ôéò óõíåðáãùãÝò êõêëéêÜ.
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ÊåöÜëáéï 2. Éóïðëçèéêüôçôá 9(1) =⇒ (2). Áí ôï A åßíáé áðáñéèìçôü, ôüôå åßôå A =c {i ∈ N | i < n} ãéáêÜðïéï n, åßôå A =c N, ïðüôå êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò, A =c C ãéá êÜðïéïC ⊆ N, Üñá A ≤c N.(2) =⇒ (3). ¸óôù A 6= ∅. ÅðéëÝãïõìå êÜðïéï x0 ∈ A, êáé áðü ôï (2)ðáßñíïõìå f : A� N. Ãéá êÜèå i ∈ N, èÝôïõìå�(i) =

{x0; áí i =∈ f [A];f−1(i); äéáöïñåôéêÜ, äçë., áí i ∈ f [A]:H � : N →→ A åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç (äéüôé ç f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, Ýôóé ðïõ çf−1(i) åßíáé ìïíïóÞìáíôá ïñéóìÝíç), êáé åßíáé åðéìïñöéóìüò, áöïý x0 ∈ A êáéãéá êÜèå x ∈ A, x = �(f(x)).(3) =⇒ (1). Áí A ðåðåñáóìÝíï, ôüôå ôï (1) áëçèåýåé. ¸óôù A ü÷é ðåðåñá-óìÝíï êáé � : N→→ A áðáñßèìçóç ôïõ A. ÐñÝðåé íá êáôáóêåõÜóïõìå ìéáí Üëëçáðáñßèìçóç f : N →→ A ÷ùñßò åðáíáëÞøåéò, Ýôóé þóôå íá åßíáé ç f áíôéóôïé÷ßáôïõ N ìå ôï A ðïõ öáíåñþíåé üôé ôï A åßíáé áñéèìÞóéìá Üðåéñï. Ç áðüäåéîçåîçãåßôáé ðëÞñùò áðü ôï ÄéÜãñáììá 2.1: áðëþò äéáãñÜöïõìå ôéò åðáíáëÞøåéòáðü ôçí áðáñßèìçóç � ôïõ A. Ãéá íá äþóïõìå áõóôçñü, áíáäñïìéêü ïñéóìü ôçòf , ðáñáôçñïýìå ðñþôá üôé åðåéäÞ ôï A äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ãéá êÜèå áêïëïõ-èßá a0; : : : ; an ìåëþí ôïõ õðÜñ÷åé êÜðïéï m Ýôóé ðïõ �(m) =∈ {a0; : : : ; an}; êáéèÝôïõìå: f(0) = �(0);mn = ôï åëÜ÷éóôï m > n þóôå �(m) =∈ {f(0); : : : ; f(n)};f(n+ 1) = �(mn):Ðñïöáíþò ç f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé áñêåß íá äåßîïõìå üôé êÜèå x ∈ Aåßíáé ôéìÞ ôçò. Åî ïñéóìïý x = �(0) = f(0). ¸óôù x = �(n + 1)· áí x ∈
{f(0); : : : ; f(n)}, ôüôå x = f(i) ãéá êÜðïéï i ≤ n, êáé áí x =∈ {f(0); : : : ; f(n)},ôüôå åî ïñéóìïý mn = n+ 1 êáé f(n+ 1) = �(mn) = x. a2.8. ¢óêçóç. Áí ôï A åßíáé áñéèìÞóéìï êáé õðÜñ÷åé ìïíïìïñöéóìüò f : B� A,ôüôå êáé ôï B åßíáé áñéèìÞóéìï. Åéäéêüôåñá, êÜèå õðïóýíïëï áñéèìÞóéìïõ óõ-íüëïõ åßíáé áñéèìÞóéìï.2.9. ¢óêçóç. Áí ôï A åßíáé áñéèìÞóéìï êáé õðÜñ÷åé åðéìïñöéóìüò f : A→→ B,ôüôå êáé ôï B åßíáé áñéèìÞóéìï.Ôï åðüìåíï áðëü èåþñçìá åßíáé áðü ôá ðéï âáóéêÜ ôçò óõíïëïèåùñßáò.2.10. Èåþñçìá (Cantor). Ãéá êÜèå áêïëïõèßá A0; A1; : : : áðáñéèìçôþí óõíü-ëùí, ç Ýíùóç A =

⋃∞n=0An = A0 ∪A1 ∪ · · ·åßíáé åðßóçò áðáñéèìçôü óýíïëï.Åéäéêüôåñá, ç Ýíùóç A ∪ B äýï áðáñéèìçôþí óõíüëùí åßíáé áðáñéèìçôü óý-íïëï.
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a0
0 a0

1a1
0a2
0 a2

1

a1
1

a0
2

� � �

a1
2a2
2

A0 :A1 :A2 :...

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·ÄéÜãñáììá 2.2. Ç ðñþôç äéáãþíéïò ìÝèïäïò ôïõ Cantor.Áðüäåéîç. Ãéá ôïí äåýôåñï éó÷õñéóìü áñêåß íá åöáñìüóïõìå ôïí ðñþôï óôçíáêïëïõèßá A;B;B; : : :Ãéá ôïí ðñþôï, áñêåß (ãéáôß;) íá áðïäåßîïõìå ôï èåþñçìá óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóçðïõ êáíÝíá An äåí åßíáé êåíü, ïðüôå ìðïñïýìå íá âñïýìå ìéáí áðáñßèìçóç�n : N→→ An ãéá êÜèå An. Áí èÝóïõìåani = �n(i)ãéá íá áðëïðïéÞóïõìå ôï óõìâïëéóìü, ôüôå ãéá êÜèå nAn = {an0 ; an1 ; : : : };êáé ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíáí ðßíáêá óôïé÷åßùí áðü áõôÝò ôéò áðáñéè-ìÞóåéò ðïõ ðåñéÝ÷åé üëá ôá óôïé÷åßá ôçò Ýíùóçò A. Ôá âÝëç óôï ÄéÜãñáììá2.2 äåß÷íïõí ðþò ìðïñïýìå íá áðáñéèìÞóïõìå ôçí Ýíùóç:A = {a0
0; a1

0; a0
1; a2

0; a1
1; : : : }: a2.11. Ðüñéóìá. Ôï óýíïëï ôùí (èåôéêþí êáé áñíçôéêþí) áêÝñáéùí áñéèìþí

Z = {: : : ;−2;−1; 0; 1; 2; : : : }åßíáé áñéèìÞóéìï.Áðüäåéîç. Z = N ∪ {−1;−2; : : : } êáé ôï óýíïëï ôùí áñíçôéêþí áêÝñáéùíáñéèìþí åßíáé áñéèìÞóéìï ìÝóù ôçò áíôéóôïé÷ßáò (x 7→ −(x+ 1)). a2.12. Ðüñéóìá. Ôï óýíïëï Q ôùí ñçôþí áñéèìþí åßíáé áñéèìÞóéìï.Áðüäåéîç. Ôï óýíïëï Q+ ôùí ≥ 0 ñçôþí åßíáé áñéèìÞóéìï, åðåéäÞ
Q+ =

⋃∞n=1{
mn | m ∈ N}êáé êÜèå {mn | m ∈ N} áðáñéèìåßôáé áðü ôçí (m 7→ mn ). Ìå ôïí ßäéï ôñüðï, ôïóýíïëï Q− ôùí áñíçôéêþí ñçôþí áñéèìþí åßíáé åðßóçò áñéèìÞóéìï, êáèþò êáé çÝíùóç Q+ ∪Q−. a
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0 a0

1a1
0a2
0 a2

1

a1
1

a0
2a1
2a2
2

�0 :�1 :�2 :...

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

R

R

R

ÄéÜãñáììá 2.3. Ç äåýôåñç äéáãþíéïò ìÝèïäïò ôïõ Cantor.Áõôü ôï ðüñéóìá Þôáí ôï ðñþôï óçìáíôéêü âÞìá ðñïüäïõ ðïõ Ýêáíå ï Cantoróôï ðñüâëçìá ôçò ôáîéíüìçóçò ôùí ôÜîåùí áðåßñïõ êáé èåùñÞèçêå êÜðùò ðáñÜ-äïîï óôçí åðï÷Þ ôïõ, åðåéäÞ ôï Q öáßíåôáé ôüóï ìåãáëýôåñï áðü ôï N. ÁìÝóùòìåôÜ ï Cantor áðÝäåéîå üôé õðÜñ÷ïõí êáé áíáðáñßèìçôá óýíïëá.2.13. Èåþñçìá (Cantor). Ôï óýíïëï
∆ = {(a0; a1; : : : ) | (∀i)[ai = 0 ∨ ai = 1]}ôùí áðåßñùí, äõáäéêþí áêïëïõèéþí åßíáé áíáðáñßèìçôï.Áðüäåéîç. Ðñïò áðáãùãÞ óå Üôïðï, õðïèÝôïõìå3 üôé ôï ∆ åßíáé áðáñéèìçôü,äçëáäÞ

∆ = {�0; �1; : : : ; };üðïõ ãéá êÜèå n, �n = (an0 ; an1 ; : : : )åßíáé ìéá áêïëïõèßá áðü 0 êáé 1. ÖôéÜ÷íïõìå Ýíáí ðßíáêá ìå áõôÝò ôéò áêïëïõèßåòüðùò ðñéí, êáé ìåôÜ ïñßæïõìå ôçí áêïëïõèßá � åíáëëÜóóïíôáò ôá 0 ìå ôá 1 óôç£äéáãþíéï¤ áêïëïõèßá a0
0; a1

1; : : : :�(n) = 1− ann:Åßíáé ðñïöáíÝò üôé � 6= �n, ãéá êÜèå n, åðåéäÞ�(n) = 1− �n(n) 6= �n(n)·óõíåðþò ç áêïëïõèßá �0; �1; : : : äåí áðáñéèìåß ïëüêëçñï ôï ∆, áíôßèåôá ìå ôçíáñ÷éêÞ ìáò õðüèåóç. a2.14. Ðüñéóìá (Cantor). Ôï óýíïëï R ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí åßíáé áíá-ðáñßèìçôï.
3Ãéá íá áðïäåßîïõìå ìéá ðñüôáóç � ìå áðáãùãÞ óå Üôïðï, äå÷üìáóôå ôçí ÜñíçóÞ ôçò

¬� êáé áð' áõôÞí óõìðåñáßíïõìå êÜôé ðïõ áíôéôßèåôáé óå ðñÜãìáôá ãíùóôÜ, ìéáí áíôßöáóç,êÜðïéï Üôïðï: óõíÜãåôáé üôé ç Üñíçóç ôçò � äåí ìðïñåß íá áëçèåýåé, êáé åðïìÝíùò áëçèåýåéç �. ÔÝôïéåò áðïäåßîåéò ôõðéêÜ áñ÷ßæïõí ìå ôç öñÜóç-êëåéäß ðñïò áðáãùãÞ óå Üôïðï, ðïõðñïåéäïðïéåß ôïí áíáãíþóôç üôé ç õðüèåóç ðïõ áêïëïõèåß åßíáé ç Üñíçóç ôçò ðñüôáóçò ôçíïðïßá èÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå.
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C0
C1
C2
C3ÄéÜãñáììá 2.4. Ôá ðñþôá ôÝóóåñá óôÜäéá óôçí êáôáóêåõÞ ôïõ C.Áðüäåéîç. Ïñßæïõìå ðñþôá ìéáí áêïëïõèßá óõíüëùí C0; C1; : : : ðñáãìáôé-êþí áñéèìþí ðïõ éêáíïðïéïýí ôéò åîÞò óõíèÞêåò:1. C0 = [0; 1].2. ÊÜèå Cn åßíáé Ýíùóç 2n êëåéóôþí äéáóôçìÜôùí êáé

C0 ⊇ C1 ⊇ · · · Cn ⊇ Cn+1 ⊇ · · · :3. Ôï Cn+1 êáôáóêåõÜæåôáé áöáéñþíôáò ôï (áíïéêôü) ìÝóï ôñßôï êÜèå äéáóôÞ-ìáôïò ôïõ Cn, äçëáäÞ ìå ôçí áíôéêáôÜóôáóç êÜèå êëåéóôïý äéáóôÞìáôïò
[a; b] óôï Cn áðü ôá äýï êëåéóôÜ äéáóôÞìáôáL[a; b] = [a; a+

1

3
(b− a)];R[a; b] = [a+

2

3
(b− a); b]:Óå êÜèå äõáäéêÞ áêïëïõèßá Æ ∈ ∆ áíôéóôïé÷ßæïõìå ôþñá ìéáí áêïëïõèßáêëåéóôþí äéáóôçìÜôùí F Æ

0 ; F Æ
1 ; : : : ;ìå ôçí åîÞò áíáäñïìÞ: F Æ

0 = C0 = [0; 1];F Æn+1 =

{LF Æn ; áí Æ(n) = 0;RF Æn ; áí Æ(n) = 1:ÅðáãùãéêÜ, ãéá êÜèå n, ôï F Æn åßíáé Ýíá áðü ôá êëåéóôÜ äéáóôÞìáôá ôïõ CnìÞêïõò 3−n, êáé ðñïöáíþò F Æ
0 ⊇ F Æ

1 ⊇ · · · :Ç èåìåëéáêÞ éäéüôçôá ðëçñüôçôáò ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí óõíåðÜãåôáéôþñá üôé ç ôïìÞ áõôÞò ôçò áêïëïõèßáò äåí åßíáé êåíÞ, ìÜëéóôá ðåñéÝ÷åé áêñéâþòÝíáí ðñáãìáôéêü áñéèìü, áò ôïí ïíïìÜóïõìåf(Æ) = ôï ìüíï óôïé÷åßï ôçò ôïìÞò ⋂∞n=0F Æn :Ç óõíÜñôçóç f áðåéêïíßæåé ôï áíáðáñßèìçôï óýíïëï ∆ ìÝóá óôï óýíïëï
C =

⋂∞n=0Cn;ôï ëåãüìåíï óýíïëï ôïõ Cantor, êáé ãéá íá ôåëåéþóïõìå ôçí áðüäåéîç áñêåßíá äåßîïõìå üôé ç f åßíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá. ÁëëÜ áí ôï n åßíáé ï åëÜ÷éóôïò áñéèìüò
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ÊåöÜëáéï 2. Éóïðëçèéêüôçôá 13üðïõ Æ(n) 6= "(n) êáé (ð.÷.) Æ(n) = 0, Ý÷ïõìå F Æn = F "n áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ n,f(Æ) ∈ F Æn+1 = LF Æn ; f(") ∈ F "n+1 = RF Æn ; êáé LF Æn ∩RF Æn = ∅;ðïõ óçìáßíåé üôé ðñÜãìáôé ç f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. aÇ åðßêëçóç ôçò ðëçñüôçôáò ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí åßíáé ôï ìç ôåôñéììÝíïóôïé÷åßï áõôÞò ôçò áðüäåéîçò, êáé åßíáé áðáñáßôçôç, áöïý üëç ç êáôáóêåõÞ åêôüòáðü ôçí ôåëåõôáßá ãñáììÞ ìðïñåß íá åðáíáëçöèåß ãéá ôï Q ðïõ åßíáé áðáñéèìçôü| ÷ùñßò âÝâáéá íá åßíáé ðëÞñåò. Ôçí ðëçñüôçôá ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí èáìåëåôÞóïõìå áñãüôåñá ðñïóåêôéêÜ, óôï ÐáñÜñôçìá A.Ç èåìåëéáêÞ óçìáóßá áõôïý ôïõ èåùñÞìáôïò Þôáí ðñïöáíÞò áðáñ÷Þò, éäéáßôåñáåðåéäÞ ï Cantor ôï åöÜñìïóå áìÝóùò óå ìéá óçìáíôéêÞ ðñüôáóç ôçò èåùñßáòôùí áëãåâñéêþí áñéèìþí. Ðñéí åêèÝóïõìå áõôÞ ôçí åöáñìïãÞ ÷ñåéáæüìáóôåìåñéêïýò ïñéóìïýò êáé ëÞììáôá.2.15. Ïñéóìüò. Ãéá êÜèå óýíïëï A êáé êÜèå óýíïëï B, ôï óýíïëï ôùí (äéá-ôåôáãìÝíùí) æåõãþí ôùí A;B óõìâïëßæåôáé ìå ôïA×B = {(x; y) | x ∈ A& y ∈ B}:ÊáôÜ ôïí ßäéï ôñüðï, ãéá êÜèå n ≥ 2,A1 × · · · ×An = {(x1; : : : ; xn) | x1 ∈ A1; : : : ; xn ∈ An};An = {(x1; : : : ; xn) | x1; : : : ; xn ∈ A}:Ôï A1 × · · · ×An ëÝãåôáé ôï Êáñôåóéáíü ãéíüìåíï ôùí A1; : : : ; An.2.16. ËÞììá. (1) Áí ôá A1; : : : ; An åßíáé áðáñéèìçôÜ, ôüôå êáé ôï Êáñôåóéáíüôïõò ãéíüìåíï A1 × · · · ×An åßíáé åðßóçò áðáñéèìçôü.(2) Ãéá êÜèå áðáñéèìçôü óýíïëï A, ôá An (n ≥ 2) êáé ç ÝíùóÞ ôïõò
⋃∞n=2An = {(x1; : : : ; xn) | n ≥ 2; x1; : : : ; xn ∈ A}åßíáé åðßóçò áðáñéèìçôÜ óýíïëá.Áðüäåéîç. (1) Áí êÜðïéï Ai åßíáé êåíü, ôüôå êáé ôï ãéíüìåíï åßíáé êåíü, åîïñéóìïý. ÄéáöïñåôéêÜ, ãéá äýï óýíïëá A;B, Ý÷ïõìå ìéáí áðáñßèìçóçB = {b0; b1; : : : }ôïõ B, ðñïöáíþò A×B =

⋃∞n=0(A× {bn});êáé êÜèå A × {bn} åßíáé éóïðëçèéêü ìå ôï A (êáé åðïìÝíùò áðáñéèìçôü) ìåôçí áíôéóôïé÷ßá (x 7→ (x; bn)). ¸ôóé Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï ãéá n = 2. Ãéá íááðïäåßîïõìå ôçí ðñüôáóç ãéá üëá ôá n ≥ 2, áñêåß íá ðáñáôçñÞóïõìå üôéA1 × · · · ×An ×An+1 =c (A1 × · · · ×An)×An+1ìå ôçí áíôéóôïé÷ßáf(a1; : : : ; an; an+1) = ((a1; : : : ; an); an+1):
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14 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá¸ôóé, áí êÜèå ãéíüìåíï áðü n ≥ 2 áðáñéèìçôïýò ðáñÜãïíôåò åßíáé áðáñéèìçôü,ôüôå áðáñéèìçôü èá åßíáé êáé êÜèå ãéíüìåíï áðü n+ 1 ðáñÜãïíôåò, êáé Ýôóé, ìååðáãùãÞ Ý÷ïõìå ôï (1).(2) ÊÜèå An åßíáé áðáñéèìçôü áðü ôï (1), êáé ìå ìßá áêüìá åðßêëçóç óôïÈåþñçìá 2.10 óõíÜãïõìå üôé ôï ⋃∞n=2An åßíáé åðßóçò áðáñéèìçôü. a2.17. Ïñéóìüò. ¸íáò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò � åßíáé áëãåâñéêüò áí åßíáé ñßæáêÜðïéïõ ðïëõþíõìïõ P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anxnìå áêÝñáéïõò óõíôåëåóôÝò a0; : : : ; an ∈ Z, (n ≥ 1; an 6= 0), äçëáäÞ áíP (�) = 0:ÔõðéêÜ ðáñáäåßãìáôá áëãåâñéêþí áñéèìþí åßíáé ïé √2, (1 +
√

2)2 (ãéáôß;)áëëÜ êáé ç ðñáãìáôéêÞ ñßæá ôçò åîßóùóçò x5 + x + 1 = 0 ðïõ õðÜñ÷åé (ãéáôß;)áëëÜ ðïõ äåí ìðïñåß íá åêöñáóôåß ìå ñéæéêÜ óýìöùíá ìå Ýíá êëáóéêü èåþñçìáôïõ Abel. Ôï âáóéêü áðïôÝëåóìá (áðü ôçí ¢ëãåâñá) ãéá ôïõò áëãåâñéêïýòáñéèìïýò ðïõ èá ÷ñåéáóôïýìå, åßíáé üôé Ýíá ðïëõþíõìï âáèìïý n ≥ 1 Ý÷åé ôïðïëý n ðñáãìáôéêÝò ñßæåò.2.18. Ðüñéóìá. Ôï óýíïëï K ôùí ðñáãìáôéêþí áëãåâñéêþí áñéèìþí åßíáéáðáñéèìçôü (Cantor), êáé åðïìÝíùò õðÜñ÷ïõí ðñáãìáôéêïß áñéèìïß ðïõ äåí åßíáéáëãåâñéêïß (Liouville).Áðüäåéîç. Ôï óýíïëï Π üëùí ôùí ðïëõþíõìùí ìå áêÝñáéïõò óõíôåëåóôÝòåßíáé áðáñéèìçôü, áöïý êÜèå ôÝôïéï ðïëõþíõìï êáèïñßæåôáé áðü ôçí áêïëïõèßáôùí óõíôåëåóôþí ôïõ, êáé åðïìÝíùò õðÜñ÷åé áíôéóôïé÷ßá ôïõ Π ìå ôï áðáñéèìçôü
⋃∞n=2Zn. Ãéá êÜèå ðïëõþíõìï P (x), ôï óýíïëï ôùí ñéæþí ôïõ

Λ(P (x)) = {� | P (�) = 0}åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé åðïìÝíùò áðáñéèìçôü. ¸ðåôáé üôé ôï óýíïëï ôùí áëãå-âñéêþí K åßíáé Ýíùóç ìéáò áêïëïõèßáò ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí êáé åðïìÝíùòåðßóçò áðáñéèìçôü. aÁõôÞ ç ðñþôç åöáñìïãÞ ôçò êáéíïýñéáò (ôüôå) èåùñßáò óõíüëùí Ýðáéîå óç-ìáíôéêü ñüëï óôç ãñÞãïñç êáé åõíïúêÞ ðáñáäï÷Þ ôçò áðü ôïõò ìáèçìáôéêïýòôçò åðï÷Þò åêåßíçò, åðåéäÞ ç ðñïçãïýìåíç áðüäåéîç ôïõ Liouville (üôé õðÜñ÷ïõíìç áëãåâñéêïß áñéèìïß) Þôáí äýóêïëç. Ï Cantor áðÝäåéîå êÜôé ðéï éó÷õñü, üôé£ó÷åäüí üëïé¤ ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß äåí åßíáé áëãåâñéêïß, ìå ðïëý áðëïýóôåñçáðüäåéîç ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ìüíï ôï ãåãïíüò üôé Ýíá ðïëõþíõìï âáèìïý n äåíìðïñåß áí Ý÷åé ðåñéóóüôåñåò áðü n ñßæåò, ôçí ðëçñüôçôá ôïõ R, êáé, öõóéêÜ, ôçíÝá ìÝèïäï ôçò áðáñßèìçóçò ôùí ìåëþí Üðåéñùí óõíüëùí.ÌÝ÷ñé ôþñá Ý÷ïõìå áðïäåßîåé ôçí ýðáñîç ìüíï äýï ôÜîåùí áðåßñïõ, áõôÞí ôïõ
N |ôá áðáñéèìçôÜ, Üðåéñá óýíïëá| êáé áõôÞí ôïõ R. ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÝò Üëëåò.2.19. Ïñéóìüò. Ôï äõíáìïóýíïëï (powerset) P(A) åíüò óõíüëïõ A åßíáé ôïóýíïëï üëùí ôùí õðïóõíüëùí ôïõ A,

P(A) = {X | X åßíáé óýíïëï êáé X ⊆ A}:
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ÊåöÜëáéï 2. Éóïðëçèéêüôçôá 152.20. ¢óêçóç. Ãéá üëá ôá óýíïëá A;B,A =c B=⇒P(A) =c P(B):2.21. Èåþñçìá (Cantor). Ãéá êÜèå óýíïëï A,A <c P(A);äçëáäÞ A ≤c P(A) áëëÜ A 6=c P(A). Åéäéêüôåñá, äåí õðÜñ÷åé åðéìïñöéóìüò� : A→→ P(A).Áðüäåéîç. Ôï üôé A ≤c P(A) öáíåñþíåôáé áðü ôï ìïíïìïñöéóìü
(x 7→ {x});ðïõ áíôéóôïé÷ßæåé óå êÜèå óôïé÷åßï x ôïõ A ôï ìïíïóýíïëï {x} ìå ìüíï Ýíáóôïé÷åßï, ôï x. (ÐñïóÝîôå: ôï ìïíïóýíïëï {x} åßíáé äéáöïñåôéêü áíôéêåßìåíïáðü ôï óôïé÷åßï x, ðïõ ðéèáíüí äåí åßíáé êáí óýíïëï!)Ðñïò áðáãùãÞ óå Üôïðï, äå÷üìáóôå üôé õðÜñ÷åé êÜðïéá áíôéóôïé÷ßá� : A�→ P(A)ðïõ äåß÷íåé üôé A =c P(A), êáé ïñßæïõìå ôï óýíïëïB = {x ∈ A | x =∈ �(x)}:Ýôóé ðïõ ãéá êÜèå x ∈ A, x ∈ B ⇐⇒ x =∈ �(x): (2-1)Áöïý ôï B åßíáé õðïóýíïëï ôïõ A êáé ç � åßíáé åðéìïñöéóìüò, ðñÝðåé íá õðÜñ-÷åé êÜðïéï b ∈ A þóôå B = �(b)· èÝôùíôáò x = b êáé �(b) = B óôç (2-1),êáôáëÞãïõìå óôçí áíôéöáôéêÞ éóïäõíáìßáb ∈ B ⇐⇒ b =∈ B: aÕðÜñ÷ïõí ëïéðüí ðïëëÝò ôÜîåéò áðåßñïõ, êáé åéäéêüôåñá (ôïõëÜ÷éóôïí) áõôÝòôùí óõíüëùí

N <c P(N) <c P(P(N)) <c · · · :Áí ïñßóïõìå ôá óýíïëá Tn ìå ôçí áíáäñïìÞT0 = N;Tn+1 = P(Tn); (2-2)ôüôå ç ÝíùóÞ ôïõò T∞ =
⋃∞n=0Tn Ý÷åé ìåãáëýôåñç ðëçèéêüôçôá áðü êÜèå Tn,Ðñüâëçìá x2.8. Ç ôáîéíüìçóç êáé ìåëÝôç ôùí ôÜîåùí áðåßñïõ åßíáé Ýíá áðü ôáêåíôñéêÜ ðñïâëÞìáôá ôçò óõíïëïèåùñßáò.Ìéá ãåíéêüôåñç Ýííïéá áðü áõôÞí ôïõ äõíáìïóõíüëïõ, åßíáé ïé ÷þñïé óõíáñ-ôÞóåùí.2.22. Ïñéóìüò. Ãéá üëá ôá óýíïëá A;B,

(A→ B) =ïñ {f | f : A→ B}
= ôï óýíïëï üëùí ôùí óõíáñôÞóåùí áðü ôï A óôï B:2.23. ¢óêçóç. Áí A1 =c A2 êáé B1 =c B2, ôüôå (A1 → B1) =c (A2 → B2).
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16 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÏé ÷þñïé óõíáñôÞóåùí áðïôåëïýí \ãåíéêåýóåéò" ôùí äõíáìïóõíüëùí åðåéäÞêÜèå õðïóýíïëï X ⊆ A áíôéðñïóùðåýåôáé áðü ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ ôïõ óõíÜñ-ôçóç cX : A→ {0; 1},cX(t) =

{
1; if t ∈ A ∩X;
0; if t ∈ A \X; (t ∈ A): (2-3)Ìðïñïýìå íá áíáêôÞóïõìå ôï X áðü ôç cX ,X = {t ∈ A | cX(t) = 1};ðïõ óõíåðÜãåôáé üôé ç óõíÜñôçóç (X 7→ cX) åßíáé áíôéóôïé÷ßá ôïõ P(A) ìå ôï

(A→ {0; 1}). ¸ôóé,
(A→ {0; 1}) =c P(A) >c A; (2-4)êáé ïé ÷þñïé óõíáñôÞóåùí ìáò ïäçãïýí óå ìåãÜëá, ìç áðáñéèìçôÜ óýíïëá. Ôïåðüìåíï ðñïöáíÝò ðñüâëçìá åßíáé íá óõãêñßíïõìå ùò ðñïò ôï ðëÞèïò áõôÜ ôááíáðáñßèìçôá óýíïëá, îåêéíþíôáò áðü ôá äýï áðëïýóôåñá: ôï äõíáìïóýíïëï

P(N) ôùí öõóéêþí áñéèìþí êáé ôï óýíïëï R ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí.2.24. ËÞììá. P(N) ≤c R.Áðüäåéîç. Áöïý Ý÷ïõìå Þäç äåßîåé üôé ∆ ≤c R, áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé
P(N) ≤c ∆. Áõôü üìùò Ýðåôáé Üìåóá áðü ôç (2-4), áöïý ∆ = (N→ {0; 1}). a2.25. ËÞììá. R ≤c P(N).Áðüäåéîç. Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé R ≤c P(Q), áöïý ôï óýíïëï ôùí ñçôþí
Q åßíáé éóïðëçèéêü ìå ôï N êáé åðïìÝíùò P(N) =c P(Q). Áõôü öáíåñþíåôáéáðü ôç óõíÜñôçóç x 7→ �(x) = {q ∈ Q | q < x} ⊆ Qðïõ åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, åðåéäÞ áí x < y åßíáé äéáöïñåôéêïß ðñáãìáôéêïßáñéèìïß, ôüôå õðÜñ÷åé êÜðïéïò ñçôüò q áíÜìåóÜ ôïõò, äçëáäÞ x < q < y êáéq ∈ �(y) \ �(x). aÁð' áõôÜ ôá áðëÜ ËÞììáôá Ýðåôáé üôé ç éóïðëçèéêüôçôá R =c P(N) èá åßíáéÜìåóï ðüñéóìá ôïõ åðüìåíïõ âáóéêïý èåùñÞìáôïò.2.26. Èåþñçìá (Schr�oder-Bernstein). Ãéá üëá ôá óýíïëá A;B,áí A ≤c B êáé B ≤c A; ôüôå A =c B:Áðüäåéîç.4 ÕðïèÝôïõìå üôé õðÜñ÷ïõí ìïíïìïñöéóìïßf : A� B; g : B� A;êáé ïñßæïõìå ôá óýíïëá An, Bn ìå ôçí áíáäñïìÞA0 = A;An+1 = gf [An]; B0 = B;Bn+1 = fg[Bn];

4Ìßá äéáöïñåôéêÞ áðüäåéîç óêéáãñáöåßôáé óôá ÐñïâëÞìáôá x4.26, x4.27.
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ÊåöÜëáéï 2. Éóïðëçèéêüôçôá 17

... ...
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A1 f [A1]

ÄéÜãñáììá 2.5. Áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò Schr�oder-Bernstein.üðïõ fg[X] = {f(g(x)) | x ∈ X} êáé áíÜëïãá ãéá ôç óõíÜñôçóç gf . ÌååðáãùãÞ óôï n (åýêïëá) An ⊇ g[Bn] ⊇ An+1;Bn ⊇ f [An] ⊇ Bn+1;þóôå Ý÷ïõìå ôéò £áëõóßäåò óõíüëùí¤A0 ⊇ g[B0] ⊇ A1 ⊇ g[B1] ⊇ A2 · · · ;B0 ⊇ f [A0] ⊇ B1 ⊇ f [A1] ⊇ B2 · · · :Ïñßæïõìå åðßóçò ôéò ôïìÝòA∗ =
⋂∞n=0An; B∗ =

⋂∞n=0Bn;Ýôóé þóôå B∗ =
⋂∞n=0Bn ⊇ ⋂∞n=0f [An] ⊇ ⋂∞n=0Bn+1 = B∗êáé áöïý ç f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, áðü ôï Ðñüâëçìá x1.7,f [A∗] = f [

⋂∞n=0An] =
⋂∞n=0f [An] = B∗:Óõíåðþò ç f åßíáé áíôéóôïé÷ßá ôïõ A∗ ìå ôï B∗. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ,A = A∗ ∪ (A0 \ g[B0]) ∪ (g[B0] \A1) ∪ (A1 \ g[B1]) ∪ (g[B1] \A2) : : :B = B∗ ∪ (B0 \ f [A0]) ∪ (f [A0] \B1) ∪ (B1 \ f [A1]) ∪ (f [A1] \B2) : : :êáé áõôÝò ïé áêïëïõèßåò åßíáé äéá÷ùñéóìÝíåò, äçëáäÞ êáíÝíá óýíïëï äåí Ý÷åéêïéíÜ óôïé÷åßá ìå êÜðïéï Üëëï. Ãéá íá ôåëåéþóïõìå ôçí áðüäåéîç áñêåß íá
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18 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáåëÝãîïõìå üôé ãéá êÜèå n,f [An \ g[Bn]] = f [An] \Bn+1;g[Bn \ f [An]] = g[Bn] \An+1;áðü ôéò ïðïßåò ç ðñþôç (ð.÷.) áëçèåýåé åðåéäÞ ç f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáéf [An \ g[Bn]] = f [An] \ fg[Bn] = f [An] \Bn+1:ÔåëéêÜ Ý÷ïõìå ôçí áíôéóôïé÷ßá � : A�→ B,�(x) =

{ f(x); áí x ∈ A∗ Þ (∃n)[x ∈ An \ g[Bn]];g−1(x); áí x =∈ A∗ êáé (∃n)[x ∈ g[Bn] \An+1];ðïõ öáíåñþíåé üôé A =c B êáé ôåëåéþíåé ôçí áðüäåéîç. a×ñçóéìïðïéþíôáò ôï èåþñçìá Schr�oder-Bernstein ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìåðïëëÝò éóïðëçèéêüôçôåò ðïõ áëëéþò åßíáé äýóêïëåò.
ÐñïâëÞìáôá ãéá ôï ÊåöÜëáéï 2x2.1. Ãéá êÜèå � < � ìå �, � ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò, ∞ Þ −∞, êáôáóêåýáóåéóïìïñöéóìïýò ðïõ öáíåñþíïõí ôéò éóïðëçèéêüôçôåò

(�; �) =c (0; 1) =c R:x2.2. Ãéá êÜèå � < �, êáôáóêåýáóå éóïìïñöéóìïýò ðïõ öáíåñþíïõí ôéò éóï-ðëçèéêüôçôåò
[�; �) =c [�; �] =c R:x2.3. P(N) =c R =c Rn, ãéá êÜèå n ≥ 2.x2.4. Ãéá üëá ôá óýíïëá A;B, (A → B) ≤c P(A × B). Õðüäåéîç. Áíôéðñï-óþðåõóå êÜèå óõíÜñôçóç f : A→ B ìå ôï ãñÜöçìÜ ôçòGf = {(x; y) ∈ A×B | y = f(x)}:x2.5. (N→ N) =c P(N).

∗ x2.6. (N→ R) =c R.
∗ x2.7. Ãéá üëá ôá óýíïëá A;B;C,

((A×B)→ C) =c (A→ (B → C)):Õðüäåéîç. Ãéá êÜèå p : A × B → C, üñéóå ôçí �(p) = q : A → (B → C) ìåôïí ôýðï q(x)(y) = p(x; y):x2.8. Ìå ôïí ïñéóìü (2-2), ãéá êÜèå m,Tm <c T∞ =
⋃∞n=0Tn:Ãéá ôá ôåëåõôáßá äýï ðñïâëÞìáôá ÷ñåéÜæåôáé êÜðïéá ïéêåéüôçôá ìå ôéò óõíå÷åßòóõíáñôÞóåéò.
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ÊåöÜëáéï 2. Éóïðëçèéêüôçôá 19
∗ x2.9. Ôï óýíïëï C[0; 1] üëùí ôùí óõíå÷þí, ðñáãìáôéêþí óõíáñôÞóåùí óôïêëåéóôü äéÜóôçìá [0; 1] åßíáé éóïðëçèéêü ìå ôï R.
∗ x2.10. Ôï óýíïëï ôùí ìïíïôïíéêþí ðñáãìáôéêþí óõíáñôÞóåùí óôï êëåéóôüäéÜóôçìá [0; 1] åßíáé éóïðëçèéêü ìå ôï R.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 3
ÐÁÑÁÄÏÎÁ ÊÁÉ ÁÎÉÙÌÁÔÁ

Óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï åêèÝóáìå ôá ðñþôá âáóéêÜ áðïôåëÝóìáôá ôçò óõ-íïëïèåùñßáò üðùò ôç äçìéïýñãçóå ï Cantor êáé ïé ðñùôïðüñïé ìáèçìáôéêïß ðïõôïí áêïëïýèçóáí óôá ôåëåõôáßá åßêïóé ðÝíôå ÷ñüíéá ôïõ 19ïõ áéþíá. ÌÝ÷ñéôçí áñ÷Þ ôïõ 20ïý áéþíá, ç èåùñßá áõôÞ áíäñþèçêå êáé äéêáéþèçêå ìå ðïëëÝòêáé óçìáíôéêÝò åöáñìïãÝò, éäéáßôåñá óôçí áíÜëõóç. Ç ìåãáëýôåñÞ ôçò åðéôõ-÷ßá Þôáí (ßóùò) ç äçìéïõñãßá ìéáò åîáéñåôéêÜ üìïñöçò êáé ÷ñÞóéìçò èåùñßáòõðåñðåðåñáóìÝíçò áñéèìçôéêÞò, äçëáäÞ ôçò ìåëÝôçò ôùí áñéèìçôéêþí ðñÜîåùíôçò ðñüóèåóçò, ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý êáé ôçò äýíáìçò óå Üðåéñá ìåãÝèç. ÌÝ÷ñéôï 1900, äýï âáóéêÜ ðñïâëÞìáôá ó÷åôéêÜ ìå ôçí Ýííïéá ôçò éóïðëçèéêüôçôáò äåíåß÷áí áêüìç ëõèåß. ÁõôÜ Ýðáéîáí áñãüôåñá áðïöáóéóôéêü ñüëï óôçí åîÝëéîç ôçòóõíïëïèåùñßáò êáé èá ôá ìåëåôÞóïõìå ðñïóåêôéêÜ óôá åðüìåíá êåöÜëáéá. Åäþôá äéáôõðþíïõìå ìüíï ùò åéêáóßåò.3.1. Åéêáóßá Óõãêñéóéìüôçôáò Ðëçèáñßèìùí.5 Ãéá üëá ôá óýíïëá A, B,åßôå A ≤c B åßôå B ≤c A.3.2. Õðüèåóç ôïõ Óõíå÷ïýò (Continuum Hypothesis). Äåí õðÜñ÷åé óýíïëïðñáãìáôéêþí áñéèìþíX ìå ðëÞèïò åíäéÜìåóï áõôþí ôïõ N êáé êáé ôïõ R, äçëáäÞ
(∀X ⊆ R)[X ≤c N ∨X =c R]:(CH)Åöüóïí R =c P(N), ç CH åßíáé åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçò ÃåíéêåõìÝíçò Õðüèåóçòôïõ Óõíå÷ïýò (Generalized Continuum Hypothesis),äçëáäÞ ôçò õðüèåóçò üôéãéá êÜèå Üðåéñï óýíïëï A,

(∀X ⊆ P(A))[X ≤c A ∨X =c P(A)]:(GCH)Áí êáé ïé äýï áõôÝò åéêáóßåò áëçèåýïõí, ôüôå ïé öõóéêïß áñéèìïß N êáé ïé ðñáã-ìáôéêïß áñéèìïß R åêðñïóùðïýí ôéò äýï åëÜ÷éóôåò £ôÜîåéò áðåßñïõ¤: êÜèå Üðåéñïóýíïëï åßíáé Þ áðáñéèìçôü Þ éóïðëçèéêü ìå ôï R Þ £áõóôçñÜ ðïëõðëçèÝóôåñï¤ôïõ R.
5Ï Cantor áíÞããåéëå ôï £èåþñçìá óõãêñéóéìüôçôáò ðëçèáñßèìùí¤ ôï 1895 êáé ôï 1899óêéáãñÜöçóå ìéá êÜðùò ðñïâëçìáôéêÞ áðüäåéîç óå Ýíá ãñÜììá óôïí Dedekind, ôï ïðïßï üìùòäåí äçìïóéåýôçêå ìÝ÷ñé ôï 1932. ÌÜëëïí åßíáé ðéï êïíôÜ óôçí áëÞèåéá íá ðïýìå üôé ìÝ÷ñé ôï1900 (ôïõëÜ÷éóôïí) ôï ðñüâëçìá ôçò óõãêñéóéìüôçôáò ôùí óõíüëùí ùò ðñïò ôï ðëÞèïò Þôáíáêüìç Üëõôï. 21



22 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÓ' áõôÞ ôç äéáéóèçôéêÞ ôçò öÜóç, ç èåùñßá óõíüëùí áíáðôý÷èçêå ìå âÜóçôïí ïñéóìü ôçò Ýííïéáò ôïõ óõíüëïõ ðïõ Ýäùóå ï Cantor üðùò ôïí äéáôõðþóáìåóôçí ÅéóáãùãÞ, ðåñßðïõ üðùò áðïäåßîáìå êáé åìåßò ôá âáóéêÜ áðïôåëÝóìáôÜ ôçòóôï ÊåöÜëáéï 2. Áí åîåôÜóïõìå ðñïóå÷ôéêÜ áõôÝò ôéò áðïäåßîåéò èá äïýìå üôéüëåò óôçñßæïíôáé óôçí éäéüôçôá ôçò Ýêôáóçò (1-1) êáé óôçí áêüëïõèç ðáñáäï÷Þ:3.3. ÃåíéêÞ Áñ÷Þ Óõìðåñßëçøçò (General Comprehension Principle). ÃéáêÜèå n-ìåëÞ ïñéóôéêÞ óõíèÞêç (de�nite condition) P , õðÜñ÷åé Ýíá óýíïëïA = {~x | P (~x)}ìå ìÝëç áêñéâþò ôéò n-Üäåò áíôéêåéìÝíùí ðïõ éêáíïðïéïýí ôçí P (~x), Ýôóé þóôåãéá êÜèå ~x, ~x ∈ A ⇐⇒ P (~x): (3-1)Ç éäéüôçôá ôçò Ýêôáóçò óõíåðÜãåôáé üôé ôï ðïëý Ýíá óýíïëï A éêáíïðïéåß ôçí(3-1), êáé êáëïýìå áõôü ôï A Ýêôáóç (extension) Þ óõìðåñßëçøç (comprehen-sion) ôçò óõíèÞêçò P .3.4. ÏñéóôéêÝò óõíèÞêåò êáé ôåëåóôÝò. Ï ðåñéïñéóìüò ôçò áñ÷Þò óå ïñéóôé-êÝò óõíèÞêåò åßíáé áðáñáßôçôïò ãéá íá áðïöýãïõìå Üó÷åôåò ìå ôá ìáèçìáôéêÜáïñéóôßåò, üðùò ôï óýíïëï
{x | x Ýíôéìïò ðïëéôéêüò}ãéá ôï ïðïßï ßóùò õðÜñ÷åé áíôéëïãßá áí ðåñéÝ÷åé ôïí êýñéï ÔÜäå Þ ôçí êõñßáÄåßíá. ÄéáéóèçôéêÜ, ìéá n-ìåëÞò óõíèÞêç P åßíáé ïñéóôéêÞ áí ãéá êÜèå n-ÜäááíôéêåéìÝíùí ~x = (x1; : : : ; xn) åßíáé êáèïñéóìÝíï ÷ùñßò áìöéóâÞôçóç áí ç P (~x)áëçèåýåé Þ ü÷é. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí, ïé äéìåëåßò óõíèÞêåòP (x; y) ⇐⇒ïñ ï x åßíáé ãïíéüò ôïõ y;S(s; t) ⇐⇒ïñ ïé s êáé t åßíáé áäÝëöéá
⇐⇒ (∃x)[P (x; s) &P (x; t)]åßíáé êáé ïé äýï ïñéóôéêÝò, áí äå÷ôïýìå (ãéá ôï ðáñÜäåéãìá) üôé ïé íüìïé ôçòÂéïëïãßáò êáèïñßæïõí ðáôñüôçôá ÷ùñßò áìöéóâÞôçóç. Ç ÃåíéêÞ Áñ÷Þ Óõìðåñß-ëçøçò åöáñìüæåôáé, êáé ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå ôá óýíïëá æåõãþíA =ïñ {(x; y) | ï x åßíáé ãïíéüò ôïõ y};B =ïñ {(s; t) | ïé s êáé t åßíáé áäÝëöéá}:Äåí áðáéôïýìå áðü ìéáí ïñéóôéêÞ óõíèÞêç íá åßíáé áðïêñßóéìç, äçëáäÞ íáÝ÷ïõìå ìéá êáôáóêåõáóôéêÞ ìÝèïäï õðïëïãéóìïý ôçò áëçèïôéìÞò ôçò. Ðáñá-äåßãìáôïò ÷Üñéí, åßíáé ãíùóôü ôï ðñüâëçìá ôçò áñéèìïèåùñßáò, áí õðÜñ÷ïõíÜðåéñá æåýãç ðñþôùí áñéèìþí, êáé ç áëçèïôéìÞ ôçò óõíèÞêçòG(n) ⇐⇒ïñ n ∈ N & (∃m > n)[m;m+ 2 åßíáé ðñþôïé]äåí åßíáé ãíùóôÞ ãéá ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ n. Ðáñ' üëá áõôÜ, ç óõíèÞêç G åßíáéáíáìöéóâÞôçôá ïñéóôéêÞ êáé ìðïñïýìå íá ôç ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôïí ïñéóìü ôïõ
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ÊåöÜëáéï 3. ÐáñÜäïîá êáé áîéþìáôá 23óõíüëïõ C =ïñ {n ∈ N | (∃m > n)[m;m+ 2 åßíáé êáé ïé äýï ðñþôïé]}:Áí ç Åéêáóßá ôùí Äéäýìùí Ðñþôùí áëçèåýåé, ôüôå C = N, áí ü÷é, ôüôå ôï Cåßíáé êÜðïéï ìåãÜëï áñ÷éêü ôìÞìá ôùí öõóéêþí áñéèìþí.Êáô' áíáëïãßáí, Ýíáò ôåëåóôÞò n ìåôáâëçôþí F åßíáé ïñéóôéêüò áí áíôé-óôïé÷ßæåé óå êÜèå n-Üäá áíôéêåéìÝíùí ~x Ýíá óõãêåêñéìÝíï, áíáìöéóâÞôçôá êá-èïñéóìÝíï áíôéêåßìåíï w = F (~x). Ð.÷. áí äå÷ôïýìå ðÜëé üôé ç Âéïëïãßá äåí èáìáò ðñïäþóåé, ï ôåëåóôÞòF (x) =ïñ { ï ðáôÝñáò ôïõ x; áí ï x åßíáé Üíèñùðïò;x; áëëéþò;åßíáé ïñéóôéêüò. Ï êÜðùò áíüçôïò äéá÷ùñéóìüò ðåñéðôþóåùí åßíáé ôõðéêÜ áíá-ãêáßïò, ãéá íá âåâáéùèïýìå üôé ï F ðÜíôá êáèïñßæåé ìéá ôéìÞ, ãéá êÜèå x. Áí÷ñåéáæüìáóôáí áõôü ôï ðáñÜäåéãìá óå ìéá ðñáãìáôéêÞ åöáñìïãÞ, èá äßíáìå ôïíïñéóìü ìå ôï áðëïýóôåñï F (x) =ïñ ï ðáôÝñáò ôïõ x;áöÞíïíôáò óôïí áíáãíþóôç ôçí áããáñåßá íá äéáëÝîåé êÜðïéá óõìâáôéêÞ êáéÜíåõ óçìáóßáò ôéìÞ F (x) ãéá ìç áíèñþðïõò x. ¼ðùò êáé ãéá ôéò óõíèÞêåò, äåíåðéìÝíïõìå üôé Ýíáò ïñéóôéêüò ôåëåóôÞò ðñÝðåé íá åßíáé õðïëïãßóéìïò, ìÜëéóôáç áìöéëïãßá ãéá ôçí ôéìÞ ôïõ F óôï óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá öôÜíåé ìåñéêÝòöïñÝò ìÝ÷ñé ôá äéêáóôÞñéá.Åêôüò áðü ôç ÃåíéêÞ Áñ÷Þ Óõìðåñßëçøçò, óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï äå÷ôÞ-êáìå êáé ôçí ýðáñîç óõãêåêñéìÝíùí óõíüëùí üðùò ôï óýíïëï N ôùí öõóéêþíáñéèìþí êáé ôï óýíïëï R ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí, êáé áêüìç ôçí ïñéóôéêüôçôáâáóéêþí ó÷Ýóåùí áðü ôá êëáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ, üðùò ôçíFunction(f;A;B) ⇐⇒ ç f åßíáé óõíÜñôçóç áðü ôï A óôï B:Áõôü äåí åßíáé ðñüâëçìá, êáèþò áõôÝò ôéò ðñïûðïèÝóåéò ðÜíôïôå ôéò äÝ÷ïíôáé ïéìáèçìáôéêïß, óõíåéäçôÜ Þ ü÷é.Ç ÃåíéêÞ Áñ÷Þ Óõìðåñßëçøçò Ý÷åé ìéá áêáôáíßêçôç Ýëîç, áêïëïõèåß ôüóïöõóéêÜ áðü ôéò äéáéóèÞóåéò ìáò ãéá ôçí Ýííïéá ôïõ óõíüëïõ, þóôå ôï åðüìåíïèåþñçìá êáëåßôáé £ðáñÜäïîï¤.3.5. Ôï ðáñÜäïîï ôïõ Russell. Ç ÃåíéêÞ Áñ÷Þ Óõìðåñßëçøçò äåí éó÷ýåé.Áðüäåéîç. Áðü ôç ÃåíéêÞ Áñ÷Þ Óõìðåñßëçøçò, ôï óýíïëï üëùí ôùí óõíü-ëùí V =ïñ {x | ôï x åßíáé óýíïëï}åßíáé óýíïëï, êé Ý÷åé ôçí êÜðùò ðåñßåñãç éäéüôçôá íá áíÞêåé óôïí åáõôü ôïõ,V ∈ V . Ôá êïéíÜ ìáèçìáôéêÜ óýíïëá |áñéèìþí, óõíáñôÞóåùí ê.ëð| âåâáßùòäåí ðåñéÝ÷ïõí ôïí åáõôü ôïõò, êáé åßíáé öõóéêü íá ôá èåùñÞóïõìå ùò ìÝëç åíüò
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24 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáìéêñüôåñïõ êüóìïõ óõíüëùí, ðïõ äçìéïõñãïýìå ðÜëé ìå åðßêëçóç ôçò ÃåíéêÞòÁñ÷Þò Óõìðåñßëçøçò,R = {x | ôï x åßíáé óýíïëï êáé x =∈ x}:Ï ïñéóìüò ôïõ R, üìùò, áìÝóùò óõíåðÜãåôáé üôéR ∈ R ⇐⇒ R =∈ R;ðïõ åßíáé ðñïöáíþò Üôïðï. a£ÐáñÜäïîï¤, üôáí äåí èá ðåé £ëÜèïò¤, óçìáßíåé £ãåãïíüò åíÜíôéï óôéò äéáéóèÞ-óåéò ìáò¤, êáé ôÝôïéá ðáñÜäïîá åß÷áí Þäç âñåèåß áñêåôÜ óôç óõíïëïèåùñßá ðñéíáðü ôçí áíáêïßíùóç ôïõ Russell ôï 1902, óå Ýíá éóôïñéêü ãñÜììá óôïí êïñõöáßïÃåñìáíü öéëüóïöï êáé èåìåëéùôÞ ôçò ìáèçìáôéêÞò ëïãéêÞò Gottlob Frege. ÁõôÜôá Üëëá ðáñÜäïîá üìùò Þôáí êÜðùò ôå÷íéêÜ êáé Ýèåôáí óå áìöéâïëßá ìüíï ìÝñçáðü ôá ðéï ðñï÷ùñçìÝíá êåöÜëáéá ôçò èåùñßáò ôïõ Cantor. Ìðïñïýóå êáíåßòíá åéêÜóåé üôé êÜðïéï óõóôçìáôéêü ëÜèïò ãéíüôáí óôçí áíþôåñç óõíïëïèåùñßá,êÜôé óáí ìéá áðñüóåêôç £äéáßñåóç äéÜ ôïõ ìçäåíüò¤ ðïõ óýíôïìá êÜðïéïò èáÝâñéóêå ðþò íá ôï äéïñèþóåé. ÅîÜëëïõ, ôÝôïéåò áíôéöÜóåéò êáé ðáñÜäïîá åß÷áíõðÜñîåé êáé óôï ëïãéóìü, êáé ìåôÜ ôçí áõóôçñÞ èåìåëßùóç áõôÞò ôçò èåùñßáòðïõ ìüëéò åß÷å ó÷åäüí ïëïêëçñùèåß óôï ôÝëïò ôïõ áéþíá, üëá áðïóâÞóôçêáí÷ùñßò íá åðçñåÜóïõí êáèüëïõ ôá æùôéêÜ ìÝñç ôçò áíÜëõóçò. Ôï ðáñÜäïîï ôïõRussell üìùò Þôáí êÜôé ôåëåßùò äéáöïñåôéêü: áðëü, óýíôïìï, Üããéæå ôçí ïõóßáôçò âáóéêÞò Ýííïéáò ôïõ óõíüëïõ êáé ôçí £ðñïöáíÞ¤ êáé ìïíáäéêÞ áñ÷Þ ðÜíùóôçí ïðïßá åß÷å óôçñé÷ôåß üëç ç èåùñßá, êáé öáéíïìåíéêÜ ôçí êáôÝóôñåöå. Äåíåßíáé õðåñâïëÞ íá ðïýìå üôé ôï ðáñÜäïîï ôïõ Russell Ýöåñå ìéá öéëïóïöéêÞêñßóç áìöéâïëßáò ðñþôá óôç óõíïëïèåùñßá, êáé ìÝóá áð' áõôÞ, áñãüôåñá, óåüëá ôá ìáèçìáôéêÜ, ðïõ äåí îåðåñÜóôçêå ôåëåßùò ãéá ôñéÜíôá ÷ñüíéá ðåñßðïõ.Ìåñéêïß, üðùò ï ÃÜëëïò ãåùìÝôñçò Poincar�e êáé ï Ïëëáíäüò ôïðïëüãïòêáé öéëüóïöïò Brouwer ðñüôåéíáí ñéæïóðáóôéêÝò ëýóåéò óôï ðñüâëçìá ðïõ |ïõóéáóôéêÜ| áðÝññéðôáí ôç óõíïëïèåùñßá êáé ðïëëÜ êëáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ ìáæßôçò, óáí £øåõäïèåùñßåò¤ ÷ùñßò ïõóéáóôéêü ðåñéå÷üìåíï. Áð' áõôïýò ðïõ äßóôá-æáí íá åãêáôáëåßøïõí ôïí £ðáñÜäåéóï ôïõ Cantor¤, ðñþôïò ï Russell åðé÷åßñçóåôç £óùôçñßá¤ ôçò óõíïëïèåùñßáò áðü ôçí êáôáóôñïöÞ ìå ôçí ðåñéþíõìÞ ôïõèåùñßá ôùí ôýðùí (theory of types), ç ïðïßá üìùò åßíáé äýó÷ñçóôç óôéò åöáñ-ìïãÝò êáé äåí Ýãéíå ãåíéêÜ áðïäåêôÞ áðü ôçí ðëåéïíüôçôá ôùí ìáèçìáôéêþí.6Ó÷åäüí ðáñÜëëçëá ìå ôïí Russell, ï Zermelo ðñüôåéíå ôï 1908 ìéá äéáöïñåôéêÞëýóç ðïõ ìå ôá ÷ñüíéá êáé ôçí åñãáóßá ðïëëþí åîåëß÷ôçêå óôç óýã÷ñïíç èåùñßáôùí óõíüëùí, üðùò ôçí ìåëåôÜìå êáé ôçí åöáñìüæïõìå óÞìåñá.Óôï ðñþôï ôïõ äçìïóßåõìá ó' áõôü ôï èÝìá ôï 1908 ï Zermelo áíôéìåôþðéóåôï ðñüâëçìá ðñáêôéêÜ. ×ùñßò áìöéâïëßá ç ÃåíéêÞ Áñ÷Þ Óõìðåñßëçøçò ÞôáíåóöáëìÝíç, áõôü åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôï ðáñÜäïîï ôïõ Russell. Áðü ôçí Üëëç
6Ç èåùñßá ôùí ôýðùí åß÷å ìåãÜëç åðßäñáóç óôçí åîÝëéîç ôçò öéëïóïößáò êáé ëïãéêÞò êáéìåñéêÝò áðü ôéò âáóéêÝò éäÝåò ôçò âñÞêáí ôåëéêÜ ôç èÝóç ôïõò êáé óôç èåùñßá óõíüëùí.
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ÊåöÜëáéï 3. ÐáñÜäïîá êáé áîéþìáôá 25ìåñéÜ, ïé óõãêåêñéìÝíåò åöáñìïãÝò áõôÞò ôçò áñ÷Þò óôéò áðïäåßîåéò ôùí âáóé-êþí èåùñçìÜôùí ãéá ôá óýíïëá (üðùò áõôþí óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï) åßíáéåëÜ÷éóôåò, áðëÝò, êÜðùò ðñïöáíåßò, êáé öáéíïìåíéêÜ ìç ðñïâëçìáôéêÝò.£Ó' áõôÝò ôéò ðåñéóôÜóåéò, äåí õðÜñ÷åé áõôÞ ôç óôéãìÞ ãéá ìáò êáìßáÜëëç åðéëïãÞ ðáñÜ íá ðñï÷ùñÞóïõìå ðñïò ôçí áíôßèåôç êáôåýèõíóç [áðüáõôÞí ôçò ÃåíéêÞò Áñ÷Þò Óõìðåñßëçøçò] êáé, îåêéíþíôáò áðü ôç èåùñßáóõíüëùí üðùò áõôÞ Ý÷åé åîåëé÷èåß éóôïñéêÜ, íá áíáæçôÞóïõìå áõôïýòôïõò êáíüíåò ðïõ åßíáé áðáñáßôçôïé ãéá ôçí åäñáßùóç ôùí èåìåëßùí áõ-ôïý ôïõ êëÜäïõ ôùí ìáèçìáôéêþí. Ãéá íá ëýóïõìå áõôü ôï ðñüâëçìáðñÝðåé, áðü ôç ìéá ìåñéÜ, íá ðåñéïñßóïõìå áõôïýò ôïõò êáíüíåò áñêåôÜþóôå íá áðïêëåßóïõìå üëåò ôéò áíôéöÜóåéò êáé, áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ðñÝ-ðåé íá ôïõò äå÷ôïýìå áñêåôÜ éó÷õñïýò þóôå íá äéáôçñÞóïõìå ü,ôé åßíáéðïëýôéìï ó' áõôÞ ôç èåùñßá¤.Ìå Üëëá ëüãéá, ï Zermelo ðñüôåéíå íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôéò Üìåóåò äéáéóèÞ-óåéò ôïõ Cantor ãéá ôá óýíïëá ðïõ ìáò ïäÞãçóáí óôçí åóöáëìÝíç ÃåíéêÞ Áñ÷ÞÓõìðåñßëçøçò ìå ìåñéêÜ áîéþìáôá, õðïèÝóåéò ãéá ôá óýíïëá ðïõ ôéò äå÷üìáóôå£åî áíÜãêçò¤, åðåéäÞ åßíáé áðáñáßôçôåò ãéá ôéò áðïäåßîåéò ôùí âáóéêþí áðïôåëå-óìÜôùí ôçò õðÜñ÷ïõóáò èåùñßáò.Ìå ìéá ôÝôïéá áìößâïëç, ó÷åäüí ýðïðôç öéëïóïöéêÞ âÜóç îåêßíçóå ç áîéù-ìáôéêÞ óõíïëïèåùñßá, óßãïõñá Ýíá áðü ôá ðéï óçìáíôéêÜ åðéôåýãìáôá ôçòåðéóôÞìçò ôïõ 20ïý áéþíá. ¸íá ìåãÜëï ðëåïíÝêôçìá ðïõ åß÷å, üìùò, áðü ôçíáñ÷Þ, Þôáí ç ìåãáëïöõÀá ôïõ Zermelo, ðïõ åðÝëåîå Ýíá åîáéñåôéêÜ öõóéêü êáéåý÷ñçóôï óýóôçìá áîéùìÜôùí. ÊáíÝíá áðü ôá áîéþìáôá ôïõ Zermelo äåí Ý÷åéáöáéñåèåß Þ óçìáíôéêÜ áíáèåùñçèåß êáé (ìÝ÷ñé ðñüóöáôá) ìüíï äýï áîéþìáôáðñïóôÝèçêáí óôá åöôÜ äéêÜ ôïõ óôç äåêáåôßá 20 { 30, ÷ñÞóéìá ãéá ôçí ïìáëÞáíÜðôõîç ôçò óõíïëïèåùñßáò áëëÜ ðïõ äåí áããßæïõí ôéò åöáñìïãÝò ôçò óôá êëá-óéêÜ ìáèçìáôéêÜ. ÅðéðëÝïí, ôï êáèÝíá áðü ôá áîéþìáôá ôïõ Zermelo åêöñÜæåéìéá äéáéóèçôéêÜ ðñïöáíÞ éäéüôçôá ôùí óõíüëùí ðïõ êáôÜ öõóéêü ôñüðï óõíá-íôÜìå óôá ìáèçìáôéêÜ. Ìå ôï ðÝñáóìá ôùí ÷ñüíùí êáé ôç ÷ñÞóç äçìéïõñãÞ-èçêå ìéá êáéíïýñéá äéáéóèçôéêÞ Ýííïéá £åäñáéùìÝíïõ óõíüëïõ¤ ðïõ äåí ïäçãåßóå áíôéöÜóåéò êáé ãéá ôçí ïðïßá ôá áîéþìáôá ôçò óõíïëïèåùñßáò åßíáé ôåëåßùòðñïöáíÞ. Èá åðáíÝëèïõìå óôï ðñüâëçìá ôçò èåìåëéáêÞò âÜóçò ôçò óõíïëïèåù-ñßáò, êáëýôåñá ðñïåôïéìáóìÝíïé ìåôÜ ôç ìåëÝôç ôùí âáóéêþí, ìáèçìáôéêþí ôçòáðïôåëåóìÜôùí.Ôï âáóéêü ðñüôõðï ãéá ôçí áîéùìáôïðïßçóç ôçò óõíïëïèåùñßáò Þôáí âÝâáéáç áîéùìáôéêÞ ãåùìåôñßá ôïõ Åõêëåßäç, ðïõ ãéá 2.000 ÷ñüíéá åß÷å åäñáéùèåß ùòôï £ôÝëåéï¤ ðáñÜäåéãìá ìáèçìáôéêÞò èåùñßáò. Áí ìç ôé Üëëï, ç áîéùìáôéêÞ ìÝ-èïäïò îåêáèáñßæåé ôá íåñÜ êáé ìáò åðéôñÝðåé íá äéá÷ùñßóïõìå ü,ôé ìáèçìáôéêÝòäõóêïëßåò êáé áíôéöÜóåéò ßóùò õðÜñ÷ïõí óôéò âáóéêÝò äéáéóèÞóåéò ìáò ãéá ôá ìá-èçìáôéêÜ áíôéêåßìåíá ðïõ ìåëåôÜìå, áðü ôõ÷üí ðñïâëÞìáôá ôçò ëïãéêÞò, äçëáäÞðéèáíÜ ëÜèç óôéò áðïäåßîåéò ìáò. ¼ðùò ðñï÷ùñÜìå óôç ìåëÝôç ôùí ðïñéóìÜôùíáðü ôá áîéþìáôá ôïõ Zermelo, èá åßíáé ðïëëÝò öïñÝò ÷ñÞóéìï íá õðåíèõìßæïõìåóôïí åáõôü ìáò ôï ðáñÜäåéãìá ôçò ãåùìåôñßáò ôïõ Åõêëåßäç.
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26 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá3.6. Ç áîéùìáôéêÞ âÜóç ôçò óõíïëïèåùñßáò. Äå÷üìáóôå åîáñ÷Þò üôé õðÜñ-÷åé Ýíá ðåäßï Þ êüóìïò (universe) áíôéêåéìÝíùíW , ìåñéêÜ áðü ôá ïðïßá åßíáéóýíïëá, êáé êÜðïéåò ïñéóôéêÝò óõíèÞêåò êáé ôåëåóôÝò óôïW , áíÜìåóÜ ôïõòïé âáóéêÝò óõíèÞêåòx = y ⇐⇒ ôï áíôéêåßìåíï x åßíáé ôï ßäéï ìå ôï y;Set(x) ⇐⇒ ôï x åßíáé óýíïëï;x ∈ y ⇐⇒ Set(y) êáé ôï x åßíáé ìÝëïò ôïõ y:Ôá áíôéêåßìåíá ôïõ W ðïõ äåí åßíáé óýíïëá ôá ëÝìå Üôïìá (atoms Þ ure-lements), áëëÜ äåí áðáéôïýìå ôçí ýðáñîÞ ôïõò· äçëáäÞ áöÞíïõìå áíïéêôü ôïåíäå÷üìåíï üëá ôá áíôéêåßìåíá íá åßíáé óýíïëá. Ïé ïñéóôéêÝò óõíèÞêåò êáé ïéôåëåóôÝò äåí åßíáé ïýôå óýíïëá ïýôå Üôïìá.¸ôóé âÝâáéá áñ÷ßæåé êÜèå áîéùìáôéêÞ èåùñßá. Óôçí Åõêëåßäåéï ÃåùìåôñßáîåêéíÜìå ìå ôçí õðüèåóç üôé õðÜñ÷ïõí óçìåßá, ãñáììÝò êáé äéÜöïñá Üëëá ãåù-ìåôñéêÜ áíôéêåßìåíá, êáé üôé ìåñéêÝò âáóéêÝò, ïñéóôéêÝò óõíèÞêåò Ý÷ïõí ïñéóôåßðÜíù ó' áõôÜ, ð.÷. Ý÷åé íüçìá íá ñùôÞóïõìå áí £ôï óçìåßï P êåßôáé óôçí åõ-èåßá L¤. Êáôüðéí äéáôõðþíïõìå ôá êëáóéêÜ áîéþìáôá ôïõ Åõêëåßäç ãé' áõôÜ ôááíôéêåßìåíá êáé ðñï÷ùñÜìå íá áðïäåßîïõìå óõìðåñÜóìáôÜ ôïõò. Ç Ãåùìåôñßáåßíáé êÜðùò ðåñßðëïêç, õðÜñ÷ïõí ðïëëþí åéäþí âáóéêÜ áíôéêåßìåíá êáé ðïëëÜëåðôÜ áîéþìáôá ðïõ ôá óõíäÝïõí. Óå óýãêñéóç ì' áõôÞí, ç óõíïëïèåùñßá ôïõZermelo åßíáé ëéôÞ, áóêçôéêÞ: Ý÷åé ìüíï óýíïëá êáé Üôïìá, êáé ìüíï åöôÜ, áðëÜáîéþìáôá ðïõ ôá óõíäÝïõí. Óôï õðüëïéðï áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ èá äéáôõðþ-óïõìå Ýîé áð' áõôÜ ôá áîéþìáôá, ìå ëßãá ó÷üëéá êáé ðáñáäåßãìáôá. Åßíáé êÜðùòåõêïëüôåñï íá áíáâÜëïõìå ôç äéáôýðùóç ôïõ ôåëåõôáßïõ, Ýâäïìïõ áîéþìáôïòìÝ÷ñéò üôïõ êáôáíïÞóïõìå ìåñéêÜ áðü ôá óõìðåñÜóìáôá ôùí ðñþôùí Ýîé óôááìÝóùò åðüìåíá êåöÜëáéá.3.7. (I) Áîßùìá ¸êôáóçò (Axiom of Extensionality). Ãéá êÜèå óýíïëï Aêáé êÜèå óýíïëï B,A = B ⇐⇒ (∀x)[x ∈ A ⇐⇒ x ∈ B]:3.8. (II) Áîßùìá ôïõ Êåíïý Óõíüëïõ êáé ôïõ Æåýãïõò (Emptyset andPairset Axiom). (a) ÕðÜñ÷åé Ýíá £óõìâáôéêü¤ óýíïëï ∅ ðïõ äåí Ý÷åé êáíÝíáìÝëïò. (b) Ãéá êÜèå x êáé êÜèå y, õðÜñ÷åé óýíïëï {x; y} ìå ìïíáäéêÜ ìÝëç ôáx êáé y, Ýôóé ðïõ íá éêáíïðïéåßôáé ç éóïäõíáìßát ∈ A ⇐⇒ t = x ∨ t = y: (3-2)Ôï Áîßùìá ¸êôáóçò óõíåðÜãåôáé üôé ìüíï Ýíá êåíü óýíïëï õðÜñ÷åé, êáé üôéãéá üëá ôá x; y, ìüíï Ýíá óýíïëï A éêáíïðïéåß ôçí (3-2). Áõôü ôï äéóýíïëïôùí x êáé y ôï óõìâïëßæïõìå
{x; y} =ïñ ôï ìïíáäéêü óýíïëï ìå ìüíá ìÝëç ôá x; y:Áí x = y, ôüôå {x; x} = {x} åßíáé ôï ìïíïóýíïëï ôïõ áíôéêåéìÝíïõ x.
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ÊåöÜëáéï 3. ÐáñÜäïîá êáé áîéþìáôá 27×ñçóéìïðïéþíôáò áõôü ôï áîßùìá ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå ðïëëÜ áðëÜóýíïëá, ð.÷. ôá
∅; {∅}; {{∅}}; {∅; {∅}}; {{∅}; {{∅}}}; : : : ;áëëÜ êáèÝíá áð' áõôÜ Ý÷åé ôï ðïëý äýï ìÝëç!3.9. ¢óêçóç. Äåßîå üôé ∅ 6= {∅}.3.10. (III) Áîßùìá Åîåéäßêåõóçò Þ Äéá÷ùñéóìïý. (Separation Axiom ÞAussonderungsaxiom).Ãéá êÜèå óýíïëï A êáé êÜèå ìïíïìåëÞ, ïñéóôéêÞ óõí-èÞêç P , õðÜñ÷åé Ýíá óýíïëï B ðïõ éêáíïðïéåß ôçí éóïäõíáìßáx ∈ B ⇐⇒ x ∈ A&P (x): (3-3)Áðü ôï Áîßùìá ¸êôáóçò ðÜëé, ìüíï Ýíá B ìðïñåß íá éêáíïðïéåß ôçí (3-3) êáéôï óõìâïëßæïõìå B = {x ∈ A | P (x)}:×áñáêôçñéóôéêÞ óõìâïëÞ ôïõ Zermelo, áõôü ôï áîßùìá åßíáé ðñïöáíþò ðåñéï-ñéóìüò ôçò ÃåíéêÞò Áñ÷Þò Óõìðåñßëçøçò ðïõ óõíåðÜãåôáé ðïëëÜ áðü ôá £áãáèÜ¤ðïñßóìáôÜ ôçò. Ð.÷. ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôçí ôïìÞ êáé ôç äéáöïñÜ äýï óõíü-ëùí ùò A ∩B =ïñ {x ∈ A | x ∈ B};A \B =ïñ {x ∈ A | x =∈ B}:Ç áðüäåéîç ôïõ ðáñÜäïîïõ ôïõ Russell ìáò äßíåé Ýíá èåþñçìá:3.11. Èåþñçìá. Ãéá êÜèå óýíïëï A, ôï óýíïëïr(A) =ïñ {x ∈ A | x =∈ x} (3-4)äåí åßíáé ìÝëïò ôïõ A. ¸ðåôáé üôé ç óõëëïãÞ üëùí ôùí óõíüëùí äåí åßíáéóýíïëï, äçëáäÞ äåí õðÜñ÷åé óýíïëï V ðïõ íá éêáíïðïéåß ôçí éóïäõíáìßáx ∈ V ⇐⇒ Set(x):Áðüäåéîç. ÐñïóÝîôå ðñþôá üôé ôï r(A) åßíáé óýíïëï áðü ôï Áîßùìá Äéá-÷ùñéóìïý. Áí (ðñïò áðáãùãÞ óå Üôïðï) r(A) ∈ A, ôüôå (üðùò êáé ðñéí) éó÷ýåéç éóïäõíáìßá r(A) ∈ r(A) ⇐⇒ r(A) =∈ r(A);ðïõ ðñïöáíþò åßíáé áíôéöáôéêÞ. a3.12. (IV) Áîßùìá Äõíáìïóõíüëïõ (Powerset Axiom). Ãéá êÜèå óýíïëïA, õðÜñ÷åé Ýíá óýíïëï B ìå ìüíá ìÝëç ôá õðïóýíïëá ôïõ A, äçëáäÞX ∈ B ⇐⇒ Set(X) &X ⊆ A: (3-5)Ï óõìâïëéóìüò X ⊆ A åßíáé óõíôüìåõóç ôïõ (∀t)[t ∈ X =⇒ t ∈ A]. Ôï Áîßùìá¸êôáóçò óõíåðÜãåôáé üôé ãéá êÜèå A, ìüíï Ýíá óýíïëï éêáíïðïéåß ôçí (3-5) êéáõôü åßíáé âÝâáéá ôï äõíáìïóýíïëï ôïõ A, óõìâïëéêÜ

P(A) =ïñ {X | Set(X) &X ⊆ A}:
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28 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá3.13. ¢óêçóç. P(∅) = {∅} êáé P({∅}) = {∅; {∅}}.3.14. ¢óêçóç. Ãéá êÜèå óýíïëï A, õðÜñ÷åé óýíïëï B ôïõ ïðïßïõ ìÝëç åßíáéáêñéâþò üëá ôá ìïíïóýíïëá ôùí ìåëþí ôïõ A, äçëáäÞx ∈ B ⇐⇒ (∃t ∈ A)[x = {t}]:3.15. (V) Áîßùìá ¸íùóçò (Unionset Axiom). Ãéá êÜèå óýíïëï E , õðÜñ÷åéÝíá óýíïëï B ìå ìÝëç ôá ìÝëç ôùí ìåëþí ôïõ E , ðïõ éêáíïðïéåß äçëáäÞ ôçíéóïäõíáìßá t ∈ B ⇐⇒ (∃X ∈ E)[t ∈ X]: (3-6)Áðü ôï Áîßùìá ¸êôáóçò ðÜëé, ãéá êÜèå E , ìüíï Ýíá óýíïëï éêáíïðïéåß ôçí(3-6), ôï ïíïìÜæïõìå Ýíùóç ôïõ E êáé ôï óõìâïëßæïõìå ìå
⋃E =ïñ {t | (∃X ∈ E)[t ∈ X]}:Ï ôåëåóôÞò ôçò Ýíùóçò åßíáé ðéï ÷ñÞóéìïò üôáí ôï E åßíáé ïéêïãÝíåéá óõ-íüëùí, äçëáäÞ üôáí ôï E êáé êÜèå ìÝëïò ôïõ X ∈ E åßíáé óýíïëá. ÁõôÞ åßíáéç ðåñßðôùóç óôçí áðëïýóôåñç åöáñìïãÞ, ðïõ ìáò äßíåé (åðéôÝëïõò) ôïí äéìåëÞôåëåóôÞ ôçò Ýíùóçò óõíüëùí: èÝôïõìåA ∪B =

⋃ {A;B}:÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá áîéþìáôá (II) êáé (V), êáé õðïëïãßæïõìåt ∈ A ∪B ⇐⇒ (∃X ∈ {A;B})[t ∈ X]

⇐⇒ t ∈ A ∨ t ∈ B:3.16. ¢óêçóç. ⋃ ∅ =
⋃ {∅} = ∅.3.17. (VI) Áîßùìá Áðåßñïõ (Axiom of In�nity). ÕðÜñ÷åé êÜðïéï óýíïëï Iðïõ ðåñéÝ÷åé ôï êåíü óýíïëï ∅ êáé ôï ìïíïóýíïëï êÜèå ìÝëïõò ôïõ, äçëáäÞ
∅ ∈ I & (∀x)[x ∈ I =⇒{x} ∈ I]:×ùñßò íá Ý÷ïõìå áõóôçñü ïñéóìü ôïõ £áðåßñïõ¤ áêüìç, åßíáé ðñïöáíÝò üôéïðïéïäÞðïôå I éêáíïðïéåß ôéò óõíèÞêåò ôïõ áîéþìáôïò åßíáé Üðåéñï, áöïý
∅ ∈ I & (∀x)[x ∈ I =⇒{x} ∈ I]:êáé üëá áõôÜ ôá óýíïëá åßíáé äéáöïñåôéêÜ áðü ôï Áîßùìá ¸êôáóçò. Ç äéáéóèç-ôéêÞ áíôßëçøç ôïõ áîéþìáôïò ôïõ áðåßñïõ åßíáé üôé áðáéôåß áêñéâþò ôçí ýðáñîçôïõ óõíüëïõ I = {∅; {∅}; {{∅}}; : : : };áëëÜ åßíáé áðëïýóôåñï (êáé áñêåß) íá äå÷ôïýìå ãéá ôï I ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞéäéüôçôá ôïõ áîéþìáôïò.Ç êïéíÞ áíôßëçøç öéëïóüöùí êáé ìáèçìáôéêþí ôïõ 19ïõ áéþíá Þôáí üôé çýðáñîç áðåßñùí óõíüëùí ìðïñåß íá áðïäåé÷ôåß, êáé åéäéêüôåñá, üôé åßíáé åöéêôüíá £êáôáóêåõÜóïõìå¤ ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí áðü ôï ôßðïôá, £ìüíï ìåôç ËïãéêÞ¤. ¼ëåò ïé áðïäåßîåéò ðïõ åß÷áí ðñïôáèåß óôçñßæïíôáí óôçí åóöáëìÝíç
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ÊåöÜëáéï 3. ÐáñÜäïîá êáé áîéþìáôá 29ÃåíéêÞ Áñ÷Þ Óõìðåñßëçøçò êáé ïäçãïýóáí óå áíôéöÜóåéò. ÓÞìåñá êáôáëáâáß-íïõìå ôá ðñÜãìáôá êÜðùò êáëýôåñá: ç ËïãéêÞ ìðïñåß íá ôáîéíïìÞóåé ôïõò ïñ-èïýò ôñüðïõò ôïõ £óêÝðôåóèáé¤, áëëÜ (áðü ôç öýóç ôçò) äåí ìðïñåß íá áðïäåßîåéôçí ýðáñîç ïõäåíüò, ðüóï ìÜëëïí áðåßñùí óõíüëùí. Ìå ôç óùóôÞ êáé óáöÞáíôéìåôþðéóç áõôïý ôïõ èÝìáôïò óôç äéáôýðùóç îÝ÷ùñïõ Áîéþìáôïò Áðåßñïõ, ïZermelo Ýêáíå ìéá éäéáßôåñá óçìáíôéêÞ ðñïóöïñÜ óôç äéáäéêáóßá áðïâïëÞò áðüôç ËïãéêÞ ïíôïëïãéêþí áðáéôÞóåùí êáé óôç äéá÷þñéóÞ ôçò áðü ôç ìáèçìáôéêÞáíÜðôõîç ôçò óõíïëïèåùñßáò, ðñïò üöåëïò êáé ôùí äýï êëÜäùí.3.18. Áîéþìáôá ãéá ïñéóôéêÝò óõíèÞêåò êáé ôåëåóôÝò. Ï Zermelo äÝ÷ôçêåôéò ïñéóôéêÝò óõíèÞêåò äéáéóèçôéêÜ, ôéò ðåñéÝãñáøå ðåñßðïõ üðùò ôéò ðåñéãñÜ-øáìå êáé åìåßò óôï 3.4, êáé ÷ñçóéìïðïßçóå óå åöáñìïãÝò ôïõ Áîéþìáôïò Åîåéäß-êåõóçò ðïëëÝò ðïëýðëïêåò óõíèÞêåò ÷ùñßò îÝ÷ùñç áðüäåéîç ôçò £ïñéóôéêüôçôÜò¤ôïõò. Áõôü èá êÜíïõìå êáé åìåßò, åðåéäÞ ïé áðïäåßîåéò ïñéóôéêüôçôáò åßíáé âá-ñåôÝò êáé óðÜíéá âïçèïýí ôçí êáôáíüçóç. Áîßæåé üìùò åäþ, ãéá ìéá öïñÜ, íááðáñéèìÞóïõìå ôéò åëÜ÷éóôåò (êáé ðñïöáíåßò) éäéüôçôåò ôùí ïñéóôéêþí óõíèçêþíêáé ôåëåóôþí ðïõ áñêïýí ãéá íá óôçñßîïõí üëåò ôéò áðïäåßîåéò ðïõ èá äþóïõìå.1. Ïé åîÞò âáóéêÝò óõíèÞêåò åßíáé ïñéóôéêÝò:x = y ⇐⇒ïñ ôï x êáé ôï y åßíáé ôï ßäéï áíôéêåßìåíï;Set(x) ⇐⇒ïñ ôï x åßíáé óýíïëï;x ∈ y ⇐⇒ïñ Set(y) êáé ôï x åßíáé ìÝëïò ôïõ y;2. Ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï c êáé êÜèå n, ï óôáèåñüò ôåëåóôÞò n ìåôáâëçôþíF (x1; : : : ; xn) = cåßíáé ïñéóôéêüò.3. ÊÜèå ôåëåóôÞò ðñïâïëÞòFi(x1; : : : ; xn) = xi (1 ≤ i ≤ n)åßíáé ïñéóôéêüò.4. Áí ç P åßíáé ïñéóôéêÞ óõíèÞêç n + 1 ìåôáâëçôþí êáé ãéá êÜèå n-Üäá~x = x1; : : : ; xn áíôéêåéìÝíùí õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá w ðïõ éêáíïðïéåß ôçíP (~x; w), ôüôå ï ôåëåóôÞòF (~x) = ôï ìïíáäéêü w þóôå P (~x; w)åßíáé ïñéóôéêüò.5. Áí ç Q åßíáé ïñéóôéêÞ óõíèÞêç m ìåôáâëçôþí, áí êÜèå Fi åßíáé ïñéóôéêüòôåëåóôÞò n ìåôáâëçôþí ãéá i = 1; : : : ;m, êáé áíP (~x) ⇐⇒ïñ Q(F1(~x); : : : ; Fm(~x));ôüôå ç óõíèÞêç P åßíáé åðßóçò ïñéóôéêÞ.6. Áí ïé Q, R êáé S åßíáé ïñéóôéêÝò óõíèÞêåò ìå ôïí ðñïöáíÞ áñéèìü ìåôá-âëçôþí, ôüôå ïñéóôéêÝò åßíáé êáé ïé óõíèÞêåò ðïõ ïñßæïíôáé áð' áõôÝò ìå
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30 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáôéò áðëÝò ðñÜîåéò ôçò ëïãéêÞò, ùò åîÞò:P1(~x) ⇐⇒ïñ ¬P (~x) ⇐⇒ ç P (~x) äåí áëçèåýåé;P2(~x) ⇐⇒ïñ Q(~x) & R(~x)⇐⇒ ç Q(~x) êáé ç R(~x) áëçèåýïõí;P3(~x) ⇐⇒ïñ Q(~x) ∨R(~x) ⇐⇒ ìéá áðü ôéò Q(~x); R(~x) áëçèåýåé;P4(~x) ⇐⇒ïñ (∃y)S(~x; y) ⇐⇒ ãéá êÜðïéï y; áëçèåýåé ç S(~x; y);P5(~x) ⇐⇒ïñ (∀y)S(~x; y) ⇐⇒ ãéá êÜèå y; áëçèåýåé ç S(~x; y):¼ëåò ïé óõíèÞêåò êáé ïé ôåëåóôÝò ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìðïñïýí íá áðïäåé-÷ôïýí ïñéóôéêÝò ìå áíáöïñÜ ó' áõôÝò ôéò áðëÝò éäéüôçôåò. Åêôüò üìùò áðü Ýíáðñüâëçìá óôï ôÝëïò áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ (ãé' áõôïýò ðïõ åíäéáöÝñïíôáé óôçëïãéêÞ), èá ðáñáëåßøïõìå ôÝôïéåò ôå÷íéêÝò áðïäåßîåéò ïñéóôéêüôçôáò êáé óõì-âïõëåýïõìå ôïí áíáãíþóôç íá êÜíåé ôï ßäéï: ìáò áðïìáêñýíïõí áðü ôï êýñéïÝñãï ìáò, ðïõ åßíáé íá ìåëåôÞóïõìå ôá óýíïëá êáé ü÷é ôéò ïñéóôéêÝò óõíèÞêåòêáé ôïõò ôåëåóôÝò.3.19. ÊëÜóåéò. ¸÷ïíôáò áðïññßøåé ìå ôüóåò öáìöÜñåò ôç ÃåíéêÞ Áñ÷Þ Óõ-ìðåñßëçøçò, èá éó÷õñéóôïýìå ôþñá üôé ãéá êÜèå ìïíïìåëÞ ïñéóôéêÞ óõíèÞêç P ,õðÜñ÷åé ìéá êëÜóç A = {x | P (x)}; (3-7)ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï x,x ∈ A ⇐⇒ P (x): (3-8)Ãéá íá äþóïõìå íüçìá ó' áõôÞ ôçí áñ÷Þ êáé íá ôçí áðïäåßîïõìå, ÷ñåéáæüìáóôåÝíá óõìâáôéêü óõìâïëéóìü êáé ôç óçìáíôéêÞ Ýííïéá ôçò £êëÜóçò¤. ÊÜèå óýíïëïèá åßíáé êëÜóç, áëëÜ åîáéôßáò ôïõ Ðáñáäüîïõ ôïõ Russell 3.5, áðáñáéôÞôùòõðÜñ÷ïõí êëÜóåéò ðïõ äåí åßíáé óýíïëá áëëéþò ïé (3-7) êáé (3-8) ìáò ïäçãïýíáìÝóùò óôï ÐáñÜäïîï ôïõ Russel, óôçí ðåñßðôùóç P (x) ⇐⇒ Set(x) &x =∈ x.Êáôáñ÷Þí áò óõìöùíÞóïõìå üôé ãéá êÜèå ìïíïìåëÞ, ïñéóôéêÞ óõíèÞêç P , èáãñÜöïõìå óõíþíõìá x ∈ P ⇐⇒ P (x):Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí, áí Set åßíáé ç âáóéêÞ óõíèÞêç ôïõ £åßíáé óýíïëï¤, áðïäß-äïõìå áêñéâþò ôï ßäéï íüçìá óôéò åêöñÜóåéòx ∈ Set ⇐⇒ Set(x) ⇐⇒ ôï x åßíáé óýíïëï:Ôßðïôá êáéíïýñéï ó' áõôü, ìüíï Ýíáò áðëüò, óõìâáôéêüò óõìâïëéóìüò.Ç ìïíïìåëÞò óõíèÞêç P åßíáé éóïìåëÞò (ßóç óå Ýêôáóç, coextensive) ìå Ýíáóýíïëï A, áí ôá áíôéêåßìåíá ðïõ ôçí éêáíïðïéïýí åßíáé áêñéâþò ôá ìÝëç ôïõ A,óõìâïëéêÜ P =e A ⇐⇒ïñ (∀x)[P (x) ⇐⇒ x ∈ A]: (3-9)Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí P (x) ⇐⇒ x 6= x;
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ÊåöÜëáéï 3. ÐáñÜäïîá êáé áîéþìáôá 31ôüôå P =e ∅. Áðü ôï ÐáñÜäïîï ôïõ Russell 3.5, õðÜñ÷ïõí óõíèÞêåò ðïõ äåíåßíáé éóïìåëåßò ìå óýíïëá. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ìéá ìïíïìåëÞò, ïñéóôéêÞ óõí-èÞêç P åßíáé éóïìåëÞò ôï ðïëý ìå Ýíá óýíïëï: åðåéäÞ áí P =e A êáé åðßóçòP =e B, ôüôå ãéá êÜèå x,x ∈ A ⇐⇒ P (x) ⇐⇒ x ∈ B;êáé A = B áðü ôï Áîßùìá ¸êôáóçò.Åî ïñéóìïý, ìéá êëÜóç (class) A åßíáé åßôå óýíïëï, åßôå ìïíïìåëÞò, ïñéóôéêÞóõíèÞêç ðïõ äåí åßíáé éóïìåëÞò ìå êáíÝíá óýíïëï. Óå êÜèå ìïíïìåëÞ óõíèÞêçP áíôéóôïé÷ßæïõìå ôçí êëÜóç
{x | P (x)} =ïñ 





ôï ìïíáäéêü óýíïëï A ôÝôïéï þóôå P =e A;áí P =e A ãéá êÜðïéï óýíïëï A;P; áëëéþò: (3-10)Áí A =ïñ {x | P (x)}, ôüôå åßôå ç P åßíáé éóïìåëÞò ìå êÜðïéï óýíïëï, ïðüôåP =e A êáé áðü ôïí ïñéóìü x ∈ A ⇐⇒ P (x), åßôå ç P äåí åßíáé éóïìåëÞò ìåêáíÝíá óýíïëï, ïðüôå A = P êáéx ∈ A ⇐⇒ x ∈ P ⇐⇒ P (x) (áðü ôï óõìâáôéêü óõìâïëéóìü):Áõôü åßíáé áêñéâþò ç ÃåíéêÞ Áñ÷Þ Óõìðåñßëçøçò ãéá ÊëÜóåéò ðïõ äéáôõðþóáìåðéï ðÜíù óôéò (3-7) êáé (3-8).3.20. ¢óêçóç. Ãéá êÜèå óýíïëï A,
{x | x ∈ A} = A;Üñá êÜèå óýíïëï åßíáé êëÜóç. Äåßîå åðßóçò üôé

{X | Set(X) &X ⊆ A} = P(A):3.21. ¢óêçóç. Ïé êëÜóåéò W üëùí ôùí áíôéêåéìÝíùí êáé Set üëùí ôùí óõíü-ëùí äåí åßíáé óýíïëá.Áí ç P åßíáé ìéá n-ìåëÞò ïñéóôéêÞ óõíèÞêç êáé ï F Ýíáò n-ìåëÞò ïñéóôéêüòôåëåóôÞò, èÝôïõìå:
{F (~x) | P (~x)} =ïñ {w | (∃~x)[P (~x) &w = F (~x)]}: (3-11)Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí, ãéá F (x) = {x},

{{x} | x = x} = {w | (∃x)[w = {x}]} = Ç êëÜóç üëùí ôùí ìïíïóõíüëùí:3.22. ¢óêçóç. Ç êëÜóç {{x} | x = x} üëùí ôùí ìïíïóõíüëùí äåí åßíáé óý-íïëï.3.23. ¢óêçóç. Ãéá êÜèå êëÜóç A,ç A åßíáé óýíïëï ⇐⇒ ãéá êÜðïéá êëÜóç B;A ∈ B
⇐⇒ ãéá êÜðïéï óýíïëï X;A ⊆ X;üðïõ ç ó÷Ýóç £õðïêëÜóçò¤ ïñßæåôáé üðùò êáé ãéá ôá óýíïëá,A ⊆ B ⇐⇒ïñ (∀x)[x ∈ A=⇒x ∈ B]:
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32 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá3.24. ÅðéëïãÞ êáé ÁíôéêáôÜóôáóç: ðñïóï÷Þ! Ç áîéùìáôïðïßçóç ôçò óõ-íïëïèåùñßáò äåí èá åßíáé ðëÞñçò ìÝ÷ñé íá åéóáãÜãïõìå ôï ôåëåõôáßï ÁîßùìáÅðéëïãÞò ôïõ Zermelo óôï ÊåöÜëáéï 8 êáé ôï ìåôáãåíÝóôåñï Áîßùìá Áíôéêá-ôÜóôáóçò óôï ÊåöÜëáéï 11. ÕðÜñ÷ïõí óïâáñïß ëüãïé ãé' áõôÝò ôéò áíáâïëÝò,ðïõ èá ôïõò åîçãÞóïõìå åí êáéñþ, áëëÜ åðßóçò õðÜñ÷ïõí óïâáñïß ëüãïé ãéáôçí åéóáãùãÞ áõôþí ôùí áîéùìÜôùí: ðïëëÜ áðü ôá áðëïýóôáôá óõíïëïèåù-ñçôéêÜ åðé÷åéñÞìáôá âáóßæïíôáé ó' áõôÜ ôá áîéþìáôá, ìåôáîý ôïõò êáé ìåñéêÝòáðü ôéò ðëÝïí âáóéêÝò áðïäåßîåéò ôïõ Êåöáëáßïõ 2. ÅðïìÝíùò, ìÝ÷ñé ôï ÊåöÜ-ëáéï 8 ðñÝðåé íá ðñïóÝ÷ïõìå éäéáßôåñá üôé ïé áðïäåßîåéò ìáò ìðïñïýí ðñÜãìáôéíá äéêáéïëïãçèïýí ìå âÜóç ôá áîéþìáôá (I) { (VI) êáé üôé äåí Ý÷ïõìå áèÝëçôá÷ñçóéìïðïéÞóåé êáé êÜðïéá Üëëç £ðñïöáíÞ¤ áëÞèåéá ãéá ôá óýíïëá, ôçí ïðïßá äåíÝ÷ïõìå áêüìç ïýôå áðïäåßîåé ïýôå óõìðåñéëÜâåé óôá áîéþìáôá. Óå ìåñéêÜ ìÝñçèá áðïäåßîïõìå êÜôé áóèåíÝóôåñï áõôïý ðïõ ðñÜãìáôé éó÷ýåé, åðåéäÞ ç ðëÞñçòáëÞèåéá ÷ñåéÜæåôáé ÅðéëïãÝò Þ ÁíôéêáôÜóôáóç ãéá íá åðéâåâáéùèåß. Áõôü ìÜëëïíåßíáé êáëü: èá ìáò êñáôÞóåé åðéöõëáêôéêïýò êáé èá ìáò âïçèÞóåé íá ìÜèïõìåêáëýôåñá ôçí ôÝ÷íç ôïõ íá óõëëïãßæåóáé áîéùìáôéêÜ.3.25. Ðåñß áôüìùí.Ïé ðåñéóóüôåñåò óýã÷ñïíåò ìåëÝôåò óôçí áîéùìáôéêÞ óõ-íïëïèåùñßá äÝ÷ïíôáé åõèýò åî áñ÷Þò ôç ëåãüìåíç Áñ÷Þ Áãíüôçôáò (Principleof Purity), üôé äåí õðÜñ÷ïõí Üôïìá êáé üôé üëá ôá áíôéêåßìåíá óôï âáóéêü ìáòðåäßï áíôéêåéìÝíùí åßíáé óýíïëá. ¸÷åé ìéá åëêõóôéêÞ áðëüôçôá ç éäÝá åíüòôÝôïéïõ ìáèçìáôéêïý êüóìïõ üðïõ ôá ðÜíôá åßíáé óýíïëá. Áêïëïõèþíôáò ôïíZermelo Ý÷ïõìå åðéôñÝøåé ôçí ýðáñîç áôüìùí (÷ùñßò íá ôçí áðáéôÞóïõìå), êõ-ñßùò åðåéäÞ áõôü êÜíåé ôç óõíïëïèåùñßá ðéï öõóéêÜ êáé Üìåóá åöáñìüóéìç óôéòÜëëåò åðéóôÞìåò: èÝëïõìå ôá áðïôåëÝóìáôÜ ìáò íá åßíáé åöáñìüóéìá óå óýíïëááðü ðëáíÞôåò, ìüñéá Þ âáôñÜ÷éá, êáé ôá âáôñÜ÷éá äåí åßíáé óýíïëá. ÏðùóäÞ-ðïôå, ôï êüóôïò áõôÞò ôçò åðéëïãÞò åßíáé åëÜ÷éóôï: óå ìåñéêÜ ìÝñç ðñÝðåé íáðïýìå £áíôéêåßìåíï¤, üðïõ ïé åîïñêéóôÝò ôùí áôüìùí èá Ýëåãáí £óýíïëï¤. Åßíáéüìùò óçìáíôéêü íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé êáíÝíá áðü ôá áîéþìáôÜ ìáò äåí áðáéôåßôçí ýðáñîç áôüìùí, êáé åðïìÝíùò êáíÝíá áðü ôá óõìðåñÜóìáôÜ ôïõò äåí âá-óßæåôáé óôá Üôïìá: ü,ôé áðïäåßîïõìå ðáñáìÝíåé áëçèÝò óôïí êüóìï ôùí áãíþíóõíüëùí, åöüóïí âÝâáéá áõôüò ï êüóìïò éêáíïðïéåß ôá áîéþìáôá ôïõ Zermelo.3.26. Áîéþìáôá ùò éäéüôçôåò êëåéóôüôçôáò ôïõ êüóìïõ W . ¼ðùò êáé íáöáíôáóôïýìå ôï ðåäßï W ôçò áîéùìáôéêÞò ìáò èåùñßáò, åßíáé ðñïöáíÝò üôé äåíðåñéÝ÷åé üëá ôá £óôïé÷åßá ôçò äéáßóèçóçò Þ ôïõ óôï÷áóìïý ìáò¤ óôçí Ýêöñáóçôïõ Cantor: äåí ðåñéÝ÷åé ð.÷. áõôüí ôïí ßäéï êüóìï W , ðïõ äåí åßíáé óýíïëïêáé ïðùóäÞðïôå åßíáé óôïé÷åßï ôïõ óôï÷áóìïý ìáò êáé áíáíôßññçôï ìáèçìáôéêüáíôéêåßìåíï. Áí äå÷ôïýìå üôé õðÜñ÷ïõí ìáèçìáôéêÜ áíôéêåßìåíá Ýîù áðü ôï
W , ôüôå ìðïñïýìå (÷ñÞóéìá) íá èåùñÞóïõìå ôá áîéþìáôá ùò éäéüôçôåò êëåé-óôüôçôáò ôïõ W . ÌÝ÷ñé óôéãìÞò Ý÷ïõìå äå÷ôåß üôé ôï W ðåñéÝ÷åé ôï ∅, üôéåßíáé êëåéóôü ãéá ôïõò ôåëåóôÝò ôïõ æåýãïõò {x; y} (II), äõíáìïóõíüëïõ P(X)(IV) êáé Ýíùóçò ⋃E (V), üôé ðåñéÝ÷åé êÜèå ïñéóôéêÞ õðïóõëëïãÞ êÜèå óõíüëïõ(III), êáé üôé ðåñéÝ÷åé åðßóçò êÜðïéï óýíïëï I ìå ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôáôïõ Áîéþìáôïò Áðåßñïõ (VI). Ìðïñïýìå áêüìç íá åñìçíåýóïõìå ôï Áîßùìá
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ÊåöÜëáéï 3. ÐáñÜäïîá êáé áîéþìáôá 33¸êôáóçò (I) ùò éäéüôçôá êëåéóôüôçôáò ôïõ W : óôç ìç ôåôñéììÝíç êáôåýèõíóÞôïõ, áðáéôåß ãéá üëá ôá óýíïëá A;B ôç óõíåðáãùãÞA 6= B=⇒ (∃t)[t ∈ (A \B) ∪ (B \A)]; (3-12)äçëáäÞ êÜèå áíéóüôçôá A 6= B ìåôáîý äýï óõíüëùí äéêáéïëïãåßôáé áðü êÜðïéï£íüìéìï¤ áíôéêåßìåíï t ∈ W ðïõ áíÞêåé óôï Ýíá êáé ü÷é óôï Üëëï.ÁõôÞ ç åñìçíåßá ôùí áîéùìÜôùí åßíáé óõìâáôÞ ìå äýï äéáöïñåôéêÝò áðüøåéòôïõ êüóìïõ W . Ç ðñþôç èåùñåß ôïí êüóìï óáí êÜôé ÷áþäåò, Üìïñöï, äýóêïëïóôçí êáôáíüçóç êáé áäýíáôï íá ïñéóôåß: áëëÜ êÜèå áíôéêåßìåíï ðïõ áíÞêåéóôïW åßíáé óõãêåêñéìÝíï, ïñéóôéêü, ïëïêëçñùìÝíï, êáé áõôÝò ïé éäéüôçôåò ôùíáíôéêåéìÝíùí áñêïýí ãéá íá äéêáéïëïãÞóïõí ôéò éäéüôçôåò êëåéóôüôçôáò ôïõ Wðïõ åêöñÜæïõí ôá áîéþìáôá. Áò ôçí ðïýìå áõôÞ ôç ìåãÜëç Üðïøç ôïõ W . ÇìéêñÞ Üðïøç åßíáé üôé ï êüóìïò W áðïôåëåßôáé áêñéâþò áðü åêåßíá ôá áíôéêåß-ìåíá ôùí ïðïßùí ôçí ýðáñîç £åããõþíôáé¤ ôá áîéþìáôá, ôá áíôéêåßìåíá äçëáäÞðïõ ìðïñïýí íá £êáôáóêåõáóôïýí¤ ìå åðáíåéëçììÝíåò åöáñìïãÝò ôùí áîéùìÜ-ôùí: ôá áîéþìáôá áëçèåýïõí óôï W åðåéäÞ óõìðåñéëÜâáìå ó' áõôü, åðßôçäåò,áêñéâþò üëá ôá áíôéêåßìåíá ðïõ áðáéôïýíôáé áðü ôéò éäéüôçôåò êëåéóôüôçôáò ðïõåêöñÜæïõí ôá áîéþìáôá. Âåâáßùò, êáìßá áðü áõôÝò ôéò áðüøåéò äåí ìáò äßíåéáõóôçñü, ìáèçìáôéêü ïñéóìü ôïõ W , áëëÜ åßíáé ðñïöáíÝò üôé åêöñÜæïõí äéá-öïñåôéêÝò áðüøåéò ôïõ ìáèçìáôéêïý êüóìïõ ôùí óõíüëùí. Ìå ôç ìéêñÞ Üðïøç,ð.÷. äåí õðÜñ÷ïõí Üôïìá, áöïý êáíÝíá áðü ôá áîéþìáôá äåí ôá áðáéôåß, åíþ çìåãÜëç Üðïøç åðéôñÝðåé âáôñÜ÷éá áíÜìåóá óôá áíôéêåßìåíá ôïõ W .ÕðÜñ÷ïõí åðé÷åéñÞìáôá ðïõ åõíïïýí êáé ôéò äýï áõôÝò áðüøåéò, ïé ïðïßåòÝ÷ïõí ðáßîåé óçìáíôéêü ñüëï óôç öéëïóïößá ôçò óõíïëïèåùñßáò, áêüìç êáé óôçíðñáêôéêÞ ôçò, õðïâÜëëïíôáò ôï åßäïò ôùí ðñïâëçìÜôùí ðïõ áîßæïõí ìåëÝôç. ÈáåðéóôñÝøïõìå óôï èÝìá áõôü óôï ÊåöÜëáéï 11 êáé óôï ÐáñÜñôçìá B, üôáí èáÝ÷ïõìå ôç äõíáôüôçôá íá ôï óõæçôÞóïõìå êÜðùò ðéï óïâáñÜ. Åí ôù ìåôáîý,èá áíáöåñèïýìå óõ÷íÜ óôá áîéþìáôá ùò éäéüôçôåò êëåéóôüôçôáò ôïõ W , ìéá÷ñÞóéìç êáôáíüçóÞ ôïõò ðïõ åßíáé óõìâáôÞ ìå êÜèå öéëïóïöéêÞ ðñüóâáóç óôçóõíïëïèåùñßá.
ÐñïâëÞìáôá ãéá ôï ÊåöÜëáéï 3x3.1. Ãéá êÜèå ìç êåíü óýíïëï E êáé ãéá êÜèò X ∈ E , ïñßæïõìå ôçí ôïìÞ ôïõ
E ìÝóù ôïõ X,

⋂XE =ïñ {x ∈ X | (∀U ∈ E)[x ∈ U ]}:Äåßîå üôé ãéá üëá ôá ìÝëç X, Y ôïõ E ,
⋂XE =

⋂ Y E ;äçëáäÞ ç ôïìÞ ⋂XE åßíáé áíåîÜñôçôç ôïõ X ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå óôïí ïñéóìüôçò, êáé åðïìÝíùò ìðïñïýìå íá ôç óõìâïëßæïõìå ⋂E ÷ùñßò íá äåß÷íïõìå áõôüôï X. Äåßîå åðßóçò üôé A ∩B =
⋂ {A;B}.
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34 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáx3.2. Ãéá ïðïéáäÞðïôå óýíïëá A;B, åîÝôáóå ðïéÝò áðü ôéò ðáñáêÜôù êëÜóåéòåßíáé Þ ü÷é óýíïëï.1. {{∅; x} | x ∈ A}.2. {x | Set(x) &x 6= ∅}.3. {{x; y} | x ∈ A& y ∈ B}.4. {P(X) | X ⊆ A}.x3.3. Äåßîå áõóôçñÜ üôé ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò êáé ôåëåóôÝò åßíáé ïñéóôéêïß,÷ñçóéìïðïéþíôáò ìüíï ôá (I) { (VI) êáé ôá áîéþìáôá óôï 3.18. (Ôï c åßíáéôõ÷üí áíôéêåßìåíï.)P1(x) ⇐⇒ïñ x ∈ c;P2(x; y; z) ⇐⇒ïñ z ∈ x;P3(X;Y ) ⇐⇒ïñ X ⊆ Y;P4(X;Y ) ⇐⇒ïñ X ∩ Y = ∅;P5(X;Y ) ⇐⇒ïñ P(X) ⊆ Y:
F1(x; y) =ïñ {x; y};F2(X) =ïñ ⋃X;F3(X) =ïñ P(X);F4(x) =ïñ {x};F5(X;Y ) =ïñ X ∪ Y:Óôá õðüëïéðá ðñïâëÞìáôá ôçò åíüôçôáò áõôÞò èåùñïýìå ôçí Ýííïéá ôçò éóï-äõíáìßáò êáôÜ ôï Zermelo, ç ïðïßá äéáéóèçôéêÜ éó÷ýåé üôáí äõï óýíïëá åßíáééóïðëçèéêÜ. Áöïý ïñßóïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò ìÝóá óôçí áîéùìáôéêÞ èåùñßá ôïõZermelo óôï åðüìåíï êåöÜëáéï, ôá ðñïâëÞìáôá áõôÜ èá åßíáé åðïõóéþäç· ôþñáüìùò, Ý÷ïõí åíäéáöÝñïí.3.27. Ïñéóìüò. Äýï óýíïëá A, B åßíáé îÝíá (disjoint) áí A ∩ B = ∅. Ôïóýíïëï W åßíáé óýíäåóìïò äýï îÝíùí óõíüëùí A êáé B (êáôÜ ôïí Zermelo),áí éó÷ýïõí ïé åîÞò ôñåéò óõíèÞêåò:1. Z ∈W =⇒ (∃x ∈ A; y ∈ B)[Z = {x; y}].2. Ãéá êÜèå x ∈ A, õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá y ∈ B þóôå {x; y} ∈W .3. Ãéá êÜèå y ∈ B õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá x ∈ A þóôå {x; y} ∈W .x3.4. Äåßîå üôé áí ôá A, B åßíáé îÝíá óýíïëá, ôüôå ç êëÜóç

Σ(A;B) = {W | ôï W åßíáé óýíäåóìïò ôïõ A ìå ôï B}åßíáé óýíïëï.3.28. Ïñéóìüò. Äýï óýíïëá A, B åßíáé éóïäýíáìá êáôÜ ôïí Zermelo áíõðÜñ÷åé ôñßôï óýíïëï C îÝíï ôùí äýï êáé óýíäåóìïé ôïõ A ìå ôï C êáé ôïõ Bìå ôï C, óõìâïëéêÜ:A ∼Z B ⇐⇒ (∃C;W;W ′)[A ∩ C = ∅&B ∩ C = ∅
& W ∈ Σ(A;C) &W ′ ∈ Σ(B;C)].

∗ x3.5. Ç óõíèÞêç éóïäõíáìßáò ôïõ Zermelo Ý÷åé ôéò åîÞò éäéüôçôåò, ãéá üëá ôáóýíïëá A, B, C: A ∼Z A;áí A ∼Z B; ôüôå B ∼Z A;áí (A ∼Z B&B ∼Z C); ôüôå A ∼Z C:
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ÊåöÜëáéï 3. ÐáñÜäïîá êáé áîéþìáôá 35

A CB
D W3W1

EW2 W4

ÄéÜãñáììá 3.1. Ç õðüèåóç ôïõ ôñßôïõ ìÝñïõò ôïõ ÐñïâëÞìáôïò x3.5.Õðüäåéîç. Ãéá íá äåßîåéò üôé A ∼Z A, ðñÝðåé íá âñåéò êÜðïéï óýíïëï C ìåA ∩ C = ∅ ôÝôïéï þóôå íá õðÜñ÷åé óýíäåóìïò W ôïõ A ìå ôï C. Ç õðüèåóçãéá ôçí (ôåëåõôáßá) ìåôáâáôéêÞ éäéüôçôá åéêïíßæåôáé óôï ÄéÜãñáììá 3.1.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 4
ÔÁ ÐÁÍÔÁ ÓÕÍÏËÁ;

Ï åðüìåíïò óôü÷ïò ìáò åßíáé íá äéåñåõíÞóïõìå áí ôá âáóéêÜ áðïôåëÝóìáôá ôçòäéáéóèçôéêÞò óõíïëïèåùñßáò ôïõ Êåöáëáßïõ 2 ìðïñïýí ðñÜãìáôé íá áðïäåé÷ôïýíìå âÜóç ôá áîéþìáôá ôïõ Zermelo. Åõèýò åî áñ÷Þò âñßóêïõìå ìéá äõóêïëßá:ï âáóéêüò ïñéóìüò ôçò éóïðëçèéêüôçôáò ÷ñçóéìïðïéåß ôçí Ýííïéá ôçò óõíÜñôç-óçò, ãéá íá ïñßóïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ áðáñéèìçôïý ÷ñåéáæüìáóôå ôï óýíïëï Nôùí öõóéêþí áñéèìþí, ôï èåìåëéáêü èåþñçìá 2.21 ôïõ Cantor áíáöÝñåôáé óôïóýíïëï R ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí ê.ëð. ÄçëáäÞ ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ Êå-öáëáßïõ 2 äåí áíáöÝñïíôáé ìüíï óå óýíïëá, áëëÜ åðßóçò óå óçìåßá, áñéèìïýò,óõíáñôÞóåéò, ÊáñôåóéáíÜ ãéíüìåíá êáé ðïëëÜ Üëëá ìáèçìáôéêÜ áíôéêåßìåíá ðïõáðëÜ äåí åßíáé óýíïëá. Ðïý èá âñïýìå áõôÜ ôá áíôéêåßìåíá ìÝóá óôá áîéþìáôáôïõ Zermelo ðïõ ìüíï ãéá óýíïëá ìéëÜíå;Ìéá ðñïöáíÞò ëýóç åßíáé íá õðïèÝóïõìå üôé áõôÜ ôá ìç óýíïëá ðïõ ìáòåíäéáöÝñïõí åßíáé áíÜìåóá óôá Üôïìá ðïõ åðéôñÝðåé ç èåùñßá ôïõ Zermelo êáéíá ðñïóèÝóïõìå áîéþìáôá ðïõ åêöñÜæïõí ôéò âáóéêÝò ìáò äéáéóèÞóåéò ãéá ôáóçìåßá, ôïõò áñéèìïýò, ôéò óõíáñôÞóåéò ê.ëð. Áõôü ìðïñåß íá ãßíåé, áëëÜ åßíáéÜâïëï êáé õðÜñ÷åé ìéá ðïëý êáëýôåñç ëýóç.Ôõðéêü ðáñÜäåéãìá ôçò ìåèüäïõ ðïõ èá áêïëïõèÞóïõìå åßíáé ç £ôáýôéóç¤ ôçò(ðñïóáíáôïëéóìÝíçò) ãåùìåôñéêÞò åõèåßáò Π ìå ôï óýíïëï R ôùí ðñáãìáôéêþíáñéèìþí, ìÝóù ôçò áíôéóôïé÷ßáò ðïõ £ôáõôßæåé¤ êÜèå óçìåßï P ∈ Π ìå ôçí ôåôìç-ìÝíç ôïõ x(P ) ùò ðñïò Ýíá ðÜãéï, áñ÷éêü óçìåßï O ìå ôåôìçìÝíç x(O) = 0. Ôéáêñéâþò óçìáßíåé áõôÞ ç £ôáýôéóç¤;¼÷é âÝâáéá üôé ôá óçìåßá åßíáé ðñáãìáôéêïßáñéèìïß. Ïé Üíèñùðïé Ý÷ïõí Üìåóåò ãåùìåôñéêÝò äéáéóèÞóåéò ãéá ôá óçìåßá ðïõåßíáé Üó÷åôåò ìå ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôïõò êáé ôéò åß÷áí ðñéí ï Descartes áíáêáëý-øåé ôçí áíáëõôéêÞ ãåùìåôñßá. ÊÜèå Áèçíáßïò ôçò êëáóéêÞò åðï÷Þò êáôáëÜâáéíåôçí Ýííïéá ôçò ðñüôáóçòÔï ÖÜëçñï åßíáé áíÜìåóá óôïí ÐåéñáéÜ êáé ôï Óïýíéï êáôÜ ìÞêïò ôçòáêôÞò,áí êáé áãíïïýóå ôçí áíáëõôéêÞ ãåùìåôñßá. Ðéï åíäåéêôéêÜ: ðïëëïß ìïñöùìÝíïéáñ÷áßïé Áèçíáßïé åß÷áí ôÝëåéá êáôáíüçóç ôïõ Ðõèáãüñåéïõ èåùñÞìáôïò, ÷ùñßòíá îÝñïõí ôßðïôá ãéá óõíôåôáãìÝíåò. Áõôü ðïõ åííïïýìå ìå ôçí £ôáýôéóç¤ ôïõ
Π ìå ôï R åßíáé üôé ç áíôéóôïé÷ßá P 7→ x(P ) ìáò äßíåé ìéá ðéóôÞ áðåéêüíéóçôïõ Π óôï R ðïõ ìáò åðéôñÝðåé íá äþóïõìå áñéèìçôéêïýò ïñéóìïýò ãéá üëåò ôéò÷ñÞóéìåò ãåùìåôñéêÝò Ýííïéåò êáé íá ìåëåôÞóïõìå ôéò ìáèçìáôéêÝò éäéüôçôåò ôïõ37



38 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá
Π ùò åÜí ôá óçìåßá íá Þôáí áñéèìïß. Ãéá ðáñÜäåéãìá: ç ðñüôáóç ðéï ðÜíùåêöñÜæåôáé ðéóôÜ ìå ôéò áñéèìçôéêÝò áíéóüôçôåòx(ÐåéñáéÜò) < x(ÖÜëçñï) < x(Óïýíéï);áí ïé ôåôìçìÝíåò áõîÜíïõí áðü ôá äõôéêÜ ðñïò ôá áíáôïëéêÜ. Ìå ôïí ßäéï ôñüðï,èá âñïýìå ðéóôÝò áðåéêïíßóåéò óôá óýíïëá üëùí ôùí ìáèçìáôéêþí áíôéêåéìÝíùíðïõ ÷ñåéáæüìáóôå êáé èá ìåëåôÞóïõìå ôç èåùñßá óõíüëùí ìå âÜóç ìüíï ôï ëéôüóýóôçìá ôùí áîéùìÜôùí ôïõ Zermelo, ùò åÜí üëá ôá ìáèçìáôéêÜ áíôéêåß-ìåíá íá Þôáí óýíïëá. Ôï ëåðôü êáé ü÷é ðÜíôá ôåôñéììÝíï ðñüâëçìá åßíáé íáäéáôõðþóïõìå óå êÜèå ðåñßðôùóç ôïí óùóôü ïñéóìü ôçò £ðéóôÞò áðåéêüíéóçò¤êáé íá áðïäåßîïõìå üôé ìéá ôÝôïéá ðéóôÞ áðåéêüíéóç õðÜñ÷åé.4.1. ÄéáôåôáãìÝíï æåýãïò (Ordered pair). Èåùñïýìå ðñþôá ôç âáóéêÞ Ýííïéáôïõ (äéáôåôáãìÝíïõ) æåýãïõò. ÄéáéóèçôéêÜ, ôï æåýãïò (x; y) åßíáé ôï £ðñÜãìá¤ðïõ Ý÷åé £ðñþôï ìÝëïò¤ ôï x êáé £äåýôåñï ìÝëïò¤ ôï y, êáé äéáöÝñåé áðü ôï ìçäéáôåôáãìÝíï æåýãïò áöïý (ð.÷.) {0; 1} = {1; 0} åíþ (0; 1) 6= (1; 0). ÅðïìÝíùòç ðñþôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá ôïõ æåýãïõò åßíáé ç åîÞò:

(x; y) = (x′; y′) ⇐⇒ x = x′ & y = y′:(OP1)ÕðÜñ÷åé êáé ìéá äåýôåñç, ßóùò ëéãüôåñï ðñïöáíÞò ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá ôïõæåýãïõò, ðïõ ìáò åðéôñÝðåé íá ïñßóïõìå ÊáñôåóéáíÜ ãéíüìåíá: ãéá üëá ôá óýíïëáA, B, ç êëÜóç A×B =ïñ {(x; y) | x ∈ A& y ∈ B} åßíáé óýíïëï.(OP2)Ôï ðñüâëçìá ëïéðüí ôçò ðéóôÞò áðåéêüíéóçò ôïõ £æåýãïõò¤ óôç óõíïëïèåùñßáäéáìïñöþíåôáé ùò åîÞò: ðñÝðåé íá âñïýìå Ýíáí ïñéóôéêü ôåëåóôÞ (x; y), ôÝôïéïíþóôå ïé (OP1) êáé (OP2) íá óõíÜãïíôáé áðü ôá áîéþìáôá ôïõ Zermelo.4.2. ËÞììá. Ï ôåëåóôÞò æåýãïõò ôïõ Kuratowski
(x; y) =ïñ {{x}; {x; y}} (4-1)éêáíïðïéåß ôéò (OP1), (OP2).Áðüäåéîç. (OP1). Ç êáôåýèõíóç⇐= åßíáé ðñïöáíÞò. Ãéá ôç ìç ôåôñéììÝíçêáôåýèõíóç =⇒ îå÷ùñßæïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:Áí x = y, ôüôå {x; y} = {x; x} = {x}, ôï (x; y) = {{x}; {x}} = {{x}} åßíáéìïíïóýíïëï, åðïìÝíùò êáé ôï ßóï ôïõ (x′; y′) åßíáé ìïíïóýíïëï, þóôå x′ = y′.ÅðïìÝíùò (x′; y′) = {{x′}} êáé áöïý áõôü åßíáé ßóï ìå ôï {{x}}, Ý÷ïõìå x = x′êáé áìÝóùò, åðßóçò, y = x = x′ = y′.Áí x 6= y, ôüôå óôï (x; y) áíÞêïõí ôï ìïíïóýíïëï {x} êáé ôï äéóýíïëï {x; y},êáé áõôÜ ðñÝðåé íá áíôéóôïé÷ïýí óôá ìÝëç {x′} êáé {x′; y′} ôïõ ßóïõ óõíüëïõ

(x′; y′), äçëáäÞ {x} = {x′}, {x; y} = {x′; y′}, þóôå áìÝóùò x = x′ êáé y = y′.(OP2). Áñêåß íá äåßîïõìå üôé ãéá ïðïéáäÞðïôå äýï óýíïëá A;B, õðÜñ÷åéóýíïëï C ôÝôïéï þóôåx ∈ A& y ∈ B=⇒{{x}; {x; y}} ∈ C· (4-2)
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ÊåöÜëáéï 4. Ôá ðÜíôá óýíïëá; 39äéüôé áí éó÷ýåé áõôü, ôüôåA×B = {z ∈ C | (∃x ∈ A)(∃y ∈ B)[z = (x; y)]};êáé ôï A×B åßíáé óýíïëï áðü ôï Áîßùìá Äéá÷ùñéóìïý (III). Ãéá íá äåßîïõìåôçí (4-2), õðïëïãßæïõìå:x ∈ A; y ∈ B =⇒ {x}; {x; y} ⊆ (A ∪B)=⇒ {x}; {x; y} ∈ P(A ∪B)=⇒ {{x}; {x; y}} ⊆ P(A ∪B)=⇒ (x; y) ∈ P(P(A ∪B));ïðüôå ìðïñïýìå íá èÝóïõìå C = P(P(A ∪B)). aÊáèïñßæïõìå ôþñá Ýíá óõãêåêñéìÝíï ôåëåóôÞ æåýãïõò (x; y) ðïõ éêáíïðïéåßôéò (OP1), (OP2), ßóùò ôï æåýãïò ôïõ Kuratowski ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå óôçíáðüäåéîç ôïõ 4.2, ßóùò êÜðïéï Üëëï: áðü äù êáé ðÝñá ìðïñïýìå íá îå÷Üóïõìåôïí óõãêåêñéìÝíï ôåëåóôÞ ðïõ äéáëÝîáìå, ôï ìüíï ðïõ Ý÷åé óçìáóßá åßíáé üôé ïôåëåóôÞò ôïõ æåýãïõò éêáíïðïéåß ôéò (OP1), (OP2).4.3. ¢óêçóç. ¸óôùPair(z) ⇐⇒ïñ (∃x)(∃y)[z = (x; y)];First(z) =ïñ { ôï ìïíáäéêü x þóôå (∃y)[z = (x; y)]; áí Pair(z);z; áëëéþò;Second(z) =ïñ { ôï ìïíáäéêü y þóôå (∃x)[z = (x; y)]; áí Pair(z);z; áëëéþò:¸ðåôáé üôé Pair(z) ⇐⇒ z = (First(z); Second(z)):×ñçóéìïðïéþíôáò ôï æåýãïò ìðïñïýìå åýêïëá íá ïñßóïõìå ôñéÜäåò, ôåôñÜäåòê.ëð. üðùò êáé ôá áíôßóôïé÷á ãéíüìåíá, ð.÷.
(x; y; z) =ïñ (x; (y; z)); (4-3)

(x; y; z; w) =ïñ (x; (y; z; w)) = (x; (y; (z; w))); (4-4)A×B × C =ïñ A× (B × C); (4-5)ê.ëð. Ìå áõôü ôïí ïñéóìü, (n+1)-Üäá åßíáé Ýíá æåýãïò ìå äåýôåñï ìÝëïò n-Üäá.4.4. ¢óêçóç. Ãéá üëá ôá x; y; z; x′; y′; z′,
(x; y; z) = (x′; y′; z′) ⇐⇒ x = x′ & y = y′ & z = z′:4.5. ÎÝíç Ýíùóç (Disjoint union). Ãéá êÜèå óýíïëï A êáé êÜèå áíôéêåßìåíïêõáíü, ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ôï óýíïëï æåõãþí {êõáíü}×A óáí Ýíá £ìðëåáíôßãñáöï¤ ôïõ A, åéêïíßæïíôáò ôçí áíôéêáôÜóôáóç ôïõ êÜèå a ∈ A ìå ôï æåýãïò

(êõáíü; a) ùò ôï óõíïëïèåùñçôéêü áíÜëïãï ôçò âáöÞò ôïõ a ìå ÷ñþìá êõáíü.Êáèïñßæïõìå äýï ôÝôïéá äéáöïñåôéêÜ £÷ñþìáôá¤êõáíü =ïñ ∅; ëåõêü =ïñ {∅}; (4-6)
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A {êõáíü} ×AB {ëåõêü} ×B

--

ÄéÜãñáììá 4.1. ÊáôáóêåõÞ ôçò îÝíçò Ýíùóçò.êáé ïñßæïõìå ôçí îÝíç Ýíùóç äýï óõíüëùí ìå ôïí ôýðïA ]B =ïñ ({êõáíü} ×A) ∪ ({ëåõêü} ×B):Ç êáôáóêåõÞ áðåéêïíßæåôáé ó÷çìáôéêÜ óôï ÄéÜãñáììá 4.1, êáé ç Ýííïéá åßíáé÷ñÞóéìç, üðùò èá äïýìå. Åßíáé áõôïíüçôï üôé ç óõãêåêñéìÝíç ôáõôüôçôá ôùíêõáíü êáé ëåõêü åßíáé Üó÷åôç êáé ðñÝðåé íá îå÷áóôåß áìÝóùò: ôï ìüíï óçìáíôéêüåßíáé üôé êõáíü 6= ëåõêü.
4.6. ¢óêçóç. Äåßîå üôé ãéá üëá ôá óýíïëá A, B, A ] ∅ ⊆ A ] B. Äåßîååðßóçò ìå êÜðïéï ðáñÜäåéãìá üôé áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï æåýãïò Kuratowskióôïí ïñéóìü ôçò îÝíçò Ýíùóçò, ôüôå ç áëçèïöáíÞò A ⊆ A ]B äåí éó÷ýåé.Èåùñïýìå ôþñá ôçí Ýííïéá ôçò ó÷Ýóçò (relation), ðïõ äéáðïôßæåé ôá ìáèç-ìáôéêÜ. ÄéáéóèçôéêÜ, äéìåëÞò ó÷Ýóç R áíÜìåóá óå áíôéêåßìåíá x ∈ A êáéy ∈ B åßíáé ìéá óõíèÞêç ðïõ éêáíïðïéåßôáé áðü ìåñéêÜ x ∈ A, y ∈ B êáé äåíéêáíïðïéåßôáé áðü Üëëá. Ð.÷. ç ó÷ÝóçxRy ⇐⇒ ï x åßíáé ãéïò ôçò yåßíáé ïñéóìÝíç óôá A = {Üíôñåò}, B = {ãõíáßêåò} êáé éêáíïðïéåßôáé áðü ôá x; yáêñéâþò áí ç y Ý÷åé ãåííÞóåé ôïí x. Ï ðñïöáíÞò ôñüðïò íá áðåéêïíßóïõìå ìéáäéìåëÞ ó÷Ýóç óôç óõíïëïèåùñßá åßíáé íá ôçí ôáõôßóïõìå ìå ôçí ÝêôáóÞ ôçò, ôïóýíïëï ôùí æåõãþí ðïõ ôçí éêáíïðïéïýí.4.7. Ó÷Ýóåéò. ÄéìåëÞò ó÷Ýóç óôá óýíïëá A, B åßíáé Ýíá ïðïéïäÞðïôå õðï-óýíïëï R ôïõ ãéíïìÝíïõ A×B. ×ñçóéìïðïéïýìå éóïäýíáìá ôïõò óõìâïëéóìïýòR(x; y) ⇐⇒ xRy ⇐⇒ (x; y) ∈ R:ÐñïöáíÞ ðáñáäåßãìáôá ó÷Ýóåùí åßíáé ç éóüôçôá êáé ïé ó÷Ýóåéò ôïõ £áíÞêåéí¤êáé ôïõ õðïóõíüëïõ, ðåñéïñéóìÝíåò óå êÜðïéï óýíïëï A,x =A y ⇐⇒ïñ x ∈ A& y ∈ A&x = y;x ∈A Y ⇐⇒ïñ x ∈ A&Y ⊆ A&x ∈ Y;X ⊆A Y ⇐⇒ïñ X ⊆ Y ⊆ A·
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ÊåöÜëáéï 4. Ôá ðÜíôá óýíïëá; 41óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü áõôÝò ôáõôßæïíôáé ìå ôá óýíïëá
=A =ïñ {(x; y) ∈ A×A | x = y};
∈A =ïñ {(x; Y ) ∈ A× P(A) | x ∈ Y };
⊆A =ïñ {(X;Y ) ∈ P(A)× P(A) | X ⊆ Y }:4.8. Ó÷Ýóåéò êáé ïñéóôéêÝò óõíèÞêåò. Ïé ïñéóôéêÝò óõíèÞêåò =, ∈ êáé ⊆óôï ðåäßï ïñéóìïý W üëùí ôùí áíôéêåéìÝíùí äåí åßíáé ó÷Ýóåéò óýìöùíá ìåôïí ïñéóìü 4.7, êáé ìÜëéóôá äåí åßíáé êáí £éóïìåëåßò¤ ìå ó÷Ýóåéò, åðåéäÞ éêá-íïðïéïýíôáé áðü ðÜñá ðïëëÜ æåýãç. Ç äéáöïñÜ áíÜìåóá óôéò ó÷Ýóåéò êáé ôéòïñéóôéêÝò óõíèÞêåò åßíáé óçìáíôéêÞ: óõíïðôéêÜ, êÜèå ó÷Ýóç êáèïñßæåé ìéá ïñé-óôéêÞ óõíèÞêç áëëÜ (ãåíéêÜ) ôï áíôßèåôï äåí éó÷ýåé. Óôçí åðüìåíç ¢óêçóçäéáôõðþíïõìå áõóôçñÜ áõôÞ ôç äéáöïñÜ. Ðáñ' üëá áõôÜ, èá áíáöåñèïýìå ðïë-ëÝò öïñÝò ð.÷. óôç ó÷Ýóç = óôï óýíïëï A, åííïþíôáò (÷ùñßò óïâáñü êßíäõíïóýã÷õóçò) ôïí ðåñéïñéóìü =A üðùò ôïí ïñßóáìå ðéï ðÜíù.4.9. ¢óêçóç. (1) Ãéá êÜèå äéìåëÞ ó÷Ýóç R ⊆ (A×B), ç óõíèÞêçR∗(x; y) ⇐⇒ïñ (x; y) ∈ Råßíáé ïñéóôéêÞ. (Ôßðïôá äåí ÷ñåéÜæåôáé ãé' áõôü, åêôüò êé áí èÝëåéò íá åîáóêç-èåßò óôçí åöáñìïãÞ ôïõ 3.18.)(2) Ãéá êÜèå ïñéóôéêÞ äéìåëÞ óõíèÞêç P êáé ïðïéáäÞðïôå óýíïëá A, B, ïðåñéïñéóìüò PA;B =ïñ {(x; y) ∈ A×B | P (x; y)}ôçò P óôï A×B åßíáé äéìåëÞò ó÷Ýóç.4.10. Éäéüôçôåò ó÷Ýóåùí óå Ýíá óýíïëï A. Éäéáßôåñá óçìáíôéêÝò åßíáé ïéó÷Ýóåéò äýï ìåôáâëçôþí óôï ßäéï óýíïëï, ðïõ ôáîéíïìïýíôáé êáé ìåëåôþíôáéáíÜëïãá ìå ôéò äïìéêÝò éäéüôçôåò ðïõ éêáíïðïéïýí. Ïé åðüìåíåò ôñåéò éäéüôçôåòåìöáíßæïíôáé óõ÷íÜ, ìüíåò ôïõò Þ óå äéÜöïñïõò óõíäõáóìïýò, ìå P ⊆ A×A:ç P åßíáé áõôïðáèÞò ⇐⇒ïñ (∀x ∈ A)[xP x];ç P åßíáé óõììåôñéêÞ ⇐⇒ïñ (∀x; y ∈ A)[xP y=⇒ yP x];ç P åßíáé ìåôáâáôéêÞ ⇐⇒ïñ (∀x; y; z ∈ A)[[xP y& yP z]=⇒xP z]:(Ïé áíôßóôïé÷ïé áããëéêïß üñïé åßíáé re
exive, symmetric êáé transitive.) Ç Påßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò (equivalence relation) óôï Á áí Ý÷åé êáé ôéò ôñåéòáõôÝò éäéüôçôåò.Ãéá ó÷Ýóåéò éóïäõíáìßáò ÷ñçóéìïðïéïýìå óõíÞèùò óýìâïëá óáí ôá ∼, ≈, ',êáé ïé ôñåéò ÷áñáêôçñéóôéêÝò éäéüôçôåò ðáßñíïõí ôç ìïñöÞx ∼ x;x ∼ y=⇒ y ∼ x;

[x ∼ y& y ∼ z]=⇒ x ∼ z:
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42 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá4.11. ¢óêçóç. Ãéá êÜèå óýíïëï A, ç ó÷Ýóç éóüôçôáò {(x; y) | x = y ∈ A}, çóôáèåñÜ áëçèÞò ó÷Ýóç {(x; y) | x; y ∈ A} êáé ãéá êÜèå B ⊆ A, ç ó÷Ýóçx ∼A=B y ⇐⇒ïñ x = y ∈ A ∨ [x ∈ B& y ∈ B]åßíáé ó÷Ýóåéò éóïäõíáìßáò.4.12. Ðñüôáóç. ¸óôù ç ∼ ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôï óýíïëï A. Ôüôå ãéá êÜèåx ∈ A ïñßæïõìå ìå
[x=∼] = {y ∈ A | x ∼ y} (4-7)ôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò7 ôïõ x êáé óõìâïëßæïõìå ìå

[[A=∼]] = {[x=∼] ∈ P(A) | x ∈ A}: (4-8)ôï óýíïëï áõôþí ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò. ¢ñá [x=∼] 6= ∅ ãéá êÜèå x ∈ A,êáé ãéá êÜèå x; y ∈ A, x ∼ y ⇐⇒ [x=∼] = [y=∼]; (4-9)x 6∼ y ⇐⇒ [x=∼] ∩ [y=∼] = ∅; (4-10)Ýôóé þóôå ôï [[A=∼]] åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá ìç êåíþí êáé îÝíùí áíá äýï õðïóõ-íüëùí ôïõ A ôÝôïéá ðïõ ⋃
[[A=∼]] = A.Áíôéóôñüöùò, ãéá êÜèå ïéêïãÝíåéá E ìç êåíþí êáé îÝíùí áíÜ äýï õðïóõíüëùíôïõ A ôÝôïéá ðïõ A =

⋃E , ç ó÷Ýóçx ∼ y ⇐⇒ïñ (∃X ∈ E)[x ∈ X & y ∈ X]åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôï A êáé [[A=∼]] = E .Áðüäåéîç. ÊÜèå [x=∼] 6= ∅, åðåéäÞ x ∈ [x=∼]. Áðü ôç ìåôáâáôéêüôçôá êáéóõììåôñéêüôçôá ôçò ∼,t ∼ x&x ∼ y=⇒ t ∼ y; t ∼ y&x ∼ y=⇒ t ∼ xÜñá x ∼ y =⇒ (∀t ∈ A)[t ∼ x ⇐⇒ t ∼ y]=⇒ [x=∼] = [y=∼]:Áõôü óõíåðÜãåôáé áìÝóùò ôéò (4-9) êáé (4-10). ¼óï ãéá ôï áíôßóôñïöï, çáõôïðÜèåéá êáé ç óõììåôñßá ôçò ∼ åßíáé ôåôñéììÝíåò. Áí x ∼ y êáé y ∼ z,ôüôå õðÜñ÷ïõí óýíïëá X, Y óôçí E ôÝôïéá ðïõ x; y ∈ X, y; z ∈ Y , åéäéêüôåñáy ∈ X ∩ Y , êáé áöïý ôá óýíïëá óôçí E åßíáé îÝíá áíÜ äýï, óõìðåñáßíïõìå üôéX = Y , Üñá x ∼ z. a4.13. ¢óêçóç. Õðïëüãéóå ôéò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ãéá ôéò ó÷Ýóåéò éóïäõíá-ìßáò ôçò ¢óêçóçò 4.11.
7ÊÜèå [x=∼] åßíáé ðñïöáíþò óýíïëï, õðïóýíïëï ôïõ A, êáé èá Þôáí ðéï ôáéñéáóôü íáôï ëÝãáìå ôï £óýíïëï éóïäõíáìßáò¤ ôïõ x, áëëÜ ç êëáóéêÞ ïñïëïãßá åßíáé ðáíÜñ÷áéç êáéêáèéåñùìÝíç.
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xBA f f(x)
ÄéÜãñáììá 4.2. Ìßá óõíÜñôçóç óáí óýíïëï áðü äéáôåôáã-ìÝíá æåýãç.Áêïëïõèþíôáò ôçí ßäéá ôáêôéêÞ, ôáõôßæïõìå êÜèå ôñéìåëÞ ó÷Ýóç R óôá óý-íïëá A, B, C ìå ôï óýíïëï ôùí ôñéÜäùí ðïõ ôçí éêáíïðïéïýí, äçëáäÞ ôñéìåëÞòó÷Ýóç óôá A, B, C åßíáé Ýíá ïðïéïäÞðïôå õðïóýíïëï ôïõ A × B × C. ×ñçóé-ìïðïéïýìå éóïäýíáìá ôïõò óõìâïëéóìïýòR(x; y; z) ⇐⇒ïñ (x; y; z) ∈ R:Ìå ôïí ßäéï ôñüðï áðåéêïíßæïõìå óôç óõíïëïèåùñßá êáé ôéò óõíáñôÞóåéò, ôáõ-ôßæïíôÜò ôåò ìå ôç £ãñáöéêÞ ôïõò ðáñÜóôáóç¤.4.14. ÓõíáñôÞóåéò. ÓõíÜñôçóç (áðåéêüíéóç, ìåôáó÷çìáôéóìüò) f : A→ Bìå ðåäßï ïñéóìïý ôï óýíïëï A êáé ðåäßï ôéìþí ôï óýíïëï B åßíáé Ýíá ïðïéïäÞ-ðïôå õðïóýíïëï f ⊆ (A×B) ðïõ éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç

(∀x ∈ A)(∃!y ∈ B)[(x; y) ∈ f ];áíáëõôéêüôåñá,
(∀x ∈ A)(∃y ∈ B)[(x; y) ∈ f ];êáé (x; y) ∈ f & (x; y′) ∈ f =⇒ y = y′:Áí áðåéêïíßóïõìå ôï ãéíüìåíï A × B óôï åðßðåäï üðùò óôï ÄéÜãñáììá 4.2,ôï ðáñáðÜíù óçìáßíåé ðùò êÜèå £êáôáêüñõöç åõèåßá¤ ôÝìíåé ôï óýíïëï f óåáêñéâþò Ýíá óçìåßï: Ãéá x ∈ A êáé f : A→ B ãñÜöïõìå, ùò óõíÞèùò,f(x) =ïñ ôï ìïíáäéêü y ∈ B ôÝôïéï þóôå (x; y) ∈ f

= ç ôéìÞ ôçò f óôï óôïé÷åßï x (x ∈ A):Ï ÷þñïò óõíáñôÞóåùí
(A→ B) =ïñ {f ⊆ A×B | f : A→ B}

= {f ∈ P(A×B) | (∀x ∈ A)(∃!y ∈ B)(x; y) ∈ f}åßíáé óýíïëï áðü ôï Áîßùìá Åîåéäßêåõóçò (III).Èá õéïèåôÞóïõìå üëïõò ôïõò óõíçèéóìÝíïõò óõìâïëéóìïýò êáé óõíôïìåýóåéòó÷åôéêÝò ìå óõíáñôÞóåéò, ãñÜöïíôáò ð.÷. ìåñéêÝò öïñÝò ôç ìåôáâëçôÞ ÷ùñßò ôéòðáñåíèÝóåéò Þ óáí äåßêôç, f(x) = fx = fx:
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44 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÅîáéñåôéêÜ ÷ñÞóéìïò åßíáé êáé ï óõìâïëéóìüò 7→, ð.÷. ïéêïãÝíåéá óõíüëùí ìåäåßêôåò óôï óýíïëï I åßíáé ìéá ïðïéáäÞðïôå óõíÜñôçóçA = (i 7→ Ai)i∈I : I → Eãéá êÜðïéï I 6= ∅ êáé êÜðïéï E, üðïõ êÜèå ôéìÞ Ai åßíáé óýíïëï. ÏíïìÜæïõìåôï I óýíïëï äåéêôþí êáé ïñßæïõìå ôçí Ýíùóç êáé ôçí ôïìÞ ìéáò ïéêïãÝíåéáòìå äåßêôåò óôï I üðùò óõíÞèùò,
⋃ i∈IAi =ïñ {x ∈ ⋃E | (∃i ∈ I)[x ∈ Ai]};
⋂ i∈IAi =ïñ {x ∈ ⋃E | (∀i ∈ I)[x ∈ Ai]}: (4-11)Åðßóçò ïñßæïõìå ãéíüìåíï ìéáò ïéêïãÝíåéáò ìå äåßêôåò óôï I, ôï óýíïëï üëùíôùí óõíáñôÞóåùí ðïõ åðéëÝãïõí ãéá êÜèå äåßêôç i ∈ I Ýíá óôïé÷åßï áðü ôçí ôéìÞAi,

∏i∈IAi =ïñ {f : I → ⋃ i∈IAi | (∀i ∈ I)[f(i) ∈ Ai]}: (4-12)Ìïíïìïñöéóìïß, åðéìïñöéóìïß, áíôéóôïé÷ßåò, åéêüíåò êáé áíôßóôñïöåò åéêüíåòóõíáñôÞóåùí ïñßæïíôáé áêñéâþò üðùò óôçí ÅéóáãùãÞ. Èá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïõòóõìâïëéóìïýò:
(A� B) =ïñ {f ∈ (A→ B) | ç f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, 1-1};
(A→→ B) =ïñ {f ∈ (A→ B) | ç f åßíáé åðéìïñöéóìüò, åðß ôïõ B};
(A�→ B) =ïñ (A� B) ∩ (A→→ B) (áíôéóôïé÷ßá):Ãéá êÜèåX ⊆ A, ï ðåñéïñéóìüò (restriction) f �X ìéáò óõíÜñôçóçò f : A→ Båßíáé ç óõíÜñôçóç ðïõ õðïëåßðåôáé áí áöáéñÝóïõìå áðü ôçí f ôá æåýãç ìå ðñþôïìÝëïò Ýîù áðü ôï X, f �X =ïñ {(x; y) ∈ f | x ∈ X}: (4-13)Åðßóçò åßíáé ÷ñÞóéìï íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ç âáóéêÞ óõíèÞêç ôïõ £åßíáé óõíÜñ-ôçóç¤ Function(f) ⇐⇒ïñ (∃A)(∃B)[f ∈ (A→ B)] (4-14)åßíáé ðñïöáíþò ïñéóôéêÞ. ¼ôáí áíáöåñüìáóôå óå êÜðïéá óõíÜñôçóç f ÷ùñßòìíåßá óõãêåêñéìÝíùí óõíüëùí A, B þóôå f : A→ B, èá åííïïýìå ïðïéïäÞðïôåáíôéêåßìåíï f ðïõ éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç Function(f).4.15. ¢óêçóç. Äåßîå áðü ôá áîéþìáôá, ðùò ãéá êÜèå óõíÜñôçóç f , ôï ðåäßïïñéóìïý ôçò Domain(f) =ïñ {x | (∃y)[(x; y) ∈ f ]}êáé ç åéêüíá ôçò Image(f) =ïñ {y | (∃x)[(x; y) ∈ f ]}åßíáé óýíïëá, êáé ðùò ãéá êÜèå óýíïëï B,áí Image(f) ⊆ B; ôüôå f : Domain(f)→ B:
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ÊåöÜëáéï 4. Ôá ðÜíôá óýíïëá; 45Óáí åðáêüëïõèï,áí Function(f); ôüôå f : Domain(f)→ Image(f):4.16. Ó÷åôéêÜ ìå ôéò óõíáñôÞóåéò óáí óýíïëá æåõãþí. ÁõôÞ ç £ôáýôéóç¤óôç óõíïëïèåùñßá ìéáò óõíÜñôçóçò f : A → B ìå ôï óýíïëï ôùí æåõãþí
{(x; y) ∈ A×B | f(x) = y} Ý÷åé èåùñçèåß ðñïâëçìáôéêÞ, åðåéäÞ Ý÷ïõìå Ýìöõôåò£ëåéôïõñãéêÝò¤ äéáéóèÞóåéò ãéá ôçí Ýííïéá ôçò óõíÜñôçóçò êáé ðïëëÝò öïñÝò ìå ôçëÝîç £óõíÜñôçóç¤ åííïïýìå Ýíáí £êáíüíá õðïëïãéóìïý¤. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí,ïé äýï óõíáñôÞóåéò óôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýòf(x; y) =ïñ (x+ y)2;g(x; y) =ïñ x2 + 2xy + y2ôáõôßæïíôáé óôç óõíïëïèåùñßá, åíþ óáí êáíüíåò õðïëïãéóìïý åßíáé ðñïöáíþòäéáöïñåôéêïß. Áõôü äå äçìéïõñãåß ðñüâëçìá áí îåêáèáñßóïõìå óôï íïõ ìáò üôéï £ïñéóìüò¤ 4.14 äåí áíôéêáèéóôÜ ôç äéáéóèçôéêÞ Ýííïéá ôçò óõíÜñôçóçò áëëÜìüíï ôçí áðåéêïíßæåé óôç óõíïëïèåùñßá, ðéóôÜ üóïí áöïñÜ ôéò ÷ñÞóåéò áõôÞò ôçòÝííïéáò óôç óõíïëïèåùñßá:8 ìðïñïýìå ôþñá íá ïñßóïõìå ôçí éóïðëçèéêüôçôáêáé ôç óõíèÞêç óýãêñéóçò ðëÞèïõò ÷ùñßò áíáöïñÜ óå áíôéêåßìåíá Ýîù áðü ôçíáîéùìáôéêÞ ìáò èåùñßá,A =c B ⇐⇒ïñ (∃f)[f : A�→ B] ⇐⇒ (A�→ B) 6= ∅;A ≤c B ⇐⇒ïñ (∃f)[f : A� B] ⇐⇒ (A� B) 6= ∅:A <c B ⇐⇒ïñ A ≤c B&A 6=c B:4.17. ¢óêçóç. Äåßîå áðü ôá áîéþìáôá üôé A =c B=⇒P(A) =c P(B), áíá-öÝñïíôáò ôá áîéþìáôá ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßò.4.18. ¢óêçóç. Äåßîå áðü ôá áîéþìáôá üôé áí A =c A′ êáé B =c B′, ôüôåA ]B =c A′ ]B′; A×B =c A′ ×B′; (A→ B) =c (A′ → B′):4.19. ÐëçèÜñéèìïé êáôÜ ôïí Cantor. Åßíáé êÜðùò åéñùíéêü ôï ãåãïíüò üôéìéá áðü ôéò ðëÝïí äýóêïëåò äéáéóèçôéêÝò Ýííïéåò íá áðåéêïíßóïõìå ðéóôÜ óôçóõíïëïèåùñßá åßíáé áõôÞ ôïõ ðëçèáñßèìïõ, ïðùóäÞðïôå áðü ôéò âáóéêüôåñåò ôïõèÝìáôüò ìáò. Ï Cantor ôçí åéóÞãáãå ôï 1895 óôï ßäéï äçìïóßåõìá áðü ôï ïðïßïáðïóðÜóáìå ôïí £ïñéóìü¤ ôïõ óõíüëïõ óôçí ÅéóáãùãÞ, ùò åîÞò:ÊÜèå óýíïëï A Ý÷åé ìéá êáèïñéóìÝíç `éó÷ý', ðïõ êáëïýìå ôïí `ðëçèÜ-ñéèìï' ôïõ A.Ìå ôï üíïìá `éó÷ý' Þ `ðëçèÜñéèìï' ôïõ A ïíïìÜæïõìå ôç ãåíéêÞ Ýííïéáðïõ áðïññÝåé áðü ôï óýíïëï A, üôáí ìå ôï óôï÷áóìü ìáò áðïóýñïõìåáðü ôá óôïé÷åßá x ôçí éäéáßôåñç öýóç ôïõò êáé ôç óåéñÜ ìå ôçí ïðïßáÝ÷ïõí äïèåß.

8Ôï áí ç äéáéóèçôéêÞ Ýííïéá ôçò óõíÜñôçóçò óáí õðïëïãéóôéêüò êáíüíáò ìðïñåß åðßóçòíá áðåéêïíéóôåß ðéóôÜ óôç óõíïëïèåùñßá åßíáé åíäéáöÝñïí ðñüâëçìá óôï ïðïßï äåí Ý÷åé äïèåßáêüìç ãåíéêÜ áðïäåêôÞ ëýóç.
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????ÄéÜãñáììá 4.3. ÊáôáóêåõÞ ôïõ |A| êáôÜ ôïí Cantor.Ôï áðïôÝëåóìá áõôÞò ôçò äéðëÞò ðñÜîçò áöáßñåóçò, ôïí ðëçèÜñéèìïôïõ A óõìâïëßæïõìå A. Åöüóïí êÜèå óôïé÷åßï x, áöïý áöáéñÝóïõìåôçí éäéáßôåñÞ ôïõ öýóç, ãßíåôáé ìéá `ìïíÜäá', ï ðëçèÜñéèìïò A åßíáé ÝíáóõãêåêñéìÝíï óýíïëï áðïôåëïýìåíï áðü ìïíÜäåò, êáé áõôüò ï áñéèìüòõðÜñ÷åé óôï íïõ ìáò ùò äéáíïçôéêÞ åéêüíá Þ ðñïâïëÞ ôïõ óõíüëïõ A.¸ðåéôá áðü êÜìðïóç óõæÞôçóç, ï Cantor óõìðåñáßíåé áðü áõôüí ôïí £ïñéóìü¤üôé ïé ðëçèÜñéèìïé éêáíïðïéïýí ôéò åðüìåíåò äýï âáóéêÝò óõíèÞêåò:A =c A;áí A =c B; ôüôå A = B:Ç ðñþôç áðü áõôÝò ðñïêýðôåé öõóéêÜ áðü ôçí Ýííïéá ôïõ Cantor: ç äéáäéêáóßááöáßñåóçò ôïõ óôï÷áóìïý ìáò ðïõ áíôéóôïé÷ßæåé óå êÜèå x ∈ A êÜðïéá £ìïíÜäá¤ux êáôáöáíþò ïñßæåé ìéá áíôéóôïé÷ßá x 7→ ux áíÜìåóá óôï A êáé ôï A. Ï Cantoräéêáéïëïãåß ôç äåýôåñç óõíèÞêç ìå Ýíáí ðåñéëçðôéêü óõëëïãéóìü, óôïí ïðïßï çöñÜóç-êëåéäß åßíáé ç åîÞò:ï A áíáðôýóóåôáé (áò ôï ðïýìå Ýôóé) áðü ôï A, ìå ôÝôïéï ôñüðï þóôåêÜèå óôïé÷åßï ôïõ A äçìéïõñãåß ìéáí åéäéêÞ ìïíÜäá.Ãéá íá öôÜóïõìå óôç äåýôåñç óõíèÞêç ìå ôÝôïéá åðé÷åéñÞìáôá ðñÝðåé íá äå÷ôïýìåüôé áõôÝò ïé £åéäéêÝò ìïíÜäåò¤ åîáñôþíôáé ìüíï áðü ôï £ðüóá ìÝëç¤ Ý÷åé ôï Aêáé ü÷é ôçí åéäéêÞ ôïõò öýóç, ðïõ êÜðùò ìïéÜæåé íá óôçñßæåôáé óå ìéá Ýííïéáðëçèéêüôçôáò êáé íá ïäçãåß óå öáýëï êýêëï, áëëÜ ïðùóäÞðïôå áõôÜ åßðå ïCantor.ÕðÜñ÷åé êáé ìéá ôñßôç, ðéï ôå÷íéêÞ éäéüôçôá ôùí ðëçèáñßèìùí ðïõ ï Cantor÷ñçóéìïðïéåß ÷ùñßò ó÷üëéï óôïí ïñéóìü êáé ôç ìåëÝôç ôåëåóôþí ðïõ äñïõí óåÜðåéñåò ïéêïãÝíåéåò óõíüëùí: ãéá êÜèå ïéêïãÝíåéá óõíüëùí E , ç êëÜóç ôùíðëçèáñßèìùí {X | X ∈ E} åßíáé óýíïëï. ¼ðùò êáé íá åñìçíåýóïõìå ôçí êáôá-óêåõÞ ôïõ Cantor, åßíáé ðåíôáêÜèáñï áð' áõôÜ ôé ðñÝðåé íá êÜíïõìå ãéá íá ôçíáðåéêïíßóïõìå ðéóôÜ óôç óõíïëïèåùñßá. ×ñçóéìïðïéïýìå ìïíôÝñíï óõìâïëéóìüáíôß ãéá ôï Ü÷áñï A ôïõ Cantor.4.20. Ðñüâëçìá ÁíÜèåóçò Ðëçèáñßèìùí: íá ïñßóïõìå óôçí êëÜóç üëùíôùí óõíüëùí Ýíáí ôåëåóôÞ |A| ìå ôéò éäéüôçôåò
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ÊåöÜëáéï 4. Ôá ðÜíôá óýíïëá; 47
A =c |A|;(C1) áí A =c B; ôüôå |A| = |B|;(C2) ãéá êÜèå ïéêïãÝíåéá óõíüëùí E , ôï {|X| | X ∈ E} åßíáé óýíïëï:(C3)Åßíáé äýóêïëï ðñüâëçìá êáé äåí ëýèçêå ìÝ÷ñé ôçí ðåñßïäï 1920{30, üôáí ôïÝëõóå ï von Neumann ìå ìéá êïìøÞ êáôáóêåõÞ ðïõ üìùò óôçñßæåôáé êáé óôáäýï áîéþìáôá ðïõ ìáò ëåßðïõí áêüìç, ôçò ÅðéëïãÞò êáé ôçò ÁíôéêáôÜóôáóçò.Èá åêèÝóïõìå ôç ëýóç ôïõ von Neumann óôï ÊåöÜëáéï 12, ìåôÜ áðü áñêåôÞðñïêáôáñêôéêÞ åñãáóßá. ÌÝ÷ñé ôüôå, ðáñáôçñïýìå üôé õðÜñ÷ïõí ðïëëïß ôåëå-óôÝò ðïõ éêáíïðïéïýí ôéò (C1) êáé (C3), ìåôáîý ôùí ïðïßùí êáé ï ôåôñéììÝíïò

|A| = A! Áõôü ðïõ åßíáé ëéãüôåñï åìöáíÝò åßíáé üôé áõôÝò ïé äýï áðëÝò éäéü-ôçôåò ôïõ ôåëåóôÞ |A| áñêïýí ãéá ôçí áíÜðôõîç ìéáò éêáíïðïéçôéêÞò èåùñßáòðëçèéêüôçôáò.4.21. ÐëçèÜñéèìïé. Êáëïýìå (áóèåíÞ) ôåëåóôÞ ðëçèéêüôçôáò ïðïéïíäÞðïôåïñéóôéêü ôåëåóôÞ óôá óýíïëá A 7→ |A| ðïõ éêáíïðïéåß ôçí (C1) êáé ôçí (C3),êáé éó÷õñü ôåëåóôÞ ðëçèéêüôçôáò áí åðéðëÝïí éêáíïðïéåß ôçí (C2). Ïé ðëç-èÜñéèìïé Þ ðëçèéêïß áñéèìïß (cardinal numbers) (ìå âÜóç êÜðïéïí äïóìÝíïôåëåóôÞ ðëçèéêüôçôáò) åßíáé ïé ôéìÝò ôïõ,Card(�) ⇐⇒ � ∈ Card ⇐⇒ïñ (∃A)[� = |A|]:(C4)4.22. ¢óêçóç. Äåßîå ðùò ãéá êÜèå ôåëåóôÞ ðëçèéêüôçôáò êáé ïðïéáäÞðïôåóýíïëá A;B,
|A| = |B|=⇒A =c B;Ýôóé ðïõ ôï áíôßóôñïöï ôïõ (C2) áëçèåýåé ãéá üëïõò ôïõò ôåëåóôÝò ðëçèéêüôçôáò,áêüìá êáé ãéá ôïõò áóèåíåßò.Êáèïñßæïõìå ôþñá Ýíáí (ðéèáíüí áóèåíÞ) ôåëåóôÞ ðëçèéêüôçôáò êáé ïñßæïõìåôéò áñéèìçôéêÝò ðñÜîåéò óôïõò ðëçèáñßèìïõò ùò åîÞò:�+ � =ïñ |� ] �| =c � ] �;� · � =ïñ |�× �| =c �× �;�� =ïñ |(�→ �)| =c (�→ �):Ïé ðñÜîåéò óå Üðåéñá óýíïëá ïñßæïíôáé áíÜëïãá,9

∑i∈I�i =ïñ |{(i; x) ∈ I ×⋃ i∈I�i | x ∈ �i}|;
∏i∈I�i =ïñ |∏i∈I�i|:Ç éäÝá åßíáé ðñïöáíÞò, ð.÷. ôï Üèñïéóìá �+� åßíáé £ï áñéèìüò ôùí óôïé÷åßùí¤ óôïóýíïëï üëùí ôùí áíôéêåéìÝíùí ðïõ ðñïÝñ÷ïíôáé áðü îÝíá ìåôáîý ôïõò áíôßãñáöáôùí � êáé �.

9ÐáñáäïóéáêÜ óõìâïëßæåôáé ôï Êáñôåóéáíü ãéíüìåíï óõíüëùí êáé ç ðñÜîç ðïëëáðëáóéá-óìïý áðåßñùí ðëçèáñßèìùí ìå ôï ßäéï êåöáëáßï Π, ÷ùñßò íá äçìéïõñãåßôáé óýã÷õóç.
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48 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÐáñáôçñïýìå ðùò ìüíï ìßá åðéëïãÞ õðÜñ÷åé ãéá ôïí |∅|,
0 =ïñ |∅| = ∅; (4-15)åðåéäÞ ìüíï ï ïñéóìüò |∅| = ∅ éêáíïðïéåß ôçí ∅ =c |∅|. Åßíáé åðßóçò âïëéêü íáåéóáãÜãïõìå ôïõò óõìâïëéóìïýò

1 =ïñ |{0}|; 2 =ïñ |{0; 1}| (4-16)þóôå íá ìðïñïýìå åýêïëá íá áíáöåñèïýìå óôïõò ðëçèáñßèìïõò êÜðïéïõ ìïíï-óõíüëïõ êáé êÜðïéïõ äéóõíüëïõ.4.23. ¢óêçóç. Ãéá üëá ôá óýíïëá A;B, |A ∪B| ≤c |A|+ |B|, êáéáí A ∩B = ∅; ôüôå |A ∪B| =c |A|+ |B|:4.24. ¢óêçóç. Ãéá üëïõò ôïõò ðëçèáñßèìïõò, áí �1 =c �2 êáé �1 =c �2, ôüôå�1 + �1 =c �2 + �2; �1 · �1 =c �2 · �2; ��1

1 =c ��2

2 :4.25. ÐëçèéêÞ áñéèìçôéêÞ. ºóùò öáßíåôáé êÜðùò áíüçôç ç äçìéïõñãßá èåù-ñßáò êÜðïéïõ áóèåíïýò ôåëåóôÞ ðëçèéêüôçôáò ðïõ ìðïñåß íá åßíáé êáé ï ôåôñéì-ìÝíïò |X| = X, áëëÜ ï óõìâïëéóìüò ôùí ðëçèáñßèìùí êáé ôùí áñéèìçôéêþíðñÜîåùí ðÜíù ôïõò ìáò åðéôñÝðåé íá åêöñÜóïõìå áðëÜ ðïëýðëïêåò £ó÷Ýóåéòéóïðëçèéêüôçôáò¤. Èåùñïýìå, ãéá ðáñÜäåéãìá, ôçí åîßóùóç�(�+�) =c �� · ��: (4-17)ÌïéÜæåé ðñïöáíÞò, áëçèåýåé êáôÜ ôçí ¢óêçóç 4.28, êáé åêöñÜæåé áêñéâþò ôïßäéï ãåãïíüò ìå ôçí
((� ] �)→ �) =c (�→ �)× (�→ �); (4-18)ðïëëïß èá Ýëåãáí áðëïýóôåñá. ÅðéðëÝïí:(1) ç óõóôçìáôéêÞ áíÜðôõîç êáíüíùí óáí ôïí (4-17) ïäçãåß óå ìéá ðëçèéêÞáñéèìçôéêÞ ðïõ åí êáéñþ ìáò õðïäåéêíýåé êáéíïýñéá (êáé ÷ñÞóéìá) ãåãïíüôáéóïäõíáìßáò êáô' áíáëïãßáí ìå ôç óõíçèéóìÝíç áñéèìçôéêÞ· êáé(2) üôáí åðéôÝëïõò êáôáóêåõÜóïõìå ôïí éó÷õñü ôåëåóôÞ ðëçèéêüôçôáò ôïõvon Neumann, èá Ý÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé üëåò ôéò åíäéáöÝñïõóåò éäéüôçôåò ôùíðëçèáñßèìùí ìå ôï =c óôç èÝóç ôïõ =: ôï ìüíï ðïõ èá ðáñáìÝíåé èá åßíáé íááöáéñÝóïõìå (óôï ìõáëü ìáò) ôï äåßêôç c áðü áðïôåëÝóìáôá ðïõ Þäç Ý÷ïõìåêáôáëÜâåé, ÷Üñç óôï áêüëïõèï óõìðÝñáóìá.4.26. ¢óêçóç. Áí ïñßóïõìå ôïõò ðëçèÜñéèìïõò ÷ñçóéìïðïéþíôáò éó÷õñü ôå-ëåóôÞ ðëçèéêüôçôáò, ôüôå ãéá üëïõò ôïõò ðëçèéêïýò áñéèìïýò �; �,
|�| = � êáé � =c � ⇐⇒ � = �: (4-19)Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôáõôüôçôåò ôçò ðëçèéêÞò áñéèìçôéêÞò, ÷ñçóéìïðïéïýìåóõóôçìáôéêÜ ôçí (C1) êáé ôéò éäéüôçôåò áíôéêáôÜóôáóçò ôçò ¢óêçóçò 4.18. Ãéá
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ÊåöÜëáéï 4. Ôá ðÜíôá óýíïëá; 49ðáñÜäåéãìá, ç ðñïóåôáéñéóôéêÞ éäéüôçôá ôçò ðëçèéêÞò ðñüóèåóçò äåß÷íåôáé ìåôïí õðïëïãéóìü:�+ (�+ �) =c � ] (�+ �) ïñéóìüò;
=c � ] (� ] �) ïñéóìüò, (C1) êáé 4.18;
=c (� ] �) ] � èÝëåé áðüäåéîç
=c (�+ �) + � áíáóôñÝöïíôáò ôá âÞìáôá:Ç ìáèçìáôéêÞ ïõóßá áõôïý ôïõ õðïëïãéóìïý åßíáé óôï âÞìá ìå ôçí Ýíäåéîç £èÝëåéáðüäåéîç¤, ðïõ ó' áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç åßíáé ðïëý åýêïëï:4.27. ¢óêçóç. Äåßîå üôé ãéá ïðïéáäÞðïôå ôñßá óýíïëá K;L;M ,K ] (L ]M) =c (K ] L) ]M:4.28. ¢óêçóç. Äåßîå ôçí (4-17), áðïäåéêíýïíôáò ðñþôá üôé ãéá ïðïéáäÞðïôåôñßá óýíïëá K;L;M ,áí L ∩M = ∅; ôüôå ((L ∪M)→ K) =c (L→ K)× (M → K):¼óïí áöïñÜ ôçí ðéï ôå÷íéêÞ éäéüôçôá (C3), áò èåùñÞóïõìå ôçí ôáõôüôçôá

|⋃ i∈IAi| =c ∑i∈I |Ai|; (4-20)ðïõ ïðùóäÞðïôå ðñÝðåé íá áëçèåýåé áí ôá óýíïëá óôçí ïéêïãÝíåéá (i 7→ Ai)i∈Iåßíáé îÝíá áíÜ äýï. Ðñéí ôçí áðïäåßîïõìå üìùò, ðñÝðåé íá ôçò äþóïõìå óáöÝòíüçìá, êáé ãé' áõôü ðñÝðåé íá âåâáéùèïýìå üôé ðñÜãìáôé õðÜñ÷åé óõíÜñôçóç
(i 7→ |Ai|), êáé ãéá íá áðïäåßîïõìå áõôü ÷ñåéáæüìáóôå ôçí (C3):4.29. ËÞììá. Ãéá êÜèå ïéêïãÝíåéá óõíüëùí A = (i 7→ Ai)i∈I õðÜñ÷åé óõíÜñ-ôçóç f : I → f [I] þóôå f(i) = |Ai| (i ∈ I):Áðüäåéîç. Áðü ôçí (C3) ìå

E = {Ai | i ∈ I} = A[I];õðÜñ÷åé óýíïëï W ðïõ ðåñéÝ÷åé êÜèå |Ai| ãéá i ∈ I, êáé èÝôïõìåf =ïñ {(i; w) ∈ I ×W | w = |Ai|}: aÐÜíôùò ôáõôüôçôåò óáí ôçí (4-20) ÷ñåéÜæïíôáé ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò ãéá íááðïäåé÷ôïýí, êáé åðïìÝíùò äåí èá Ý÷ïõìå ðïëëÝò åõêáéñßåò íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìåôçí (C3) ðñéí áðü ôï ÊåöÜëáéï 8.4.30. ÄïìçìÝíá óýíïëá (structured sets). Ôïðïëïãéêüò ÷þñïò åßíáé Ýíá óý-íïëï óçìåßùí X, óôï ïðïßï Ý÷åé ïñéóôåß êÜðïéá ôïðïëïãéêÞ äïìÞ ðïõ ðñïóäéï-ñßæåôáé áðü ìéá ïéêïãÝíåéá T õðïóõíüëùí ôïõ X ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò:1. ∅; X ∈ T .2. A;B ∈ T =⇒A ∩B ∈ T .3. Ãéá êÜèå ïéêïãÝíåéá E ⊆ T óõíüëùí óôçí T , ç Ýíùóç ⋃E åðßóçò áíÞêåéóôçí T .
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50 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÊÜèå ïéêïãÝíåéá óõíüëùí T ìå áõôÝò ôéò éäéüôçôåò êáëåßôáé ôïðïëïãßá, ìåáíïéêôÜ óýíïëá ôá ìÝëç ôçò êáé êëåéóôÜ óýíïëá ôá óõìðëçñþìáôÜ ôïõòó÷åôéêÜ ìå ôïí X, äçëáäÞ ôá óýíïëá ôçò ìïñöÞò X \G ìå ôï G áíïéêôü.ÔÝôïéåò Ýííïéåò óõíüëùí £ðñïéêéóìÝíùí¤ ìå äïìÞ âñßóêïõìå ðáíôïý óôá ìá-èçìáôéêÜ: õðÜñ÷ïõí ãñáöÞìáôá, ïìÜäåò, äéáíõóìáôéêïß ÷þñïé, ðïëëáðëüôçôåò,ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïé ÷þñïé ê.ëð. ê.ëð. Óå êáèåìéÜ áð' áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéòõðÜñ÷åé Ýíá óýíïëï X, ôõðéêÜ êáëïýìåíï £ï ÷þñïò¤, êáé Ýíá óýìðëåãìá ó÷å-ôéæüìåíùí áíôéêåéìÝíùí ðïõ åðéâÜëëïõí êÜðïéá äïìÞ óôï ÷þñï|óõíáñôÞóåéò,ïéêïãÝíåéåò, Üëëïé ÷þñïé ìå ôç äéêÞ ôïõò äïìÞ ê.ëð. Ï ôåëåóôÞò æåýãïõò ðñï-óöÝñåé Ýíáí áðëü ôñüðï íá áðåéêïíßóïõìå ðéóôÜ ôÝôïéåò Ýííïéåò óôç óõíïëïèåù-ñßá.ÄïìçìÝíï óýíïëï (Þ ÷þñïò) êáëåßôáé Ýíá æåýãïòU = (A;S); (4-21)üðïõ ôï A = Field(U) åßíáé óýíïëï, ôï ðåäßï ôïõ U , êáé S åßíáé ôõ÷üí áíôéêåß-ìåíï, ï óêåëåôüò (frame)10 ôïõ U .Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí, ôïðïëïãéêüò ÷þñïò åßíáé Ýíá äïìçìÝíï óýíïëï (X; T ),üðïõ ï óêåëåôüò T åßíáé ôïðïëïãßá óôï X, üðùò ôï ïñßóáìå áõôü ðéï ðÜíù.ÏìÜäá åßíáé Ýíá äïìçìÝíï óýíïëïU = (G; (e; ·)) (4-22)üðïõ e ∈ G, · : G × G → G åßíáé äéìåëÞò óõíÜñôçóç êáé éó÷ýïõí ôá áîéþìáôáïìÜäáò ôá ïðïßá åäþ äåí ìáò åíäéáöÝñïõí. ÐñïóÝîôå üôé ìå ôïí ïñéóìü ôçòôñéÜäáò (4-3), ï ïñéóìüò (4-22) åßíáé éóïäýíáìïò ôïõU = (G; e; ·): (4-23)Óõ÷íÜ ï óêåëåôüò äïìçìÝíïõ óõíüëïõ åßíáé n-Üäá áíôéêåéìÝíùí, êáé ôüôå ôïäïìçìÝíï óýíïëï åßíáé (n + 1)-Üäá ðïõ Ý÷åé ãéá ðñþôï óôïé÷åßï ôï ðåäßï. ÈáóõíáíôÞóïõìå ðïëëÜ ðáñáäåßãìáôá ôÝôïéùí äïìçìÝíùí óõíüëùí óôç óõíÝ÷åéá.¼ðùò óõíçèßæåôáé óôá ìáèçìáôéêÜ, èá ôáõôßæïõìå óõóôçìáôéêÜ Ýíá äïìçìÝíïóýíïëï ìå ôï ðåäßï ôïõ üôáí ï óêåëåôüò åßíáé ðñïöáíÞò Þ Üíåõ óçìáóßáò. ÃéáðáñÜäåéãìá, èá áíáöåñüìáóôå óôïí £ôïðïëïãéêü ÷þñï X¤ áíôß ãéá ôï åîåæçôç-ìÝíï £(X; T )¤, ìå £óçìåßá¤ ôá ìÝëç ôïõ X, £õðïóýíïëá¤ ôá õðïóýíïëá ôïõ Xê.ëð. Óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç, ôá ìÝëç åíüò äïìçìÝíïõ óõíüëïõ U åßíáé ôá ìÝëçôïõ ðåäßïõ ôïõ Field(U), x ∈ U ⇐⇒ïñ x ∈ Field(U); (4-24)ôá õðïóýíïëá ôïõ U åßíáé ôá õðïóýíïëá ôïõ Field(U) ê.ëð. ÐáñáôçñÞóôå üôéï óõìâáôéêüò óõìâïëéóìüò (4-24) äåí ìðïñåß íá ðñïêáëÝóåé óýã÷õóç: Ý÷ïõìå
10Ðéï ôáéñéáóôü èá Þôáí íá ïíïìÜæáìå ôï S ôç äïìÞ ôïõ ÷þñïõ (A;S), áëëÜ ç ëÝîç áõôÞ Ý÷åé÷ñçóéìïðïéçèåß ôüóï ðïëý óôç ËïãéêÞ êáé ôç Óõíïëïèåùñßá ðïõ åßíáé êáëýôåñï íá áðïöýãïõìåôçí áõóôçñÞ óýíäåóÞ ôçò ìå ìßá áêüìç Ýííïéá. Ìåñéêïß êáëïýí £äïìÝò¤ ôá áíôéêåßìåíá ðïõåäþ êáëïýìå £äïìçìÝíá óýíïëá¤, ôïõëÜ÷éóôïí üôáí áõôÜ åßíáé éäéáßôåñá áðëÜ.
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ÊåöÜëáéï 4. Ôá ðÜíôá óýíïëá; 51(óêüðéìá) áðïöýãåé íá ðñïóäéïñßóïõìå óõãêåêñéìÝíï ôåëåóôÞ æåýãïõò|êáé ìÜ-ëéóôá äåí Ý÷ïõìå áðïêëåßóåé ôçí ðéèáíüôçôá ôï æåýãïò (A;S) íá åßíáé Üôïìï(!)|þóôå ç ðñüôáóç x ∈ (A;S)äåí Ý÷åé íüçìá ìÝ÷ñéò üôïõ ôçí ïñßóïõìå, êáé ìüëéò ôþñá ôçí ïñßóáìå ìå ôçí (4-24).
ÐñïâëÞìáôá ãéá ôï ÊåöÜëáéï 4Ï ïñéóìüò ôïõ æåýãïõò óôçí áðüäåéîç ôïõ 4.2 áíáêáëýöèçêå áðü ôïí Ðï-ëùíü óõíïëïèåùñçôéêü êáé ôïðïëüãï Kuratowski. ÌåñéêÜ ÷ñüíéá íùñßôåñá, ïÁìåñéêáíüò áíáëýóôáò Wiener åß÷å âñåé ìéáí Üëëç, êÜðùò ðéï ðïëýðëïêç ëýóçóôï ðñüâëçìá ôïõ ïñéóìïý ôïõ æåýãïõò óôç óõíïëïèåùñßá.x4.1. (Wiener) Ïé éäéüôçôåò (OP1) êáé (OP2) óôï 4.1 éó÷ýïõí ìå ôïí åîÞòïñéóìü ôïõ æåýãïõò:

(x; y) =ïñ {{∅; {x}}; {{y}}}:x4.2. Ïé éäéüôçôåò (OP1) êáé (OP2) óôï 4.1 éó÷ýïõí ìå ôïí áêüëïõèï ïñéóìüôïõ æåýãïõò:
(x; y) =ïñ {{0; x}; {1; y}};üðïõ ôá 0; 1 åßíáé äýï äéáêåêñéìÝíá áíôéêåßìåíá, óáí áõôÜ ðïõ ïñßæïíôáé áðüôçí (4-16). Õðüäåéîç. Õðïëüãéóå ôá (0; 0); (0; 1); (1; 1) êáé (1; 0) (ìå áõôü ôïæåýãïò) ãéá íá äåéò ôé óõìâáßíåé, êáé ôüôå äéÜêñéíå ðåñéðôþóåéò, áíÜëïãá ìå ôïáí x = y Þ x 6= y.x4.3. Äåßîå áðü ôá áîéþìáôá üôé ãéá üëá ôá óýíïëá A;B;C,

((A×B)→ C) =c (A→ (B → C)):x4.4. Äåßîå áðü ôá áîéþìáôá ôï èåþñçìá ôïõ Cantor 2.21, üôé ãéá êÜèå óýíïëïA, A <c P(A). Ðïéá áîéþìáôá ÷ñåéÜæïíôáé;x4.5. Ç äéìåëÞò ó÷Ýóç ∼ ⊆ (A × A) åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôï A ôüôå êáéìüíïí áí õðÜñ÷åé óýíïëï Q êáé åðéìïñöéóìüò� : A→→ Q (4-25)Ýôóé þóôå x ∼ y ⇐⇒ �(x) = �(y): (4-26)Áí éó÷ýïõí ïé (4-25) êáé (4-26), êáëïýìå ôï Q ðçëßêï ôïõ A áðü ôçí ∼êáé ôïí � ðñïóäéïñéóôéêü ïìïìïñöéóìü Þ áðëïýóôåñá ðñïóäéïñéóìü ôçò ∼.Óôçí áðüäåéîç ôïõ 4.12 êáôáóêåõÜóáìå ôï ðçëßêï [[A=∼]] êáé ôïí ðñïóäéïñéóìü
(x 7→ [x=∼]), áëëÜ óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò õðÜñ÷ïõí Üëëá ðçëßêá ðïõ âïçèïýíðåñéóóüôåñï ôçí êáôáíüçóç ôçò äïìÞò ôçò óõãêåêñéìÝíçò ó÷Ýóçò éóïäõíáìßáò.
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ÄéÜãñáììá 4.4.x4.6. ÕðïèÝôïõìå üôé ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôï A êáé ç � : A → Aåßíáé óõíÜñôçóç ðïõ éêáíïðïéåß ôçíx ∼ y=⇒�(x) = �(y) ∈ [x=∼]:Äåßîå üôé ç � åßíáé ðñïóäéïñéóìüò ðïõ öáíåñþíåé üôé ç åéêüíá ôçò �[A] ⊆ Aåßíáé ðçëßêï ôïõ A áðü ôçí ∼.x4.7. ¸óôù x0 ∈ A óôïé÷åßï êÜðïéïõ óõíüëïõ êáé üñéóå óôï óõíáñôçóéáêü÷þñï (A→ B) ôç ó÷Ýóç f ∼ g ⇐⇒ïñ f(x0) = g(x0):Äåßîå üôé ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôï ÷þñï (A → B), êáé âñåò Ýíáíðñïóäéïñéóìü � : (A → B) →→ B ðïõ öáíåñþíåé üôé ôï B åßíáé ðçëßêï ôïõ

(A→ B) áðü ôçí ∼.x4.8. ¸óôù x0 6= x1 äýï äéáöïñåôéêÜ ìÝëç åíüò óõíüëïõ A. Íá ïñßóåéò ðñïó-äéïñéóìü ðïõ öáíåñþíåé üôé ôï (B×B) åßíáé ðçëßêï ôïõ (A→ B) áðü ôç ó÷Ýóçéóïäõíáìßáò f ∼ g ⇐⇒ïñ f(x0) = g(x0) & f(x1) = g(x1):x4.9. ¸óôù ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ∼ óôï óýíïëï A êáé f : A → A óõíÜñôçóçðïõ óÝâåôáé ôçí ∼, äçëáäÞ x ∼ y=⇒ f(x) ∼ f(y):¸óôù Q ïðïéïäÞðïôå ðçëßêï ôïõ A áðü ôçí ∼. Äåßîå üôé õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßáóõíÜñôçóç f∗ : Q→ Q ôÝôïéá þóôå ôï ÄéÜãñáììá 4.4 íá åßíáé áíôéìåôáèåôéêü,äçëáäÞ �f = f∗�, f∗(�x) = �(f(x)); (x ∈ A);üðïõ ç � : A→ Q åßíáé ï ðñïóäéïñéóìüò.x4.10. Ãéá üëïõò ôïõò ðëçèáñßèìïõò �; �; �,�+ 0 =c �; � · 0 =c 0; � · 1 =c �:x4.11. Ãéá üëïõò ôïõò ðëçèáñßèìïõò �; �; �,�+ (�+ �) =c (�+ �) + �;�+ � =c �+ �:
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ÊåöÜëáéï 4. Ôá ðÜíôá óýíïëá; 53x4.12. Ãéá üëïõò ôïõò ðëçèáñßèìïõò �; �; �,� · (� · �) =c (� · �) · �;� · � =c � · �;� · (�+ �) =c � · �+ � · �:x4.13. Ãéá üëïõò ôïõò ðëçèáñßèìïõò �, |P(�)| =c 2�.x4.14. Ãéá üëïõò ôïõò ðëçèáñßèìïõò �; �; �,�0 =c 1; �1 =c �; �2 =c � · �:x4.15. Ãéá üëïõò ôïõò ðëçèáñßèìïõò �; �; �,
(� · �)� =c �� · ��;�(�+�) =c �� · ��;

(��)� =c ��·�:x4.16. Ãéá üëïõò ôïõò ðëçèáñßèìïõò �; �; �� ≤c � =⇒ �+ � ≤c �+ �;� ≤c � =⇒ � · � ≤c � · �;� ≤c � =⇒ �� ≤c �� (� 6= 0);� ≤c � =⇒ �� ≤c ��:Ãéá ðïéÝò ôéìÝò ôùí �; � äåí éó÷ýåé ç ôñßôç óõíåðáãùãÞ üôáí � = 0;Ðñïóï÷Þ! ¼ðùò èá äïýìå áñãüôåñá, ïé áëãåâñéêÝò ðñÜîåéò äå óÝâïíôáéðÜíôá ôéò áõóôçñÝò áíéóüôçôåò áíÜìåóá óå Üðåéñïõò ðëçèéêïýò áñéèìïýò. ÃéáðáñÜäåéãìá, ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå� <c �; áëëÜ �+ � =c �+ �:x4.17. Ãéá üëá ôá óýíïëá A, B êáé üëïõò ôïõò ðëçèáñßèìïõò �, �,
∏i∈AB = (A→ B); ∏i∈�� = ��:x4.18. Áí a 6= b åßíáé äéáöïñåôéêÜ áíôéêåßìåíá êáé �a, �b åßíáé ðëçèÜñéèìïé,äåßîå üôé �a + �b =c ∑i∈{a;b}�i;�a · �b =c ∏i∈{a;b}�i:x4.19. Ãéá êÜèå ïéêïãÝíåéá ðëçèáñßèìùí ìå äåßêôåò� ·∑i∈I�i =c ∑i∈I� · �i:x4.20. Äåßîå üôé � · � = 0 ⇐⇒ � = 0 ∨ � = 0: Åðßóçò äåßîå ìéá áðü ôéòêáôåõèýíóåéò ôçò éóïäõíáìßáò
∏i∈I�i = 0 ⇐⇒ (∃i ∈ I)[�i = 0]: (4-27)(Áí Ýäåéîåò êáé ôéò äýï êáôåõèýíóåéò ôçò (4-27), øÜîå íá âñåéò ôï ëÜèïò óïõ,åðåéäÞ ç ìßá áðü ôéò äýï êáôåõèýíóåéò ÷ñåéÜæåôáé ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò.)
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54 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáx4.21. Ï ïñéóìüò ôçò éóïäõíáìßáò êáôÜ ôïí Zermelo 3.28 óõìðßðôåé ìå ôçíéóïðëçèéêüôçôá üðùò ôçí ïñßóáìå, äçëáäÞ:A =c B ⇐⇒ A ∼Z B:Ï ïñéóìüò 2.6 ôùí áðåßñùí êáé ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí ÷ñçóéìïðïéåß ôï óý-íïëï N ôùí öõóéêþí êáé äåí ìðïñïýìå íá ìåëåôÞóïõìå áõôÝò ôéò Ýííïéåò áîéù-ìáôéêÜ ðñéí äþóïõìå Ýíáí áîéùìáôéêü ïñéóìü ôïõ N. ÕðÜñ÷åé üìùò êáé ÝíáòÜëëïò áðëïýóôåñïò ïñéóìüò áõôþí ôùí åííïéþí ðïõ ìðïñïýìå íá ôïí äþóïõìåôþñá, êáé ôïí ïðïßï èá áðïäåßîïõìå áñãüôåñá éóïäýíáìï ôïõ 2.6.4.31. Ïñéóìüò. Ôï óýíïëï A åßíáé Üðåéñï êáôÜ ôïí Dedekind áí õðÜñ÷åéìïíïìïñöéóìüò f : A� B ( Aáðü ôï A óå êÜðïéï ãíÞóéï õðïóýíïëï ôïõ åáõôïý ôïõ. Áí ôï A äåí åßíáéDedekind-Üðåéñï, ôüôå åßíáé Dedekind-ðåðåñáóìÝíï.x4.22. Áí ôï A åßíáé Üðåéñï êáôÜ ôïí Dedekind êáé A =c B, ôüôå êáé ôï Båßíáé Üðåéñï êáôÜ ôïí Dedekind.x4.23. Áí ôï A åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáôÜ ôïí Dedekind, ôüôå êáé êÜèå õðïóýíïëïôïõ A åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáôÜ ôïí Dedekind.x4.24. ÊÜèå óýíïëï I ðïõ éêáíïðïéåß ôéò óõíèÞêåò
∅ ∈ I; (∀x)[x ∈ I =⇒{x} ∈ I]åßíáé Üðåéñï êáôÜ ôïí Dedekind.Ïé ðåñéóóüôåñåò éäéüôçôåò ôùí Dedekind-ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí ÷ñåéÜæïíôáéôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò ãéá ôçí áðüäåéîÞ ôïõò. Ç åðüìåíç ìðïñåß íá áðïäåé÷èåßôþñá, áëëÜ ÷ñåéÜæåôáé áñêåôÞ óêÝøç.

∗ x4.25. Áí ôï A åßíáé Dedekind-ðåðåñáóìÝíï êáé t =∈ A, ôüôå ôï A ∪ {t} åßíáéåðßóçò Dedekind-ðåðåñáóìÝíï. Õðüäåéîç. ÕðÝèåóå üôé ç � : A∪{t}� A∪{t}áöÞíåé êÜðïéï óçìåßï ôïõ A ∪ {t}, êáé èåþñçóå ðåñéðôþóåéò áíÜëïãá ìå ôï áíáõôü åßíáé ôï t· Þ �(t) = t· Þ £áëëéþò¤, êé åäþ åßíáé ðïõ ÷ñåéÜæåôáé óêÝøç.Ç êëáóéêÞ áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò Schr�oder-Bernstein 2.26 ÷ñçóéìïðïéåßåðáãùãÞ óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò êáé äåí ìðïñïýìå íá ôç äéêáéïëïãÞóïõìåáîéùìáôéêÜ ôþñá. Óôéò åðüìåíåò äýï áóêÞóåéò óêéáãñáöïýìå ìéá ôåëåßùò äéá-öïñåôéêÞ áðüäåéîç (ôïõ Zermelo) ãé' áõôü ôï âáóéêü èåþñçìá, êÜðùò äõóíüçôç,áëëÜ åðßóçò êïìøÞ, óýíôïìç êáé ÷ùñßò ìíåßá ôùí öõóéêþí.
∗ x4.26. Áí A′ ⊆ B ⊆ A êáé A =c A′, ôüôå åðßóçò A =c B. Õðüäåéîç. ¸óôùf : A�→ A′ áíôéóôïé÷ßá ðïõ öáíåñþíåé üôé A =c A′ êáéQ = B \ f [A]ç £Ýëëåéøç¤ ôïõ B áðü ôçí åéêüíá f [A]. Ïñßæïõìå ôçí ïéêïãÝíåéá õðïóõíüëùíôïõ A

T = {X | Q ∪ f [X] ⊆ X}
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A B f [T ]

f [A]

ÄéÜãñáììá 4.5. Èåþñçìá Schr�oder-Bernstein êáôÜ ôïí Zermelo.êáé åðáëçèåýïõìå ðñþôá üôé ç ôïìÞT =ïñ ⋂T ∈ T ;þóôå Q ∪ f [T ] ⊆ T . ÊÜðùò ðéï äýóêïëç åßíáé ç áðüäåéîç üôé ðñÜãìáôé T =Q ∪ f [T ]· áõôÞ ç éóüôçôá üìùò óõíåðÜãåôáé üôéB = T ∪ (f [A] \ f [T ]);ðïõ ôåëåéþíåé ôçí áðüäåéîç, áöïý ôá T êáé (f [A] \ f [T ]) åßíáé îÝíá óýíïëá êáéç ÝíùóÞ ôïõò åßíáé (åýêïëá ðéá) éóïðëçèéêÞ ìå ôï A.
∗ x4.27. Äåßîå ôï èåþñçìá Schr�oder-Bernstein áðü ôá áîéþìáôá, ÷ñçóéìïðïéþ-íôáò ôï Ðñüâëçìá x4.26. Õðüäåéîç. Áí f : A� C êáé g : C � A, ôüôåA =c gf [A] ⊆ g[C] ⊆ A; g[C] =c C:
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 5
ÏÉ ÖÕÓÉÊÏÉ ÁÑÉÈÌÏÉ

Ç âáóéêÞ äéáéóèçôéêÞ êáôáíüçóç ðïõ Ý÷ïõìå ãéá ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò åßíáéüôé õðÜñ÷åé Ýíáò (åëÜ÷éóôïò) áñéèìüò 0, üôé êÜèå áñéèìüò n Ý÷åé Ýíáí (áìÝóùò)åðüìåíï Sn, êáé üôé áí îåêéíÞóïõìå ìå ôï 0 êáé êáôáóêåõÜóïõìå äéáäï÷éêÜ ôïíåðüìåíï ôïõ êÜèå áñéèìïý
0; S0 = 1; S1 = 2; S2 = 3; : : :åð' Üðåéñïí, ôüôå èá áðáñéèìÞóïõìå üëïõò ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò. Óôï ðëáß-óéï ôçò óõíïëïèåùñßáò, áõôÞ ç äéáßóèçóç åêöñÜæåôáé áðü ôïí åîÞò áîéùìáôéêüïñéóìü:5.1. Ïñéóìüò. Óýóôçìá Peano Þ óýóôçìá öõóéêþí áñéèìþí åßíáé Ýíá äï-ìçìÝíï óýíïëï

(N; 0; S) = (N; (0; S))ðïõ éêáíïðïéåß ôéò åîÞò óõíèÞêåò.1. Ôï N åßíáé óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï óôïé÷åßï 0, 0 ∈ N.2. Ç S åßíáé óõíÜñôçóç óôï N, S : N→ N.3. Ç S åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, Sn = Sm=⇒n = m.4. Ãéá êÜèå n ∈ N, Sn 6= 0.5. Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò (Induction Principle). Ãéá êÜèå X ⊆ N,
[0 ∈ X & (∀n ∈ N)[n ∈ X =⇒Sn ∈ X]]=⇒X = N:Ïé ðñïöáíåßò áõôÝò éäéüôçôåò ôùí áñéèìþí êáëïýíôáé áîéþìáôá ôïõ Peano,ðñïò ôéìÞí ôïõ Éôáëïý ëïãéêïý êáé ìáèçìáôéêïý ðïõ ðñþôïò ôá ðñüôåéíå óáíáîéùìáôéêÞ âÜóç ãéá ôç èåùñßá áñéèìþí. Ôï ðéï óçìáíôéêü áðü áõôÜ åßíáé çÁñ÷Þ ÅðáãùãÞò, ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ÷áñáêôçñéóôéêÜ óôï åðüìåíï ëÞììá.5.2. ËÞììá. Óå Ýíá óýóôçìá öõóéêþí áñéèìþí (N; 0; S), êÜèå óôïé÷åßï n 6= 0åßíáé åðüìåíïò, áí n 6= 0; ôüôå (∃m ∈ N)[n = Sm];êáé ãéá êÜèå n, Sn 6= n.Áðüäåéîç. Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôçí ðñþôç ðñüôáóç ìå ôçí Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò,áñêåß íá äåßîïõìå üôé ôï óýíïëïX = {n ∈ N | n = 0 ∨ (∃m ∈ N)[n = Sm]}57



58 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáéêáíïðïéåß ôéò óõíèÞêåò
0 ∈ X; (∀n ∈ N)[n ∈ X =⇒Sn ∈ X];ðïõ åßíáé êáé ïé äýï ðñïöáíåßò áðü ôïí ïñéóìü ôïõ X. Ìå ôïí ßäéï ôñüðï,ãéá ôç äåýôåñç ðñüôáóç áñêåß íá åðáëçèåýóïõìå üôé S0 6= 0 (ðïõ éó÷ýåé åðåéäÞãåíéêÜ, Sn 6= 0) êáé üôé Sn 6= n=⇒SSn 6= Sn: áõôü éó÷ýåé åðåéäÞ ç S åßíáéÝíá-ðñïò-Ýíá, Ýôóé ðïõ SSn = Sn=⇒Sn = n. aÄåí åßíáé âÝâáéá ðñïöáíÝò üôé ç áñéèìïèåùñßá, Ýíáò áðü ôïõò ðéï ðëïýóéïõòêáé áíáðôõãìÝíïõò êëÜäïõò ôùí ìáèçìáôéêþí, ìðïñåß íá ïéêïäïìçèåß ìå âÜóçáõôÜ ôá ðÝíôå áðëÜ áîéþìáôá, êáé ðñÜãìáôé äåí öôÜíïõí, ÷ñåéÜæåôáé êáé ç èåù-ñßá óõíüëùí ðïõ (óôç äéáéóèçôéêÞ ôçò ìïñöÞ) ï Peano ôç èåùñïýóå äåäïìÝíç,óáí ìÝñïò ôçò £ëïãéêÞò¤. Èá äåßîïõìå åäþ üôé ôá áîéþìáôá ðñÜãìáôé óõíå-ðÜãïíôáé ôïõëÜ÷éóôïí ôéò ðñþôåò âáóéêÝò éäéüôçôåò (áõôÝò ðïõ ÷ñåéáæüìáóôå)ôçò ðñüóèåóçò, ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý êáé ôçò äéÜôáîçò ôùí áñéèìþí. ÅðéðëÝïí,ïé áðïäåßîåéò ðïõ èá äþóïõìå åßíáé ÷áñáêôçñéóôéêÜ äåßãìáôá ôçò ÷ñÞóçò ôùíáîéùìÜôùí óôá ðéï ðñï÷ùñçìÝíá ìÝñç ôçò èåùñßáò áñéèìþí.Áí ç áñéèìïèåùñßá ìðïñåß íá èåìåëéùèåß ìå âÜóç ôá áîéþìáôá ôïõ Peano, ôüôåãéá íá ôçí áðåéêïíßóïõìå ðéóôÜ óôç èåùñßá óõíüëùí áñêåß íá áðïäåßîïõìå ôáåðüìåíá äýï èåùñÞìáôá.5.3. Èåþñçìá (¾ðáñîç ôùí öõóéêþí áñéèìþí). ÕðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáóýóôçìá Peano (N; 0; S).5.4. Èåþñçìá (Ìïíáäéêüôçôá ôùí öõóéêþí áñéèìþí). Áí ôá (N1; 01; S1)êáé (N2; 02; S2) åßíáé óõóôÞìáôá Peano, ôüôå õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá áíôéóôïé÷ßá� : N1 �→ N2ðïõ éêáíïðïéåß ôéò åîéóþóåéò�(01) = 02;�(S1n) = S2�(n); (n ∈ N1):Ìéá áíôéóôïé÷ßá � ðïõ éêáíïðïéåß áõôÝò ôéò åîéóþóåéò ëÝãåôáé éóïìïñöéóìüòôïõ (N1; 01; S1) ìå ôï (N2; 02; S2), äçëáäÞ óõíïðôéêÜ ôï èåþñçìá âåâáéþíåé üôéüëá ôá óõóôÞìáôá Peano åßíáé (ìå ìïíáäéêü ôñüðï) éóïìïñöéêÜ áíÜ äýï.Ôï Èåþñçìá ¾ðáñîçò åßíáé ðïëý áðëü êáé èá ôï áðïäåßîïõìå áìÝóùò.5.5. Áðüäåéîç ôçò ýðáñîçò ôùí öõóéêþí áñéèìþí, 5.3. Áðü ôï ÁîßùìáÁðåßñïõ (VI) îÝñïõìå üôé õðÜñ÷åé Ýíá óýíïëï I ôÝôïéï þóôå

∅ ∈ I;
(∀n)[n ∈ I =⇒{n} ∈ I]:×ñçóéìïðïéþíôáò áõôü ôï I, ïñßæïõìå ðñþôá ôçí ïéêïãÝíåéá óõíüëùí

I = {X ⊆ I | ∅ ∈ X & (∀n)[n ∈ X =⇒{n} ∈ X]}Ýôóé þóôå ðñïöáíþò I ∈ I, êáé èÝôïõìå
N =

⋂ I; 0 = ∅; S = {(n;m) ∈ N× N | m = {n}}:
ÐñïêáôáñôêôéêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜôç ëÜèç, ÌÜñôéïò 2007



ÊåöÜëáéï 5. Ïé öõóéêïß áñéèìïß 59

0 1 2 3 : : :6

a f(1) f(3)
1

s
3 s

h h h: : :
� h

f(2)

h
ÄéÜãñáììá 5.1. Ôï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò.Ãéá íá ôåëåéþóïõìå ôçí áðüäåéîç áñêåß íá äåßîïõìå üôé áõôÞ ç ôñéÜäá (N; 0; S)åßíáé óýóôçìá Peano. Êáôáñ÷Þí N ∈ I, åðåéäÞ X ∈ I =⇒∅ ∈ X êáé åðïìÝíùò

∅ ∈ ⋂I = N êáé ìå ôïí ßäéï óõëëïãéóìü,n ∈ N=⇒ (∀X ∈ I)[n ∈ X]=⇒ (∀X ∈ I)[{n} ∈ X]=⇒{n} ∈ N:Áõôü óõíåðÜãåôáé áìÝóùò ôá ðñþôá äýï áîéþìáôá ôïõ Peano, ôá åðüìåíá äýïáëçèåýïõí åðåéäÞ (ãåíéêÜ, ãéá üëá ôá n, m) {n} = {m}=⇒n = m êáé {n} 6= ∅,êáé ç Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò Ýðåôáé áìÝóùò áðü ôïí ïñéóìü ôïõ N óáí ôïìÞ. aÇ áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò Ìïíáäéêüôçôáò 5.4 óôçñßæåôáé óôï åîÞò èåìå-ëéáêü èåþñçìá ôçò áîéùìáôéêÞò áñéèìïèåùñßáò.5.6. Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï (N; 0; S) åßíáé óýóôçìáPeano, ôï E åßíáé óýíïëï, a ∈ E, êáé ç h : E → E åßíáé óõíÜñôçóç: õðÜñ÷åéôüôå ìßá êáé ìüíï ìßá óõíÜñôçóç f : N→ E ðïõ éêáíïðïéåß ôéò ôáõôüôçôåòf(0) = a;f(Sn) = h(f(n)) (n ∈ N):Ôï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò äéêáéïëïãåß ôïí óõíçèéóìÝíï ôñüðï ìå ôïí ïðïßïïñßæïõìå óõíáñôÞóåéò óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò áíáäñïìéêÜ11 (Þ åðáãùãéêÜ):äçëáäÞ ãéá íá ïñßóïõìå ôçí f : N → E, ðñïóäéïñßæïõìå áðáñ÷Þò ôçí ôéìÞf(0) = a êáé äßíïõìå ìéá óõíÜñôçóç h : E → E ðïõ ðñïóäéïñßæåé ôçí ôéìÞ f(Sn)ôçò f óå êÜèå åðüìåíï áñéèìü Sn áðü ôçí ôéìÞ f(n) ôçò f óôïí ðñïçãïýìåíüôïõ n: f(Sn) = h(f(n)). Ç äéáéóèçôéêÞ êáôáíüçóç ôùí öõóéêþí áñéèìþí ðïõðåñéãñÜøáìå ðéï ðÜíù ðñïöáíþò äéêáéïëïãåß ôÝôïéïõò ïñéóìïýò, êáé åðïìÝíùòðñÝðåé íá ôïõò äéêáéïëïãÞóïõìå êáé óôçí áîéùìáôéêÞ áñéèìïèåùñßá.Ðñéí áðïäåßîïõìå ôï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò èá ôï ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôçí åðü-ìåíç áðüäåéîç ðïõ åßíáé ÷áñáêôçñéóôéêü ðáñÜäåéãìá ôçò ÷ñÞóçò ôïõ.
11Ïé ëÝîåéò £áíáäñïìÞ¤ êáé £åðáãùãÞ¤ ðïëëÝò öïñÝò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óõíþíõìá óôá ìá-èçìáôéêÜ. Åäþ èá áêïëïõèÞóïõìå ôçí ðéï óýã÷ñïíç ÷ñÞóç ôùí üñùí ðïõ äéá÷ùñßæåé áíáäñï-ìéêïýò ïñéóìïýò áðü åðáãùãéêÝò áðïäåßîåéò.
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60 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá5.7. Áðüäåéîç ôçò ìïíáäéêüôçôáò ôùí öõóéêþí áñéèìþí, 5.4. ÕðïèÝôïõìåüôé ôá (N1; 01; S1) êáé (N2; 02; S2) åßíáé óõóôÞìáôá Peano. Áðü ôï ÈåþñçìáÁíáäñïìÞò óôï (N1; 01; S1) ìå E = N2, a = 02, h = S2, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßáóõíÜñôçóç � : N1 → N2 ðïõ éêáíïðïéåß ôéò åîéóþóåéò�(01) = 02;�(S1n) = S2�(n) (n ∈ N1);êáé õðïëåßðåôáé ìüíï íá áðïäåßîïõìå üôé áõôÞ ç � åßíáé (Ýíá-ðñïò-Ýíá) áíôéóôïé-÷ßá.(1) Ç � åßíáé åðéìïñöéóìüò, � : N1 →→ N2. Ðñïöáíþò 02 ∈ �[N1] áöïý
02 = �(01), êáém ∈ �[N1] =⇒ (∃n ∈ N1)[m = �(n)]=⇒ (∃n ∈ N1)[S2m = S2�(n) = �(S1n)]=⇒ S2m ∈ �[N1];óõíåðþò, áðü ôçí Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò óôï (N2; 02; S2), �[N1] = N2.(2) Ç � åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, � : N1 � N2. Áñêåß íá åëÝãîïõìå üôé áíèÝóïõìå X = {n ∈ N1 | (∀m ∈ N1)[�(m) = �(n)=⇒m = n]};ôüôå

01 ∈ X; n ∈ X =⇒S1n ∈ X;ãéáôß ìáæß ìå ôçí Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò óôï (N1; 01; S1), ïé ðñïôÜóåéò áõôÝò óõíå-ðÜãïíôáé üôé X = N1, äçëáäÞ üôé ç � åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. Ãéá ôçí ðñþôçóõíèÞêç, m 6= 01 =⇒ m = S1m′ ãéá êÜðïéï m′ áðü ôï ËÞììá 5.2=⇒ �(m) = �(S1m′) = S2�(m′) 6= 02;Üñá áí �(m) = �(01) = 02, ôüôå m = 01 êáé 01 ∈ X. Ãéá ôç äåýôåñç óõíèÞêç,áñêåß íá äåßîïõìå üôén ∈ X &�(m) = �(S1n)=⇒m = S1n:Ç õðüèåóç ìáò äßíåé �(m) = �(S1n) = S2�(n) 6= 02;ðïõ óõíåðÜãåôáé üôé m 6= 01, áöïý �(01) = 02 êáé 01 ∈ X. Áðü ôï ËÞììá 5.2êáé ðÜëé, m = S1m′ ãéá êÜðïéï m′ ∈ N1,�(m) = �(S1m′) = S2�(m′)êáé ç õðüèåóç �(m) = �(S1n) ìáò äßíåéS2�(m′) = S2�(n);ðïõ óõíåðÜãåôáé �(m′) = �(n). Áõôü ðÜëé óõíåðÜãåôáé m′ = n åðåéäÞ n ∈ X,ïðüôå m = S1m′ = S1n, áõôü ðïõ èÝëáìå. a
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ÊåöÜëáéï 5. Ïé öõóéêïß áñéèìïß 615.8. Áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò ÁíáäñïìÞò, 5.6. Ìå ôéò õðïèÝóåéò ôïõ èåù-ñÞìáôïò, ïñßæïõìå ðñþôá ôï óýíïëï A üëùí ôùí ðñïóåããßóåùí ôçò óõíÜñôçóçòðïõ èÝëïõìå íá êáôáóêåõÜóïõìå:p ∈ A ⇐⇒ïñ Function(p) (5-1)
&Domain(p) ⊆ N & Image(p) ⊆ E
& 0 ∈ Domain(p) & p(0) = a
& (∀n ∈ N)[Sn ∈ Domain(p)=⇒n ∈ Domain(p) & p(Sn) = h(p(n))]:Ìå ëüãéá, êÜèå p ∈ A åßíáé óõíÜñôçóç ìå ðåäßï ïñéóìïý Ýíá õðïóýíïëï ôïõ

N êáé ôéìÝò óôï E· áðü ôçí ôñßôç ðñüôáóç ôï Domain(p) ðåñéÝ÷åé ôï 0· êáé çôåëåõôáßá óõíåðÜãåôáé üôé ôï Domain(p) £åßíáé êëåéóôü ðñïò ôá êÜôù¤, äçëáäÞáí Sn ∈ Domain(p), ôüôå n ∈ Domain(p), êáé ç ôéìÞ p(Sn) êáèïñßæåôáé áðü ôïp(n). ÌåñéêÜ ðáñáäåßãìáôá ðñïóåããßóåùí åßíáé ôá
{(0; a)}; {(0; a); (S0; f(a))}; {(0; a); (S0; f(a)); (SS0; f(f(a)))}; : : :ôá ïðïßá õðïäåéêíýïõí ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï £÷ôßæåôáé¤ ç æçôïýìåíç óõíÜñôçóçâÞìá-ðñïò-âÞìá áðü ôïí áíáäñïìéêü ïñéóìü. Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôï èåþñçìá,ðñÝðåé íá äåßîïõìå (áõóôçñÜ áðü ôá áîéþìáôá, ÷ùñßò £ : : : ¤ Þ £ê.ëð.¤) üôé õðÜñ÷åéáêñéâþò ìßá ðñïóÝããéóç ìå ðåäßï ïñéóìïý ïëüêëçñï ôï N.ËÞììá. Ãéá üëá ôá p; q ∈ A êáé n ∈ N,n ∈ Domain(p) ∩Domain(q)=⇒ p(n) = q(n):Áðüäåéîç. Ôï óýíïëïX = {n ∈ N | (∀p; q ∈ A)

[n ∈ Domain(p) ∩Domain(q)=⇒ p(n) = q(n)
]

}ðñïöáíþò ðåñéÝ÷åé ôï 0, áöïý ãéá êÜèå p ∈ A, p(0) = a. Áín ∈ X & p ∈ A& q ∈ A&Sn ∈ Domain(p) ∩Domain(q);ôüôå p(Sn) = h(p(n)) åðåéäÞ p ∈ A;
= h(q(n)) åðåéäÞ p(n) = q(n);
= q(Sn) åðåéäÞ q ∈ A;þóôå áí n ∈ X, ôüôå Sn ∈ X. Áðü ôçí Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò Ýðåôáé üôé X = N êáéôï ËÞììá áëçèåýåé. a (ËÞììá)Ôï ËÞììá óõíåðÜãåôáé áìÝóùò üôé ôï ðïëý ìßá óõíÜñôçóç f : N→ E áíÞêåéóôï A, ïðüôå ðáñáìÝíåé ìüíï íá äåßîïõìå üôé ôïõëÜ÷éóôïí ìßá ôÝôïéá f õðÜñ÷åé.ÁõôÞ åßíáé ç Ýíùóçf =

⋃A = {(n;w) | (∃p ∈ A)[n ∈ Domain(p) & p(n) = w]};
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62 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáç ïðïßá êáôáñ÷Þí åßíáé óõíÜñôçóç, åðåéäÞ
(n;w) ∈ f & (n;w′) ∈ f =⇒ (∃p; q ∈ A)[(n;w) ∈ p& (n;w′) ∈ q]=⇒ w = w′ áðü ôï ËÞììá ;êáé áðü ôïí ïñéóìü ôïõ A êáé Ýíáí ðáñüìïéï õðïëïãéóìü Ýðåôáé üôé f ∈ A.Õðïëåßðåôáé ìüíï íá åðáëçèåýóïõìå üôé Domain(f) = N, êáé ãé' áõôü ÷ñçóéìï-ðïéïýìå Üëëç ìéá öïñÜ ôçí Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò. Ðñïöáíþò 0 ∈ Domain(f), áöïý

0 ∈ Domain(p) ãéá êÜèå p ∈ A êáé A 6= ∅. Áí n ∈ Domain(f), ôüôå õðÜñ÷åéêÜðïéá óõíÜñôçóç p ∈ A ìå n ∈ Domain(p), êáé åðïìÝíùò (åýêïëá)q = p ∪ {(Sn; h(p(n)))} ∈ A;þóôå Sn ∈ Domain(q) ⊆ Domain(f). a5.9. Ïé öõóéêïß áñéèìïß. Êáèïñßæïõìå ôþñá Ýíá óõãêåêñéìÝíï óýóôçìá Peano
(N; 0; S) ôá ìÝëç ôïõ ïðïßïõ èá ôá ëÝìå öõóéêïýò áñéèìïýò, Þ áðëÜ áñéèìïýò,üôáí äåí õðÜñ÷åé óýã÷õóç. Áêïëïõèþíôáò ôïí Cantor, óõìâïëßæïõìå ôïí ðëç-èÜñéèìï ôïõ N ìå ôï ðñþôï ãñÜììá ôïõ åâñáúêïý áëöáâÞôïõ,

ℵ0 =ïñ |N|: (5-2)Áñãüôåñá èá óõíáíôÞóïõìå ôïõò áìÝóùò åðüìåíïýò ôïõ, ℵ1, ℵ2 ê.ëð. Óõíáñ-ôÞóåéò a : N→ A ìå ðåäßï ïñéóìïý ôï N êáëïýíôáé áêïëïõèßåò êáé óõíÞèùò çìåôáâëçôÞ ôïõò ôïðïèåôåßôáé óáí äåßêôçò,an = a(n) (n ∈ N; a : N→ A):Ìéá ðñïöáíÞò åðéëïãÞ ãéá ôï N åßíáé ôï óýóôçìá ðïõ êáôáóêåõÜóáìå óôçíáðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò ¾ðáñîçò 5.3, üðïõ 0 = ∅,
N = {∅; {∅}; {{∅}}; : : : }êáé Sn = {n}. Ìéá Üëëç åðéëïãÞ, ðïõ ìåñéêïß èá ôçí ðñïôéìÞóïõí ãéá öéëïóï-öéêïýò ëüãïõò, åßíáé íá äå÷ôïýìå üôé õðÜñ÷åé ðñÜãìáôé ôï óýíïëï

N = {0; 1; 2; : : : }ôùí £áëçèéíþí öõóéêþí áñéèìþí¤, ïé ïðïßïé äåí åßíáé óýíïëá áëëÜ £áñéèìïß¤,êáé ï åðüìåíïò S äåí åßíáé ç êÜðùò Üó÷åôç óõíÜñôçóç (n 7→ {n}), áëëÜ çóõíÜñôçóç ðïõ óõó÷åôßæåé ìå êÜèå áñéèìü n ôïí £åðüìåíï áñéèìü¤ Sn. Ç èåùñßáôïõ Zermelo åðéôñÝðåé ôÝôïéá ìç óýíïëá (óáí ôïõò £áëçèéíïýò áñéèìïýò¤) ùòÜôïìá, êáé åðéìÝíåé ìüíï óå Ýíá ðñÜãìá: ôï óýóôçìá ôùí öõóéêþí áñéèìþíðñÝðåé íá éêáíïðïéåß ôá áîéþìáôá ôïõ Peano, êÜôé ðïõ êÜèå óïâáñüò ÜíèñùðïòáðïäÝ÷åôáé ÷ùñßò äéóôáãìü. ¼óïí áöïñÜ ôç ìáèçìáôéêÞ èåùñßá ôùí áñéèìþíêáé óõíüëùí ðïõ áíáðôýóóïõìå, áõôÝò ïé äýï (êáé üëåò ïé Üëëåò) åðéëïãÝò ôïõóõíüëïõ ôùí öõóéêþí áñéèìþí åßíáé éóïäýíáìåò, áöïý èá óôçñßîïõìå üëåò ôéòáðïäåßîåéò ìüíï óôá áîéþìáôá ôïõ Peano.5.10. Ôï Èåþñçìá Schr�oder-Bernstein 2.26. Óôï óçìåßï áõôü, ðñÝðåéíá åðáíåîåôÜóïõìå ôçí áðüäåéîç ôïõ óçìáíôéêïý áõôïý èåùñÞìáôïò êáé íá âå-âáéùèïýìå ðùò ìðïñïýìå ðëÝïí íá ôç óôçñßîïõìå ìüíï óôá áîéþìáôá· áõôüéó÷ýåé åðåéäÞ ïé áíáäñïìéêïß ïñéóìïß ôùí áêïëïõèéþí óõíüëùí {An}n∈N êáé
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ÄéÜãñáììá 5.2. Ôï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò ìå ðáñáìÝôñïõò.
{Bn}n∈N äéêáéïëïãïýíôáé áðü ôï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò, êáé ïé âáóéêÝò ôïõòéäéüôçôåò åäñáéþíïíôáé ìå åðáãùãÞ êáé áðëÝò ðñÜîåéò óõíáñôÞóåùí, êé üëá áõôÜìðïñïýí íá âáóéóôïýí óôá áðïôåëÝóìáôá óôï ÊåöÜëáéï 4.ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÝò åíáëëáêôéêÝò ìïñöÝò ôïõ ÈåùñÞìáôïò ÁíáäñïìÞò ðïõ ÷ñç-óéìåýïõí óå åöáñìïãÝò. ÁíáöÝñïõìå åäþ ìüíï äýï áð' áõôÝò, óôéò áðïäåßîåéòôùí ïðïßùí öáßíåôáé ç ÷ñÞóç ôïõ èåùñÞìáôïò. Äýï áêüìá ðáñüìïéåò ìïñöÝòâñßóêïíôáé óôá ðñïâëÞìáôá, x5.20 êáé x5.21.5.11. Ðüñéóìá (ÁíáäñïìÞ ìå ðáñáìÝôñïõò). Ãéá üëá ôá óýíïëá Y , E êáéóõíáñôÞóåéò g : Y → E; h : E × Y → E;õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñôçóç f : N×Y → E ðïõ éêáíïðïéåß ôéò ôáõôüôçôåòf(0; y) = g(y) (y ∈ Y );f(Sn; y) = h(f(n; y); y) (y ∈ Y; n ∈ N):Áðüäåéîç. Ãéá êÜèå y ∈ Y ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç hy : E → E ìå ôïí ôýðïhy(w) = h(w; y);êáé áðü ôï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò îÝñïõìå üôé õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñôçóçfy : N→ Eðïõ éêáíïðïéåß ôéò ôáõôüôçôåòfy(0) = g(y);fy(Sn) = hy(fy(n)) = h(fy(n); y):Ðñïêýðôåé áìÝóùò üôé ç óõíÜñôçóç f : N× Y → E ïñéóìÝíç ìå ôïí ôýðïf(n; y) =ïñ fy(n) (y ∈ Y; n ∈ N)éêáíïðïéåß ôï óõìðÝñáóìá ôïõ Ðïñßóìáôïò. a
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64 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá5.12. Ðüñéóìá (ÁíáäñïìÞ ìå ôï üñéóìá óáí ðáñÜìåôñï). Ãéá êÜèå óýíïëïE, êáèå a ∈ E, êáé êÜèå óõíÜñôçóç h : E × N→ E, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõ-íÜñôçóç f : N→ E ðïõ éêáíïðïéåß ôéò åîéóþóåéò:f(0) = a;f(Sn) = h(f(n); n):¼ìïéá, ìå ðáñáìÝôñïõò, ãéá êÜèåg : Y → E; h : E × N× Y → E;õðÜñ÷åé áêñéâþò ìéá óõíÜñôçóç f : N× Y → E ðïõ éêáíïðïéåß ôéò åîéóþóåéòf(0; y) = g(y) (y ∈ Y );f(Sn; y) = h(f(n; y); n; y) (y ∈ Y; n ∈ N):Áðüäåéîç. Ãéá ôç ìïñöÞ ìå ôéò ðáñáìÝôñïõò, áñ÷éêÜ ïñßæïõìå óõíÜñôçóç� : N× Y → N×E÷ñçóéìïðïéþíôáò áíáäñïìÞ ìå ðáñáìÝôñïõò 5.11, üðïõ ïé óõíáñôÞóåéò First êáéSecond åßíáé áõôÝò ôçò ¢óêçóçò 4.3:�(0; y) = (0; g(y))�(Sn; y) = (SFirst(�(n; y)); h(Second(�(n; y));First(�(n; y)); y):)Ìå åðáãùãÞ óôï h, áìÝóùò, First(�(n; y)) = n;êé Ýôóé ç óõíÜñôçóç � éêáíïðïéåß ôéò åîéóþóåéò�(0; y) = (0; g(y)); �(Sn; y) = (Sn; h(Second(�(n; y)); n; y)):Áð' áõôü óõíÜãïõìå üôé ç óõíÜñôçóçf(n; y) = Second(�(n; y))éêáíïðïéåß ôéò åîéóþóåéò ðïõ èÝëïõìå.Ç ìïíáäéêüôçôá áðïäåéêíýåôáé åýêïëá, ìå åðáãùãÞ óôï n. a×ñçóéìïðïéüíôáò ôá ðáñáðÜíù, ïñßæïõìå êáé èåìåëéþíïõìå ôéò âáóéêÝò éäéü-ôçôåò ôçò ðñüóèåóçò, ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý êáé ôçò äéÜôáîçò óôï N.5.13. Ðñüóèåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìüò. Ç óõíÜñôçóç ôçò ðñüóèåóçò óôïõòáñéèìïýò ïñßæåôáé ìå ôçí áíáäñïìÞn+ 0 = n;n+ (Sm) = S(n+m); (5-3)êé Ýðåéôá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðñüóèåóç, ïñßæïõìå ôïí ðïëëáðëáóéáóìü áðüôçí áíáäñïìÞ n · 0 = 0;n · Sm = (n ·m) + n: (5-4)
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ÊåöÜëáéï 5. Ïé öõóéêïß áñéèìïß 65Áíáëõôéêüôåñá, îÝñïõìå áðü ôï 5.11 üôé õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñôçóç f :
N× N→ N ðïõ éêáíïðïéåß ôéò åîéóþóåéòf(0; n) = g(n);f(Sm; n) = h(f(m;n); n);üðïõ ïé óõíáñôÞóåéò g êáé h ïñßæïíôáé óáí óýíïëá æåõãþí,g = {(n; n) ∈ N× N | n ∈ N};h = {((z; n); w) ∈ (N× N)× N | w = Sz};êáé ïñßæïõìå ôçí ðñüóèåóç ìå ôïí ôýðïn+m = f(m;n);äçëáäÞ + = {((n;m); w) | ((m;n); w) ∈ f}. ÔÝôïéåò ôåñáôþäåéò ó÷ïëáóôéêüôç-ôåò äåí âïçèïýí ôçí êáôáíüçóç (ìÜëëïí âëÜðôïõí) êáé èá ôéò áðïöýãïõìå.5.14. Èåþñçìá. Ç ðñüóèåóç åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ ðñÜîç, äçëáäÞ éêáíï-ðïéåß ôçí åîßóùóç

(n+m) + k = n+ (m+ k) (5-5)Áðüäåéîç. Ðñþôá ãéá k = 0,
(n+m) + 0 = n+m = n+ (m+ 0);÷ñçóéìïðïéþíôáò äýï öïñÝò ôç ó÷Ýóç w+0 = w áðü ôïí ïñéóìü ôçò ðñüóèåóçò.ÅðáãùãéêÜ, äå÷üìåíïé üôé ãéá êÜðïéï k

(n+m) + k = n+ (m+ k); (5-6)õðïëïãßæïõìå:
(n+m) + Sk = S((n+m) + k)

= S(n+ (m+ k)) áðü ôçí (5-6)
= n+ S(m+ k)
= n+ (m+ Sk)üðïõ ïé ìç äéêáéïëïãçìÝíåò åîéóþóåéò ðñïêýðôïõí áðü ôïí ïñéóìü ôçò ðñüóèå-óçò. aÇ ìåôáèåôéêüôçôá ôçò ðñüóèåóçò äåí åßíáé ôüóï áðëÞ êáé ÷ñåéÜæåôáé äýï ëÞì-ìáôá:5.15. ËÞììá. Ãéá êÜèå áñéèìü n, 0 + n = n.Áðüäåéîç. ÅðáãùãéêÜ, 0+0 = 0 óõíÜãåôáé áðü ôïí ïñéóìü, êáé áí 0+n = n,ôüôå 0 + Sn = S(0 + n) = Sn. a5.16. ËÞììá. Ãéá üëïõò ôïõò áñéèìïýò n, m, n+ Sm = Sn+m.
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66 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÁðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôï m, ðñþôá ãéá m = 0, áìÝóùò áðü ôïí ïñéóìü:n+ S0 = S(n+ 0) = Sn = Sn+ 0:Ãéá ôï åðáãùãéêü âÞìá, äå÷üìáóôå üôé ãéá êÜðïéï m,n+ Sm = Sn+m (5-7)êáé ðñÝðåé íá áðïäåßîïõìå üôén+ SSm = Sn+ Sm:Õðïëïãßæïõìå: n+ SSm = S(n+ Sm) áðü ôïí ïñéóìü
= S(Sn+m) áðü ôçí (5-7)
= Sn+ Sm áðü ôïí ïñéóìü. a5.17. Èåþñçìá. Ç ðñüóèåóç åßíáé ìåôáèåôéêÞ ðñÜîç, äçëáäÞn+m = m+ n:Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôï m, ç âÜóç Ýðåôáé áìÝóùò áðü ôï ËÞììá 5.15.Ãéá ôï åðáãùãéêü âÞìá, äå÷üìáóôå üôé ãéá êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï mn+m = m+ n (5-8)êáé õðïëïãßæïõìå: n+ Sm = S(n+m) áðü ôïí ïñéóìü

= S(m+ n) áðü ôçí (5-8)
= m+ Sn áðü ôïí ïñéóìü
= Sm+ n áðü ôï ËÞììá 5:16: a5.18. ¢óêçóç. Ãéá êÜèå áñéèìü n, ç óõíÜñôçóç (s 7→ n + s) åßíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá, Üñá n+ s = n+ t=⇒ s = t; êáé åéäéêüôåñá,áí n+ s = n; ôüôå s = 0:5.19. Ïñéóìüò. Ìéá äéìåëÞò ó÷Ýóç ≤ óå Ýíá óýíïëï P åßíáé ìåñéêÞ äéÜôáîç(partial ordering) áí åßíáé áõôïðáèÞò, ìåôáâáôéêÞ êáé áíôéóõììåôñéêÞ (antisym-metric), äçëáäÞ ãéá üëá ôá x; y; z ∈ P ,x ≤ x (áõôïðÜèåéá);x ≤ y& y ≤ z=⇒x ≤ z (ìåôáâáôéêüôçôá);x ≤ y& y ≤ x=⇒x = y (áíôéóõììåôñéêüôçôá):Ó÷åôéêÜ ìå ìåñéêÝò äéáôÜîåéò èá ÷ñçóéìïðïéïýìå êáé ôï óõìâïëéóìüx < y ⇐⇒ïñ x ≤ y&x 6= y:
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ÊåöÜëáéï 5. Ïé öõóéêïß áñéèìïß 67Ç ≤ åßíáé ïëéêÞ (total), Þ ãñáììéêÞ (linear) Þ áðëÜ äéÜôáîç áí åðéðëÝïí üëáôá óôïé÷åßá ôïõ P åßíáé óõãêñßóéìá (comparable) áíÜ äýï ùò ðñïò ôçí ≤,äçëáäÞ
(∀x; y ∈ P )[x ≤ y ∨ y ≤ x];Þ éóïäýíáìá

(∀x; y ∈ P )[x < y ∨ x = y ∨ y < x]:5.20. Ïñéóìüò. Ç äéìåëÞò ó÷Ýóç ≤ óôï P åßíáé êáëÞ äéÜôáîç (wellorder-ing) ôïõ óõíüëïõ P , áí åßíáé ïëéêÞ äéÜôáîç ôïõ P êáé åðéðëÝïí êÜèå ìç êåíüõðïóýíïëï ôïõ P Ý÷åé Ýíá åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï, óõìâïëéêÜ:
(∀X ⊆ P )[X 6= ∅=⇒ (∃x ∈ X)(∀y ∈ X)[x ≤ y]]:5.21. Ïñéóìüò. Ç ó÷Ýóç äéÜôáîçò ≤ óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò ïñßæåôáé ìå ôçíéóïäõíáìßá n ≤ m ⇐⇒ïñ (∃s)[n+ s = m]:ÂáóéêÞ éäéüôçôá ôçò ≤ åßíáé ç åîÞò:5.22. ËÞììá. Ãéá üëïõò ôïõò áñéèìïýò n;m,n ≤ Sm ⇐⇒ n ≤ m ∨ n = Sm:Áðüäåéîç. Áí n ≤ Sm, ôüôå åî ïñéóìïý õðÜñ÷åé t ôÝôïéïò þóôå n+ t = Smêáé åîåôÜæïõìå äýï ðåñéðôþóåéò. Ðåñßðôùóç (1), t = 0. Ôþñá n + 0 = Sm,åðïìÝíùò n = Sm. Ðåñßðôùóç (2), n + t = Sm ãéá êÜðïéï t 6= 0. Ôþñá áðüôï ËÞììá 5.2, t = Ss ãéá êÜðïéï s, ïðüôå n + Ss = Sm, Üñá S(n+ s) = Sm,Üñá n + s = m áöïý ç S åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé åðïìÝíùò n ≤ m. Ç Üëëçêáôåýèõíóç ôïõ ËÞììáôïò åßíáé åõêïëüôåñç. a5.23. Èåþñçìá. Ç ó÷Ýóç ≤ óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò åßíáé êáëÞ äéÜôáîç.Áðüäåéîç. Ç áõôïðÜèåéá åßíáé ðñïöáíÞò áðü ôï n + 0 = n êáé ç ìåôá-âáôéêüôçôá éó÷ýåé åðåéäÞ n + s = m&m + t = k=⇒n + (s + t) = k. Ãéáôçí áíôéóõììåôñéêüôçôá, ðáñáôçñïýìå üôé áí n + s = m êáé m + t = n, ôüôån + (s + t) = n êáé ç ¢óêçóç 5.18 óõíåðÜãåôáé s + t = 0· åðïìÝíùò t = 0(áëëéþò ï s+ t åßíáé åðüìåíïò) êáé ôåëéêÜ m = n.Áðüäåéîç ãñáììéêüôçôáò. Èá äåßîïõìå üôé (∀n)[n ≤ m∨m ≤ n], ìå åðáãùãÞóôï m. Ðáñáôçñïýìå áñ÷éêÜ ðùò ãéá êÜèå n, n ≤ Sn, äéüôé n+ S0 = Sn.ÂÜóç. Ãéá êÜèå n, 0 + n = n êáé åðïìÝíùò 0 ≤ n.Åðáãùãéêü ÂÞìá. Äå÷üìáóôå ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç

(∀n)[n ≤ m ∨m ≤ n]êáé äåß÷íïõìå üôé ãéá êÜèå n, n ≤ Sm ∨ Sm ≤ n. Ç åðáãùãéêÞ õðüèåóç÷ùñßæåé öõóéêÜ ôçí áðüäåéîç óå äýï ðåñéðôþóåéò: Áí n ≤ m, ôüôå n ≤ Sm áöïým ≤ Sm êáé ç ≤ åßíáé ìåôáâáôéêÞ. Áí m ≤ n, ôüôå ãéá êÜðïéï t, m + t = n,êáé Ý÷ïõìå ðÜëé äýï ðåñéðôþóåéò: áí t = 0, ôüôå n = m ≤ Sm, êáé áí t 6= 0,ôüôå t = Ss ãéá êÜðïéï s, Üñá m+Ss = n êáé áðü ôï ËÞììá 5.16 Sm+ s = n,êé Üñá Sm ≤ n.
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68 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÁðüäåéîç éäéüôçôáò êáëÞò äéÜôáîçò. Ðñïò Üôïðï, õðïèÝôïõìå üôé ôï Xåßíáé ìç êåíü êáé ÷ùñßò åëÜ÷éóôï ìÝëïò êáé èÝôïõìåY = {n ∈ N | (∀m ≤ n)[m =∈ X]};þóôå ðñïöáíþò Y ∩X = ∅: (5-9)Áñêåß íá äåßîïõìå üôé 0 ∈ Y êáé n ∈ Y =⇒Sn ∈ Y , ãéáôß ôüôå Y = N áðü ôçíÁñ÷Þ ÅðáãùãÞò êáé Üñá X = ∅ áðü ôçí (5-9), ðïõ åßíáé Üôïðï.ÂÜóç. 0 ∈ Y . Ôï 0 åßíáé ï åëÜ÷éóôïò áñéèìüò êáé åðïìÝíùò 0 =∈ X (áëëéþòôï X èá åß÷å åëÜ÷éóôï) êáé åðßóçò m ≤ 0=⇒m = 0=⇒m =∈ X, Üñá 0 ∈ Y .Åðáãùãéêü ÂÞìá. Ç åðáãùãéêÞ õðüèåóç n ∈ Y êáé ï ïñéóìüò ôïõ YóõíåðÜãïíôáé üôé (∀m ≤ n)m =∈ X, êáé áðü ôï ËÞììá 5.22 ãíùñßæïõìå üôém ≤ Sn=⇒m ≤ n ∨m = Sn. ¢ñá ãéá íá åðáëçèåýóïõìå ôçí Sn ∈ Y , áñêåßíá äåßîïõìå üôé Sn =∈ X. ÁëëÜ áí ôï Sn áíÞêå óôï X, ôüôå èá Þôáí ôï åëÜ÷éóôüôïõ ìÝëïò áöïým < Sn ⇐⇒ m ≤ n áðü ôï ËÞììá 5.22=⇒ m =∈ X áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðïèåóç.Áõôü äåß÷íåé üôé ç ≤ åßíáé êáëÞ äéÜôáîç êáé óõìðëçñþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõèåùñÞìáôïò. aÃéá êáëÝò äéáôÜîåéò, ãåíéêÜ, èá ðïýìå ðïëëÜ áñãüôåñá, óôï ÊåöÜëáéï 7.ÅéäéêÜ ãéá ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò, ôï ãåãïíüò üôé ôï N åßíáé êáëÜ äéáôåôáãìÝíïáðü ôçí ≤ åßíáé ìéá Üëëç Ýêöñáóç ôçò Áñ÷Þò ÅðáãùãÞò.ÐåñíÜìå ôþñá óôéò åöáñìïãÝò ôùí öõóéêþí áñéèìþí óôç óõíïëïèåùñßá êáééäéáßôåñá ôç èåùñßá ôùí ðåðåñáóìÝíùí êáé áðáñéèìçôþí óõíüëùí, áöïý ðñþôáåðáíáëÜâïõìå ôçí ðñïåéäïðïßçóç ôïõ 3.24: ðïëëÝò áðü áõôÝò ÷ñåéÜæïíôáé ôïÁîßùìá ÅðéëïãÞò êáé èá ðñÝðåé íá ðåñéìÝíïõí ìÝ÷ñé ôï ÊåöÜëáéï 8. Ïé ðåñéó-óüôåñåò üìùò ìðïñïýí íá áðïäåé÷ôïýí ìå ôçí ßäéá âáóéêÞ áðïäåéêôéêÞ ìÝèïäïðïõ óõìâïëßæåôáé áðü ôï æåõãÜñùìááíáäñïìéêüò ïñéóìüò { åðáãùãéêÞ áðüäåéîç.ÅðáíáëáìâÜíïõìå ìåñéêïýò áðü ôïõò ïñéóìïýò ôïõ Êåöáëáßïõ 2 ìå ôéò áîéù-ìáôéêÝò Ýííïéåò ðïõ Ý÷ïõìå áðïêôÞóåé óôï ìåôáîý.5.24. Ïñéóìüò. Ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü m êáé êÜèå n ≤ m, ïñßæïõìå ôï(çìéáíïéêôü) äéÜóôçìá áðü ôï n óôï m
[n;m) =ïñ {k ∈ N | n ≤ k& k < m}:5.25. ¢óêçóç. Ãéá êÜèå n, [n; n) = ∅ êáé ãéá êÜèå n ≤ m,

[n; Sm) = [n;m) ∪ {m}:5.26. Ïñéóìüò. Ôï óýíïëï A åßíáé ðåðåñáóìÝíï áí õðÜñ÷åé öõóéêüò áñéèìüòn, ôÝôïéïò þóôå A =c [0; n)· Üðåéñï áí äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíï· êáé áñéèìÞóéìï Þ
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ÊåöÜëáéï 5. Ïé öõóéêïß áñéèìïß 69áðáñéèìçôü áí åßíáé ðåðåñáóìÝíï Þ éóïðëçèéêü ìå ôï N. Áðü ôçí Ðñüôáóç 2.7(ç ïðïßá óõíÜãåôáé åýêïëá áðü ôá áîéþìáôá),A áðáñéèìçôü ⇐⇒ A ≤c N:Ïé ðåðåñáóìÝíïé ðëçèÜñéèìïé åßíáé ïé ðëçèÜñéèìïé ôùí ðåðåñáóìÝíùí óõ-íüëùí.Ç åðüìåíç èåìåëéáêÞ éäéüôçôá ôùí ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí åßíáé ç âÜóç ôïõêëÜäïõ ôùí ìáèçìáôéêþí ðïõ ëÝãåôáé óõíäõáóôéêÞ.5.27. Áñ÷Þ ôïõ Ðåñéóôåñåþíá. ÊÜèå ìïíïìïñöéóìüò f : A � A áðü ÝíáðåðåñáóìÝíï óýíïëï óôïí åáõôü ôïõ åßíáé åðéìïñöéóìüò, äçëáäÞ f [A] = A.Áðüäåéîç. Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü m êáé êÜèå g,g : [0;m)� [0;m)=⇒ g[[0;m)] = [0;m); (5-10)ãéá ôïí åîÞò ëüãï: áí ç f : A� A åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé ç � : A�→ [0;m)âåâáéþíåé üôé ôï A åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç g : [0;m)→ [0;m)ìå ôïí ôýðï g(i) = �(f(�−1(i))) (i < m);þóôå (åýêïëá) f(x) = �−1(g(�(x))) (x ∈ A): (5-11)Ç g åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, óáí óýíèåóç ìïíïìïñöéóìþí, êáé åðïìÝíùò áðüôçí (5-10) åßíáé áíôéóôïé÷ßá, áëëÜ ôüôå êáé ç f åßíáé áíôéóôïé÷ßá óáí óýíèåóçáíôéóôïé÷éþí, áðü ôçí (5-11).Ç áðüäåéîç ôçò (5-10) åßíáé (öõóéêÜ) ìå åðáãùãÞ óôï m. Åßíáé óçìáíôéêü íáðáñáôçñÞóïõìå üôé èá áðïäåßîïõìå ôç ãåíéêÞ ðñüôáóç
(∀g) [g : [0;m)� [0;m)=⇒ g[[0;m)] = [0;m)] ; (5-12)åðåéäÞ óôçí åðáëÞèåõóç ôïõ åðáãùãéêïý âÞìáôïò ãéá êÜðïéá g èá ÷ñåéáóôïýìåôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç ãéá äéÜöïñåò Üëëåò óõíáñôÞóåéò g.ÂÜóç. Ç (5-10) åßíáé ôåôñéììÝíç ãéá m = 0; 1, åðåéäÞ ìüíï ìßá óõíÜñôçóçg : [0;m)→ [0;m) õðÜñ÷åé ó' áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò êáé áõôÞ åßíáé áíôéóôïé÷ßá.Åðáãùãéêü ÂÞìá. Äå÷üìáóôå ôçí (5-12) ãéá êÜðïéï m > 1 êáé ðñÝðåé íááðïäåßîïõìå üôé êÜèå ìïíïìïñöéóìüòg : [0; Sm)� [0; Sm)åßíáé åðéìïñöéóìüò. Áðü ôçí ¶óêçóç 5.25 îÝñïõìå üôé

[0; Sm) = [0;m) ∪ {m};êáé ç áðüäåéîç äéáóðÜôáé öõóéêÜ óå ôñåéò ðåñéðôþóåéò:Ðåñßðôùóç (1). m =∈ Image(g). Ó' áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç èåùñïýìå ôïí ðåñéï-ñéóìü h ôçò g óôï äéÜóôçìá [0;m) ðïõ ïñßæåôáé ìå ôïí ôýðïh(i) = g(i) (i < m);
ÐñïêáôáñôêôéêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜôç ëÜèç, ÌÜñôéïò 2007



70 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá
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m− 1ÄéÜãñáììá 5.3. Áñ÷Þ ôïõ Ðåñéóôåñåþíá, Ðåñßðôùóç (3).äçëáäÞ óáí óýíïëï æåõãþí h = g \ {(m; g(m))}. ÁõôÞ ç óõíÜñôçóç ðáßñíåéüëåò ôéò ôéìÝò ôçò óôï äéÜóôçìá [0;m) êáé åßíáé âÝâáéá ìïíïìïñöéóìüò. ¸ôóé,ç åðáãùãéêÞ õðüèåóç áëçèåýåé ãéá ôçí h êáé åðïìÝíùò h[[0;m)] = [0;m). Áõôüóçìáßíåé üôé g[[0;m)] = [0;m) êáé ïäçãåß óå Üôïðï, åðåéäÞ ç õðüèåóç ôçò ðåñß-ðôùóçò óõíåðÜãåôáé g(m) < m êáé åðïìÝíùò ç óõíÜñôçóç g ðáßñíåé äýï öïñåòôçí ôéìÞ g(m), äçëáäÞ äåí åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.Ðåñßðôùóç (2). g(m) = m. Ìå ôïí ßäéï óõëëïãéóìü, ï ðåñéïñéóìüò håßíáé áíôéóôïé÷ßá h : [0;m) �→ [0;m), êáé åðïìÝíùò (åýêïëá) êáé ç g åßíáéáíôéóôïé÷ßá.Ðåñßðôùóç (3). ÕðÜñ÷ïõí áñéèìïß u; v < m ôÝôïéïé þóôåg(u) = m; g(m) = v:Ó' áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ðïõ åßíáé ç ðéï åíäéáöÝñïõóá, ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóçh′ : [0;m)→ [0;m) ìå ôïí ôýðïh′(i) =

{ g(i); áí i < m& i 6= u;v; áí i = u:Ç h′ åßíáé ìïíïìïñöéóìüò åðåéäÞ óõìöùíåß ìå ôçí g óå üëá ôá óôïé÷åßá åêôüòáðü ôï u, üðïõ ðáßñíåé ôçí ôéìÞ v êáé v 6= g(j), ãéá êÜèå j < m, åðåéäÞ g(m) = vêáé ç g åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. ÅðïìÝíùò, åöáñìüæïíôáò ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóçóôçí h′ óõìðåñáßíïõìå üôé h′[[0;m)] = [0;m), êáé áð' áõôÞ ôçí éóüôçôá (åýêïëáðéá) g[[0; Sm)] = [0; Sm). aÓáí ðñþôç åöáñìïãÞ ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå áõóôçñÜ ôï åîÞò £ðñïöáíÝò¤èåþñçìá:5.28. Ðüñéóìá. Ôï óýíïëï N ôùí öõóéêþí áñéèìþí åßíáé Üðåéñï.Áðüäåéîç. Ç óõíÜñôçóç (n 7→ Sn) åßíáé ìïíïìïñöéóìüò áðü ôï N óôï ãíÞ-óéï õðïóýíïëï N \ {0}. aÓõíåðþò £Üðåéñï, áðáñéèìçôü¤ óçìáßíåé áêñéâþò £éóïðëçèéêü ìå ôï N¤, óýì-öùíá ìå ôéò äéáéóèÞóåéò ìáò: ôï óýíïëï A åßíáé Üðåéñï, áðáñéèìçôü áêñéâþò áí
|A| =c ℵ0.5.29. Ðüñéóìá. Ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíï óýíïëï A, õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíáò öõ-óéêüò áñéèìüò n ôÝôïéïò þóôå A =c [0; n). ÈÝôïõìå

#(A) =ïñ ï ìïíáäéêüò n ∈ N ôÝôïéïò þóôå [A =c |A| =c [0; n)] (5-13)êáé öõóéêÜ êáëïýìå ôïí #(A) ôïí áñéèìü ôùí óôïé÷åßùí ôïõ A.
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ÊåöÜëáéï 5. Ïé öõóéêïß áñéèìïß 71Áðüäåéîç. Áí A =c [0; n) êáé A =c [0;m) ìå n < m, ôüôå [0; n) =c [0;m)êáé ç áíôéóôïé÷ßá � : [0;m) � [0; n) áíôéêñïýåé ôçí Áñ÷Þ ôïõ Ðåñéóôåñåþíá,áöïý ôï [0; n) åßíáé ãíÞóéï õðïóýíïëï ôïõ [0;m). aÌðïñïýìå ðëÝïí íá áðïäåßîïõìå ðïëëÝò éäéüôçôåò ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí ìååðáãùãÞ óôïí áñéèìü ôùí ìåëþí ôïõò, ðïõ ðñïóäéïñßæåôáé áðü ôïí ðëçèéêü ôïõòáñéèìü. ÐïëëÜ áðü ôá ðñïâëÞìáôá ëýíïíôáé ìå áõôü ôïí ôñüðï.5.30. ËÝîåéò (words Þ strings). Óôï ÊåöÜëáéï 2 ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôï Êáñôå-óéáíü ãéíüìåíï n ðáñáãüíôùí An ãéá íá áðåéêïíßóïõìå áêïëïõèßåò ìÞêïõò náðü ôï óýíïëï A. Áõôü äåí åßíáé âïëéêü üôáí èÝëïõìå íá ìåëåôÞóïõìå ôï óý-íïëï üëùí ôùí ðåðåñáóìÝíùí áêïëïõèéþí áðü ôï A, ïé ïðïßåò áðåéêïíßæïíôáéðéï åýêïëá óáí óõíáñôÞóåéò ìå ðåäßï ïñéóìïý êÜðïéï áñ÷éêü ôìÞìá ôïõ N. ÃéáêÜèå A, ôï óýíïëï ðåðåñáóìÝíùí áêïëïõèéþí Þ ëÝîåùí áðü ôï A ïñßæåôáéùò åîÞò:A(n) =ïñ {u ⊆ N×A | Function(u) &Domain(u) = [0; n)};A∗ =ïñ ⋃∞n=0A(n): (5-14)Ôï ìÞêïò (length) ìéáò ëÝîçò ïñßæåôáé ìå ôç óõíÜñôçóçlh(u) =ïñ max{i | i = 0 ∨ i− 1 ∈ Domain(u)} (u ∈ A∗); (5-15)Ýôóé ðïõ lh(u) = 0 ìüíï üôáí ôï u åßíáé ç êåíÞ ëÝîç ∅. Åðßóçò èÝôïõìåu v v ⇐⇒ïñ u ⊆ v (u; v ∈ A∗); (5-16)êáé êáëïýìå ôï u áñ÷éêü ôìÞìá (initial segment) ôïõ v áí u v v. Áía0; : : : ; an−1 åßíáé óôïé÷åßá ôïõ A, óõìâïëßæïõìå ìå
〈a0; : : : ; an−1〉 =ïñ {(0; a0); : : : ; (n− 1; an−1)} (5-17)ôçí áêïëïõèßá ôïõò, åéäéêüôåñá (ìå n = 0; 1),

〈 〉 = ∅; 〈a〉 =ïñ {(0; a)}: (5-18)Ãéá üëåò ôéò ëÝîåéò u, v, ç ëÝîçu ? v = 〈u(0); : : : ; u(lh(u)− 1); v(0); : : : ; v(lh(v)− 1)〉 (5-19)åßíáé ç ðáñÜèåóç (concatenation) ôùí ëÝîåùí u êáé v.Ãéá êÜèå f : N→ A êáé êÜèå öõóéêü áñéèìü n,f(n) =ïñ f �[0; n) = {(i; f(i)) | i < n} (5-20)åßíáé ï ðåñéïñéóìüò (restriction) ôçò f óôï áñ÷éêü ôìÞìá [0; n) ôïõ N. ÓáíðáñÜäåéãìá, f(0) = ∅; f(1) = {(0; f(0))}; : : : ;êáé ìðïñïýìå íá áíáêôÞóïõìå ôçí f áðü ôçí f , áöïýi < n=⇒ f(i) = f(n)(i):5.31. Ïñéóìüò. Ãéá êÜèå ðëçèÜñéèìï � êáé êÜèå n ∈ N, èÝôïõìå�n =ïñ |�(n)|:
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72 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá5.32. Ðñüôáóç. Ãéá êÜèå Üðåéñï, áðáñéèìçôü óýíïëï A êáé êÜèå n > 0,A =c A× A =c A(n) =c A∗:ÅíáëëáêôéêÜ, óáí åîéóþóåéò ôçò ðëçèéêÞò áñéèìçôéêÞò:
ℵ0 =c ℵ0 · ℵ0 =c ℵ0

n =c |ℵ0
∗|: (5-21)Áðüäåéîç. Ïé áíéóüôçôåò áðü ôá áñéóôåñÜ óôá äåîéÜ åßíáé ðñïöáíåßò, þóôå ìåôï Èåþñçìá Schr�oder-Bernstein áñêåß íá áðïäåßîïõìå N∗ ≤c N. ×ñåéáæüìáóôåêÜðïéï ìïíïìïñöéóìü � : N× N� N; (5-22)êé áò õðïèÝóïõìå üôé ôïí âñÞêáìå. Îåêéíþíôáò ìå áõôüí, ïñßæïõìå áíáäñïìéêÜìïíïìïñöéóìïýò �n : N(n+1) � N, ãéá êÜèå n, ôÝôïéïõò þóôå�0(u) = u(0);�n+1(u) = �(�n(u�[0; n+ 1)); u(n+ 1)):ËåðôïìåñÝóôåñá (ãéá ôåëåõôáßá öïñÜ), áõôü Ýðåôáé áðü ôï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò,áí èÝóïõìå�0 = {(u;w) | u ∈ N(1); (0; w) ∈ u};�n+1 = {(u;w) | u ∈ N(n+2); w = �(�n(u�[0; n+ 1); u(n+ 1))}:ÔåëéêÜ, ç óõíÜñôçóç �(u) = (lh(u)− 1; �lh(u)−1(u))öáíåñþíåé üôé ⋃∞n=0N(n+1) ≤c N × N, áðü ôï ïðïßï, ôï èåþñçìá óõíÜãåôáéåýêïëá ÷ñçóéìïðïéþíôáò Üëëç ìéá öïñÜ ôï ìïíïìïñöéóìü �. ¼óïí áöïñÜ ôçíáñ÷éêÞ åðéëïãÞ êÜðïéïõ �, êáèÝíáò ðïõ Ý÷åé óêåöôåß ôï ðñüâëçìá Ý÷åé ôïí áãá-ðçìÝíï ôïõ ôñüðï íá æåõãáñþíåé áñéèìïýò, êáé ïðùóäÞðïôå áõôüò ôïõ Cantor(åéêïíéóìÝíïò óôï ÄéÜãñáììá 2.2) åßíáé áðü ôïõò êáëýôåñïõò. Ï åðüìåíïò,Ý÷åé åöåõñåèåß áðü ôïí G�odel êáé åéêïíßæåôáé óôï ÄéÜãñáììá 5.4,�(m;n) =







(m+ 1)2 − 1; áí m = n;n2 +m; áí m < n;m2 +m+ n; áí n < m:Ç áðüäåéîç üôé üíôùò åßíáé ìïíïìïñöéóìüò åßíáé äéáóêåäáóôéêÞ (Ðñüâëçìá x5.24).
aÌåñéêÝò öïñÝò åßíáé ÷ñÞóéìï íá èåùñïýìå ôï A∗ óáí ìéá ãåíßêåõóç ôïõ N,ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôçí êåíÞ ëÝîç 〈 〉 (áíôß ãéá ôï 0) åðáíáëáìâÜíïíôáò ôïõòôåëåóôÝò ðñïóÜñôçóçò Sa(u) = u ?〈a〉 (a ∈ A);Ýíáí ãéá êÜèå a ∈ A. ¸÷ïíôáò áõôü êáôÜ íïõ, ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìåïñéóìïýò ìå áíáäñïìÞ óôï A∗, óýìöùíá ìå ôï áêüëïõèï, ÷ñÞóéìï èåþñçìá:
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ÄéÜãñáììá 5.4. Áíôéóôïé÷ßá ôïõ N× N ìå ôï N.5.33. Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò óå ËÝîåéò. Ãéá ïðïéáäÞðïôå äýï óýíïëá A;E,êÜèå a ∈ E êáé êÜèå óõíÜñôçóç h : E×A→ E, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñôçóçf : A∗ → E ðïõ éêáíïðïéåß ôéò åîéóþóåéò:f(〈 〉) = a;f(u ?〈x〉) = h(f(u); x) (u ∈ A∗; x ∈ A):¼ìïéá, ìå ðáñáìÝôñïõò, ãéá êÜèåg : Y → E; h : E ×A× Y → E;õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñôçóç f : A∗×Y → E ðïõ éêáíïðïéåß ôéò åîéóþóåéòf(〈 〉; y) = g(y) (y ∈ Y );f(u ?〈x〉; y) = h(f(u; y); x; y) (u ∈ A∗; y ∈ Y; x ∈ A):Áðüäåéîç. Ãéá ôçí åêäï÷Þ ìå ôéò ðáñáìÝôñïõò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ¢óêçóç 5.12ðáßñíïõìå óõíÜñôçóç � : N×A∗ × Y → E ðïõ éêáíïðïéåß ôéò åîéóþóåéò�(0; u; y) = g(y);�(n+ 1; u; y) = h(�(n; u; y); u(n); y);êáé èÝôïõìå f(u; y) = �(lh(u); u; y):Ðñïöáíþò f(〈 〉; y) = �(0; u; y) = g(y), Üñá ç f(u; y) éêáíïðïéåß ôçí ðñþôçåîßóùóç. Ãéá ôç äåýôåñç, äåß÷íïõìå åýêïëá ìå åðáãùãÞ óôï n ðùò ãéá ïðïéåó-äÞðïôå ëÝîåéò u; v,
(∀i < n)[u(i) = v(i)]=⇒�(n; u; y) = �(n; v; y): (∗)Ç âÜóç ôçò åðáãùãÞò åðáëçèåýåôáé áìÝóùò, áöïý ç �(0; u; y) = g(y) äåí åîáñ-ôÜôáé áðü ôçí ôéìÞ ôïõ u, êáé ãéá ôï åðáãùãéêü âÞìá, ìå ôçí õðüèåóç üôé
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74 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá
(∀i < n+ 1)[u(i) = v(i)], Ý÷ïõìå�(n+ 1; u; y) = h(�(n; u; y); u(n); y)

= h(�(n; v; y); v(n); y) (åðáãùãéêÞ õðüèåóç êáé õðüèåóç)
= �(n+ 1; v; y):Ôþñá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (∗), õðïëïãßæïõìå ãéá êÜèå u ìå lh(u) = n êáé êÜèåx ∈ A, f(u ?〈x〉; y) = �(n+ 1; u ?〈x〉; y)

= h(�(n; u ?〈x〉; y); x; y)
= h(�(n; u; y); x; y) (áðü ôçí (∗))
= h(f(u; y); x; y) (áðü ôïí ïñéóìü ôçò f)Ìå åðáãùãÞ óôï lh(u), äåß÷íïõìå åýêïëá ôç ìïíáäéêüôçôá ôçò f(u; y). a5.34. Ôï óõíå÷Ýò (the continuum). Ï êëáóéêüò óõìâïëéóìüò ãéá ôïí ðëçèÜ-ñéèìï ôïõ P(N) åßíáé ï

c =ïñ |P(N)| =c 2ℵ0 : (5-23)Åßíáé åýêïëï íá áðïäåßîïõìå ôá âáóéêÜ áðïôåëÝóìáôá ãéá ôïí c, ÷ñçóéìïðïéþ-íôáò ôéò éäéüôçôåò ôïõ ℵ0 óôçí (5-21) êáé óôïé÷åéþäç ðëçèéêÞ áñéèìçôéêÞ. ÓáíðáñÜäåéãìá,
c · c =c 2ℵ0 · 2ℵ0 =c 2ℵ0+ℵ0 =c 2ℵ0 =c c:Ôï Èåþñçìá Schr�oder-Bernstein åßíáé åðßóçò ðïëý ÷ñÞóéìï, ð.÷.

c =c 2ℵ0 ≤c ℵ0
ℵ0 ≤c c

ℵ0 =c (2ℵ0)ℵ0 =c 2ℵ0·ℵ0 =c 2ℵ0 =c c;þóôå áðü ôï Schr�oder-Bernstein,
c =c ℵ0

ℵ0 =c c
ℵ0 :ÌåñéêÜ áðü ôá ðñïâëÞìáôá ÷ñåéÜæïíôáé õðïëïãéóìïýò áõôïý ôïõ ôýðïõ. Áðüôçí Üëëç ìåñéÜ, ç éóïðëçèéêüôçôá R =c P(N) èá ðñïêýøåé áìÝóùò áðü ôá áîéþ-ìáôá ìüëéò ïñßóïõìå ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò R óôï ÐáñÜñôçìá A, þóôå çÕðüèåóç ôïõ Óõíå÷ïýò åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí ðñüôáóç(CH) (∀� ≤c c)[� ≤c ℵ0 ∨ � =c c]:Èá äéåñåõíÞóïõìå ôçí CH óôï ÊåöÜëáéï 10. Äåí åßíáé åýêïëï ðñüâëçìá çëýóç ôçò.

ÐñïâëÞìáôá ãéá ôï ÊåöÜëáéï 5x5.1. Ï ðïëëáðëáóéáóìüò óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ ðñÜîç.x5.2. Ï ðïëëáðëáóéáóìüò óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò åßíáé ìåôáèåôéêÞ ðñÜîç.
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ÊåöÜëáéï 5. Ïé öõóéêïß áñéèìïß 75x5.3. Ç ðñÜîç ôçò äýíáìçò ïñßæåôáé ìå ôçí áíáäñïìÞ óôï mn0 = 1nSm = nm · n;êáé éêáíïðïéåß ôéò áêüëïõèåò åîéóþóåéò (ãéá n 6= 0):n(m+k) = nm · nk;n(m·k) = (nm)k:x5.4. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôá (N1; 01; S1) êáé (N2; 02; S2) åßíáé óõóôÞìáôá Peano,
+1, ·1, +2, ·2 åßíáé ïé ðñÜîåéò ôçò ðñüóèåóçò êáé ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý ó' áõôÜôá óõóôÞìáôá, êáé � : N1 �→ N2 åßíáé ï £êáíïíéêüò¤ éóïìïñöéóìüò áíÜìåóá óôáäýï óõóôÞìáôá, áðü ôï Èåþñçìá 5.4. Äåßîå üôé ï � åßíáé åðßóçò éóïìïñöéóìüòãéá ôçí ðñüóèåóç êáé ôïí ðïëëáðëáóéáóìü, äçëáäÞ áí n;m ∈ N1, ôüôå�(n+1 m) = �(n) +2 �(m); �(n ·1 m) = �(n) ·2 �(m):x5.5. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôá (N1; 01; S1) êáé (N2; 02; S2) åßíáé óõóôÞìáôá Peano,
≤1, ≤2 åßíáé ïé áíôßóôïé÷åò êáëÝò äéáôÜîåéò êáé � : N1 �→ N2 åßíáé ï êáíïíé-êüò éóïìïñöéóìüò. Äåßîå üôé ç � óÝâåôáé ôç äéÜôáîç, äçëáäÞ üôé ãéá üëá ôán;m ∈ N1, n ≤1 m ⇐⇒ �(n) ≤2 �(m):x5.6. ÊÜèå õðïóýíïëï B åíüò äéáóôÞìáôïò [0; n) åßíáé éóïðëçèéêü ìå êÜðïéï
[0;m) üðïõ m ≤ n, êáé åðïìÝíùò áí ôï A åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé B ⊆ A, ôüôåêáé ôï B åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé #(B) ≤ #(A).ÊÜèå ðëçèÜñéèìïò åßíáé óýíïëï êáé ôïí êáëïýìå ðåðåñáóìÝíï ðëçèÜñéèìïáí åßíáé ðåðåñáóìÝíï óýíïëï.x5.7. Äåßîå üôé ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíï ðëçèÜñéèìï �,� =c [0;#(�)):x5.8. Ãéá üëïõò ôïõò áñéèìïýò n, m, [0;m) =c [n; n + m), êáé åðïìÝíùò ãéáüëá ôá ðåðåñáóìÝíá óýíïëá A, B, ç ÝíùóÞ ôïõò åßíáé ðåðåñáóìÝíç êáéáí A ∩B = ∅; ôüôå #(A ∪B) = #(A) + #(B):Åéäéêüôåñá, ãéá üëïõò ôïõò ðåðåñáóìÝíïõò ðëçèáñßèìïõò �, �,

#(�+ �) = #(�) + #(�):x5.9. Áí ôï E åßíáé ðåðåñáóìÝíï óýíïëï êáé êÜèå ìÝëïò ôïõ åßíáé åðßóçò ðåðå-ñáóìÝíï óýíïëï, ôüôå êáé ç Ýíùóç ⋃E åßíáé ðåðåñáóìÝíï óýíïëï.x5.10. Ôï ãéíüìåíï äýï ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí A, B åßíáé ðåðåñáóìÝíï, êáé
#(A×B) = #(A) ·#(B):Óõíåðþò ãéá üëïõò ôïõò ðåðåñáóìÝíïõò ðëçèáñßèìïõò �, �,
#(� · �) = #(�) ·#(�):
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76 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáx5.11. Ôï äõíáìïóýíïëï êÜèå ðåðåñáóìÝíïõ óõíüëïõ A åßíáé ðåðåñáóìÝíï,êáé
#(P(A)) = 2#(A):Óõíåðþò ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíï ðëçèÜñéèìï �,

#(2�) = 2#(�):x5.12. Ãéá üëïõò ôïõò ðåðåñáóìÝíïõò ðëçèáñßèìïõò �, �,
#(��) = #(�)#(�):x5.13. Äåßîå üôé áí ôï A åßíáé ðåðåñáóìÝíï óýíïëï, ôüôå êÜèå åðéìïñöéóìüòf : A→→ A åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. (ÁõôÞ åßíáé ìéá åíáëëáêôéêÞ ìïñöÞ ôçò Áñ÷Þòôïõ Ðåñéóôåñåþíá.)x5.14. Ãéá êÜèå ðëçèÜñéèìï �, 2� 6=c ℵ0. (Ðñüóåîå: äåí Ý÷ïõìå áðïäåßîåé ôçíÅéêáóßá Óõãêñéóéìüôçôáò Ðëçèáñßèìùí 3.1, êé Üñá äåí ìðïñåßò íá ôç ÷ñçóéìï-ðïéÞóåéò.x5.15. c + c =c ℵ0 · c =c c · c =c c:x5.16. c

c =c 2c.x5.17. Ãéá êÜèå ðëçèÜñéèìï � >c 1, áí � · � =c �, ôüôå 2� =c ��.x5.18. Ãéá êÜèå ðëçèÜñéèìï � êáé êÜèå n ∈ N,�n =c �|[0;n)|;üðïõ ç áñéóôåñÞ ðëåõñÜ ïñßæåôáé áðü ôçí 5.31 êáé óôç äåîéÜ Ý÷ïõìå ôçí åêèåôéêÞðñÜîç ôçò ðëçèéêÞò áñéèìçôéêÞò.x5.19. Ãéá êÜèå n 6= 0, c
n =c |c∗| =c c.x5.20. Èåþñçìá Ôáõôü÷ñïíçò ÁíáäñïìÞò. Áò åßíáé ôá E1, E2 óýíïëá, ôáa1 ∈ E1, a2 ∈ E2 óôïé÷åßá, êáé ïé h1 : E1 × E2 → E1, h2 : E1 × E2 → E2óõíáñôÞóåéò· ôüôå õðÜñ÷ïõí ìïíáäéêÝò óõíáñôÞóåéòf1 : N→ E1; f2 : N→ E2ðïõ éêáíïðïéïýí ôéò ôáõôüôçôåòf1(0) = a1;f1(n+ 1) = h1(f1(n); f2(n)); f2(0) = a2;f2(n+ 1) = h2(f1(n); f2(n)):

∗ x5.21. Èåþñçìá ÖùëéáóìÝíçò ÁíáäñïìÞò. Ãéá ïðïéåóäÞðïôå ôñåßò óõíáñ-ôÞóåéò g : Y → E; h : E × N× Y → E; êáé � : N× Y → Y;õðÜñ÷åé áêñéâþò ìéá óõíÜñôçóç f : N× Y → E ðïõ éêáíïðïéåß ôéò åîéóþóåéòf(0; y) = g(y); f(Sn; y) = h(f(n; �(n; y)); n; y):Õðüäåéîç. ¼ñéóå áíáäñïìéêÜ óõíÜñôçóç � : N→ (N× (N→ Y )) Ýôóé þóôå çæçôïýìåíç óõíÜñôçóç íá åßíáé ç f(n; y) = Second(�(n))(y).
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ÊåöÜëáéï 5. Ïé öõóéêïß áñéèìïß 77x5.22. ¼ñéóå áíáäñïìéêÜ ôï ðáñáãïíôéêüf(n) = 1 · 2 · · · (n− 1) · n (ìå f(0) = 1, óõìâáôéêÜ):x5.23. ¼ñéóå ìå £êëåéóôü¤ ôýðï ôç óõíÜñôçóç f : A∗ → A∗ ðïõ ïñßæåôáé ìåôçí áêüëïõèç áíáäñïìÞ ëÝîåùí:f(〈 〉) = 〈 〉; f(u ?{x}) = 〈x〉 ? f(u):x5.24. Äåßîå üôé ç óõíÜñôçóç � óôçí áðüäåéîç ôïõ 5.32 åßíáé áíôéóôïé÷ßá.
∗ x5.25. ÊÜèå ìåñéêÞ äéÜôáîç ≤ óå Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï P åðéäÝ÷åôáé ãñáì-ìéêïðïßçóç (linearization), äçëáäÞ õðÜñ÷åé êÜðïéá ãñáììéêÞ äéÜôáîç ≤′ ôïõ PôÝôïéá ðïõ x ≤ y=⇒x ≤′ y.
∗ x5.26. Ôï ðñüâëçìá ôçò ðñïîåíÞôñáò (the marriage problem). ¸óôù ðåðå-ñáóìÝíï óýíïëï B êáé óõíÜñôçóç h : B → P(G), ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå x ∈ B,ôï h(x) åßíáé ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ôïõ G, êáéX ⊆ B=⇒#(X) ≤ #(

⋃{h(x) | x ∈ X}); (5-24)åéäéêüôåñá h(x) 6= ∅ ãéá êÜèå x ∈ B. Äåßîå üôé õðÜñ÷åé êÜðïéïò ìïíïìïñöéóìüòf : B� G ôÝôïéïò ðïõ
(∀x ∈ B)[f(x) ∈ h(x)]: (5-25)Äåßîå åðßóçò üôé ç õðüèåóç (5-24) åßíáé áíáãêáßá ãéá ôçí ýðáñîç êÜðïéáò óõ-íÜñôçóçò f ðïõ íá éêáíïðïéåß ôçí (5-25). Õðüäåéîç. Îå÷þñéóå ðåñéðôþóåéò,áíÜëïãá ìå ôï áí õðÜñ÷åé Þ ü÷é êÜðïéï óýíïëï C ìå ∅ 6= C ( B êáé ôÝôïéïþóôå #(C) = #(

⋃ {h(x) | x ∈ C}).Ôï ðñüâëçìá Ý÷åé ðÜñåé ôï üíïìÜ ôïõ áðü ôçí ðáñáäïóéáêÞ åñìçíåßá, üðïõôï B åßíáé óýíïëï áãïñéþí, ôï G åßíáé óýíïëï äéáèÝóéìùí êïñéôóéþí êáé ç háíôéóôïé÷ßæåé óå êÜèå áãüñé ôï (ðåðåñáóìÝíï) óýíïëï h(x) ôùí êïñéôóéþí ðïõï x áðïäÝ÷åôáé ãéá ãÜìï. ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÝò Üëëåò, ðéï ÷ñÞóéìåò êáé ëéãüôåñïáíôéöåìéíéóôéêÝò åöáñìïãÝò áõôïý ôïõ ðñïâëÞìáôïò, ð.÷. üðïõ ôï B åßíáé óý-íïëï ìáèçìÜôùí, ôï G åßíáé óýíïëï êáèçãçôþí êáé ç h áíôéóôïé÷ßæåé óå êÜèåìÜèçìá ôï óýíïëï ôùí êáèçãçôþí ðïõ ìðïñïýí íá ôï äéäÜîïõí (£ôï ðñüâëçìáôïõ ðñïãñÜììáôïò¤).Ôï åðüìåíï ðñüâëçìá äéêáéþíåé ìéá áêüìç ìïñöÞ áíáäñïìéêþí ïñéóìþí ðïõåßíáé ÷ñÞóéìç óå åöáñìïãÝò.x5.27. ÐëÞñçò áíáäñïìÞ. Ãéá êÜèå h : E∗ → E, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñ-ôçóç f : N→ E ðïõ éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóçf(n) = h(f(n)):¼ìïéá, ãéá êÜèå h : E∗ × N → E, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñôçóç f : N → Eðïõ éêáíïðïéåß ôçí ôáõôüôçôá f(n) = h(f(n); n):
ÐñïêáôáñôêôéêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜôç ëÜèç, ÌÜñôéïò 2007



78 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÔï åðüìåíï ðñüâëçìá äßíåé Ýíá ÷áñáêôçñéóìü ôùí Üðåéñùí, áðáñéèìçôþí óõ-íüëùí êáôåõèåßáí áðü ôç ó÷Ýóç ôïõ £áíÞêåéí¤, ÷ùñßò áíáöïñÜ óôéò äåõôåñïãåíåßòÝííïéåò ôùí öõóéêþí áñéèìþí êáé ôùí óõíáñôÞóåùí.x5.28. Äåßîå ôçí éóïäõíáìßá:A =c N ⇐⇒ (∃E)[A =
⋃E & ∅ ∈ E & (∀u ∈ E)(∃!y =∈ u)[u ∪ {y} ∈ E ]

& (∀Z)[[∅ ∈ Z & (∀u ∈ Z)(∃!y =∈ u)[u ∪ {y} ∈ Z ∩ E ]]=⇒E ⊆ Z]]:
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 6
ÓÔÁÈÅÑÁ ÓÇÌÅÉÁ

Ôï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò 5.6 Ý÷åé êáôÜ êýñéï ëüãï èåìåëéáêÞ óçìáóßá, äéêáéïëï-ãåß áîéùìáôéêÜ Ýíáí ôñüðï ïñéóìïý óõíáñôÞóåùí óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò ðïõåßíáé äéáéóèçôéêÜ ðñïöáíÞò. Áðü êáèáñÜ ìáèçìáôéêÞ Üðïøç üìùò, ìðïñïýìåíá èåùñÞóïõìå ôï 5.6 ùò èåþñçìá ýðáñîçò êáé ìïíáäéêüôçôáò ëýóçò ãéá êÜèåóýóôçìá åîéóþóåùí ôçò ìïñöÞòf(0) = a;f(Sx) = h(f(x)) (x ∈ N); (6-1)üðïõ ôá a ∈ E êáé h : E → E åßíáé äåäïìÝíá êáé ç óõíÜñôçóç f : N→ E åßíáé ïÜãíùóôïò. Ó' áõôü ôï êåöÜëáéï èá áðïäåßîïõìå, óôï ðëáßóéï ôçò èåùñßáò ìåñé-êþí äéáôÜîåùí, ìéá êïìøÞ ãåíßêåõóç ôïõ ÈåùñÞìáôïò ÁíáäñïìÞò, ðïõ óõíåðÜ-ãåôáé ýðáñîç ëýóåùí ãéá óõíáñôçóéáêÜ óõóôÞìáôá åîéóþóåùí ðïëý ãåíéêüôåñáôïõ (6-1). Ôï Óõíå÷Ýò Èåþñçìá ÅëÜ÷éóôïõ Óôáèåñïý Óçìåßïõ 6.21åßíáé èåìåëéáêü ãéá ôç èåùñßá õðïëïãéóìïý (computation theory) êáé åßíáé ôïâáóéêü ìáèçìáôéêü óôÞñéãìá ôçò åñìçíåßáò ðñïãñáììÜôùí ìå óôáèåñÜ óçìåßá(�xpoint theory of programs). Óôï åðüìåíï êåöÜëáéï èá äåßîïõìå üôé åßíáé åé-äéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ ðïëý âáèýôåñïõ ÈåùñÞìáôïò Óôáèåñïý Óçìåßïõ ôïõZermelo, ðïõ åßíáé óôåíÜ óõíäåäåìÝíï ìå ôç èåùñßá êáëþí äéáôÜîåùí êáé Ý÷åéðïéêßëá êáé óçìáíôéêÜ óõíïëïèåùñçôéêÜ ðïñßóìáôá, ð.÷. óõíåðÜãåôáé áìÝóùòôçí Åéêáóßá Óõãêñéóéìüôçôáò Ðëçèáñßèìùí 3.1. ¸ôóé åêôüò áðü ôçí êáèáñÜìáèçìáôéêÞ ôïõ óçìáóßá, ôï Óõíå÷Ýò Èåþñçìá ÅëÜ÷éóôïõ Óôáèåñïý Óçìåßïõìáò äßíåé êáé Ýíá åíäéáöÝñïí óçìåßï åðáöÞò ôçò êëáóéêÞò óõíïëïèåùñßáò ìå ôçóýã÷ñïíç ðëçñïöïñéêÞ.Óôçí áðëïýóôåñÞ ôïõò áðüäïóç, ôá ÈåùñÞìáôá Óôáèåñïý Óçìåßïõ åßíáé êÜ-ðùò áöçñçìÝíá êáé öáéíïìåíéêÜ Üó÷åôá ìå ôéò åöáñìïãÝò óôç ëýóç óõíáñôç-óéáêþí óõóôçìÜôùí ãéá ôéò ïðïßåò ôá ðñïïñßæïõìå. Ãéá íá ôá êáôáëÜâïõìå,èá ÷ñåéáóôïýìå ìåñéêÝò âáóéêÝò Ýííïéåò êáé áðëÜ áðïôåëÝóìáôá áðü ôç èåùñßáìåñéêþí äéáôÜîåùí.6.1. ÌåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò (partially ordered set Þ áðëïýóôåñá poset)åßíáé Ýíá äïìçìÝíï óýíïëï P = (Field(P );≤P );79



80 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá
· · · · · ·• • • • •

⊥

· · · · · ·• • • • •

ÄéÜãñáììá 6.1. ¸íáò äéáêñéôüò êáé Ýíáò åðßðåäïò ÷þñïò.üðïõ ôï Field(P ) åßíáé êÜðïéï óýíïëï êáé ç ≤P åßíáé ìåñéêÞ äéÜôáîç óôïField(P ), äçëáäÞ áõôïðáèÞò, ìåôáâáôéêÞ êáé áíôéóõììåôñéêÞ ó÷Ýóç. Ç ó÷Ýóç
≤P êáèïñßæåé ôï P åðåéäÞ åßíáé áõôïðáèÞò,x ∈ Field(P ) ⇐⇒ x ≤P x;óõíåðþò ãéá íá ïñßóïõìå Ýíá ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï P áñêåß íá ïñßóïõìåôç ìåñéêÞ äéÜôáîÞ ôïõ ≤P . Óôçí ðñÜîç üìùò, óõ÷íÜ éó÷ýåé ôï áíôßèåôï: ç
≤P åßíáé ðñïöáíÞò áðü ôá óõìöñáæüìåíá êáé ãéá íá êáèïñßóïõìå ôï P áñêåßíá äþóïõìå ôï ðåäßï Field(P ). ÔõðéêÜ èá ôáõôßæïõìå ôï P ìå ôï ðåäßï ôïõField(P ), áêïëïõèþíôáò ôç ãåíéêÞ ôáêôéêÞ ãéá äïìçìÝíá óýíïëá ðïõ åîçãÞóáìåóôï 4.30. Ìå ôïí äéáôåôáãìÝíï ÷þñï N, ð.÷. Þ êáé áðëïýóôåñá ôï ÷þñï12 N,ðñïöáíþò åííïïýìå ôï æåýãïò (N;≤), üðïõ ç ≤ åßíáé ç óõíÞèçò äéÜôáîç óôïõòöõóéêïýò áñéèìïýò. Ôá óçìåßá ôïõ ÷þñïõ P åßíáé ôá ìÝëç ôïõ Field(P ), ìåõðïóýíïëï I ⊆ P åííïïýìå õðïóýíïëï I ⊆ Field(P ) ê.ëð. ÊÜèå I ⊆ P åßíáéìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò, ìå ôïí ðåñéïñéóìü ôçò ≤P óôï I,x ≤I y ⇐⇒ïñ x ≤P y&x ∈ I & y ∈ I; (6-2)ç ïðïßá åßíáé (åýêïëá) ìåñéêÞ äéÜôáîç. Ðéï óõ÷íÜ èá åñãáæüìáóôå ìå ÷þñïõòðïõ Ý÷ïõí åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï, êáé åßíáé âïëéêü íá ïíïìÜæïõìå üëá áõôÜ ôáåëÜ÷éóôá ìå ôï ßäéï óýìâïëï ⊥ (ðïõ äéáâÜæåôáé £ðÜôïò¤), üðùò áêñéâþò ÷ñçóé-ìïðïéïýìå ôï 0 ãéá ôï ïõäÝôåñï ôçò ðñüóèåóçò êÜèå áñéèìçôéêïý óõóôÞìáôïò:

⊥ = ⊥P =ïñ ôï åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï ôïõ P (áí õðÜñ÷åé): (6-3)ÏðïéïäÞðïôå óýíïëï A ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò äéáêñéôüò ÷þñïò (discreteposet), ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïò áðü ôç ó÷Ýóç éóüôçôáòx ≤ y ⇐⇒ x = y (x; y ∈ A):ÊÜðùò ðéï ðåñßðëïêïé áðü ôïõò äéáêñéôïýò åßíáé ïé åðßðåäïé ÷þñïé (
at posets)ðïõ Ý÷ïõí åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï, ôï ìüíï ðïõ åßíáé óõãêñßóéìï ìå êÜðïéï Üëëï·äçëáäÞ x ≤P y ⇐⇒ x = ⊥ ∨ x = y:Ï áðëïýóôáôïò ÷þñïò åßíáé ôï ìïíïóýíïëï {⊥}, ðïõ åßíáé äéáêñéôüò êáé åðßðå-äïò. Åêôüò áðü áõôïýò ôïõò áðëïýò ÷þñïõò êáé ôïí N, õðÜñ÷ïõí êáé ïé ÷þñïé Q

12Óôá áããëéêÜ áíôéêáèéóôïýí ôï Üâïëá ìåãÜëï partially ordered set ìå ôç öôéá÷ôÞ, ìáèç-ìáôéêÞ ëÝîç £poset¤. ÅðåéäÞ ìïõ ëåßðåé ôï èñÜóïò íá êáôáóêåõÜæù (óõíåéäçôÜ) êáéíïýñãéåòåëëçíéêÝò ëÝîåéò, áëëÜ êáé êïõñÜæåôáé êáíåßò íá åðáíáëáìâÜíåé óõíå÷þò £ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝ-íïò ÷þñïò¤, £ôïðïëïãéêüò ÷þñïò¤ êáé ôá ôïéáýôá, óõ÷íÜ èá ëÝìå áðëþò £÷þñïò¤, êáé ôï ôé÷þñïò åßíáé èá ðñÝðåé íá êáèïñßæåôáé áðü ôá óõìöñáæüìåíá.
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ÄéÜãñáììá 6.2. ¸íáò ðåðåñáóìÝíïò ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò.êáé R ôùí ñçôþí êáé ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí, ôïõò ïðïßïõò äåí Ý÷ïõìå áêüìçïñßóåé áõóôçñÜ áðü ôá áîéþìáôá. Áõôïß åßíáé ãñáììéêïß (ïëéêÜ äéáôåôáãìÝíïé)÷þñïé. ÅðéðëÝïí õðÜñ÷åé êáé ìéá ðëïýóéá ðïéêéëßá ðåðåñáóìÝíùí ÷þñùí, ôùíïðïßùí ç ìåëÝôç áðïôåëåß äéáöïñåôéêü êáé åíäéáöÝñïíôá êëÜäï ôùí ìáèçìáôé-êþí, áëëÜ äåí èá ðïýìå ðïëëÜ ãé' áõôïýò åäþ. Êõñßùò èá ôïõò åðéêáëåóôïýìå ùòáíôéðáñáäåßãìáôá. Óå äéáãñÜììáôá ÷þñùí áðåéêïíßæïõìå óõìâáôéêÜ ôç ó÷Ýóçx < y ôïðïèåôþíôáò ôï y óôá äåîéÜ Þ ðÜíù áðü ôï x êáé åíþíïíôáò ôá x êáé yìå ìßá ãñáììÞ (åíäå÷ïìÝíùò ìå âÝëïò ðñïò áðïöõãÞ óýã÷õóçò), ðïõ ìðïñåß íáðåñéÝ÷åé êáé Üëëá óçìåßá, ð.÷. c < e óôï ÄéÜãñáììá 6.2.136.2. Ïñéóìüò. ¸óôù P ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò, S ⊆ P êáé M ∈ Póôïé÷åßï ôïõ P .1. Ôï M åßíáé Ýíá Üíù öñÜãìá (upper bound) ôïõ S, áí åßíáé ìåãáëýôåñï-ßóï êÜèå ìÝëïõò ôïõ S, (∀x ∈ S)[x ≤M ]2. Ôï M åßíáé ìÝãéóôï (maximum) ôïõ S áí åßíáé Üíù öñÜãìá êáé ìÝëïòôïõ S, äçëáäÞ M ∈ S& (∀x ∈ S)[x ≤M ]:3. Ôï M åßíáé åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá (supremum, least upper bound) ôïõS áí åßíáé Üíù öñÜãìá êáé ìéêñüôåñï-ßóï êÜèå Üíù öñÜãìáôïò ôïõ S,

(∀x ∈ S)[x ≤M ] & (∀M ′)[(∀x ∈ S)[x ≤M ′]=⇒M ≤M ′]:Áí ôáM1,M2 åßíáé êáé ôá äýï åëÜ÷éóôá Üíù öñÜãìáôá ôïõ S, ôüôåM1 ≤M2(åðåéäÞ ôïM2 åßíáé Üíù öñÜãìá êáé ôïM1 åßíáé åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá) êáé óõì-ìåôñéêÜ M2 ≤ M1, Üñá M1 = M2· äçëáäÞ ôï S Ý÷åé ôï ðïëý Ýíá åëÜ÷éóôï ÜíùöñÜãìá. ¼ôáí õðÜñ÷åé, ôï åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá åíüò óõíüëïõ S óõìâïëßæåôáéìå supS = ôï åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá ôïõ S: (6-4)Ç ïíïìáóßá £sup¤ áðü ôï Ëáôéíéêü supremum (ìÝãéóôï) äéêáéïëïãåßôáé áðü ôïåîÞò áðëü áðïôÝëåóìá:
13Ìåñéêïß áðåéêïíßæïõí ÷þñïõò íá ìåãáëþíïõí ðñïò ôá äåîéÜ, Üëëïé ðñïò ôá ðÜíù êáéáêüìç ìåñéêïß ôïõò áðåéêïíßæïõí íá ìåãáëþíïõí ðñïò ôá êÜôù· áð' üóï îÝñù êáíåßò äåíáðåéêïíßæåé äéáãñÜììáôá üðïõ ïé ÷þñïé ìåãáëþíïõí ðñïò ôá áñéóôåñÜ, êáé êáìßá ìÝèïäïò äåíåßíáé ãåíéêÜ áðïäåêôÞ.
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xEA f(x)f
ÄéÜãñáììá 6.3. Ìéá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f : A * E.6.3. ¢óêçóç. Áí ôï M åßíáé ìÝãéóôï ôïõ S óå êÜðïéï ÷þñï P , ôüôå ôï Måßíáé åðßóçò ôï åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá ôïõ S.6.4. ¢óêçóç. Óôï ðáñÜäåéãìá ôïõ ÄéáãñÜììáôïò 6.2 âñåßôå õðïóýíïëá S ìåôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò: (1) Ôï S äåí Ý÷åé Üíù öñÜãìá. (2) Ôï S Ý÷åé ÜíùöñÜãìáôá, áëëÜ äåí Ý÷åé åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá. (3) Ôï S Ý÷åé åëÜ÷éóôï ÜíùöñÜãìá, áëëÜ äåí Ý÷åé ìÝãéóôï óôïé÷åßï.6.5. ¢óêçóç. Ãéá êÜèå ÷þñï P êáé M ∈ P , ôï M åßíáé ôï åëÜ÷éóôï ÜíùöñÜãìá ôïõ êåíïý ∅ áí êáé ìüíïí áí åßíáé ôï åëÜ÷éóôï ôïõ P , äçëáäÞ

⊥ = sup ∅ (6-5)áí õðÜñ÷åé ôï ⊥ Þ ôï sup ∅.6.6. ¢óêçóç. Ôï äõíáìïóýíïëï P(A) êÜèå óõíüëïõ A åßíáé ìåñéêÜ äéáôåôáã-ìÝíï áðü ôç ó÷Ýóç X ⊆A Y ⇐⇒ïñ X ⊆ Y ⊆ A;Ýôóé ðïõ ⊥ = ∅ êáé ãéá êÜèå S ⊆ P(A), ç Ýíùóç ⋃S åßíáé ôï åëÜ÷éóôï ÜíùöñÜãìá ôïõ S.14Ëéãüôåñï ôåôñéììÝíï êáé ðéï ÷ñÞóéìï ãéá ôïõò óêïðïýò ìáò åäþ åßíáé ôïåðüìåíï ðáñÜäåéãìá ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïõ ÷þñïõ.6.7. Ïñéóìüò. ÌåñéêÞ óõíÜñôçóç (partial function) áðü ôï óýíïëï A óôïóýíïëï E êáëåßôáé êÜèå óõíÜñôçóç ìå ðåäßï ïñéóìïý êÜðïéï õðïóýíïëï ôïõ Aêáé ôéìÝò óôï E, óõìâïëéêÜf : A * E ⇐⇒ïñ Function(f) &Domain(f) ⊆ A& Image(f) ⊆ E: (6-6)Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç (n 7→ (n − 1)) åßíáé ìåñéêÞ óõíÜñôçóç óôïõò öõóéêïýòáñéèìïýò ïñéóìÝíç ìüíïí üôáí n 6= 0, ç (x 7→ √x) åßíáé ìåñéêÞ óõíÜñôçóçóôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò ìå ðåäßï ïñéóìïý {x | x ≥ 0} ê.ëð. Ìå ôïíïñéóìü ðïõ äþóáìå óôï 5.30, ìéá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá u ∈ A∗ åßíáé ìåñéêÞóõíÜñôçóç u : N * A. Åðßóçò, ôï êåíü óýíïëï ∅ åßíáé (ôåôñéììÝíá) ìåñéêÞ
14Ó÷ïëáóôéêÜ, ç ìåñéêÞ äéÜôáîç ôïõ P(A) åßíáé ï ðåñéïñéóìüò ⊆A ôçò ïñéóôéêÞò óõíèÞêçòX ⊆ Y óôï P(A), êáé óõ÷íÜ ðáñáëåßðïõìå ôïí äåßêôç üôáí áíáöåñüìáóôå óå áõôü, âë. 4.8.
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ÊåöÜëáéï 6. ÓôáèåñÜ Óçìåßá 83óõíÜñôçóç (ìå êåíü ðåäßï ïñéóìïý!) êáé êÜèå (ïëéêÞ) óõíÜñôçóç áðü ôï A óôïE åßíáé êáé ìåñéêÞ óõíÜñôçóç, áöïý ç (6-6) äåí áðïêëåßåé ôï Domain(f) = A,
∅ : A * E; f : A→ E=⇒ f : A * E:Èá ÷ñçóéìïðïéïýìå óõóôçìáôéêÜ ôïí âïëéêü óõìâïëéóìü ìå ôï ìéóü âåëÜêé(ðñüóöáôá êáèéåñùìÝíï óôçí ðëçñïöïñéêÞ), ùò åðßóçò êáé ôïõò åîÞò êïéíïýòóõìâïëéóìïýòf(x) ↓ ⇐⇒ïñ x ∈ Domain(f); f(x) ↑ ⇐⇒ïñ x =∈ Domain(f) (6-7)ãéá íá õðïäåßîïõìå üôé ìéá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç åßíáé Þ äåí åßíáé ïñéóìÝíç óå êÜðïéïóçìåßï· äéáâÜæïõìå ôï f(x) ↓ óáí ç f(x) óõãêëßíåé Þ óáí ç f óõãêëßíåé óôï x,êáé ôï f(x) ↑ óáí ç f(x) áðïêëßíåé Þ óáí ç f áðïêëßíåé óôï x.6.8. Ïñéóìüò. Ãéá êÜèå A êáé êÜèå E, ôï
(A * E) =ïñ {f ⊆ A×E | f : A * E} (6-8)åßíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí áðü ôï A óôï E, êáô' áíáëïãßáìå ôï óõìâïëéóìü (A→ E) ãéá ôï óýíïëï ôùí (ïëéêþí) óõíáñôÞóåùí áðü ôï Aóôï E, âë. 4.14. Ï ÷þñïò (A * E) åßíáé ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïs áðü ôç ó÷Ýóç

⊆, f ⊆ g ⇐⇒ (∀x ∈ A)[f(x) ↓ =⇒ [g(x) ↓ & f(x) = g(x)]];ìå åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï ⊥ = ∅.6.9. ¢óêçóç. Ãéá üëá ôá óýíïëá A;E,
(A * E) = {f �X | f : A→ E&X ⊆ A}:Ïé ðåñéïñéóìïß óõíáñôÞóåùí ïñßóôçêáí óôçí (4-13).Åßíáé äõóêïëüôåñï íá åíôïðßóïõìå åëÜ÷éóôá Üíù öñÜãìáôá óõíüëùí óå áõ-ôïýò ôïõò ÷þñïõò ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí ðáñÜ óôá äõíáìïóýíïëá: áí ôï õðï-óýíïëï S ⊆ (N * N) ðåñéÝ÷åé ôéò äýï (ïëéêÝò) óõíáñôÞóåéò x 7→ 0 êáé x 7→ 1,ôüôå êÜèå Üíù öñÜãìá f : N * N ôïõ S èá ðñÝðåé íá éêáíïðïéåß ôéò áíôéöáôéêÝòåîéóþóåéò f(0) = 0 êáé f(0) = 1. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ãñáììéêÜ äéáôåôáãìÝíáõðïóýíïëá ôùí ÷þñùí (A * E) ðÜíôá Ý÷ïõí åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá, êáé áõôÞôïõò ç éäéüôçôá åßíáé ÷ñÞóéìç êáé Üîéá ïíïìáóßáò.6.10. Ïñéóìüò. ¸íá õðïóýíïëï S ⊆ P äéáôåôáãìÝíïõ ÷þñïõ P åßíáé áëõóßäá(chain) áí ôá ìÝëç ôïõ S åßíáé óõãêñßóéìá áíÜ äýï, äçëáäÞ

(∀x; y ∈ S)[x ≤ y ∨ y ≤ x]:Ï ÷þñïò P åßíáé åðáãùãéêüò (inductive Þ chain-complete), áí êÜèå áëõóßäáóôï P Ý÷åé åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá.6.11. ¢óêçóç. Ôï êåíü óýíïëï åßíáé (ôåôñéììÝíá) áëõóßäá, åðïìÝíùò êÜèååðáãùãéêüò ÷þñïò Ý÷åé åëÜ÷éóôï óçìåßï ⊥ = sup ∅.6.12. ¢óêçóç. ÊÜèå åðßðåäïò ÷þñïò åßíáé åðáãùãéêüò· Ýíáò äéáêñéôüò ÷þñïòåßíáé åðáãùãéêüò áí êáé ìüíïí áí Ý÷åé ìüíï Ýíá óôïé÷åßï, ïðüôå åßíáé êáéåðßðåäïò.
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84 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá6.13. ¢óêçóç. Ç åéêüíá {xn | n ∈ N} ìéáò ìç öèßíïõóáò áêïëïõèßáòx0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ · · ·åßíáé áëõóßäá· Üñá êÜèå ìç öèßíïõóá áêïëïõèßá Ý÷åé üñéï (limit) óå åðáãùãéêü÷þñï,
limn xn =ïñ sup {xn | n ∈ N}: (6-9)6.14. Ðñüôáóç. (1) ÊÜèå äõíáìïóýíïëï P(A) åßíáé åðáãùãéêüò ÷þñïò.(2) Ãéá üëá ôá óýíïëá A, E, ï ÷þñïò (A * E) ôùí ìåñéêþí óõíáñôÞóåùíáðü ôï A óôï E åßíáé åðáãùãéêüò.(3) Ãéá êÜèå ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï P , ôï óýíïëïChains(P ) = {S ⊆ P | S åßíáé áëõóßäá}ôùí áëõóßäùí óôï P (ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïò áðü ôçí ⊆) åßíáé åðáãùãéêüò.Áðüäåéîç. Ôï (1) Ýðåôáé Üìåóá áðü ôçí ¢óêçóç 6.6. (2) Áí ôï S ⊆ (A *E) åßíáé áëõóßäá, ôüôå ç Ýíùóç ⋃S åßíáé ìåñéêÞ óõíÜñôçóç êáé ðñïöáíþò,

⋃S = supS. (3) Ìå ôïí ßäéï ôñüðï, ç Ýíùóç ìéáò áëõóßäáò áëõóßäùí åßíáé(åýêïëá) áëõóßäá. a6.15. ¢óêçóç. Ïýôå ï N (ìå ôç óõíÞèç äéÜôáîç) ïýôå ï ðåðåñáóìÝíïò ÷þñïòôïõ ÄéáãñÜììáôïò 6.2 åßíáé åðáãùãéêïß.6.16. ¢óêçóç. Ãéá êÜèå E, ôï óýíïëï P = E∗ ∪ (N → E) ôùí ðåðåñáóìÝ-íùí êáé Üðåéñùí áêïëïõèéþí áðü ôï E åßíáé åðáãùãéêüò ÷þñïò, ìå ôç ìåñéêÞäéÜôáîç ⊆.6.17. ¢óêçóç. Ãéá üëá ôá óýíïëá A, E ï ÷þñïò
(A )*E) =ïñ {f ∈ (A * E) | ç f åßíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá}ôùí ìåñéêþí ìïíïìïñöéóìþí áðü ôï A óôï E (ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïò áðü ôç

⊆) åßíáé åðáãùãéêüò.Ó' áõôïýò ôïõò ÷þñïõò |êáé óôïõò õðï÷þñïõò ôïõò| âñßóêïõí ôéò óçìáíôé-êüôåñÝò ôïõò åöáñìïãÝò ôá èåùñÞìáôá óôáèåñïý óçìåßïõ· üìùò óôéò áðïäåßîåéòèá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìüíï ôï üôé åßíáé åðáãùãéêïß, êáèþò õðÜñ÷ïõí êé ÜëëáðïëëÜ åíäéáöÝñïíôá ðáñáäåßãìáôá. ÌåñéêÜ áðü áõôÜ ðåñéãñÜöïíôáé óôá ðñï-âëÞìáôá, óôï ôÝëïò ôïõ êåöáëáßïõ.¹ñèå ç þñá íá ïñßóïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò óôïõò åðáãùãéêïýò ÷þñïõò ðïõÝ÷ïõí ðÜíôá óôáèåñÜ óçìåßá.
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R - · · ·
⊥ = x0

•
x1

x2 x3 x4 x∗
ÄéÜãñáììá 6.4. Óõíå÷Ýò Èåþñçìá ÅëÜ÷éóôïõ Óôáèåñïý Óçìåßïõ.6.18. Ïñéóìüò. Ìéá áðåéêüíéóç15 � : P → Q áðü Ýíá ÷þñï P óå êÜðïéïíÜëëï åßíáé ìïíïôïíéêÞ (monotone) áí ãéá ãéá üëá ôá x; y ∈ P ,x ≤P y=⇒�(x) ≤Q �(y):ÌïíïôïíéêÝò áðåéêïíßóåéò äåí åßíáé áðáñáßôçôá (áõóôçñÜ) áýîïõóåò ìå ôçí Ýí-íïéá ôïõ x <P y=⇒�(x) <Q �(y);ð.÷. êÜèå óôáèåñÞ áðåéêüíéóç åßíáé ìïíïôïíéêÞ.Ðáñáôçñïýìå üôé áí ç � : P → Q åßíáé ìïíïôïíéêÞ êáé ôï S ⊆ P åßíáéáëõóßäá, ôüôå ç åéêüíá �[S] åßíáé åðßóçò áëõóßäá· åðåéäÞ ãéá üëá ôá x = �(u),y = �(v) ìå u; v ∈ S, åßôå u ≤ v, ðïõ óõíåðÜãåôáé x = �(u) ≤ �(v) = y,åßôå v ≤ u, ðïõ óõíåðÜãåôáé y ≤ x. Óõíåðþò ï üñïò sup�[S] Ý÷åé íüçìá óôïíåðüìåíï ïñéóìü.6.19. Ïñéóìüò. Ìéá ìïíïôïíéêÞ áðåéêüíéóç � : P → Q áðü Ýíáí åðáãùãéêü÷þñï óå êÜðïéïí Üëëï åßíáé áñéèìÞóéìá óõíå÷Þò (countably continuous) áíãéá êÜèå ìç êåíÞ, áðáñéèìçôÞ áëõóßäá S ⊆ P ,�(supS) = sup�[S]:6.20. ¢óêçóç. Ìéá ìïíïôïíéêÞ áðåéêüíéóç � : P → Q áðü Ýíáí åðáãùãéêü÷þñï óå êÜðïéïí Üëëï åßíáé áñéèìÞóéìá óõíå÷Þò ôüôå êáé ìüíïí áí ãéá êÜèåìç öèßíïõóá áêïëïõèßá x0 ≤P x1 ≤P : : : ôïõ P ,�(limn xn) = limn �(xn):Åäþ ôï üñéï óôá áñéóôåñÜ õðïëïãßæåôáé óôïí P êáé áõôü óôá äåîéÜ óôïí Q.

15Óõ÷íÜ êáëïýìå ôçí � : P → Q £áðåéêüíéóç¤ áíôß ãéá £óõíÜñôçóç¤ (ðïõ óçìáßíåé áêñéâþòôï ßäéï ðñÜãìá), åðåéäÞ óôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí, ôï P åßíáé êÜðïéïò óõíáñ-ôçóéáêüò ÷þñïò (A * E), êáé ôï Q åðßóçò, åðïìÝíùò üëá ôá áíôéêåßìåíá óôçí åîßóùóç�(x) = y åßíáé óõíáñôÞóåéò êáé æáëßæåôáé êáíåßò. ÐáñáôçñÞóôå åðßóçò üôé (ó÷ïëáóôéêÜ) ç� : Field(P ) → Field(Q) åßíáé áðåéêüíéóç áðü ôï ðåäßï ôïõ P óå áõôü ôïõ Q.
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86 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá6.21. Óõíå÷Ýò Èåþñçìá ÅëÜ÷éóôïõ Óôáèåñïý Óçìåßïõ (Continuous LeastFixed Point Theorem). ÊÜèå áñéèìÞóéìá óõíå÷Þò, ìïíïôïíéêÞ áðåéêüíéóç� : P → P áðü Ýíáí åðáãùãéêü ÷þñï óôïí åáõôü ôïõ Ý÷åé áêñéâþò Ýíá éó÷õñÜåëÜ÷éóôï óôáèåñü óçìåßï (strongly least �xed point) x∗, ðïõ ÷áñáêôçñßæåôáéáðü ôéò äýï éäéüôçôåò: �(x∗) = x∗; (6-10)
(∀y ∈ P )[�(y) ≤ y=⇒x∗ ≤ y]: (6-11)Áðüäåéîç. Ç ôñï÷éÜ (orbit) ôïõ åëÜ÷éóôïõ ⊥ áðü ôçí � ïñßæåôáé ìå ôçíáíáäñïìÞ x0 = ⊥;xn+1 = �(xn):Ðñïöáíþò x0 = ⊥ ≤ x1, êáé ìå ôåôñéììÝíç åðáãùãÞ (÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçìïíïôïíéêüôçôá ôçò �), ãéá êÜèå n, xn ≤ xn+1. ¸ôóé ôï üñéïx∗ =ïñ limn xn = sup {xn | n ∈ N} (6-12)õðÜñ÷åé áðü ôçí 6.13, êáé áðü ôçí áñéèìÞóéìç óõíÝ÷åéá ôçò �,�(x∗) = �(limn xn) = limn �(xn) = limn xn+1 = x∗:Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôç äåýôåñç ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá ôïõ x∗, äå÷üìáóôå üôé�(y) ≤ y êáé äåß÷íïõìå åðáãùãéêÜ üôé ãéá êÜèå n, xn ≤ y. ÂÜóç. x0 = ⊥ ≤ y,ôåôñéììÝíá. Åðáãùãéêü ÂÞìá. Ç ÅðáãùãéêÞ Õðüèåóç ìáò äßíåé xn ≤ y, êáéõðïëïãßæïõìå:xn ≤ y =⇒ �(xn) ≤ �(y); (åðåéäÞ ç � åßíáé ìïíïôïíéêÞ),=⇒ xn+1 ≤ �(y) ≤ y; (áðü ôçí õðüèåóç ãéá ôï y):¢ñá ôï y åßíáé Üíù öñÜãìá ôçò áëõóßäáò {xn | n ∈ N}, êáé óõìðåñáßíïõìå üôéx∗ = sup {xn | n ∈ N} ≤ y. aÃéá íá åöáñìüóïõìå ôï Óõíå÷Ýò Èåþñçìá Óôáèåñïý Óçìåßïõ, ðñÝðåé ðñþôáíá äéáôõðþóïõìå ôï ðñüâëçìÜ ìáò ùò åñþôçóç ãéá ôçí ýðáñîç êáé (ìåñéêÝò öï-ñÝò) ôç ìïíáäéêüôçôá ëýóåùí åîßóùóçò ôçò ìïñöÞò �(x) = x, üðïõ ç � : P → Påßíáé ìïíïôïíéêÞ êáé áñéèìÞóéìá óõíå÷Þò óå êÜðïéïí åðáãùãéêü ÷þñï P . Ôõ-ðéêÜ áõôü åßíáé êáé ôï ðéï äýóêïëï ìÝñïò ôçò ëýóçò: íá öÝñïõìå ôï ðñüâëçìáóå ìïñöÞ óôçí ïðïßá åöáñìüæåôáé ôï 6.21. Äåí åßíáé áíáãêáßï íá åðáëçèåý-óïõìå üôé ç � åßíáé áñéèìÞóéìá óõíå÷Þò: óôï åðüìåíï êåöÜëáéï èá äåßîïõìåüôé ôï 6.21 ðáñáìÝíåé áëçèÝò áí áðëþò áöáéñÝóïõìå ôçí õðüèåóç áñéèìÞóé-ìçò óõíÝ÷åéáò ôçò �. ÏðùóäÞðïôå, ïé ðåñéóóüôåñåò åöáñìïãÝò áöïñïýí áðëÝòìïíïôïíéêÝò áðåéêïíßóåéò óå ÷þñïõò ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí ãéá ôéò ïðïßåò ìðï-ñïýìå óõ÷íÜ íá áíáãíùñßóïõìå áìÝóùò ìéá ðïëý éó÷õñüôåñç öõóéêÞ éäéüôçôáóõíÝ÷åéáò.6.22. Ïñéóìüò. Ç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç g : A * E åßíáé ðåðåñáóìÝíç áí Ý÷åéðåðåñáóìÝíï ðåäßï ïñéóìïý, äçëáäÞ áí åßíáé ðåðåñáóìÝíï óýíïëï æåõãþí.

ÐñïêáôáñôêôéêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜôç ëÜèç, ÌÜñôéïò 2007



ÊåöÜëáéï 6. ÓôáèåñÜ Óçìåßá 87Ç áðåéêüíéóç � : (A * E)→ (B * M) áðü Ýíá ÷þñï ìåñéêþí óõíáñôÞóåùíóå êÜðïéïí Üëëï åßíáé óõíå÷Þò, áí åßíáé ìïíïôïíéêÞ êáé óõìðáãÞò, äçëáäÞãéá êÜèå f : A * E, êáé üëá ôá y ∈ B êáé v ∈M ,�(f)(y) = v=⇒ (∃f0 ⊆ f)[ç f0 åßíáé ðåðåñáóìÝíç&�(f0)(y) = v]: (6-13)Ï óõìâïëéóìüò äåí âïçèÜåé, áëëÜ ç Ýííïéá åßíáé áñêåôÜ áðëÞ: ãéá íá õðïëï-ãßóïõìå ôçí ôéìÞ �(f)(y), ðñþôá õðïëïãßæïõìå ôç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f ′ = �(f)êáé ìåôÜ õðïëïãßæïõìå ôçí ôéìÞ ôçò óôï y, �(f)(y) = f ′(y). Ç ìïíïôïíéêÞ �åßíáé óõíå÷Þò, áí êÜèå (óõãêëßíïõóá) ôéìÞ �(f)(y) ôçò �(f) åîáñôÜôáé ìüíïáðü ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò ôéìþí ôçò f . Ìðïñïýìå íá óõíäõÜóïõìå ôéò Ýííïéåòôçò ìïíïôïíéêüôçôáò êáé ôçò óõìðÜãåéáò óôïí áêüëïõèï ÷áñáêôçñéóìü ôçò óõ-íÝ÷åéáò áðåéêïíßóåùí ÷þñùí ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí, ï ïðïßïò ìáò åðéôñÝðåé íááíáãíùñßæïõìå Üìåóá ôç óõíÝ÷åéÜ ôïõò.6.23. Ðñüôáóç. Ç áðåéêüíéóç � : (A * E) → (B * M) åßíáé óõíå÷Þò áíêáé ìüíïí áí éêáíïðïéåß ôçí (6-13) êáé ôçí áíôßóôñïöÞ ôçò, äçëáäÞ áí ãéá êÜèåf : A * E, êáé ãéá üëá ôá y ∈ B êáé v ∈M :�(f)(y) = v ⇐⇒ (∃f0 ⊆ f)[ç f0 åßíáé ðåðåñáóìÝíç&�(f0)(y) = v]: (6-13∗)Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç áðåéêüíéóç � : (N * N) → (N * N) ðïõ ïñßæåôáé ìå ôïíôýðï �(f) = (n 7→ f(n) + f(n2))åßíáé óõíå÷Þò, åðåéäÞ (ðñïöáíþò) ãéá êÜèå f êáé n, éó÷ýåé�(f)(n) = �(f0)(n);üðïõ f0 åßíáé ï ðåñéïñéóìüò ôçò f óôï äéóýíïëï {n; n2}.Áðüäåéîç ôçò 6.23. Áñ÷éêÜ äå÷üìáóôå üôé: ç � åßíáé óõíå÷Þò, f : A * E,y ∈ B, êáé v ∈ M . Áí �(f)(y) = b, ôüôå áðü ôç óõìðÜãåéá ôçò �, õðÜñ÷åéðåðåñáóìÝíç f0 ⊆ f ìå �(f0)(y) = v· êé Ýôóé, áðü ôç ìïíïôïíéêüôçôá ôçò �,Ýðåôáé üôé �(f)(y) = v.Ãéá ôï áíôßóôñïöï, õðïèÝôïõìå üôé ç (6-13∗) éó÷ýåé ãéá êÜèå f : A * Eêáé üëá ôá y ∈ B, v ∈ M . ¸ôóé Ýðåôáé Üìåóá ç óõìðÜãåéá ôçò �. Ãéá íáåðáëçèåýóïõìå üôé ç � åßíáé ìïíïôïíéêÞ, äå÷üìáóôå üôé f ⊆ g êáé �(f)(y) = v·áðü ôçí êáôåýèõíóç =⇒ ôçò (6-13∗), õðÜñ÷åé êÜðïéá ðåðåñáóìÝíç f0 ⊆ f ìå�(f0)(y) = v. ¼ìùò f0 ⊆ g, êé Üñá áðü ôçí êáôåýèõíóç ⇐= ôçò (6-13∗),�(g)(y) = v. a6.24. ¢óêçóç. Äåßîå üôé ç áðåéêüíéóç � : (N * N)→ (N * N) ïñéóìÝíç ìåôïí ôýðï �(f) = (n 7→ Σni=0f(i))åßíáé óõíå÷Þò. Õðïëïãßóôå ôçí ôéìÞ �(n 7→ 2n)(2).6.25. Ïñéóìüò. Ç óõíÜñôçóç f : X → Y áðü Ýíáí ôïðïëïãéêü ÷þñï óå êÜ-ðïéïí Üëëï åßíáé (ôïðïëïãéêÜ) óõíå÷Þò (continuous), áí ç áíôßóôñïöç åéêüíáf−1[G] êÜèå áíïéêôïý óõíüëïõ óôïí Y åßíáé áíïéêôü óýíïëï óôïí X. Ôïðïëï-ãéêïß ÷þñïé ïñßóôçêáí óôï 4.30, óáí ðñþôï ðáñÜäåéãìá äïìçìÝíùí óõíüëùí.
ÐñïêáôáñôêôéêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜôç ëÜèç, ÌÜñôéïò 2007



88 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá6.26. ¢óêçóç. Ìéá óõíÜñôçóç f : X → Y áðü Ýíáí ôïðïëïãéêü ÷þñï óåêÜðïéïí Üëëï åßíáé óõíå÷Þò ôüôå êáé ìüíïí áí ç áíôßóôñïöç åéêüíá f−1[F ]êÜèå êëåéóôïý óõíüëïõ óôïí Y åßíáé êëåéóôü óýíïëï óôïí X.Èá ìðïñïýóå êáíåßò íá õðïèÝóåé üôé ïé óõíå÷åßò áðåéêïíßóåéò ôïõ Ïñéóìïý6.22 Ý÷ïõí êÜôé êïéíü ìå ôéò óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò ôçò ôïðïëïãßáò, êáé âÝâáéáäåí èá åß÷å Üäéêï: ïé Ýííïéåò åßíáé éóïäýíáìåò ìå ôïí óùóôü ïñéóìü ôïðïëïãßáòóôïõò ÷þñïõò ìåñéêþí äéáôÜîåùí, áëëÜ áõôü ôï áðïôÝëåóìá äåí ìáò ÷ñåéÜæåôáéêáé ôï áöÞíïõìå ãéá ôï Ðñüâëçìá x6.21.6.27. Ðåñß ôïðïëïãßáò ãåíéêÜ. Ç ëåãüìåíç ÃåíéêÞ Ôïðïëïãßá (ÔïðïëïãßáÓçìåéïóõíüëùí) åßíáé ãéá ôç óõíïëïèåùñßá óáí ôï ìáúíôáíü, ìðáßíåé ëßãï ðá-íôïý, áëëÜ äåí õðÜñ÷ïõí ðåñéþíõìåò óõíôáãÝò £ðéÜôùí ìáúíôáíïý¤ ðïõ ï åðßäï-îïò ¸ëëçíáò ìÜãåéñáò ðñÝðåé íá ìÜèåé. ÐïëëÝò ôïðïëïãéêÝò éäÝåò ó÷åôßæïíôáéìå ôç èåùñßá óõíüëùí, áëëÜ ðïëý óðÜíéá ìðïñåßò íá áðïäåßîåéò Ýíá åíäéáöÝñïíèåþñçìá ãéá ôá óýíïëá ìå ÷ñÞóç êÜðïéïõ óçìáíôéêïý áðïôåëÝóìáôïò áðü ôçíôïðïëïãßá. Ãéá íá ìç ÷áèïýìå óå ðáñáäñüìéá, èá áêïëïõèÞóïõìå ôçí ðÜãéáôáêôéêÞ íá äßíïõìå ôïõò ðéï Üìåóïõò, óõíïëïèåùñçôéêÜ öõóéêïýò ïñéóìïýò êáéáðïäåßîåéò ãéá ôéò Ýííïéåò êáé ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí, êáé èá áöÞ-óïõìå ôéò ó÷Ýóåéò ìå ôçí ôïðïëïãßá ãéá ôá ðñïâëÞìáôá. Óå ìåñéêÝò ðåñéðôþóåéò,âåâáßùò, ç ðéï öõóéêÞ ðñïóðÝëáóç åßíáé ðñÜãìáôé ç ôïðïëïãéêÞ.6.28. ËÞììá. Áí ôï S ⊆ (A * E) åßíáé ìç êåíÞ áëõóßäá óå ÷þñï ìåñéêþíóõíáñôÞóåùí êáé ç f0 ⊆ supS åßíáé ðåðåñáóìÝíç óõíÜñôçóç, ôüôå õðÜñ÷åéêÜðïéá g ∈ S ôÝôïéá þóôå f0 ⊆ g.Ãéá ôçí áðüäåéîç ÷ñçóéìïðïéïýìå åðáãùãÞ óôïí áñéèìü ôùí óôïé÷åßùíôïõ ðåäßïõ ôçò f0:ÂÜóç. Ç êåíÞ f0 = ∅ åßíáé ç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ äåí ïñßæåôáé ðïõèåíÜ.ÕðÜñ÷åé êÜðïéá g ∈ S áöïý ôï S äåí åßíáé êåíü, êáé ∅ ⊆ g.Åðáãùãéêü ÂÞìá. Ôï ðåäßï ôçò f0 Ý÷åé n+ 1 ìÝëç, Üñáf0 = f1 ∪ {(x;w)} ⊆ supS;üðïõ ç f1 åßíáé ðåðåñáóìÝíç, ìåñéêÞ óõíÜñôçóç ìå ìüíï n óôïé÷åßá óôï ðåäßïôçò, êáé áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, õðÜñ÷åé êÜðïéá g1 ∈ S ôÝôïéá þóôå f1 ⊆ g1.Åöüóïí (x;w) ∈ supS, ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé êÜðïéá h′ ∈ S ôÝôïéá þóôå (x;w) ∈ h′,êáé áöïý ôï S åßíáé áëõóßäá, åßôå g1 ⊆ h′ åßôå h′ ⊆ g1· ç g ðïõ ÷ñåéáæüìáóôååßíáé ç ìåãáëýôåñç áðü áõôÝò ôéò äýï ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéò. a6.29. ËÞììá. ÊÜèå óõíå÷Þò áðåéêüíéóç � : (A * E) → (B * M) åßíáéáñéèìÞóéìá óõíå÷Þò, ìÜëéóôá ãéá êÜèå ìç êåíÞ (ü÷é áðáñáßôçôá áðáñéèìçôÞ)áëõóßäá S ⊆ (A * E), �(supS) = sup�[S]:Áðüäåéîç. ¸óôù üôé ôï S ⊆ (A * E) åßíáé ìç êåíÞ áëõóßäá ìå Ýíùóçf = supS. Áí g ∈ S, ôüôå g ≤ f , êé áöïý ç � åßíáé ìïíïôïíéêÞ Ý÷ïõìå�(g) ≤ �(f), Ýôóé ðïõsup�[S] = sup {�(g) | g ∈ S} ≤ �(f):
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ÊåöÜëáéï 6. ÓôáèåñÜ Óçìåßá 89Ãéá ôçí áíôßóôñïöç áíéóüôçôá, ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé áí �(f)(y) = v, ôüôåõðÜñ÷åé êÜðïéá g ∈ S ôÝôïéá þóôå �(g)(y) = v. Áðü ôçí éó÷õñÞ óõíÝ÷åéáôçò �, õðÜñ÷åé êÜðïéá ðåðåñáóìÝíç f0 ⊆ f , ôÝôïéá þóôå �(f0)(y) = v· áðüôï ðñïçãïýìåíï ËÞììá, õðÜñ÷åé êÜðïéá g ∈ S ôÝôïéá þóôå f0 ⊆ g· êáé ìåôç ìïíïôïíéêüôçôá ôçò �, áõôü óõíåðÜãåôáé üôé �(f0) ⊆ �(g). Åéäéêüôåñá,�(f0)(y) = v, Üñá �(g)(y) = v êáé áõôÞ åßíáé ç g ðïõ ÷ñåéáæüìáóôå. aÐñïöáíþò ôï Óõíå÷Ýò Èåþñçìá ÅëÜ÷éóôïõ Óçìåßïõ åßíáé áðëü ðüñéóìá ôïõÈåùñÞìáôïò ÁíáäñïìÞò óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò 5.6. Åðßóçò üìùò óõíåðÜãå-ôáé ôï 5.6, ìå Ýíáí åõèý óõëëïãéóìü ðïõ áîßæåé äéåñåýíçóç, åðåéäÞ åðåîçãåß ôïíâáóéêü ôñüðï ìå ôïí ïðïßï åöáñìüæïõìå ôï 6.21.6.30. Áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò ÁíáäñïìÞò áðü ôï 6.21. Ãéá êÜèå a ∈ Eêáé êÜèå óõíÜñôçóç h : E → E, ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç� : (N * E)→ (N * E)ìå ôïí ôýðï �(f) = f ′; üðïõ f ′(x) =

{a; áí x = 0;h(f(x− 1)); áí x > 0;Åäþ ç f åßíáé ìåñéêÞ óõíÜñôçóç áðü ôï N óôï E êáé åñìçíåýïõìå ôïí ïñéóìüìå ôïí öõóéêü ôñüðï, Ýôóé ðïõx > 0=⇒ [f ′(x) ↓ ⇐⇒ h(f(x− 1)) ↓ ⇐⇒ f(x− 1) ↓]:Ó÷ïëáóôéêÜ, ç áðåéêüíéóç � áíôéóôïé÷ßæåé Ýíá óýíïëï æåõãþí f ′ ⊆ (N×E) óåêÜèå f ∈ (N * E) êáé ïñßæåôáé ìå ôçí åîßóùóç�(f) = {(0; a)}
⋃ {(x; h(w)) | x > 0 & (x− 1; w) ∈ f} (f : N * E): (6-14)Áðü áõôü Ýðåôáé üôé ãéá êÜèå f êáé êÜèå x,�(f)(x) = �(f0)(x);üðïõ f0 = {(0; a)} áí x = 0 êáé f0 = {(x − 1; f(x − 1))} áí x > 0, êé Ýôóé ç� åßíáé óõíå÷Þò áðü ôçí Ðñüôáóç 6.23, êé Üñá áñéèìÞóéìá óõíå÷Þò. ¸ôóé, áðüôçí 6.21, Ý÷åé Ýíá óôáèåñü óçìåßï: ìå Üëëá ëüãéá, õðÜñ÷åé ìåñéêÞ óõíÜñôçóçf∗ : N * E ðïõ éêáíïðïéåß ôçí f∗ = �(f∗), êáé áìÝóùòf∗(0) = a; (6-15)f∗(x+ 1) = h(f∗(x)) (f∗(x) ↓): (6-16)Ôï Èåþñçìá 6.21 äåí åããõÜôáé üôé áõôÞ ç f∗ åßíáé ïëéêÞ óõíÜñôçóç, ìå ðåäßïïñéóìïý üëï ôï N, áëëÜ áõôü åðáëçèåýåôáé åýêïëá ìå åðáãùãÞ óôï x, ÷ñçóéìï-ðïéþíôáò ôéò ôáõôüôçôåò (6-15), (6-16). aÈåùñïýìå ôþñá ìéá ðéï åíäéáöÝñïõóá åöáñìïãÞ, üðïõ äåí åßíáé ôüóï ðñïöáíÝòðþò íá ïñßóïõìå ôç óõíÜñôçóç ðïõ ÷ñåéáæüìáóôå êáôåõèåßáí áðü ôï ÈåþñçìáÁíáäñïìÞò.
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90 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá6.31. Ðñüôáóç. Ãéá êÜèå óõíÜñôçóç h : N → N êáé êÜèå Üðåéñï óýíïëïA ⊆ N öõóéêþí áñéèìþí, õðÜñ÷åé (ïëéêÞ) óõíÜñôçóç f : N→ N ðïõ éêáíïðïéåßôéò ôáõôüôçôåò:
f(n) =

{

0; áí n ∈ A;h(f(n+ 1)); áí n =∈ A: (6-17)Áðüäåéîç. Ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç� : (N * N)→ (N * N)óôïí åðáãùãéêü ÷þñï üëùí ôùí ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí ìéáò ìåôáâëçôÞò óôï N,ìå ôïí ôýðï �(f) = f ′; üðïõ f ′(n) =

{
0; áí n ∈ A;h(f(n+ 1)); áí n =∈ A: (6-18)ËåðôïìåñÝóôåñá, áõôü óçìáßíåé üôé èÝôïõìå�(f) = {(n; 0) | n ∈ A} ∪ {(n; h(w)) | n =∈ A& (n+ 1; w) ∈ f};ðïõ óõíåðÜãåôáé áðü ôç ìïñöÞ ôçò üôé ç � åßíáé óõíå÷Þò, Üñá áñéèìÞóéìá óõíå-÷Þò. ÅðïìÝíùò Ý÷åé Ýíá óôáèåñü óçìåßï f ðïõ éêáíïðïéåß ôçí (6-17), êáé áñêåßíá áðïäåßîïõìå üôé áõôÞ ç f åßíáé ïëéêÞ. Áò äå÷ôïýìå, ðñïò áðáãùãÞ óå Üôïðï,üôé f(n) ↑ ãéá êÜðïéï n. Ðáñáôçñïýìå üôé áðü ôçí (6-17) áõôü óõíåðÜãåôáé üôén =∈ A, áëëéþò f(n) ↓, êáé ìÜëéóôá f(n) = 0. Èá äåßîïõìå ìå åðáãùãÞ óôïi üôé f(n + i) ↑, ðïõ óõíåðÜãåôáé ìå ôç óåéñÜ ôïõ üôé ãéá êÜèå i, n + i =∈ A,Üñá ôï A ⊆ [0; n) åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ðïõ åßíáé Üôïðï. ÂÜóç. Áí i = 0, ôüôåf(n+0) = f(n) ↑, áðü ôçí õðüèåóç. Åðáãùãéêü ÂÞìá. Áí f(n+i) ↑, ôüôå áðüôçí (6-17), ðÜëé, n+ i =∈ A. Áõôü üìùò óõíåðÜãåôáé f(n+ i) = h(f(n+ i+ 1)),Üñá f(n+ i+ 1) ↓ =⇒ f(n+ i) ↓ (áöïý ç h åßíáé ïëéêÞ), ðïõ åßíáé åíÜíôéï óôçíåðáãùãéêÞ õðüèåóç. a6.32. ¢óêçóç. Äåßîå ëåðôïìåñåéáêÜ ôç óõíÝ÷åéá ôçò � ó' áõôÞí ôçí áðü-äåéîç.Ãéá ìéá ôñßôç ôõðéêÞ åöáñìïãÞ ôïõ Óõíå÷ïýò ÈåùñÞìáôïò ÅëÜ÷éóôïõ Óôáèå-ñïý Óçìåßïõ, èåùñïýìå ôïí áëãüñéèìï ôïõ Åõêëåßäç.6.33. Ðñüôáóç. (1) ÕðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f : N × N * Nìå ðåäßï ïñéóìïý {(n;m) | n;m 6= 0} ðïõ éêáíïðïéåß ôéò åîÞò ôáõôüôçôåò, ãéáüëïõò ôïõò áñéèìïýò 0 < n < m:f(m;n) = f(n;m);f(n; n) = n;f(n;m) = f(n;m− n): (6-19)
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ÊåöÜëáéï 6. ÓôáèåñÜ Óçìåßá 91(2) Ç ìïíáäéêÞ f∗ ðïõ éêáíïðïéåß ôï óýóôçìá (6-19) õðïëïãßæåé ôïí ìÝãéóôïêïéíü äéáéñÝôç äýï áñéèìþí ìåãáëýôåñùí ôïõ 0,f∗(n;m) = ìêä(n;m) (6-20)
= ï ìÝãéóôïò k ðïõ äéáéñåß áêñéâþòêáé ôïõò äýï áñéèìïýò n, m.Áðüäåéîç. Óå êÜèå ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f : N × N * N áíôéóôïé÷ßæïõìå ôçìåñéêÞ óõíÜñôçóç f ′ : N× N * N ðïõ ïñßæåôáé ìå ôïí ôýðïf ′(n;m) =







f(m;n); áí n > m > 0;n; áí n = m > 0;f(n;m− n) áí 0 < n < m;êáé èÝôïõìå �(f) = f ′:Ç áðåéêüíéóç � : ((N × N) * N) → ((N × N) * N) åßíáé ðñïöáíþò óõíå÷Þò.Óõíåðþò õðÜñ÷åé åëÜ÷éóôç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç f∗ : (N× N) * N ôÝôïéá þóôå�(f∗) = f∗;êáé áõôü åßíáé (åýêïëá) éóïäýíáìï ìå ôï óýóôçìá (6-19). Ç áðüäåéîç üôé ãéáüëá ôá n;m 6= 0 f∗(n;m) ↓ & f∗(n;m) = ìêä(n;m)åßíáé ìå åðáãùãÞ óôï Üèñïéóìá n+m. (Äéá÷þñéóå ðåñéðôþóåéò áí 0 < m < n,
0 < m = n Þ 0 < n < m, êáé ÷ñçóéìïðïßçóå ôçí áðëÞ éäéüôçôá ôùí öõóéêþíáñéèìþí, üôé ãéá 0 < n < m, ïé êïéíïß äéáéñÝôåò ôùí n;m åßíáé áêñéâþò ïéßäéïé ìå ôïõò êïéíïýò äéáéñÝôåò ôùí n;m− n.) aÓ' áõôü ôï ðáñÜäåéãìá äåí ÷ñåéáæüìáóôå ôï Óõíå÷Ýò Èåþñçìá ÅëÜ÷éóôïõÓôáèåñïý Óçìåßïõ ãéá íá áðïäåßîïõìå ôçí ýðáñîç ëýóçò ôïõ óõóôÞìáôïò (6-19),áöïý ìðïñïýìå íá åðáëçèåýóïõìå êáôåõèåßáí üôé ç óõíÜñôçóç ìêä åßíáé ëýóç.Ðáñ' üëá áõôÜ, ç Ðñüôáóç åßíáé óçìáíôéêÞ, åðåéäÞ ìáò äßíåé Ýíá ÷ñÞóéìï ÷áñá-êôçñéóìü ôçò óõíÜñôçóçò ìêä ðïõ õðïäåß÷íåé Ýíá óõãêåêñéìÝíï |êáé åýêïëï|ôñüðï õðïëïãéóìïý ôçò. Ð.÷. ÷ñçóéìïðïéþíôáò ìüíï ôéò åîéóþóåéò ôïõ óõóôÞ-ìáôïò, õðïëïãßæïõìå:ìêä(231; 165) = ìêä(165; 231) = ìêä(165; 66) = ìêä(66; 165)

= ìêä(66; 99) = ìêä(66; 33) = ìêä(33; 66)
= ìêä(33; 33) = 33:Áõôüò ï õðïëïãéóìüò ôçò ôéìÞò ìêä(231; 165) åßíáé ðïëý áðëïýóôåñïò ôïõ ôå-ôñéììÝíïõ, üðïõ øÜ÷íïõìå ãéá ôïí ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç äïêéìÜæïíôáò ìå ôçóåéñÜ üëïõò ôïõò áñéèìïýò áðü ôïí 165 ðñï÷ùñþíôáò ðñïò ôá êÜôù, ìÝ÷ñéòüôïõ âñïýìå êÜðïéïí êïéíü äéáéñÝôç ôùí 165 êáé 231. Ôï öáéíüìåíï åßíáé ãå-íéêü: ï ÷áñáêôçñéóìüò ìéáò óõíÜñôçóçò f ùò ôçí åëÜ÷éóôç ëýóç óõóôÞìáôïòáðëþí åîéóþóåùí óõ÷íÜ ìáò äßíåé Ýíáí áëãüñéèìï, ìéá £óõíôáãÞ¤ ãéá ôïí £ìç-÷áíéêü¤ õðïëïãéóìü ôùí ôéìþí ôçò f , êáé áõôüò åßíáé Ýíáò áðü ôïõò ëüãïõò
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ÄéÜãñáììá 6.5ðïõ ôï Óõíå÷Ýò Èåþñçìá ÅëÜ÷éóôïõ Óôáèåñïý Óçìåßïõ åßíáé èåìåëéáêü ãéá ôçíðëçñïöïñéêÞ.Ôåëåéþíïõìå ì' Ýíá áðëü áðïôÝëåóìá ãéá ãñáöÞìáôá ðïõ ó÷åôßæåôáé ìå ôéòéäÝåò áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ, âë. ÐñïâëÞìáôá x6.16 êáé x6.17.6.34. Ïñéóìüò. ÃñÜöçìá (graph) åßíáé Ýíá äïìçìÝíï óýíïëï (G;→G), üðïõôï óýíïëï ôùí áêìþí (edges) →G ⊆ G × G åßíáé äéìåëÞò ó÷Ýóç óôï óýíïëïôùí êüìâùí (nodes) G. Ç ìåôáâáôéêÞ êëåéóôüôçôá (transitive closure) ôïõG åßíáé ôï ãñÜöçìá G = (G;⇒G), üðïõx⇒G y ⇐⇒ïñ õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé áðü ôï x óôï y óôï G
⇐⇒ (∃z0; : : : ; zn)[x = z0 →G z1 & · · · & zn−1 →G zn = y]:Áðåéêïíßæïõìå ãñáöÞìáôá ðåñßðïõ üðùò êáé ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïõò ÷þñïõò,áëëÜ ç êáôåýèõíóç £ðñïò ôá äåîéÜ Þ åðÜíù¤ äåí Ý÷åé êáìéÜ éäéáßôåñç óçìáóßá êáé÷ñçóéìïðïéïýìå óõóôçìáôéêÜ âÝëç áíôß ãéá áðëÝò ãñáììÝò: ç ó÷Ýóç x →G yéó÷ýåé áí õðÜñ÷åé âÝëïò áðü ôï x óôï y, êáé ç x ⇒G y éó÷ýåé áí ìðïñïýìåíá êéíçèïýìå áðü ôï x óôï y áêïëïõèþíôáò ôá âÝëç ôïõ äéáãñÜììáôïò. ÓôïÄéÜãñáììá 6.5, f → f , a⇒ a êáé a⇒ c, áëëÜ f 6⇒ d.6.35. Ðñüôáóç. Ãéá êÜèå ãñÜöçìá G, ç ó÷Ýóç ìåôáâáôéêÞò êëåéóôüôçôáò ⇒Géêáíïðïéåß ôçí éóïäõíáìßáx⇒G y ⇐⇒ x→G y ∨ (∃z ∈ G)[x→G z& z ⇒G y]: (6-21)Áðüäåéîç. ÕðïèÝôïõìå üôéx = z0 →G z1 →G z2 →G · · · →G zn = y·áí n = 1, ôüôå áìÝóùò x→G y, êáé áí n > 1, ôüôå x→G z1 êáé z1 ⇒G y (áðüôïí ïñéóìü ôçò ⇒G), êáé ôï äåîß ìÝëïò ôçò (6-21) óõíÜãåôáé èÝôïíôáò z = z1.Ç áðüäåéîç ôçò áíôßóôñïöçò óõíåðáãùãÞò äéáóðÜôáé öõóéêÜ óå äýï ðåñéðôþóåéòêáé åßíáé åîßóïõ áðëÞ. a

ÐñïâëÞìáôá ãéá ôï ÊåöÜëáéï 6x6.1. Ãéá êÜèå ìåñéêÞ äéÜôáîç ≤ óôï óýíïëï A, ç áíôßóôñïöç ó÷Ýóçx ≤′ y ⇐⇒ïñ y ≤ x
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ÊåöÜëáéï 6. ÓôáèåñÜ Óçìåßá 93åßíáé åðßóçò ìåñéêÞ äéÜôáîç. Áðü ôïõò åðáãùãéêïýò ÷þñïõò (A * E) êáé P(A),ðïéïò Ý÷åé åðáãùãéêü, áíôßóôñïöï ÷þñï;x6.2. Ãéá êÜèå åðáãùãéêÞ, ìåñéêÞ äéÜôáîç ≤E óôï óýíïëï E êáé ãéá êÜèåóýíïëï A, ïñßæïõìå óôïí óõíáñôçóéáêü ÷þñï (A→ E) ôç ìåñéêÞ äéÜôáîçf ≤ g ⇐⇒ïñ (∀x ∈ A)[f(x) ≤E g(x)] (f; g : A→ E):ðïõ óõãêñßíåé ôéò óõíáñôÞóåéò £êáôÜ óçìåßï¤ (pointwise). Äåßîå üôé ç ≤ åßíáéåðáãùãéêÞ, ìåñéêÞ äéÜôáîç ôïõ (A→ E).x6.3. Áí ïé ìåñéêÝò äéáôÜîåéò ≤1, ≤2 óôá áíôßóôïé÷á óýíïëá P1, P2 åßíáé åðá-ãùãéêÝò, ôüôå åðáãùãéêÞ åßíáé êáé ç åîÞò ó÷Ýóç ≤ óôï Êáñôåóéáíü ãéíüìåíïP1 × P2:
(x1; x2) ≤ (y1; y2) ⇐⇒ïñ x1 ≤1 y1 &x2 ≤2 y2:Ì' áõôÞ ôç ìåñéêÞ äéÜôáîç ï ÷þñïò P1 × P2 êáëåßôáé ôï ãéíüìåíï ôùí äýï÷þñùí P1 êáé P2.x6.4. Èåùñïýìå ôñåéò åðáãùãéêïýò ÷þñïõò P1, P2 êáé Q. Ìéá áðåéêüíéóç� : P1 × P2 → Q åßíáé ÷ùñéóôÜ ìïíïôïíéêÞ (separately monotone) áí ãéáêÜèå x1 ∈ P1, ç áðåéêüíéóç (x2 7→ �(x1; x2)) óôïí P2 åßíáé ìïíïôïíéêÞ, êáéóõììåôñéêÜ, ãéá êÜèå x2 ∈ P2. Äåßîå üôé ç � åßíáé ìïíïôïíéêÞ (óôï ãéíüìåíï)ôüôå êáé ìüíïí áí åßíáé ÷ùñéóôÜ ìïíïôïíéêÞ.x6.5. Èåùñïýìå ôñåéò åðáãùãéêïýò ÷þñïõò P1, P2 êáé Q. Ìéá áðåéêüíéóç� : P1 × P2 → Q åßíáé ÷ùñéóôÜ áñéèìÞóéìá óõíå÷Þò (separately, countablycontinuous) áí ãéá êÜèå x1 ∈ P1, ç áðåéêüíéóç (x2 7→ �(x1; x2)) óôïí P2 åßíáéáñéèìÞóéìá óõíå÷Þò, êáé óõììåôñéêÜ ãéá êÜèå x2 ∈ P2. Äåßîå üôé ç � åßíáéáñéèìÞóéìá óõíå÷Þò ôüôå êáé ìüíïí áí åßíáé ÷ùñéóôÜ áñéèìÞóéìá óõíå÷Þò.6.36. Ïñéóìüò. Ôï óôïé÷åßï M åßíáé ìåãéóôéêü (maximal) ôïõ óõíüëïõ Sóôïí ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï P , áí ôï M åßíáé ìÝëïò ôïõ S êáé êáíÝíáìÝëïò ôïõ S äåí åßíáé ìåãáëýôåñï,M ∈ S& (∀x ∈ S)[M ≤ x=⇒M = x]:Ôï óôïé÷åßï m åßíáé åëá÷éóôéêü (minimal) ôïõ S áí åßíáé ìÝëïò ôïõ S êáéêáíÝíá ìÝëïò ôïõ S äåí åßíáé ìéêñüôåñï,m ∈ S& (∀x ∈ S)[x ≤ m=⇒x = m]:x6.6. Íá âñåéò óôï ÷þñï ôïõ ÄéáãñÜììáôïò 6.2 êÜðïéï õðïóýíïëï S ðïõ íáÝ÷åé ìåãéóôéêÜ óôïé÷åßá áëëÜ íá ìçí Ý÷åé ìÝãéóôï, êáé êÜðïéï Üëëï ìå åëá÷é-óôéêÜ óôïé÷åßá, ÷ùñßò åëÜ÷éóôï.

∗ x6.7. ÊÜèå ðåðåñáóìÝíï, ìç êåíü õðïóýíïëï ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïõ ÷þñïõ PÝ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá ìåãéóôéêü êáé Ýíá åëá÷éóôéêü óôïé÷åßï.
∗ x6.8. ¸íáò ðåðåñáóìÝíïò, ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò P åßíáé åðáãùãéêüòáí êáé ìüíïí áí Ý÷åé åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï.
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94 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÌéá óçìáíôéêÞ Ýííïéá ôçò ðëçñïöïñéêÞò åßíáé áõôÞ ôïõ ñåýìáôïò, ð.÷. ôïñåýìá ôùí øçößùí óå Ýíá áñ÷åßï ðïõ ìåôáäßäåôáé áðü ôïí Cyber ôïõ Ðáíåðé-óôçìßïõ Áèçíþí óôïí õðïëïãéóôÞ ôïõ óðéôéïý ìïõ, óôï ÖÜëçñï, ìÝóá áðü ôéòôçëåöùíéêÝò ãñáììÝò. Ôï ñåýìá åßíáé âáóéêÜ áêïëïõèßá, áëëÜ ìðïñåß íá åßíáéÜðåéñç, óôçí éäáíéêïðïéçìÝíç ðåñßðôùóç· ôåñìáôéóìÝíç, áí Ýðåéôá áðü Ýíá óõ-ãêåêñéìÝíï óôÜäéï ôï øçößï eof (ôÝëïò ôïõ áñ÷åßïõ) öôÜíåé óôï ÖÜëçñï êáéï õðïëïãéóôÞò ìïõ îÝñåé üôé Ýëçîå ç ìåôÜäïóç· Þ çìéôåëÞò, áí Ýðåéôá áðü êÜ-ðïéï óôÜäéï ôá øçößá ðÜøïõí íá Ýñ÷ïíôáé, ÷ùñßò ðñïåéäïðïßçóç, ßóùò åðåéäÞ ïCyber ðÝèáíå Þ åðåéäÞ ç ôçëåöùíéêÞ óýíäåóç äéáêüðçêå.166.37. Ïñéóìüò. Ãéá êÜèå óýíïëï A, äéáëÝãïõìå êÜðïéï t =∈ A (ßóùò ôï áíôé-êåßìåíï r(A) ôçò (3-4)) êáé ïñßæïõìå ôá ñåýìáôá (streams) áðü ôï A ùò åîÞò:Streams(A)

=ïñ {� : N * A ∪ {t} | (∀i < j)[�(j) ↓ =⇒ [�(i) ↓ &�(i) 6= t]]}:Ôï ñåýìá � åßíáé ôåëåéùìÝíï (terminated) Þ óõãêëßíïí (convergent) áí ãéáêÜðïéï n, �(n) = t, ïðüôå áðü ôïí ïñéóìü Domain(�) = [0; n + 1)· Üðåéñï áíDomain(�) = N· êáé çìéôåëÝò (stalled Þ unterminated) áí ôï Domain(�) åßíáéðåðåñáóìÝíï, áñ÷éêü ôìÞìá ôïõ N áëëÜ ôï � äåí ðáßñíåé ôçí ôåñìáôéêÞ ôéìÞ t.Ôá Üðåéñá êáé ôá çìéôåëÞ ñåýìáôá ìáæß êáëïýíôáé áðïêëßíïíôá (divergent).x6.9. Ãéá êÜèå óýíïëï A, ôï óýíïëï ôùí ñåõìÜôùí Streams(A) åßíáé åðáãùãé-êüò ÷þñïò ìå ôç öõóéêÞ, ìåñéêÞ äéÜôáîç v, ðïõ ïñßæåôáé, üðùò êáé óôéò ëÝîåéò,� v � ⇐⇒ïñ � ⊆ �: (6-22)Ðïéá åßíáé ôá ìåãéóôéêÜ óôïé÷åßá áõôïý ôïõ ÷þñïõ;x6.10. Ç ðáñÜèåóç (concatenation) � ? � äýï ñåõìÜôùí ïñßæåôáé Ýôóé þóôåáí ôï � åßíáé áðïêëßíïí, ôüôå � ? � = � êáé áí ôï � åßíáé óõãêëßíïí ìå ðåäßïïñéóìïý [0; n+ 1), ôüôåi < n=⇒ (� ? �)(i) = �(i); (� ? �)(n+ i) = �(i):Äåßîå üôé ç ? åßíáé óõíå÷Þò óõíÜñôçóç (äýï ìåôáâëçôþí) óôï ÷þñï Streams(A).Ôï ðëÞñåò Èåþñçìá ÅëÜ÷éóôïõ Óôáèåñïý Óçìåßïõ ìðïñåß íá áðïäåé÷ôåß åý-êïëá ãéá ôá äõíáìïóýíïëá:
∗ x6.11. ¸óôù ìïíïôïíéêÞ áðåéêüíéóç � : P(A)→ P(A) óôï äõíáìïóýíïëï ôïõA. Äåßîå üôé ôï óýíïëï A? =

⋂{X | �(X) ⊆ X}åßíáé ôï åëÜ÷éóôï óôáèåñü óçìåßï ôçò �, êáé ôïA? =
⋃{X | X ⊆ �(X)}

16Ãéá íá ðïýìå ôçí áëÞèåéá, ï Cyber Ý÷åé ðåèÜíåé ðáíôåëþò áðü ôçí ðñþôç Ýêäïóç áõôþíôùí Óçìåéþóåùí, áëëÜ áêüìç êáé óÞìåñá, ïé óýã÷ñïíïé õðïëïãéóôÝò êáé ïé óôáèåñüôåñåòôçëåöùíéêÝò ãñáììÝò ìáò åãêáôáëåßðïõí ìåñéêÝò öïñÝò.
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ÊåöÜëáéï 6. ÓôáèåñÜ Óçìåßá 95åßíáé ôï ìÝãéóôï óôáèåñü óçìåßï ôçò �.Ôá åðüìåíá ìåñéêÜ ðñïâëÞìáôá áöïñïýí £áëãïñéèìéêÝò¤ åöáñìïãÝò ôïõ Óõ-íå÷ïýò ÈåùñÞìáôïò ÅëÜ÷éóôïõ Óôáèåñïý Óçìåßïõ.x6.12. Ãéá êÜèå äéìåëÞ ó÷Ýóç R ⊆ N×A, õðÜñ÷åé åëÜ÷éóôç ìåñéêÞ óõíÜñôçóçf : N×A * N ðïõ Ý÷åé ôéò éäéüôçôåò
{ R(n; x) =⇒ f(n; x) = n;
¬R(n; x) =⇒ f(n; x) = f(n+ 1; x);êáé åðïìÝíùòf(n; x) ↓ ⇐⇒ (∃m ≥ n)[R(m;x);f(n; x) ↓] =⇒ f(n; x) = ï åëÜ÷éóôïò m ≥ n ôÝôïéïò þóôå R(m;x):x6.13. Ãéá êÜèå ôñéÜäá ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí f0, g, h ìå ðåäßá ïñéóìïý êáéôéìþí ôÝôïéá þóôå ïé åðüìåíåò ôáõôüôçôåò íá Ý÷ïõí íüçìá, õðÜñ÷åé åëÜ÷éóôçìåñéêÞ óõíÜñôçóç f : N×A * E ðïõ éêáíïðïéåß ôéò åîéóþóåéòf(0; x) = f0(x);f(n+ 1; x) = h(f(n; g(n; x)); n; x):x6.14. Äåßîå üôé õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá (ïëéêÞ) óõíÜñôçóç f : N × N → N ðïõéêáíïðïéåß ôéò åîéóþóåéòf(0; n) = f(n; 0) = 0;f(n+ 1;m+ 1) = f(n;m) + 1:Õðïëüãéóå ôçí ôéìÞ f(5; 23) ÷ñçóéìïðïéþíôáò áõôÝò ôéò ôáõôüôçôåò êáé £åîÞ-ãçóå¤ ðïéá åßíáé ç ôéìÞ f(n;m), ãéá ôõ÷üíôá n;m.6.38. Ïñéóìüò. Óôï óýíïëï E∗ ôùí ëÝîåùí (ðåðåñáóìÝíùí áêïëïõèéþí) áðüÝíá óýíïëï E ðïõ ïñßóáìå óôï 5.30, ïñßæïõìå ôéò ìåñéêÝò óõíáñôÞóåéòhead(u) = u(0); (6-23)tail(u) = 〈u(1); : : : ; u(lh(u)− 1)〉: (6-24)ÐáñáôçñÞóôå üôé head(u) ↓ áí lh(u) > 0, êáé tail(u) åßíáé ðÜíôá ïñéóìÝíç, áëëÜìáò äßíåé ôçí êåíÞ ëÝîç áí lh(u) ≤ 1.x6.15. Äåßîå üôé õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá ïëéêÞ óõíÜñôçóç r : E∗ → E∗ ôÝôïéáþóôå r(u) =

{u; áí lh(u) ≤ 1;r(tail(u)) ? 〈head(u)〉; áí lh(u) > 1:Õðïëüãéóå ôçí ôéìÞ r(〈a; b; c〉) êáé äþóå ãåíéêÞ £ðåñéãñáöÞ¤ ôçò ìïñöÞò ôçòôéìÞò r(u), ãéá ôõ÷üí u.x6.16. Ãéá êÜèå ãñÜöçìá G, ç ìåôáâáôéêÞ êëåéóôüôçôá ⇒G åßíáé ç åëÜ÷éóôç(ùò ðñïò ôçí ⊆) ìåôáâáôéêÞ ó÷Ýóç óôï óýíïëï G ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï óýíïëï áêìþí
→G.
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96 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáx6.17. Ãéá êÜèå ãñÜöçìá G ìå ó÷Ýóç áêìþí →G, ç ìåôáâáôéêÞ êëåéóôüôçôá
⇒G åßíáé ôï êïéíü åëÜ÷éóôï óôáèåñü óçìåßï ôùí åîÞò ìïíïôïíéêþí ôåëåóôþíóôï ÷þñï P(G×G) üëùí ôùí äéìåëþí ó÷Ýóåùí ôïõ G:�1(R) = {(x; y) | x→G y ∨ (∃z)[x→G z& (z; y) ∈ R]};�2(R) = {(x; y) | x→G y ∨ (∃z)[(x; z) ∈ R& z →G y]};�3(R) = {(x; y) | x→G y ∨ (∃z)[x→G z →G y]

∨(∃z; w)[x→G z& (z; w) ∈ R&w →G y]}:x6.18. ÕðïèÝôïõìå üôé ïé P1, P2 åßíáé åðáãùãéêïß ÷þñïé, êáé ïé�1 : P1 × P2 → P1;�2 : P1 × P2 → P2åßíáé ìïíïôïíéêÝò, áñéèìÞóéìá óõíå÷åßò áðåéêïíßóåéò óôï ãéíüìåíï P1 × P2.Äåßîå üôé õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá æåýãïò åëÜ÷éóôùí áìïéâáßùí óôáèåñþí óç-ìåßùí (least, mutual Þ simultaneous �xed points) x∗1, x∗2, ðïõ ÷áñáêôçñßæåôáéáðü ôéò åîÞò éäéüôçôåò:�1(x∗1; x∗2) = x∗1; �2(x∗1; x∗2) = x∗2;�1(y1; y2) ≤1 y1 &�2(y1; y2) ≤2 y2 =⇒x∗1 ≤1 y1 &x∗2 ≤2 y2:Ôï åðüìåíï ðñüâëçìá åßíáé áëãïñéèìéêÞ åêäï÷Þ ôïõ ãíùóôïý áðïôåëÝóìá-ôïò ôçò áñéèìïèåùñßáò, üôé ãéá ïðïéïõóäÞðïôå öõóéêïýò áñéèìïýò n;m 6= 0,õðÜñ÷ïõí (èåôéêïß Þ áñíçôéêïß) áêÝñáéïé �, � ôÝôïéïé þóôåìêä(n;m) = �n+ �m:Ç áðüäåéîç ÷ñåéÜæåôáé ìåñéêÝò áðëÝò éäéüôçôåò ôïõ óõíüëïõ
Z = {: : : ;−3;−2;−1; 0; 1; 2; 3; : : : }ôùí áêÝñáéùí áñéèìþí.

∗ x6.19. ÕðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá æåýãïò ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí� : N× N * Z; � : N× N * Z;ìå êïéíü ðåäßï ïñéóìïý {(n;m) | n;m 6= 0}, êáé ïé ïðïßåò éêáíïðïéïýí ãéá üëáôá n;m; k > 0 ôéò áêüëïõèåò åîéóþóåéò:áí n 6= m; ôüôå �(n;m) = �(m;n);�(n; n) = 1; �(n; n) = 0;�(n; n+ k) = �(n; k)− �(n; k); �(n; n+ k) = �(n; k):Ðñïêýðôåé üôé ãéá üëïõò ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò n;m 6= 0,ìêä(n;m) = �(n;m)n+ �(n;m)m:
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ÊåöÜëáéï 6. ÓôáèåñÜ Óçìåßá 97x6.20. Âñåò áêåñáßïõò �; � ∈ Z þóôå
33 = 231�+ 165�:Åðßóçò âñåò áêåñáßïõò �′; �′ ∈ Z þóôå
1 = 137�′ + 997�′:6.39. Ïñéóìüò. Ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç g : A * E, ç ãåé-ôïíéÜ (neighborhood) ðïõ êáèïñßæåôáé áðü ôçí g óôï ÷þñï (A * E) åßíáé ôïóýíïëï N(g) =ïñ {f : A * E | g ⊆ f}üëùí ôùí åðåêôÜóåùí ôçò g. Ôï óýíïëï G ⊆ (A * E) åßíáé áíïéêôü óôçíôïðïëïãßá ôçò êáôÜ óçìåßï óýãêëéóçò (pointwise convergence) áíf ∈ G=⇒ (∃g; ðåðåñáóìÝíç)[f ∈ N(g) ⊆ G]:x6.21. Äåßîå üôé ç ïéêïãÝíåéá ôùí áíïéêôþí óõíüëùí óôï ÷þñï (A * E) êáôÜôïí Ïñéóìü 6.39 åßíáé ôïðïëïãßá êáôÜ ôï 4.30, êáé ìéá áðåéêüíéóç� : (A * E)→ (B * M)åßíáé óõíå÷Þò ó' áõôÞ ôçí ôïðïëïãßá êáôÜ ôïí Ïñéóìü 6.25 ôüôå êáé ìüíïí áíåßíáé óõíå÷Þò êáôÜ ôïí 6.22.6.40. Ïñéóìüò. ¸íá õðïóýíïëï G ⊆ P åðáãùãéêïý ÷þñïõ åßíáé Scott áíïé-êôü áí (1) ôï G åßíáé êëåéóôü ðñïò ôá ðÜíù, äçëáäÞx ∈ G&x ≤ y=⇒ y ∈ G;êáé (2) ãéá êÜèå ìç êåíÞ áëõóßäá S ⊆ P ,supS ∈ G=⇒ (∃x ∈ S)[x ∈ G]:

∗ x6.22. Äåßîå üôé ç ïéêïãÝíåéá ôùí Scott áíïéêôþí õðïóõíüëùí åðáãùãéêïý÷þñïõ P åßíáé ôïðïëïãßá.
∗ x6.23. ¸óôù áðåéêüíéóç � : P → Q áðü Ýíáí åðáãùãéêü ÷þñï P óå êÜðïéïíÜëëï Q. Äåßîå üôé ç � åßíáé óõíå÷Þò óôéò ó÷åôéêÝò ôïðïëïãßåò Scott, ôüôå êáéìüíïí áí åßíáé ìïíïôïíéêÞ êáé ãéá êÜèå ìç êåíÞ áëõóßäá S ⊆ P ,�(supS) = sup�[S]:Õðüäåéîç. ºóùò íá óïõ öáíåß ÷ñÞóéìï íá áðïäåßîåéò êáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóåéòôï ãåãïíüò üôé ãéá êÜèå c ∈ P , ôï óýíïëï {x ∈ P | x ≤ c} åßíáé Scott êëåéóôü.
∗ x6.24. ¸óôù áðáñéèìçôü óýíïëï A êáé áðåéêüíéóç � : (A * E)→ (B *M).Äåßîå üôé ç � åßíáé óõíå÷Þò (êáôÜ ôïí ïñéóìü 6.22) ôüôå êáé ìüíïí áí åßíáéóõíå÷Þò ó÷åôéêÜ ìå ôéò ôïðïëïãßåò Scott óôïõò ÷þñïõò (A * E), (B *M).Ôï Óõíå÷Ýò Èåþñçìá ÅëÜ÷éóôïõ Óôáèåñïý Óçìåßïõ óõ÷íÜ äéáôõðþíåôáé ãéáôçí êëÜóç ôùí ðëÞñùí êáôÜ êáôåýèõíóç ÷þñùí, éäéáßôåñá óå âéâëßá ôçò Ðëçñï-öïñéêÞò.
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98 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá6.41. Ïñéóìüò. ¸íá õðïóýíïëï S ⊆ P ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïõ ÷þñïõ P åßíáéêáôåõèõíüìåíï (directed) áí êÜèå æåýãïò óôïé÷åßùí ôïõ S Ý÷åé Üíù öñÜãìáóôï S, äçëáäÞ x; y ∈ S=⇒ (∃z ∈ S)[x ≤ z& y ≤ z]:Ï ÷þñïò P åßíáé ðëÞñçò êáôÜ êáôåýèõíóç Þ êáôåõèõíüìåíá ðëÞñçò áí êÜèåêáôåõèõíüìåíï S ⊆ P Ý÷åé åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá. Ï áããëéêüò üñïò directedcomplete poset ãé' áõôïýò ôïõò ÷þñïõò óõíÞèùò óõíôïìåýåôáé ìå ôá áñ÷éêÜ ôïõ,dcpo.x6.25. ÊÜèå áëõóßäá óå ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï åßíáé êáôåõèõíüìåíï óý-íïëï, åðïìÝíùò êÜèå êáôåõèõíüìåíá ðëÞñçò ÷þñïò åßíáé åðáãùãéêüò êáé ôáÈåùñÞìáôá Óôáèåñïý Óçìåßïõ éó÷ýïõí ãéá êáôåõèõíüìåíá ðëÞñåéò ÷þñïõò.x6.26. Ãéá üëá ôá óýíïëá A êáé E, ïé ÷þñïé (A * E) êáé (A )*E) åßíáéêáôåõèõíüìåíá ðëÞñåéò.x6.27. Ç áðåéêüíéóç � : (A * E) → (B * M) åßíáé óõíå÷Þò ôüôå êáé ìüíïíáí ãéá êÜèå êáôåõèõíüìåíï S ⊆ (A * E),�(supS) = sup�[S]:x6.28. Ôï ãéíüìåíï (x6.3) P1 × P2 äýï ÷þñùí ðïõ åßíáé ðëÞñåéò êáôÜ êáôåý-èõíóç åßíáé åðßóçò ðëÞñåò êáôÜ êáôåýèõíóç.
∗ x6.29. ÊÜèå áðáñéèìçôüò, åðáãùãéêüò ÷þñïò åßíáé êáôåõèõíüìåíá ðëÞñçò.Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ïé Ýííïéåò åðáãùãéêüò êáé êáôåõèõíüìåíá ðëÞñçò åßíáééóïäýíáìåò· ãéá êÜèå áðåéêüíéóç � : P → Q áðü Ýíáí åðáãùãéêü ÷þñï óåêÜðïéïí Üëëï, ç åîßóùóç �(supS) = sup�[S] (6-25)éó÷ýåé ãéá üëåò ôéò ìç êåíÝò áëõóßäåò S ⊆ P áí êáé ìüíïí áí éó÷ýåé ãéá üëáôá ìç êåíÜ êáôåõèõíüìåíá óýíïëá S ⊆ P · êáé ï ÷áñáêôçñéóìüò ôçò ScottóõíÝ÷åéáò óôï x6.24 éó÷ýåé êáé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï A åßíáé áíáðáñßèìçôï.Ïé áðïäåßîåéò áõôþí ôùí áðïôåëåóìÜôùí äåí åßíáé áðëÝò êáé ÷ñåéÜæïíôáé ôïÁîßùìá ÅðéëïãÞò, âë. ôá ÐñïâëÞìáôá x9.22 { x9.25.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 7
ÊÁËÁ ÄÉÁÔÅÔÁÃÌÅÍÏÉ ×ÙÑÏÉ

7.1. ÊáëÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò (well ordered set) åßíáé Ýíáò ìåñéêÜ äéáôå-ôáãìÝíïò ÷þñïò U = (Field(U);≤U );üðïõ ç ≤U åßíáé êáëÞ äéÜôáîç ôïõ Field(U), äçëáäÞ äéÜôáîç ãñáììéêÞ (ïëéêÞ)êáé ôÝôïéá þóôå êÜèå ìç êåíü X ⊆ Field(U) íá Ý÷åé åëÜ÷éóôï ìÝëïò. Ìå ôï UóõíäÝåôáé åðßóçò ç áõóôçñÞ äéÜôáîç <U ,x <U y ⇐⇒ïñ x ≤U y&x 6= y:Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï óýíïëï N ôùí öõóéêþí áñéèìþí åßíáé êáëÜ äéáôåôáãìÝíï ìåôç óõíçèéóìÝíç äéÜôáîç, üðùò åðßóçò êáé êÜèå ðåðåñáóìÝíï áñ÷éêü ôïõ ôìÞìá
[0; n) = {i ∈ N | i < n}:¸íáò £ìáêñýôåñïò¤ êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò, åßíáé ï (N∪ {∞};≤′), üðïõ ôï

∞ åßíáé êÜðïéï áíôéêåßìåíï ðïõ äåí áíÞêåé óôï N ðïõ ôïðïèåôïýìå Ýðåéôá áðüüëïõò ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò,x ≤′ y ⇐⇒ y =∞∨ [x; y ∈ N &x ≤ y]:¼ðùò ðÜíôá ìå äïìçìÝíá óýíïëá, ãåíéêÜ ôáõôßæïõìå Ýíáí êáëÜ äéáôåôáã-ìÝíï ÷þñï U ìå ôï ðåäßï ôïõ, áíáöåñüìáóôå óôá óçìåßá Þ õðïóýíïëá ôïõ Uåííïþíôáò áõôÜ ôïõ Field(U), ï äåßêôçò áðü ôá ≤U êáé <U ðáñáëåßðåôáé üôáíåííïåßôáé, ê.ëð. Óõ÷íÜ åðßóçò êáëïýìå áõôÜ ôá áíôéêåßìåíá áðëþò ÷þñïõò,üôáí ôï £êáëÜ äéáôåôáãìÝíïé¤ åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôá óõìöñáæüìåíá.Ôá óçìáíôéêüôåñá áðïôåëÝóìáôá óôá ðñïçãïýìåíá äýï êåöÜëáéá áðïäåß÷ôç-êáí ìå êÜðïéï óõíäõáóìü ôùí äýï éäåþíáíáäñïìéêüò ïñéóìüò { åðáãùãéêÞ áðüäåéîç: (7-1)Óôçí áðëïýóôåñç ðåñßðôùóç, êÜðïéá óõíÜñôçóç f : N→ E ïñßæåôáé áíáäñïìéêÜ,êÜðïéåò éäéüôçôåò ôçò f áðïäåß÷íïíôáé åðáãùãéêÜ, êáé áð' áõôÝò ðñïêýðôåé ôïèåþñçìá ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé. ÔõðéêÜ ðáñáäåßãìáôá åßíáé ôï Óõíå÷Ýò ÈåþñçìáÅëÜ÷éóôïõ Óôáèåñïý Óçìåßïõ êáé ôï Èåþñçìá Schr�oder-Bernstein, ðïõ äåí áíá-öÝñïíôáé (ñçôÜ) óå áíáäñïìÞ, åðáãùãÞ Þ êáí óõíáñôÞóåéò óôï N, áëëÜ ôùíïðïßùí ïé áðïäåßîåéò ïðùóäÞðïôå ÷ñçóéìïðïéïýí áõôÝò ôéò Ýííïéåò. Óôçñßîáìåôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò ÁíáäñïìÞò 5.6 êáôåõèåßáí óôï Áîßùìá ÅðáãùãÞòôùí öõóéêþí áñéèìþí, áëëÜ ôï èåìåëéáêü ãåãïíüò |ðïõ åðéäÝ÷åôáé ãåíßêåõóç|99
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ÄéÜãñáììá 7.1. Ç áñ÷Þ åíüò êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõ ÷þñïõ.åßíáé üôé ôï N åßíáé êáëÜ äéáôåôáãìÝíï ìå ôç óõíçèéóìÝíç ôïõ äéÜôáîç. Åäþèá ãåíéêåýóïõìå ôï 5.6 óôï ðïëý éó÷õñüôåñï Èåþñçìá ÕðåñðåðåñáóìÝ-íçò ÁíáäñïìÞò 7.24, ðïõ äéêáéïëïãåß áíáäñïìéêïýò ïñéóìïýò óõíáñôÞóåùíf : U → E ìå ðåäßï ïñéóìïý Ýíáí ïðïéïíäÞðïôå êáëÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï U .Ìáæß ìå ôïÈåþñçìá Hartogs 7.34 ðïõ åããõÜôáé ôçí ýðáñîç ÷þñùí £ïóïíäÞ-ðïôå ìåãÜëïõ ìÞêïõò¤, ôï Èåþñçìá ÕðåñðåðåñáóìÝíçò ÁíáäñïìÞò åðéôñÝðåé ôçíáíáöïñÜ óôç âáóéêÞ éäÝá (7-1) óå ðåñéóôÜóåéò ðïëý ìáêñéÜ áðü ôïõò öõóéêïýòáñéèìïýò. ÔõðéêÞ åöáñìïãÞ åßíáé ôï Èåþñçìá Óôáèåñïý Óçìåßïõ 7.35êáé ôï ðüñéóìÜ ôïõ, ôï Èåþñçìá ÅëÜ÷éóôïõ Óôáèåñïý Óçìåßïõ 7.36,ðïõ åßíáé áðëþò ôï 6.21 ÷ùñßò ôçí õðüèåóç ôçò áñéèìÞóéìçò óõíÝ÷åéáò.7.2. Ôï óýíïëï A åßíáé êáëÜ äéáôÜîéìï (well orderable) áí õðÜñ÷åé êáëÞäéÜôáîç ≤ ôïõ A, äçëáäÞ áí ôï A åßíáé ôï ðåäßï êÜðïéïõ êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõ÷þñïõ (A;≤). ¸íá áðü ôá êýñéá óõìðåñÜóìáôá áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ åßíáé üôéôá êáëÜ äéáôÜîéìá óýíïëá óõìðåñéöÝñïíôáé êáëýôåñá áðü ôõ÷áßá óýíïëá: ãéáðáñÜäåéãìá åßíáé óõãêñßóéìá áíÜ äýï ùò ðñïò ôï ðëÞèïò, åßôå A ≤c B Þ B ≤c A.Ç áëÞèåéá åßíáé üôé üëá ôá óýíïëá åßíáé êáëÜ äéáôÜîéìá. Áõôü ôï áðÝäåéîå ï Zer-melo ôï 1904, ëýíïíôáò ìå ìßá ìåãáëïöõÞ êßíçóç ôï ðñüâëçìá ÓõãêñéóéìüôçôáòÐëçèáñßèìùí êáé ìéá óåéñÜ óõããåíþí ðñïâëçìÜôùí ïìáëüôçôáò ãéá üëá ôá óý-íïëá. Èá áðïäåßîïõìå ôï Èåþñçìá ÊáëÞò ÄéÜôáîçò ôïõ Zermelo óôï åðüìåíïêåöÜëáéï, áöïý åéóáãÜãïõìå ðñþôá ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò óôï ïðïßï óôçñßæåôáé.ÐÜíôùò ôï ìáèçìáôéêü ðåñéå÷üìåíï ôïõ äéÜóçìïõ áõôïý èåùñÞìáôïò åßíáé ôïÜèñïéóìá ôùí ÈåùñçìÜôùí ôçò ÕðåñðåðåñáóìÝíçò ÁíáäñïìÞò êáé ôïõ Hartogs:ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò áðëþò ìáò åðéôñÝðåé ôçí Ýíùóç áõôþí ôùí äýï.7.3. ¢óêçóç. Áí ôï C åßíáé êáëÜ äéáôÜîéìï êáé A ≤c C, ôüôå êáé ôï A åßíáéêáëÜ äéáôÜîéìï.7.4. ¢óêçóç. Áí ôï C åßíáé êáëÜ äéáôÜîéìï êáé õðÜñ÷åé êÜðïéïò åðéìïñöé-óìüò f : C →→ A, ôüôå A ≤c C êáé åðïìÝíùò ôï A åßíáé åðßóçò êáëÜ äéáôÜîéìï.7.5. Åðüìåíá êáé ïñéáêÜ óçìåßá. ÊÜèå êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò U ìïéÜæåéìå áñ÷éêü ôìÞìá ôïõ N óôçí áñ÷Þ ôïõ. Áí äåí åßíáé êåíüò, ðñÝðåé íá Ý÷åéåëÜ÷éóôï óçìåßï ðïõ ôõðéêÜ ôï óõìâïëßæïõìå 0 áíôß ãéá ⊥,
0 = 0U =ïñ ôï åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï ôïõ U: (7-2)Óôï ÄéÜãñáììá 7.1 åéêïíßæåôáé ì' Ýíá Üóðñï ôåôñÜãùíï. Åêôüò áðü ôï ìÝãéóôï(ðïõ ßóùò õðÜñ÷åé, óõíÞèùò ü÷é), êÜèå x ∈ U Ý÷åé Ýíá áìÝóùò åðüìåíï óçìåßï,S(x) = SU (x) =ïñ min{y ∈ U | x < y}: (7-3)Ïé ôéìÝò ôçò ìåñéêÞò óõíÜñôçóçò S : U * U åßíáé ôá åðüìåíá óçìåßá (successorpoints) ôïõ U . ÅðéðëÝïí, ï U ìðïñåß íá Ý÷åé ïñéáêÜ óçìåßá (limit points) ðïõ
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ÊåöÜëáéï 7. ÊáëÜ äéáôåôáãìÝíïé ÷þñïé 101åßíáé ìåãáëýôåñá ôïõ 0 áëëÜ ü÷é åðüìåíá,LimitU (x) ⇐⇒ïñ 0 < x& (∀u < x)(∃v)[u < v < x]: (7-4)ÁõôÜ åéêïíßæïíôáé ìå ìáýñá ôåôñÜãùíá óôï ÄéÜãñáììá 7.1. Ôï ðñþôï ïñéáêüóçìåßï ôïõ U óõíÞèùò óõìâïëßæåôáé! = !U =ïñ min{x ∈ U | Limit(x)}; (7-5)áí õðÜñ÷åé, ôá óçìåßá ðñéí áðü ôï ! åßíáé ôá ðåðåñáóìÝíá óçìåßá ôïõ U êáéôá óçìåßá ðïõ Ýðïíôáé ôïõ ! (ìáæß ìå ôï !) åßíáé ôá Üðåéñá óçìåßá ôïõ U .Áí ï ÷þñïò U åßíáé Üðåéñïò, ôüôå ç óõíÜñôçóç � : N� U ðïõ ïñßæåôáé ìå ôçíáíáäñïìÞ �(0) = 0U = ôï åëÜ÷éóôï ìÝëïò ôïõ U;�(n+ 1) = SU (�(n)); (7-6)ìáò äßíåé ìéá áíôéóôïé÷ßá ôùí öõóéêþí áñéèìþí ìå ôá ðåðåñáóìÝíá óçìåßá ôïõU ðïõ óÝâåôáé ôéò äéáôÜîåéò.7.6. ¢óêçóç. Ãéá êÜèå õðïóýíïëï I ⊆ U êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõ ÷þñïõ U , ïðåñéïñéóìüò x ≤I y ⇐⇒ïñ x ≤U y&x; y ∈ Iôçò ≤U óôï I åßíáé êáëÞ äéÜôáîç, Ýôóé ðïõ ôï I åßíáé êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò÷þñïò ùò £õðï÷þñïò¤ ôïõ U .7.7. Ïñéóìüò. Ï êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò U åßíáé áñ÷éêü ôìÞìá (initialsegment) ôïõ V , áí ôï ðåäßï ôïõ Field(U) åßíáé êëåéóôü ðñïò ôá êÜôù õðïóýíïëïôïõ Field(V ) êáé ç ≤U åßíáé ï ðåñéïñéóìüò ôçò ≤V óôï Field(U):U v V ⇐⇒ïñ Field(U) ⊆ Field(V ) (7-7)
& (∀x; y ∈ Field(U))[x ≤U y ⇐⇒ x ≤V y]
& (∀y ∈ Field(U))(∀x ≤V y)[x ∈ Field(U)]:Ðñïöáíþò ï V åßíáé áñ÷éêü ôìÞìá ôïõ åáõôïý ôïõ, ôï ôåôñéììÝíï áñ÷éêü ôìÞìá.Óå êÜèå y ∈ V áíôéóôïé÷ßæïõìå ôï ãíÞóéï áñ÷éêü ôìÞìá ôùí óçìåßùí áõóôçñÜêÜôù ôïõ y, seg(y) = segV (y) =ïñ {x ∈ V | x <V y} v= V: (7-8)Ó÷ïëáóôéêÜ, áõôü åßíáé ôï ðåäßï ôïõ seg(y), áëëÜ ç äéÜôáîÞ ôïõ êáèïñßæåôáéáð' áõôÞí ôïõ V êáé èá áíáöåñüìáóôå óôá áñ÷éêÜ ôìÞìáôá, ùò óõíÞèùò, óáííá Þôáí áðëÜ óýíïëá.7.8. ¢óêçóç. Áí ôï 0 åßíáé ôï åëÜ÷éóôï ôïõ ÷þñïõ U , ôüôå seg(0) = ∅, êáéáí ôï x ∈ U Ý÷åé åðüìåíï, ôüôåseg(S(x)) = seg(x) ∪ {x}:7.9. Ðñüôáóç. Ôï óýíïëï I åßíáé áñ÷éêü ôìÞìá ôïõ ÷þñïõ U ôüôå êáé ìüíïíáí I = U , Þ ãéá êÜðïéï x ∈ U , I = seg(x).
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102 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÁðüäåéîç. Áí I v= U , Ýóôù x = min(U \ I), Ýôóé þóôå áìÝóùòy ∈ seg(x)=⇒ y < x=⇒ y ∈ I;êáé áñêåß íá äåßîïõìå y ∈ I =⇒ y < xãéá íá óõìðåñÜíïõìå üôé I = seg(x). Ðñïò áðáãùãÞ óå Üôïðï, áí õðÜñ÷åé y ∈ IôÝôïéï ðïõ y 6< x, ôüôå x ≤ y, Üñá x ∈ I áöïý ôï I åßíáé êëåéóôü ðñïò ôá êÜôù,ðïõ áíôéôßèåôáé óôçí åðéëïãÞ ôïõ x. Ôï áíôßóôñïöï åßíáé ôåôñéììÝíï. a7.10. ¢óêçóç. Ç ïéêïãÝíåéá ôùí áñ÷éêþí ôìçìÜôùí åíüò êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõ÷þñïõ åßíáé êáëÜ äéáôåôáãìÝíç áðü ôç ó÷Ýóç v.Ç ãåíéêÞ éäÝá åßíáé íá èåùñÞóïõìå Ýíáí êáëÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï U ùò ãå-íßêåõóç ôçò áñéèìïóåéñÜò 0; 1; 2; : : : ; ðéèáíüí ìéêñüôåñç Þ ßóç óå ìÞêïò ìå ôï
N, ôõðéêÜ ðïëý ìáêñýôåñç. Ôá óõãêåêñéìÝíá óôïé÷åßá ôïõ U åßíáé Üíåõ óçìá-óßáò: ôï ìÞêïò ôçò áêïëïõèßáò åßíáé áõôü ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé. ÅéóÜãïõìå åäþôç ãåíéêÞ Ýííïéá éóïìïñöéóìïý ðïõ óõó÷åôßæåé ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïõò ÷þñïõòìå ôï ßäéï ó÷Þìá, üðïõ ôï ó÷Þìá åíüò êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõ ÷þñïõ åßíáé áðëþòôï £ìÞêïò¤ ôïõ.7.11. Ïñéóìüò. Ìéá óõíÜñôçóç � : P → Q áðü Ýíá ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñïóå Ýíáí Üëëï óÝâåôáé ôéò äéáôÜîåéò (is order preserving) áí ãéá üëá ôá x; y ∈ P ,x ≤P y ⇐⇒ �(x) ≤Q �(y):Ïìïéüôçôá (similarity) áðü ôï P óôï Q åßíáé ìéá áíôéóôïé÷ßá � : P �→ Q ðïõóÝâåôáé ôéò äéáôÜîåéò, êáé áí õðÜñ÷åé ôÝôïéá ïìïéüôçôá êáëïýìå ôïõò P êáé Qüìïéïõò (similar), éóïìïñöéêïýò Þ áìïéâáßá áíôßãñáöá êáé ãñÜöïõìåP =o Q ⇐⇒ïñ (∃� : P �→ Q)[ç � åßíáé ïìïéüôçôá]:ÐáñáôçñÞóôå üôé üðùò ðÜíôá ãéá äïìçìÝíá óýíïëá, ãñÜöïõìå � : P �→ Q ãéáïìïéüôçôåò áíôß ãéá ôï ó÷ïëáóôéêüôåñï � : Field(P )�→ Field(Q).7.12. ¢óêçóç. ÊÜèå óõíÜñôçóç � : P → Q áðü Ýíá ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíï÷þñï óå êÜðïéïí Üëëï ðïõ óÝâåôáé ôéò äéáôÜîåéò åßíáé ìïíïôïíéêÞ· áëëÜ õðÜñ-÷ïõí ìïíïôïíéêÝò óõíáñôÞóåéò ðïõ äåí óÝâïíôáé ôéò äéáôÜîåéò.7.13. ¢óêçóç. Ç óõíÜñôçóç f : P → Q óå ãñáììéêÜ äéáôåôáãìÝíïõò ÷þñïõòP êáé Q óÝâåôáé ôéò äéáôÜîåéò ôüôå êáé ìüíïí áí åßíáé áõóôçñÜ ìïíïôïíéêÞ,äçëáäÞ áí x <P y=⇒ f(x) <Q f(y)·Ýðåôáé üôé êÜèå óõíÜñôçóç óå êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõò ÷þñïõò ðïõ óÝâåôáé ôéòäéáôÜîåéò åßíáé áõóôçñÜ ìïíïôïíéêÞ, êáé åðïìÝíùò ìïíïìïñöéóìüò.7.14. ¢óêçóç. Ãéá üëïõò ôïõò ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïõò ÷þñïõò P , Q, R,P =o P;P =o Q=⇒Q =o P;P =o Q&Q =o R=⇒P =o R:
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ÊåöÜëáéï 7. ÊáëÜ äéáôåôáãìÝíïé ÷þñïé 103
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ÄéÜãñáììá 7.2. Ï åðüìåíïò ÷þñïò ôïõ P êáé ï Succ(N).7.15. ËÞììá. ÊÜèå ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò P ðïõ åßíáé üìïéïò ìå ÝíáíêáëÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï U , åßíáé êáé ï ßäéïò êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò.Áðüäåéîç. Áí ∅ 6= X ⊆ P êáé ôï p ∈ U åßíáé ôï ≤U -åëÜ÷éóôï ìÝëïò ôçòåéêüíáò �[X], ôüôå (åýêïëá) ôï x = �−1(p) åßíáé ôï ≤P -åëÜ÷éóôï ôïõ X, åðåéäÞç � óÝâåôáé ôéò äéáôÜîåéò. aÅßíáé åýêïëï íá êáôáóêåõÜóïõìå êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõò ÷þñïõò áñêåôÜ ìåãÜ-ëïõ ìÞêïõò, áñ÷ßæïíôáò ìå ôïí N êáé ôá ðåðåñáóìÝíá ôïõ áñ÷éêÜ ôìÞìáôá êáéåöáñìüæïíôáò ìåñéêïýò öõóéêïýò ôåëåóôÝò ðÜíù óôïõò ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïõò÷þñïõò, ðïõ äßíïõí êáëÜ äéáôåôáãìÝíá áðïôåëÝóìáôá óå êáëÜ äéáôåôáãìÝíåòôéìÝò ôùí ìåôáâëçôþí ôïõò. Èåùñïýìå åäþ ìüíï Ýíáí áðëü êáé ÷áñáêôçñéóôéêüôÝôïéï ôåëåóôÞ, êáé áöÞíïõìå ôïõò Üëëïõò ãéá ôá ðñïâëÞìáôá.7.16. Ï åðüìåíïò Succ(P ) ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïõ ÷þñïõ P êáôáóêåõÜæåôáéðñïóèÝôïíôáò Ýíá êáéíïýñéï óçìåßï ðÜíù áð' üëá ôá óçìåßá ôïõ P . Óõãêåêñé-ìÝíá, ìðïñïýìå íá ðñïóèÝóïõìå óôï ðåäßï ôïõ P ôï áíôéêåßìåíïtP =ïñ r(Field(P )) (7-9)ðïõ äåí áíÞêåé óôï Field(P ) óýìöùíá ìå ôï 3.11, êáé ïñßæïõìåx ≤Succ(P ) y ⇐⇒ïñ x ≤P y ∨ [x ∈ P & y = tP ] ∨ x = y = tP : (7-10)Áí ôï P åßíáé ðåðåñáóìÝíï ìå n óçìåßá, ôüôå ôï Succ(P ) Ý÷åé n+ 1 óçìåßá, êáéìÜëéóôá (åýêïëá) Succ([0; n)) =o [0; (n+1)). Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ï Succ(N) åß-íáé Üðåéñïò, áðáñéèìçôüò áëëÜ £ìáêñýôåñïò¤ ôïõ N, Ý÷åé ìÝãéóôï óçìåßï áìÝóùòåðÜíù áð' üëïõò ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò.7.17. ¢óêçóç. Áí P =o Q, ôüôå Succ(P ) =o Succ(Q).7.18. ¢óêçóç. Ï åðüìåíïò Succ(U) êÜèå êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõ ÷þñïõ U åßíáéêáëÜ äéáôåôáãìÝíïò.Ì' áõôü ôïí ôåëåóôÞ ôïõ åðüìåíïõ, ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå êÜèå êáëÜ äéá-ôåôáãìÝíï ÷þñï ùò áñ÷éêü ôìÞìá êÜðïéïõ Üëëïõ,U = segSucc(U)(tU ) v= Succ(U): (7-11)7.19. Ïñéóìüò. Ìéá áðåéêüíéóç � : P → P áðü Ýíá ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíï÷þñï óôïí åáõôü ôïõ Üëëï åßíáé åðåêôáôéêÞ (expansive), áí ãéá êÜèå x ∈ P ,x ≤ �(x).
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104 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá7.20. Èåþñçìá. ÊÜèå ìïíïìïñöéóìüò � : U � U áðü Ýíáí êáëÜ äéáôåôáã-ìÝíï ÷þñï óôïí åáõôü ôïõ ðïõ óÝâåôáé ôç äéÜôáîç åßíáé åðåêôáôéêüò.Áðüäåéîç. Ðñïò áðáãùãÞ óå Üôïðï, Ýóôù � : U � U ìïíïìïñöéóìüò ðïõóÝâåôáé ôç äéÜôáîç, áëëÜ ãéá êÜðïéï x ∈ U , �(x) < x, êáé Ýóôùx∗ = min{x ∈ U | �(x) < x}:ÓõíÜãïõìå üôé �(x∗) < x∗, Üñá �(�(x∗)) < �(x∗) áöïý ï ìïíïìïñöéóìüò �óÝâåôáé ôç äéÜôáîç, êáé áõôü áíôéêñïýåé ôçí åðéëïãÞ ôïõ x∗. a7.21. Ðüñéóìá. Êáíåßò êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò äåí åßíáé üìïéïò ìå êÜðïéïáðü ôá ãíÞóéá áñ÷éêÜ ôïõ ôìÞìáôá, êáé åðïìÝíùò äéáöïñåôéêÜ áñ÷éêÜ ôìÞìáôáôïõ ßäéïõ ÷þñïõ äåí åßíáé ðïôÝ üìïéá.Áðüäåéîç. ÊÜèå ïìïéüôçôá � : U �→ seg(x) åßíáé ìïíïìïñöéóìüò áðü ôï Uóôï U ðïõ óÝâåôáé ôç äéÜôáîç, êáé åðïìÝíùò äåí ìðïñåß íá éó÷ýåé ç �(x) < x,áðü ôï Èåþñçìá. aÅðåéäÞ êáëÜ äéáôåôáãìÝíïé ÷þñïé ìðïñåß íá Ý÷ïõí ïñéáêÜ óçìåßá åêôüò ôïõ
0 êáé ôùí åðüìåíùí, åßíáé åõêïëüôåñï íá ãåíéêåýóïõìå ó' áõôïýò ôéò áñ÷Ýòáðüäåéîçò ìå ðëÞñç åðáãùãÞ êáé ïñéóìïý ìå ðëÞñç áíáäñïìÞ.7.22. Èåþñçìá ÕðåñðåðåñáóìÝíçò ÅðáãùãÞò. Ãéá êÜèå êáëÜ äéáôåôáãìÝíï÷þñï U êáé êÜèå ìïíïìåëÞ ïñéóôéêÞ óõíèÞêç P ,áí (∀y ∈ U)[(∀x < y)P (x)=⇒P (y)] ôüôå (∀y ∈ U)P (y):Áðüäåéîç. Ðñïò áðáãùãÞ óå Üôïðï, õðïèÝôïõìå ôçí Üñíçóç ôïõ èåùñÞìáôïòêáé èÝôïõìå y∗ =ïñ min{y ∈ U | (∀x < y)P (x) &¬P (y)};ç õðüèåóç óõíåðÜãåôáé P (y∗), ðïõ áíôéôßèåôáé óôçí åðéëïãÞ ôïõ y∗. aÓå ðïëëÝò åöáñìïãÝò åßíáé åîßóïõ åýêïëï íá áðïäåßîïõìå (∀y ∈ U)P (y) ìåáðáãùãÞ óå Üôïðï, êáôåõèåßáí, åðáíáëáìâÜíïíôáò óôçí ïõóßá ôï åðé÷åßñçìáôïõ 7.22. ÅîáñôÜôáé áðü ôç äïìÞ ôçò ðñüôáóçò ðïõ èÝëïõìå íá áðïäåßîïõìåêáé ðüóï ìáò åíï÷ëïýí ïé ëïãéêïß õðïëïãéóìïß ìå áñíçôéêÝò ðñïôÜóåéò. Èáäþóïõìå ðáñáäåßãìáôá êáé ôùí äýï ìåèüäùí. ÐáñáôçñÞóôå üôé ï ôåñáôþäçò(áëëÜ êáèéåñùìÝíïò) üñïò £õðåñðåðåñáóìÝíç¤ ÷ñçóéìïðïéåßôáé åðåéäÞ ï U ìðïñåßíá åßíáé ìáêñýôåñïò ôïõ N, áëëÜ ôï Èåþñçìá âåâáßùò éó÷ýåé åðßóçò üôáí ï Uåßíáé ðåðåñáóìÝíïò Þ üìïéïò ìå ôïí N.Ôï åðüìåíï ëÞììá åßíáé ôï êëåéäß ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ èåìåëéáêïý èåùñÞìáôïòðïõ ôï áêïëïõèåß.7.23. ËÞììá. ¸óôù U êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò êáé h : (U * E)×U → EóõíÜñôçóç ðïõ áíôéóôïé÷ßæåé óå êÜèå ìåñéêÞ óõíÜñôçóç áðü ôï U óôï E êáéóå êÜèå óôïé÷åßï ôïõ U Ýíá óôïé÷åßï ôïõ E. Ãéá êÜèå t ∈ U , õðÜñ÷åé áêñéâþòìßá óõíÜñôçóç �t : seg(t)→ E
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ÊåöÜëáéï 7. ÊáëÜ äéáôåôáãìÝíïé ÷þñïé 105ðïõ éêáíïðïéåß ôçí ôáõôüôçôá�t(x) = h(�t�seg(x); x) (x < t): (7-12)Áðüäåéîç. Ìå ÕðåñðåðåñáóìÝíç ÅðáãùãÞ, äå÷üìáóôå üôé ãéá êÜèå u < tõðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñôçóç �u : seg(u)→ E ôÝôïéá þóôå�u(x) = h(�u�seg(x); x) (x < u): (7-13)Ç åðáãùãéêÞ õðüèåóç äåí ðñïóöÝñåé ôßðïôå áí t = 0U åßíáé ôï åëÜ÷éóôï ôïõ U ,áëëÜ ó' áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ôï óõìðÝñáóìá åßíáé ôåôñéììÝíï, èÝôïíôáò �0 = ∅.Áí t = Sv åßíáé åðüìåíï óôïé÷åßï óôïí U , èÝôïõìå�t = �v ∪ {(v; h(�v; v))}:Ôþñá ç (7-13) éó÷ýåé ãéá êÜèå x < v áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç êáé åðßóçòéó÷ýåé ãéá ôï x = v áðü ôïí ïñéóìü. Ãéá ôçí ôåëåõôáßá ðåñßðôùóç üðïõ ôï tåßíáé ïñéáêü óôïé÷åßï, ÷ñåéáæüìáóôå ÝíáÕðïëÞììá. Ôï óýíïëï óõíáñôÞóåùí {�u | u < t} åßíáé áëõóßäá óôç ó÷Ýóç
⊆, äçëáäÞ x < u < v < t=⇒�u(x) = �v(x): (7-14)Áðüäåéîç. Ðñïò áðáãùãÞ óå Üôïðï, Ýóôù x åëÜ÷éóôï ôÝôïéï þóôå íá ìçíéó÷ýåé ç (7-14) ãéá êÜðïéá u < v < t. Áõôü óçìáßíåé üôé�u �seg(x) = �v �seg(x);êáé åðïìÝíùò, áðü ôç âáóéêÞ ôáõôüôçôá ðïõ éêáíïðïéïýí ïé �u, �v,�u(x) = h(�u�seg(x); x)

= h(�v �seg(x); x)
= �v(x);ðïõ áíôéêñïýåé ôçí õðüèåóç ãéá ôï x. a (ÕðïëÞììá)ÈÝôïõìå ôþñá �t =
⋃ {�u | u < t}·ç �t åßíáé óõíÜñôçóç ìå ðåäßï ïñéóìïý ôï áñ÷éêü ôìÞìá seg(t) áðü ôï ÕðïëÞììá,êáé éêáíïðïéåß ôçí (7-12), áöïý ãéá êÜèå x < t,�t(x) = �u(x) ãéá êÜðïéï u üðïõ x < u < t;

= h(�u�seg(x); x) áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, áöïý u < t;
= h(�t�seg(x); x) åðåéäÞ �u �seg(x) = �t �seg(x)áðü ôïí ïñéóìü ôïõ �t:Áõôü äåß÷íåé ôçí ýðáñîç ôçò �t, êáé ç ìïíáäéêüôçôÜ ôçò åßíáé ðñïöáíÞò ìåÕðåñðåðåñáóìÝíç ÅðáãùãÞ, áðü ôçí (7-12). a
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ÄéÜãñáììá 7.3. ÕðåñðåðåñáóìÝíç ôñï÷éÜ åðåêôáôéêÞò áðåéêüíéóçò.7.24. Èåþñçìá ÕðåñðåðåñáóìÝíçò ÁíáäñïìÞò. Ãéá êÜèå êáëÜ äéáôåôáã-ìÝíï ÷þñï U êáé êÜèå óõíÜñôçóç h : (U * E)×U → E, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßáóõíÜñôçóç f : U → E ðïõ éêáíïðïéåß ôçí ôáõôüôçôáf(x) = h(f �seg(x); x) (x ∈ U): (7-15)Áðüäåéîç. ¸óôù Succ(U) ï åðüìåíïò ÷þñïò ôïõ U , ìå ôï óçìåßï t = tUóôçí êïñõöÞ, áêñéâþò ðÜíù áð' üëá ôá óçìåßá ôïõ U . Ïñßæïõìå ôçí åðÝêôáóçh′ : (Succ(U) * E)× Succ(U)→ E ôïõ h, ìåh′(�; x) =

{ h(��U; x); áí x ∈ U;e∗; äéáöïñåôéêÜ, äçëáäÞ áí x = t;üðïõ ôï e∗ åßíáé êÜðïéï óôïé÷åßï ôïõ E, Üíåõ óçìáóßáò. Ç óõíÜñôçóç h′ Ý÷åéôï êáôÜëëçëï ðåäßï ïñéóìïý ãéá íá åöáñìüóïõìå ôï Ëçììá óôï ÷þñï Succ(U)êáé óôçí ßäéá, äéüôé segSucc(U)(t) = U . Áõôü ìáò äßíåé ãéá ôï óçìåßï t óôçíêïñõöÞ, áêñéâþò ìßá óõíÜñôçóç f = �t : U → E ðïõ éêáíïðïéåß ôçí (7-12) ãéáêÜèå x ∈ U . aºóùò ç áðëïýóôåñç, ìç ôåôñéììÝíç åöáñìïãÞ ÕðåñðåðåñáóìÝíçò ÁíáäñïìÞòíá åßíáé ç êáôáóêåõÞ õðåñðåðåñáóìÝíùí ôñï÷éþí ãéá áðåéêïíßóåéò åíüò åðáãù-ãéêïý ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïõ ÷þñïõ óôïí åáõôü ôïõ. Èåùñïýìå ðñþôá ôç âáóéêÞðåñßðôùóç ìéáò åðåêôáôéêÞò áðåéêüíéóçò, êáôÜ ôïí ïñéóìü 7.19. Ïé åðåêôáôéêÝòáðåéêïíßóåéò ó÷åôßæïíôáé ìå ôéò ìïíïôïíéêÝò ðïõ ìåëåôÞóáìå óôï ðñïçãïýìåíïêåöÜëáéï, áëëÜ ïé äýï Ýííïéåò äåí óõìðßðôïõí. Ç óôáèåñÞ áðåéêüíéóç (X 7→ ∅)óôï P(N) ð.÷. åßíáé ðñïöáíþò ìïíïôïíéêÞ áëëÜ ü÷é åðåêôáôéêÞ, åíþ ç�(X) =

{X ∪ {1} áí 0 ∈ X;X ∪ {2} áí 0 =∈ Xåßíáé åðåêôáôéêÞ áëëÜ (åýêïëá) ü÷é ìïíïôïíéêÞ. Ðáñ' üëá áõôÜ, áðïôåëÝóìáôáãéá åðåêôáôéêÝò áðåéêïíßóåéò óõ÷íÜ ìåôáöñÜæïíôáé óå óõããåíÞ áðïôåëÝóìáôáãéá ìïíïôïíéêÝò áðåéêïíßóåéò.7.25. ËÞììá ÅðáíÜëçøçò. ¸óôù � : P → P åðåêôáôéêÞ áðåéêüíéóç êÜðïéïõåðáãùãéêïý ÷þñïõ, êáé Ýóôù U êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò. ÕðÜñ÷åé áêñéâþò
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ÊåöÜëáéï 7. ÊáëÜ äéáôåôáãìÝíïé ÷þñïé 107ìßá óõíÜñôçóç � : U → P ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò:�(0) = ⊥;áí x = S(y); ôüôå �(x) = �(�(y));áí Limit(x); ôüôå �(x) = supP {�(y) | y < x}: (7-16)ÅðéðëÝïí, áõôÞ ç � åßíáé ìïíïôïíéêÞ áðü ôïí U óôïí P , äçëáäÞx ≤ y=⇒�(x) ≤P �(y): (7-17)Áðüäåéîç. Ïé éäéüôçôåò óôçí 7-16 ó÷åäüí áðïôåëïýí ïñéóìü ôçò � ìå õðåñðå-ðåñáóìÝíç áíáäñïìÞ, ìüíï ðïõ ç ïñéáêÞ ðåñßðôùóç äåí Ý÷åé íüçìá áí ôï óýíïëï
{�(y) | y < x} äåí åßíáé áëõóßäá óôï P . Ãéá íá êáëýøïõìå áõôü ôï åíäå÷üìåíï,ïñßæïõìå ôçí � ìå ôçí åîÞò åöáñìïãÞ ôïõ ÈåùñÞìáôïò 7.24:

�(x) =







⊥; áí x = 0;�(�(y)); áí x = S(y) ãéá êÜðïéï y;supP {�(y) | y < x}; if Limit(x)
& (∀x1 < x2 < x)[�(x1) ≤P �(x2)];

⊥; áëëéþò;üðïõ ≤ = ≤U åßíáé ç êáëÞ äéÜôáîç ôïõ U , üðùò êáé óôç äéáôýðùóç ôïõ èåùñÞ-ìáôïò.ÕðïëÞììá. Ãéá êÜèå x ∈ U ,x1 < x2 ≤ x=⇒�(x1) ≤P �(x2): (7-18)Áðüäåéîç. Äå÷üìåíïé ôçí Üñíçóç ðñïò áðáãùãÞ óå Üôïðï, Ýóôù x ôï åëÜ÷é-óôï óôïí U ãéá ôï ïðïßï ç (7-18) äåí éó÷ýåé. Áöïý ç (7-18) áëçèåýåé ôåôñéììÝíáüôáí x = 0 åßíáé ôï åëÜ÷éóôï ôïõ U , õðÜñ÷ïõí ìüíï äýï ðåñéðôþóåéò ðïõ ðñÝðåéíá åîåôÜóïõìå.Ðåñßðôùóç 1. x = S(y) åßíáé åðüìåíï óçìåßï. ¸óôù x1 < x2 ≤ x. Áíx2 ≤ y, ôüôå �(x1) ≤P �(x2) áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ x. Ôï ìüíï Üëëï åíäå÷üìåíïåßíáé üôé x2 = x, áëëÜ ôüôå �(x1) ≤P �(y) áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ x ðÜëé, êáé�(y) ≤ �(�(y)) = �(x) áðü ôçí åðåêôáôéêüôçôá ôçò �. ÅðïìÝíùò ç (7-18)éó÷ýåé ãéá ôï x, ðïõ åßíáé Üôïðï.Ðåñßðôùóç 2. Ôï x åßíáé ïñéáêü. Áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ x,x1 < x2 < x=⇒�(x1) ≤ �(x2); (7-19)Ýôóé þóôå ãéá íá öôÜóïõìå óå Üôïðï, áñêåß íá äåßîïõìå üôéx1 < x=⇒�(x1) ≤P �(x):Áõôü éó÷ýåé åðåéäÞ áðü ôç óõíåðáãùãÞ (7-19) êáé ôïí ïñéóìü ôçò �, ÝðåôáéáìÝóùò üôé �(x) = supP {�(y) | y < x}. a (ÕðïëÞììá)Ôï áðïôÝëåóìá óõíÜãåôáé áðü ôï ÕðïëÞììá, ðïõ åéäéêüôåñá äåß÷íåé üôé çðåñßðôùóç £áëëéþò¤ äåí áíáêýðôåé óôïí õðïëïãéóìü ôçò � áðü ôïí ïñéóìü ôçò.aÇ õðåñðåðåñáóìÝíç ôñï÷éÜ � : U → P ôçò áðåéêüíéóçò � : P → P ðïõåããõÜôáé ôï ËÞììá ÅðáíÜëçøçò åßíáé ðñïöáíþò åðÝêôáóç ôçò ôñï÷éÜò (n 7→ xn)ðïõ ïñßóáìå óôçí áðüäåéîç ôïõ Óõíå÷ïýò ÈåùñÞìáôïò ÅëÜ÷éóôïõ Óôáèåñïý
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? ?? ? ? ?? ? ?

�1 ◦1 ◦1 �1 •1 •1 �1· · · · · ·

�2 ◦2 ◦2 �2 •2 •2 �2· · · · · · •2 •2 · · ·ÄéÜãñáììá 7.4. ÐïñôñÝôï áñ÷éêÞò ïìïéüôçôáò.Óçìåßïõ 6.21, ôïõëÜ÷éóôïí áí ï ÷þñïò U åßíáé ìáêñýôåñïò ôïõ N. Åßíáé Ýíááðü ôá åñãáëåßá ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå óôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò ÓôáèåñïýÓçìåßïõ, ùò åîÞò:7.26. Ðñïó÷Ýäéï áðüäåéîçò. Áò õðïèÝóïõìå üôé ãéá êÜðïéïí åðáãùãéêü ÷þñïP , ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíáí êáëÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï U ôÝôïéïí þóôåíá ìçí õðÜñ÷åé ìïíïìïñöéóìüò � : U � P . Åéäéêüôåñá, ç õðåñðåðåñáóìÝíçôñï÷éÜ � : U → P ôïõ ËÞììáôïò 7.25 äåí ìðïñåß íá åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, êáéåðïìÝíùò õðÜñ÷ïõí x < y ôÝôïéá þóôå �(x) = �(y). Ç ìïíïôïíéêüôçôá ôçò �óõíåðÜãåôáé üôé x ≤ u ≤ y=⇒�(x) = �(u);ôï x Ý÷åé åðüìåíï áöïý äåí åßíáé ôï ìÝãéóôï ôïõ U , x < S(x) ≤ y, êáé åðïìÝíùò�(x) = �(Sx) = �(�(x)):Ìå Üëëá ëüãéá, ôï óçìåßï �(x) åßíáé óôáèåñü óçìåßï ôçò �.¸ôóé, ãéá í' áðïäåßîïõìå üôé êÜèå åðåêôáôéêÞ áðåéêüíéóç � : P → P óååðáãùãéêü ÷þñï Ý÷åé óôáèåñü óçìåßï, áñêåß íá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå óýíïëïP , õðÜñ÷åé êÜðïéïò êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò U ðïõ äåí ìðïñåß íá åìöõôåõôåßÝíá-ðñïò-Ýíá óôïí P . Áõôü åßíáé áêñéâþò ôï Èåþñçìá Hartogs ðïõ åßíáé ïåðüìåíüò ìáò óôü÷ïò. Ãéá íá ôï áðïäåßîïõìå, ðñÝðåé íá ìåëåôÞóïõìå ðñþôá ôïðñüâëçìá óõãêñéóéìüôçôáò êáëÜ äéáôåôáãìÝíùí ÷þñùí ùò ðñïò ôï ìÞêïò.Ç åéêüíá ôïõ ôõðéêïý êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõ ÷þñïõ óôï ÄéÜãñáììá 7.1 õðïäåß-÷íåé üôé ðñÝðåé íá ìðïñïýìå íá óõãêñßíïõìå äýï ÷þñïõò, íá ôïõò £îáðëþóïõìå¤ôïí Ýíá äßðëá óôïí Üëëï, ôï åëÜ÷éóôï 0U ôïõ ðñþôïõ áíôéêñéóôÜ óôï åëÜ÷éóôï
0V ôïõ Üëëïõ, ôï åðüìåíï SU (0U ) áíôéêñéóôÜ ìå ôï åðüìåíï SV (0V ), ôï ðñþôïïñéáêü óçìåßï !U ôïõ ðñþôïõ (áí õðÜñ÷åé) áíôéêñéóôÜ ìå ôï !V ê.ëð. ìÝ÷ñéòüôïõ åîáíôëÞóïõìå üëá ôá óçìåßá ôïõ U Þ ôïõ V . Ç áõóôçñÞ áðüäïóç áõôÞòôçò éäÝáò åßíáé ãåíßêåõóç ôïõ ÈåùñÞìáôïò Ìïíáäéêüôçôáò ôùí öõóéêþí áñéè-ìþí 5.4.7.27. Ïñéóìüò. Áñ÷éêÞ ïìïéüôçôá (initial similarity)� : U �→ �[U ] v Våíüò êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõ ÷þñïõ ìå êÜðïéïí Üëëï åßíáé ìéá ïðïéáäÞðïôå ïìïéü-
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ÊåöÜëáéï 7. ÊáëÜ äéáôåôáãìÝíïé ÷þñïé 109ôçôá ôïõ U ìå êÜðïéï áñ÷éêü ôìÞìá ôïõ V . Áí õðÜñ÷åé ôÝôïéá áñ÷éêÞ ïìïéüôçôá,êáëïýìå ôïí U ìéêñüôåñï-ßóï óå ìÞêïò ôïõ V , óõìâïëéêÜ:U ≤o V ⇐⇒ïñ (∃I v V )[U =o I]: (7-20)Åðßóçò ãñÜöïõìå, U <o V ⇐⇒ïñ U ≤o V &U 6=o V: (7-21)Áðü ôï 7.9, êÜèå áñ÷éêÞ ïìïéüôçôá � : U � V åßíáé ïìïéüôçôá åßôå ìå ôï Våßôå ìå Ýíá ãíÞóéï áñ÷éêü ôìÞìá ôïõ V , ÜñáU <o V ⇐⇒ (∃x ∈ V )[U =o segV (x)]: (7-22)7.28. ¢óêçóç. Áí ïé � : U � V êáé � : V � W åßíáé áñ÷éêÝò ïìïéüôçôåò,ôüôå êáé ç óýíèåóÞ ôïõò �� : U �W åßíáé áñ÷éêÞ ïìïéüôçôá.7.29. Ðñüôáóç. Ãéá üëïõò ôïõò êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõò ÷þñïõò U; V;W ,U ≤o U;áí [U ≤o V &V ≤o W ]; ôüôå U ≤o W;áí [U ≤o V &V ≤o U ]; ôüôå U =o V:Áðüäåéîç. Ìüíï ç ôñßôç óõíåðáãùãÞ ÷ñåéÜæåôáé áðüäåéîç, êáé áõôÞ óõíÜ-ãåôáé åýêïëá áðü ôï 7.21, ùò åîÞò: Ç óýíèåóç �� ôùí áñ÷éêþí ïìïéïôÞôùí� : U � V , � : V � U ðïõ öáíåñþíïõí ôçí õðüèåóç, åßíáé áñ÷éêÞ ïìïéüôçôá�� : U � U , êé áí äåí Þôáí åðéìïñöéóìüò, èá öáíÝñùíå üôé ï U åßíáé üìïéïòìå Ýíá ãíÞóéï áñ÷éêü ôïõ ôìÞìá, ðïõ åßíáé áäýíáôï· Üñá ç �� åßíáé áíôéóôïé÷ßá,êáé åðïìÝíùò ç � åßíáé åðßóçò áíôéóôïé÷ßá. a7.30. Èåþñçìá. Ç óõíÜñôçóç � : U → V áðü Ýíáí êáëÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñïóå êÜðïéïí Üëëï åßíáé áñ÷éêÞ ïìïéüôçôá, ôüôå êáé ìüíïí áí éêáíïðïéåß ôçíåîßóùóç �(x) = minV {y ∈ V | (∀u <U x)[�(u) <V y]}: (7-23)Áðüäåéîç. ÊÜèå áñ÷éêÞ ïìïéüôçôá � : U � V åßíáé ìïíïìïñöéóìüò ðïõóÝâåôáé ôéò äéáôÜîåéò, Üñá
(∀u <U x)[�(u) <V �(x)]; (7-24)êáé åðïìÝíùò z = minV {y ∈ V | (∀u <U x)[�(u) <V y]} ≤V �(x):Åöüóïí ç � åßíáé áñ÷éêÞ êáé z ≤V �(x), õðÜñ÷åé êÜðïéï u ∈ U ôÝôïéï þóôå�(u) = z. Áí äå÷ôïýìå ðñïò áðáãùãÞ óå Üôïðï üôé z = �(u) <V �(x), óõìðå-ñáßíïõìå áìÝóùò üôé u <U x åðåéäÞ ç � åßíáé ìïíïìïñöéóìüò ðïõ óÝâåôáé ôéòäéáôÜîåéò· åðïìÝíùò �(u) <V z áðü ôïí ïñéóìü ôïõ z, ðïõ åßíáé Üôïðï åðåéäÞz = �(u).Áíôéóôñüöùò, áí ç � : U → V éêáíïðïéåß ôçí (7-23), ôüôå óÝâåôáé ôéò äéáôÜ-îåéò, áöïý áðü ôçí (7-23), u <U x=⇒�(u) <V �(x). Äå÷üìáóôå ðñïò áðáãùãÞ
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110 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáóå Üôïðï üôé ç åéêüíá �[U ] äåí åßíáé áñ÷éêü ôìÞìá ôïõ V êáé åðéëÝãïõìå ôï xåëÜ÷éóôï óôï U ôÝôïéï þóôå íá õðÜñ÷åé êÜðïéï y <V �(x), y =∈ �[U ]. Áðü ôçíåðéëïãÞ ôïõ x, �[segU (x)] v V êáé áõôü ôï áñ÷éêü ôìÞìá åßíáé ãíÞóéï åðåéäÞäåí ðåñéÝ÷åé ôï y. ¢ñá ãéá êÜðïéï z ∈ V , �[segU (x)] = segV (z), êáé áðü ôçí(7-23), �(x) = z. ÓõíÜãåôáé üôé y <V z êáé y ∈ segV (z) = �[segU (x)], ðïõåßíáé Üôïðï. a7.31. Èåþñçìá (Óõãêñéóéìüôçôá êáëÜ äéáôåôáãìÝíùí ÷þñùí). Ãéá üëïõòôïõò êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõò ÷þñïõò U , V , åßôå U ≤o V Þ V ≤o U .Áðüäåéîç. Ôï èåþñçìá åßíáé ôåôñéììÝíï áí V = ∅, óõíåðþò äå÷üìáóôå üôéôï åëÜ÷éóôï 0V õðÜñ÷åé. Áðü ôï Èåþñçìá ÕðåñðåðåñáóìÝíçò ÁíáäñïìÞò 7.24õðÜñ÷åé óõíÜñôçóç � : U → V ðïõ éêáíïðïéåß ôçí ôáõôüôçôá�(x) =







minV {y ∈ V | (∀u <U x)[�(u) <V y]};áí (∃y ∈ V )(∀u <U x)[�(u) <V y];
0V ; áëëéþò: (7-25)Ó÷ïëáóôéêÜ, åäþ åöáñìüæïõìå ôï Èåþñçìá 7.24 óôçí áðåéêüíéóç h : (U *E)× U → E, ïñéóìÝíç ìå ôïí ôýðïh(p; x) =







minV {y ∈ V | (∀u <U x)[p(u) <V y]};áí (∃y ∈ V )(∀u <U x)[p(u) <V y];
0V ; áëëéþò:Îå÷ùñßæïõìå ôþñá äýï ðåñéðôþóåéò.Ðåñßðôùóç 1. Ãéá êÜèå x 6= 0U , �(x) 6= 0V . Áõôü óçìáßíåé üôé ç äåýôåñçðåñßðôùóç óôïí ïñéóìü (7-25) äåí áíáêýðôåé, Üñá ç � éêáíïðïéåß ôçí ôáõôüôçôá(7-23) êáé áíáãêáóôéêÜ åßíáé áñ÷éêÞ ïìïéüôçôá áðü ôï Èåþñçìá 7.30.Ðåñßðôùóç 2. Ãéá êÜðïéï a ∈ U; a 6= 0U êáé �(a) = 0V . ¸óôù a ôïåëÜ÷éóôï ôÝôïéï óôïé÷åßï ôïõ U . Èåùñïýìå ôïí ðåñéïñéóìü� = (��segU (a)) : segU (a)→ V;ï ïðïßïò éêáíïðïéåß ôçí (7-23), Üñá áðü ôï Èåþñçìá 7.30, åßíáé áñ÷éêÞ ïìïéü-ôçôá áðü ôïí segU (a) óôïí V . Åéäéêüôåñá, ç åéêüíá �[segU (a)] = �[segU (a)]åßíáé áñ÷éêü ôìÞìá ôïõ V · áí Þôáí ãíÞóéï, ôüôå �[segU (a)] = segV (z) ãéá êÜ-ðïéï z ∈ V êáé áðü ôçí (7-25), �(a) = z 6= 0V , åíÜíôéá óôçí åðéëïãÞ ôïõ a. ¢ñá�[segU (a)] = V . ÓõíÜãåôáé üôé V =o segU (a), êáé åðïìÝíùò õðÜñ÷åé áñ÷éêÞïìïéüôçôá áðü ôï V óôï U . aÔï èåìåëéáêü áõôü èåþñçìá Ý÷åé ðëçèþñá ðïñéóìÜôùí, ìåñéêÜ áðü ôá ïðïßááîßæåé íá äéáôõðþóïõìå áìÝóùò. Ôï ðñþôï ìáò äßíåé Ýíáí áðëü ôñüðï íá óõ-ãêñßíïõìå êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõò ÷þñïõò.7.32. Ðüñéóìá. Ãéá üëïõò ôïõò êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõò ÷þñïõò U , V ,U ≤o V ⇐⇒ (∃� : U � V )[ç � óÝâåôáé ôéò äéáôÜîåéò]:Áðüäåéîç. ÕðïèÝôïõìå üôé õðÜñ÷åé êÜðïéïò ìïíïìïñöéóìüò � : U � V ðïõóÝâåôáé ôéò äéáôÜîåéò, áëëÜ (ðñïò áðáãùãÞ óå Üôïðï), U 6≤o V , Üñá V <o U .
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ÊåöÜëáéï 7. ÊáëÜ äéáôåôáãìÝíïé ÷þñïé 111¸ðåôáé üôé V =o segU (x) ãéá êÜðïéï x áðü ôçí (7-22), êáé åðïìÝíùò õðÜñ÷åéáíôéóôïé÷ßá � : V �→ segU (x)· ôþñá ç óýíèåóç � = � ◦ � : U � segU (x) åßíáéìïíïìïñöéóìüò ðïõ óÝâåôáé ôéò äéáôÜîåéò êáé áíôéôßèåôáé óôï 7.20. a7.33. Ðüñéóìá (ÊáëÞ èåìåëßùóç ôïõ ≤o). ÊÜèå ìç êåíÞ êëÜóç E êáëÜ äéá-ôåôáãìÝíùí ÷þñùí Ý÷åé ≤o-åëÜ÷éóôï ìÝëïò, äçëáäÞ ãéá êÜðïéï U0 ∈ E êáé üëáôá U ∈ E, U0 ≤o U .Áðüäåéîç. Ç õðüèåóç ìáò äßíåé êÜðïéï W ∈ E , êáé áí áõôüò ï W åßíáé ≤o-åëÜ÷éóôïò óôï E , ôåëåéþóáìå. Áí ü÷é, ôüôå ç 7.31 óõíåðÜãåôáé üôé õðÜñ÷ïõíêáëÜ äéáôåôáãìÝíïé ÷þñïé óôçí êëÜóç E ðïõ åßíáé üìïéïé ìå áñ÷éêÜ ôìÞìáôáôïõ W , Ýôóé ðïõ ôï óýíïëïJ =ïñ {x ∈W | (∃U ∈ E)[U =o segW (x)]} (7-26)åßíáé ìç êåíü êáé Üñá Ý÷åé ≤W -åëÜ÷éóôï ìÝëïò x. Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ J ,õðÜñ÷åé êÜðïéïò ÷þñïò U0 ∈ E ôÝôïéïò þóôå U0 =o segW (x), êáé éó÷õñéæüìáóôåüôé áõôüò ï U0 åßíáé ≤o-åëÜ÷éóôïò óôï E . Ãéá íá ôï áðïäåßîïõìå, ìå áðáãùãÞóå Üôïðï, Ýóôù êÜðïéïò U ∈ E , U0 6≤o U · Üñá U <o U0 =o segW (x)· ÜñáU =o segW (y) ãéá êÜðïéï y <W x, åíÜíôéá óôçí åðéëïãÞ ôïõ x. aÓôéò ðåñéóóüôåñåò åöáñìïãÝò áõôïý ôïõ èåùñÞìáôïò ç êëÜóç E åßíáé óýíïëï,ïéêïãÝíåéá êáëÜ äéáôåôáãìÝíùí ÷þñùí, áëëÜ õðÜñ÷ïõí êáé ðåñéðôþóåéò üðïõç ãåíéêüôçôá ôçò äéáôýðùóçò åßíáé ÷ñÞóéìç. Ð.÷. õðÜñ÷åé ≤o-åëÜ÷éóôïò êáëÜäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò ðïõ Ý÷åé ïñéáêü óçìåßï|óõãêåêñéìÝíá, ï Succ(N).Ìå üëç áõôÞ ôçí ðñïåñãáóßá äåí Ý÷ïõìå áêüìç êáôáóêåõÜóåé áíáðáñßèìç-ôïõò êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõò ÷þñïõò, êáé äçìéïõñãåßôáé ç õðïøßá üôé üë' áõôÜ ôáèåùñÞìáôá áöïñïýí ìüíï ðåñßåñãá áíáêáôþìáôá ôïõ N. Ôï åðüìåíï äåýôåñïèåìåëéáêü áðïôÝëåóìá ôïõ êåöáëáßïõ îåêáèáñßæåé ôçí åéêüíá.7.34. Èåþñçìá Hartogs. ÕðÜñ÷åé ïñéóôéêüò ôåëåóôÞò �(A) ðïõ áíôéóôïé÷ß-æåé óå êÜèå óýíïëï A, Ýíáí êáëÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï�(A) = (h(A);≤�(A));ôÝôïéïí þóôå h(A) 6≤c A, äçëáäÞ äåí õðÜñ÷åé ìïíïìïñöéóìüò � : h(A) � A.ÅðéðëÝïí, ï ÷þñïò �(A) åßíáé ï ≤o-åëÜ÷éóôïò ìå áõôÞ ôçí éäéüôçôá, äçëáäÞãéá êÜèå êáëÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï W ,áí W 6≤c A; ôüôå �(A) ≤o W: (7-27)Áðüäåéîç. ÈÝôïõìå ðñþôáWO(A) =ïñ {U | U = (Field(U);≤U ) åßíáé êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïòìå Field(U) ⊆ A}; (7-28)¸óôù ∼A ï ðåñéïñéóìüò ôçò ïñéóôéêÞò óõíèÞêçò =o óôï WO(A),U ∼A V ⇐⇒ïñ U; V ∈WO(A) &U =o V:Ðñïöáíþò ç ∼A åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôï WO(A). ÈÝôïõìåh(A) =ïñ [[WO(A)=∼A]] ⊆ P(WO(A)); (7-29)
ÐñïêáôáñôêôéêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜôç ëÜèç, ÌÜñôéïò 2007



112 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáêáé äéáôÜóóïõìå ôéò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò óôï h(A) áðü ôïõò £áíôéðñïóþðïõò¤ôïõò,
[U=∼A] ≤�(A) [V=∼A] ⇐⇒ïñ U ≤o V: (7-30)Áõôü Ý÷åé íüçìá, åðåéäÞ áí

[U=∼A] = [U ′=∼A]; [V=∼A] = [V ′=∼A]; êáé U ≤o V;ôüôå U ′ =o U ≤o V =o V ′. Ôï ãåãïíüò üôé ç ≤�(A) åßíáé êáëÞ äéÜôáîç ôïõh(A) Ýðåôáé åýêïëá áðü ôéò ãåíéêÝò éäéüôçôåò ôçò ≤o êáé áðü ôá 7.31 êáé 7.33.Ðáßñíïíôáò ôçí Üñíçóç ôùí äýï ðëåõñþí ôçò (7-30) óõíÜãïõìå ôçí £áõóôçñÞ¤ôçò ìïñöÞ,V <o U ⇐⇒ [V=∼A] <�(A) [U=∼A] (U; V ∈WO(A)): (7-31)Ïé âáóéêÝò éäéüôçôåò ôïõ ôåëåóôÞ Hartogs áðïññÝïõí áðü ôï åîÞòËÞììá. Ãéá êÜèå � = [U=∼A] ∈ h(A),seg�(A)(�) = {[segU (x)=∼A] | x ∈ U} =o U:Åéäéêüôåñá, êÜèå ãíÞóéï áñ÷éêü ôìÞìá ôïõ �(A) åßíáé üìïéï ìå êÜðïéï êáëÜäéáôåôáãìÝíï U ∈WO(A), êáé êÜèå U ∈WO(A) åßíáé üìïéï ìå êÜðïéï ãíÞóéïáñ÷éêü ôìÞìá ôïõ �(A).Proof . Äåß÷íïõìå ðñþôá ôçí éóüôçôáseg�(A)(�) = {[segU (x)=∼A] | x ∈ U}:Áí � = [V=∼A] <�(A) �, ôüôå V <o U áðü ôçí (7-31), Üñá V =o segU (x) ãéáêÜðïéï x ∈ U êáé åðïìÝíùò � = [segU (x)=∼A]. Áíôéóôñüöùò, ãéá êÜèå x ∈ U ,segU (x) <o U , Üñá [segV (x)=∼A] <�(A) [U=∼A] = �; ðÜëé áðü ôçí (7-31).Ãéá íá äåßîïõìå ôçí ïìïéüôçôáU =o seg�(A)(�) = {[segU (x)=∼A] | x ∈ U};èåùñïýìå ôçí áðåéêüíéóç � : U → h(A) ìå�(x) = [segU (x)=∼A]; (x ∈ U);ðïõ åßíáé ïìïéüôçôá ôïõ U ìå ôçí åéêüíá ôçò �[U ], åðåéäÞx <U y ⇐⇒ segU (x) v= segU (y)
⇐⇒ segU (x) <o segU (y)
⇐⇒ [segU (x)=∼A] <�(A) [segU (y)=∼A]: a (ËÞììá)ÕðïèÝôïõìå ôþñá, ðñïò áðáãùãÞ óå Üôïðï, üôé õðÜñ÷åé êÜðïéïò ìïíïìïñöé-óìüò � : h(A)� A;êáé Ýóôù B = �[h(A)] ⊆ A ç åéêüíá ôïõ. Ï ìïíïìïñöéóìüò � £áíôéãñÜöåé¤ ôçíêáëÞ äéÜôáîç ôïõ h(A) óå ìéá åðßóçò êáëÞ äéÜôáîç ôïõ B,x ≤B y ⇐⇒ïñ �−1(x) ≤�(A) �−1(y) (x; y ∈ B);
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ÊåöÜëáéï 7. ÊáëÜ äéáôåôáãìÝíïé ÷þñïé 113Ýôóé þóôå ôï U = (B;≤B) åßíáé êáëÜ äéáôåôáãìÝíï õðïóýíïëï ôïõ A, êáé áðüôïí ïñéóìü ôïõ, U =o �(A): (7-32)Áðü ôï ËÞììá üìùò, ï U åßíáé üìïéïò ìå êÜðïéï ãíÞóéï áñ÷éêü ôìÞìá ôïõ �(A),êáé åðïìÝíùò U <o �(A), ðïõ åßíáé Üôïðï áöïý U =o �(A).Ãéá íá äåßîïõìå ôçí åëá÷éóôüôçôá ôïõ �(A), ðáñáôçñïýìå ðñþôá üôé ãéá êÜèåêáëÜ äéáôåôáãìÝíï W , áí W <o �(A), ôüôå W =o seg�(A)(�) ãéá êÜðïéï� = [U=∼A], ôÝôïéï þóôå W =o U áðü ôï ËÞììá. ¢ñááí W <o �(A); ôüôå W ≤c A; (7-33)åöüóïí ôï (ðåäßï ïñéóìïý ôïõ) U åßíáé õðïóýíïëï ôïõ A êáé ïé ïìïéüôçôåò åßíáéìïíïìïñöéóìïß. Ðáßñíïíôáò ôçí Üñíçóç êáé ôùí äýï ðëåõñþí,áí W 6≤c A; ôüôå ¬[W <o �(A)]; êáé Üñá �(A) ≤o W: aÈá ðñïôéìïýóáìå âåâáßùò íá áðïäåßîïõìå üôé A <c �(A) áíôß ôïõ äåéëïý�(A) 6≤c A, êáé óßãïõñá áõôü áëçèåýåé, áëëÜ ç áðüäåéîÞ ôïõ ÷ñåéÜæåôáé ôïÁîßùìá ÅðéëïãÞò. ÐñÝðåé íá ðåñéìÝíïõìå ëßãï áêüìç ìÝ÷ñéò üôïõ åìöáíéóôåß ïáðü ìç÷áíÞò èåüò óôï ðñïóêÞíéï.Ïé åíï÷ëçôéêÝò ëåðôïìÝñåéåò áõôÞò ôçò áðüäåéîçò ðçãÜæïõí áðü ôï ãåãïíüòüôé ï ðåñéïñéóìüò .A ôçò ïñéóôéêÞò óõíèÞêçò ≤o óôï WO(A) äåí åßíáé êáëÞäéÜôáîç, ãéá ôïí ôåôñéììÝíï ëüãï üôé äåí åßíáé áíôéóõììåôñéêÞ: ðéèáíüí íá õðÜñ-÷ïõí äéáöïñåôéêïß, üìïéïé, U; V ∈WO(A), êáé âåâáßùò ðÜíôá õðÜñ÷ïõí áí ôï AÝ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí äýï ìÝëç. Áõôü ìáò áíÜãêáóå íá ïñßóïõìå ôï h(A) ùò óýíïëïêëÜóåùí éóïäõíáìßáò áíôß ôïõ ðïëý áðëïýóôåñïõ h(A) = WO(A). Ôå÷íéêÜ, çó÷Ýóç .A åßíáé êáëÞ ðñïäéÜôáîç êáé áîßæåé ôïí êüðï íá äéáìïñöþóåé êáíåßòáõôÞ ôçí áðüäåéîç êÜðùò äéáöïñåôéêÜ, ìåôÜ ôçí åéóáãùãÞ áõôÞò ôçò Ýííïéáò,âë. ÐñïâëÞìáôá x7.17 { x7.20.Ï ôåëåóôÞò Hartogs ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß óôçí êáôáóêåõÞ ãåíéêþí ôå-ëåóôþí ôïõ in�mum êáé ôïõ supremum ãéá ïéêïãÝíåéåò êáëÜ äéáôåôáãìÝíùí÷þñùí (ÐñïâëÞìáôá x7.26 êáé x7.27) áëëÜ Ý÷åé êáé ðïëëÝò Üëëåò åíäéáöÝ-ñïõóåò éäéüôçôåò. Ãéá ðñþôç åöáñìïãÞ ôïõ, ãåíéêåýïõìå ôï Óõíå÷Ýò ÈåþñçìáÅëÜ÷éóôïõ Óôáèåñïý Óçìåßïõ 6.21 óå ìç óõíå÷åßò áðåéêïíßóåéò, áöïý ðñþôáäéáôõðþóïõìå ôï Èåþñçìá Óôáèåñïý Óçìåßïõ, ðïõ Ý÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé.7.35. Èåþñçìá Óôáèåñïý Óçìåßïõ(Fixed Point Theorem, Zermelo).17 ÊÜèååðåêôáôéêÞ áðåéêüíéóç � : P → P óå Ýíáí åðáãùãéêü ÷þñï Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïíÝíá óôáèåñü óçìåßï, äçëáäÞ êÜðïéï x∗ ∈ P éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóçx∗ = �(x∗):
17Ï Zermelo äåí äéáôýðùóå ôï Èåþñçìá Óôáèåñïý Óçìåßïõ óå ôÝôïéá ãåíéêüôçôá, êáé ãé'áõôü ôï ëüãï ôï èåþñçìá êáé äéÜöïñá áðü ôá ðïñßóìáôÜ ôïõ Ý÷ïõí áðïäïèåß êáôÜ êáéñïýòóå ìåôáãåíÝóôåñïõò ìáèçìáôéêïýò. ¼ìùò ç äéÜóçìç £ðñþôç áðüäåéîç¤ ôïõ ÈåùñÞìáôïò Êá-ëÞò ÄéÜôáîçò ðïõ Ýäùóå ï Zermelo ôï 1904 äåß÷íåé áêñéâþò áõôü ôï èåþñçìá, ôåôñéììÝíáðåñéïñéóìÝíï óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ ôïí åíäéÝöåñå.
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114 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÁðüäåéîç. Ôï åðé÷åßñçìá óôï 7.26 ÷ñåéáæüôáí ìüíï êÜðïéï êáëÜ äéáôåôáã-ìÝíï ÷þñï U ôÝôïéïí þóôå íá ìçí õðÜñ÷åé ìïíïìïñöéóìüò � : U � P , êáé ôþñáÝ÷ïõìå ôïí U = �(P ) ìå áõôÞí áêñéâþò ôçí éäéüôçôá. a7.36. Èåþñçìá ÅëÜ÷éóôïõ Óôáèåñïý Óçìåßïõ (Least Fixed Point Theo-rem). ÊÜèå ìïíïôïíéêÞ áðåéêüíéóç � : P → P óå åðáãùãéêü ÷þñï Ý÷åé (áêñé-âþò) Ýíá éó÷õñÜ åëÜ÷éóôï óôáèåñü óçìåßï, äçëáäÞ õðÜñ÷åé x∗ ∈ P ìå�(x∗) = x∗;
(∀y ∈ P )[�(y) = y=⇒x∗ ≤ y];ðïõ åðéðëÝïí Ý÷åé ôçí åîÞò, éó÷õñüôåñç éäéüôçôá:
(∀y ∈ P )[�(y) ≤ y=⇒x∗ ≤ y]: (7-34)Áðüäåéîç. Ìéá ðñïóåêôéêÞ áíÜãíùóç ôùí áðïäåßîåùí ôïõ ËÞììáôïò Åðá-íÜëçøçò 7.25 êáé ôïõ ÈåùñÞìáôïò Óôáèåñïý Óçìåßïõ 7.26 öáíåñþíåé üôé áêñé-âþò ç ßäéá êáôáóêåõÞ ôïõ óôáèåñïý óçìåßïõ ãéá ìéá åðåêôáôéêÞ áðåéêüíéóç ìáòäßíåé åðßóçò ôï åëÜ÷éóôï óôáèåñü óçìåßï ìéáò ìïíïôïíéêÞò áðåéêüíéóçò. ÄåíõðÜñ÷åé üìùò ëüãïò íá ôï êÜíïõìå áõôü, áöïý ôï Èåþñçìá ÅëÜ÷éóôïõ Óôáèå-ñïý Óçìåßïõ åßíáé áðëü ðüñéóìá ôïõ ÈåùñÞìáôïò Óôáèåñïý Óçìåßïõ. Ç âáóéêÞðáñáôÞñçóç åßíáé üôé êÜèå ìïíïôïíéêÞ áðåéêüíéóç � åßíáé åðåêôáôéêÞ óå êÜðïéïåðáãùãéêü õðï÷þñï ôïõ P .ÈÝôïõìå Q = {x ∈ P | x ≤ �(x) & (∀y)[�(y) ≤ y=⇒x ≤ y]}êáé ðáñáôçñïýìå ðñþôá üôé ï ðåñéïñéóìüò
≤Q= {(x; y) | x; y ∈ Q&x ≤P y}ôçò ≤P óôï Q åßíáé ìåñéêÞ äéÜôáîç|áõôü éó÷ýåé áõôüìáôá ãéá ôïí ðåñéïñéóìüôçò ≤P óå ïðïéïäÞðïôå õðïóýíïëï ôïõ P . (Ðáñáëåßðïõìå ôïõò äåßêôåò P êáé Qóôç óõíÝ÷åéá.) Åðßóçò �[Q] ⊆ Q, åðåéäÞx ≤ �(x)=⇒�(x) ≤ �(�(x));êáé ãéá êÜèå y, �(y) ≤ y&x ≤ y=⇒ �(x) ≤ �(y) ≤ y;áðü ôç ìïíïôïíéêüôçôá ôçò �. Óõíåðþò ï ðåñéïñéóìüò�Q = {(x; �(x)) | x ∈ Q}ôçò � óôï Q åßíáé áðåéêüíéóç óôï Q, åîáêïëïõèåß íá åßíáé ìïíïôïíéêÞ (ðñïöá-íþò) áëëÜ åßíáé êáé åðåêôáôéêÞ, áðü ôïí ïñéóìü ôïõ Q. Ãéá íá åöáñìüóïõìå ôïÈåþñçìá Óôáèåñïý Óçìåßïõ 7.35 óôá Q êáé �Q ìáò ëåßðåé ìüíï ôï åîÞòËÞììá. Ï ÷þñïò Q åßíáé åðáãùãéêüò.Áðüäåéîç. Áñêåß íá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå áëõóßäá S ⊆ Q, ôï åëÜ÷éóôï ÜíùöñÜãìá M = supS (ðïõ õðÜñ÷åé óôïí P åðåéäÞ ï P åßíáé åðáãùãéêüò) áíÞêåé
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(0; 0) (0; 1) (0; 2) · · · (1; 0) (1; 1) (1; 2) · · ·

•

ÄéÜãñáììá 7.5. Ôï Üèñïéóìá N +o N.óôïí Q, äçëáäÞ (1) M ≤ �(M), êáé (2) ãéá êÜèå y, �(y) ≤ y=⇒M ≤ y. Ãéáôï (1) õðïëïãßæïõìå:x ∈ S =⇒ x ≤M; åðåéäÞ ôï M åßíáé Üíù öñÜãìá ôïõ S;=⇒ �(x) ≤ �(M); åðåéäÞ ç � åßíáé ìïíïôïíéêÞ;=⇒ x ≤ �(x) ≤ �(M); åðåéäÞ x ∈ S ⊆ Q;êáé åðïìÝíùò ôï �(M) åßíáé Üíù öñÜãìá ôïõ S êáé M = supS ≤ �(M). Ôï(2) Ýðåôáé áðü ôçí ðáñáôÞñçóç üôé êÜèå y ðïõ éêáíïðïéåß ôçí �(y) ≤ y åßíáéÜíù öñÜãìá ôïõ Q (áðü ôïí ïñéóìü ôïõ Q), êáé åðïìÝíùò Üíù öñÜãìá ôïõõðïóõíüëïõ S ⊆ Q, Üñá M = supS ≤ y. a (ËÞììá)Áðü ôï Èåþñçìá Óôáèåñïý Óçìåßïõ 7.35 ôþñá, õðÜñ÷åé êÜðïéï x∗ ∈ Q ôÝôïéïþóôå �(x∗) = x∗ êáé ç (7-34) éó÷ýåé, ðïëý áðëÜ åðåéäÞ x∗ ∈ Q.Ç ìïíáäéêüôçôá ôïõ åëÜ÷éóôïõ óôáèåñïý óçìåßïõ åßíáé ðñïöáíÞò: áí y∗ åßíáéåðßóçò åëÜ÷éóôï óôáèåñü óçìåßï, ôüôå x∗ ≤ y∗ êáé y∗ ≤ x∗, êé Üñá x∗ = y∗. aÔï ãåíéêü Èåþñçìá ÅëÜ÷éóôïõ Óôáèåñïý Óçìåßïõ ìáò áðåëåõèåñþíåé áðüôçí áíÜãêç íá åëÝã÷ïõìå ôç óõíÝ÷åéá áðåéêïíßóåùí óôéò åöáñìïãÝò åëÜ÷éóôùíóôáèåñþí óçìåßùí óôçí ÐëçñïöïñéêÞ, êáé éäéáßôåñá óôçí åñìçíåßá ðñïãñáììÜ-ôùí ìå åëÜ÷éóôá óôáèåñÜ óçìåßá. Áõôü åßíáé êïìøü êáé åõ÷Üñéóôï, áëëÜ ü÷ééäéáßôåñá óçìáíôéêü, ìéáò êáé (üðùò ðáñáôçñÞóáìå óôï ÊåöÜëáéï 6) ïé áðåé-êïíßóåéò ðïõ óõíáíôÜ êáíåßò óôéò áëãïñéèìéêÝò åöáñìïãÝò åßíáé êáôÜ êáíüíáðñïöáíþò óõíå÷åßò, áðü ôïí ïñéóìü ôïõò. Ôï èåþñçìá Ý÷åé üìùò ðïëý âáèý-ôåñåò åöáñìïãÝò óôç ãåíéêÞ èåùñßá óõíüëùí, êáé åéäéêüôåñá óôç ìåëÝôç ôçòïñéóéìüôçôáò óôç óõíïëïèåùñßá, ùò åðßóçò êáé óôçí êáôáóêåõÞ ðáñáäåéãìÜôùíêáé áíôéðáñáäåéãìÜôùí óõíüëùí ìå óõãêåêñéìÝíåò éäéüôçôåò. Èá âñïýìå ðïëëÜôÝôïéá ðáñáäåßãìáôá óôá åðüìåíá êåöÜëáéá.
ÐñïâëÞìáôá ãéá ôï ÊåöÜëáéï 7x7.1. ÊÜèå ãñáììéêÞ äéÜôáîç ðåðåñáóìÝíïõ óõíüëïõ åßíáé êáëÞ äéÜôáîç. (Ó÷å-ôéêü åßíáé ôï Ðñüâëçìá x6.7.)7.37. Ôï Üèñïéóìá P +o Q äýï ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíùí ÷þñùí P êáé Q êáôá-óêåõÜæåôáé ôïðïèåôþíôáò îÝíá áíôßãñáöá ôùí P êáé Q ôï Ýíá ìåôÜ ôï Üëëï, Ýôóéþóôå êÜèå óçìåßï ôïõ P íá ðñïçãåßôáé êÜèå óçìåßïõ ôïõ Q. ÔõðéêÜ, èÝôïõìåP +o Q = R, üðïõField(R) =ïñ ({0} × Field(P )) ∪ ({1} × Field(Q)); (7-35)
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∗ ∗ ∗ ∗B :

A×B :

· · ·

· · ·

• • · · ·A :

ÄéÜãñáììá 7.6. Ôï ãéíüìåíï äýï êáëÜ äéáôåôáãìÝíùí ÷þñùí.êáé ãéá (i; x); (j; y) ∈ Field(R),
(i; x) ≤R (j; y) ⇐⇒ïñ i < j ∨ [i = j = 0 &x ≤U y]

∨[i = j = 1 &x ≤V y]: (7-36)Ç éäÝá åßíáé üôé ï P åßíáé üìïéïò ìå ôï ÷þñï {0}×Field(P ) ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïáðü ôá äåýôåñá ôùí ìåëþí ôïõ, ìå ôçí ðñïöáíÞ ïìïéüôçôá (x 7→ (0; x)), êáé ìåôïí ßäéï ôñüðï, Q =o {1} × Field(Q).x7.2. Áí P =o P ′ êáé Q =o Q′, ôüôå P +o Q =o P ′ +o Q′.x7.3. Ãéá êÜèå ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï P , Succ(P ) =o P +o [0; 1).x7.4. Ãéá üëïõò ôïõò ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïõò ÷þñïõò P , Q, R,P +o (Q+o R) =o (P +o Q) +o R:x7.5. Áí ïé ÷þñïé U êáé V åßíáé êáëÜ äéáôåôáãìÝíïé, ôüôå êáé ôï ÜèñïéóìÜ ôïõòU +o V åßíáé êáëÜ äéáôåôáãìÝíï.x7.6. Äåßîå üôé [0; 1) +o N =o N 6=o N +o [0; 1), êáé åðïìÝíùò ï ôåëåóôÞòÜèñïéóçò êáëÜ äéáôåôáãìÝíùí ÷þñùí äåí åßíáé áíôéìåôáèåôéêüò.7.38. Ôï ãéíüìåíï P ·o Q äýï ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíùí ÷þñùí êáôáóêåõÜæåôáéìå ôçí áíôéêáôÜóôáóç êÜèå óçìåßïõ ôïõ Q áðü Ýíá áíôßãñáöï ôïõ P . ÔõðéêÜ,èÝôïõìå P ·o Q = R, üðïõField(R) = Field(P )× Field(Q); (7-37)êáé ≤R åßíáé ç áíôßóôñïöç áëöáâçôéêÞ äéÜôáîç æåõãþí, äçëáäÞ óõãêñßíïõìåðñþôá ôá äåýôåñá ìÝëç: ãéá (x1; y1); (x2; y2) ∈ Field(R),
(x1; y1) ≤R (x2; y2) ⇐⇒ïñ y1 <Q y2 ∨ [y1 = y2 &x1 ≤P x2]: (7-38)Äåí õðÜñ÷åé êÜðïéïò éäéáßôåñïò ëüãïò ãéá ôçí åðéëïãÞ ôçò áíôßóôñïöçò áëöá-âçôéêÞò äéÜôáîçò áíôß ôçò óõíçèéóìÝíçò, áðëÜ ï Cantor Ýäùóå ôïí ïñéóìü ì'áõôüí ôïí ôñüðï êáé Ýìåéíå.x7.7. Áí P =o P ′ êáé Q =o Q′, ôüôå P ·o Q =o P ′ ·o Q′.x7.8. Äåßîå üôé P ·o [0; 2) =o P +o P , áëëÜ [0; 2) ·o N =o N 6=o N ·o [0; 2), Ýôóéþóôå ï ðïëëáðëáóéáóìüò êáëÜ äéáôåôáãìÝíùí ÷þñùí äåí åßíáé áíôéìåôáèåôéêüò.
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N ·o [0; 2) :

[0; 2) ·o N :

� ◦ ◦ · · · � • •

� ◦ ◦ ◦ ◦ · · ·

(0; 0) (1; 0) (0; 1) (1; 1) (0; 2) · · ·

(0; 0) (1; 0) (2; 0) · · · (0; 1) (1; 1) (2; 1)

· · ·
· · ·

ÄéÜãñáììá 7.7. ÁíôéìåôÜèåóçò áðïôõ÷ßá.x7.9. Ãéá üëïõò ôïõò ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïõò ÷þñïõò P , Q, R,P ·o (Q ·o R) =o (P ·o Q) ·o R:x7.10. Ôï ãéíüìåíï êáëÜ äéáôåôáãìÝíùí ÷þñùí åßíáé êáëÜ äéáôåôáãìÝíï.x7.11. Ãéá êÜèå êáëÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï U , õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñôçóçParity : U → N; ôÝôïéá þóôå Parity(y) = 0 áí y = 0 Þ ôï y åßíáé ïñéáêü óçìåßï,êáé óôá åðüìåíá Parity(S(x)) = 1− Parity(x):x7.12. ÊÜèå óçìåßï y êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõ ÷þñïõ U åêöñÜæåôáé ìå ìïíáäéêüôñüðï óôç ìïñöÞ y = Sn(x); (7-39)üðïõ (1) ôï x åßíáé åßôå ôï åëÜ÷éóôï 0 åßôå êÜðïéï ïñéáêü óçìåßï, (2) ôï n åßíáéöõóéêüò áñéèìüò êáé (3) ç óõíÜñôçóç (i; x) 7→ Si(x) ïñßæåôáé ìå ôçí áíáäñïìÞS0(x) = x; Si+1(x) = S(Si(x)):x7.13. Ãéá üëïõò ôïõò êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõò ÷þñïõò U , V , õðÜñ÷åé ôï ðïëý ìßááñ÷éêÞ ïìïéüôçôá � : U �→ �[U ] v V .x7.14. Ãéá üëïõò ôïõò êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõò ÷þñïõò U , V , W ,U <o V &V ≤o W =⇒ U <o W;U ≤o V &V <o W =⇒ U <o W:x7.15. Áí � êáé � åßíáé êáëÜ äéáôÜîéìïé ðëçèéêïß áñéèìïß, ôüôå åßôå � ≤c � åßôå� ≤c �.
∗ x7.16. Áí ï � åßíáé êáëÜ äéáôÜîéìïò, Üðåéñïò ðëçèéêüò áñéèìüò, ôüôå �+1 =c �.7.39. Ïñéóìüò. ÊáëÞ ðñïäéÜôáîç (prewellordering!) óôï óýíïëï A åßíáé ìéáó÷Ýóç - ⊆ A × A ðïõ åßíáé áõôïðáèÞò, ìåôáâáôéêÞ, óõíäåäåìÝíç (ïëéêÞ) êáéåäñáéùìÝíç. £ÓõíäåäåìÝíç¤ (connected) óçìáßíåé üôé ôá ìÝëç ôïõ A åßíáé óõ-ãêñßóéìá áíÜ äýï,

(∀x; y ∈ A)[x - y ∨ y - x];êáé £åäñáéùìÝíç¤ (grounded) óçìáßíåé üôé êÜèå ìç êåíü X ⊆ A Ý÷åé - -åëÜ÷éóôïìÝëïò,
(∀X ⊆ A;X 6= ∅)(∃x ∈ X)(∀y ∈ X)[x - y]:

ÐñïêáôáñôêôéêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜôç ëÜèç, ÌÜñôéïò 2007



118 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá
- - - -

�

N
 U� ^�
◦

•

N
 ?
◦ ◦ ◦ �· · ·

N


· · ·

ÄéÜãñáììá 7.8. ÐïñôñÝôï êáëÞò ðñïäéÜôáîçò.Ìéá êáëÞ ðñïäéÜôáîç èá Þôáí êáëÞ äéÜôáîç, áí åß÷å åðéðëÝïí ôçí éäéüôçôá ôçòáíôéóõììåôñéêüôçôáò.x7.17. Ãéá êÜèå óýíïëï A, èåùñïýìå ôï óýíïëïB = {X ⊆ A | X åßíáé ðåðåñáóìÝíï}ôùí ðåðåñáóìÝíùí õðïóõíüëùí ôïõ A êáé ïñßæïõìå óôï BX -B Y ⇐⇒ïñ X ≤c Y:Äåßîå üôé ç .B åßíáé êáëÞ ðñïäéÜôáîç.x7.18. Ç ó÷Ýóç - ⊆ A× A åßíáé êáëÞ ðñïäéÜôáîç ôüôå êáé ìüíïí áí õðÜñ÷åéÝíáò êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò U = (Field(U);≤U ) êáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò� : A→→ Field(U), Ýôóé þóôåx - y ⇐⇒ �(x) ≤U �(y) (x; y ∈ A):x7.19. Ãéá êÜèå óýíïëï A, ç ó÷ÝóçU .A V ⇐⇒ïñ U; V ∈WO(A) &U ≤o Våßíáé êáëÞ ðñïäéÜôáîç ôïõ WO(A).x7.20. Êáôåñãáóôåßôå ìéá äéáöïñåôéêÞ äéáôýðùóç ôçò áðüäåéîçò ôïõ ÈåùñÞìá-ôïò Hartogs, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá äýï ðñïçãïýìåíá ÐñïâëÞìáôá.x7.21. Ãéá êÜèå óýíïëï A, õðÜñ÷åé êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò V ôÝôïéïò þóôåäåí õðÜñ÷åé åðéìïñöéóìüò � : A→→ V .x7.22. Äåßîå üôé áí A ≤c B, ôüôå �(A) ≤o �(B).x7.23. Äåßîå üôé �([0; n)) =o [0; n+ 1).x7.24. Áí ï W êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò êáé W ≤c A, ôüôå W <o �(A).x7.25. Ãéá êÜèå óýíïëï A êáé êÜèå êáëÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï U ,U <o �(A) ⇐⇒ Field(U) ≤c A:Ï ôåëåóôÞò �(A) åßíáé ïñéóôéêüò, ìéáò êáé äþóáìå Ýíá óõãêåêñéìÝíï ïñéóìüôïõ ðåäßïõ h(A) êáé ôçò êáëÞò äéÜôáîçò ≤�(A) ôïõ �(A) áðü ôï A. Ìðïñïýìåíá ôïí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ãéá íá ïñßóïõìå êÜðïéïõò ó÷åôéêïýò ôåëåóôÝò óå ïé-êïãÝíåéåò êáëÜ äéáôåôáãìÝíùí ÷þñùí.
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ÊåöÜëáéï 7. ÊáëÜ äéáôåôáãìÝíïé ÷þñïé 119
∗ x7.26. Íá ïñßóåéò Ýíáí ïñéóôéêü ôåëåóôÞ inf(E), ôÝôïéïí þóôå ãéá êÜèå ìçêåíÞ ïéêïãÝíåéá E êáëÜ äéáôåôáãìÝíùí ÷þñùí, ôï inf(E) íá Ý÷åé ôéò áêüëïõèåòéäéüôçôåò:(1) Ôï inf(E) åßíáé êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò.(2) Ãéá êÜðïéï U ∈ E , inf(E) =o U .(3) Ãéá êÜèå U ∈ E , inf(E) ≤o U .Õðüäåéîç. ØÜîå óôá áñ÷éêÜ ôìÞìáôá ôïõ �(

⋃E).
∗ x7.27. Íá ïñßóåéò Ýíáí ïñéóôéêü ôåëåóôÞ sup(E), ôÝôïéïí þóôå ãéá êÜèå ìçêåíÞ ïéêïãÝíåéá E êáëÜ äéáôåôáãìÝíùí ÷þñùí, ôï sup(E) íá Ý÷åé ôéò áêüëïõèåòéäéüôçôåò:(1) Ôï sup(E) åßíáé êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò.(2) Áí U ∈ E , ôüôå U ≤o sup(E).(3) Áí ôï W åßíáé êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò êáé ãéá êÜèå U ∈ E , Ý÷ïõìåU ≤o W , ôüôå sup(E) ≤o W .
∗ x7.28. Ãéá êÜèå ãñáììéêÞ äéÜôáîç ≤ óå óýíïëï A, ïñßæïõìå óôï ÷þñï P(A)ôçí áðåéêüíéóç �(X) =ïñ {y ∈ A | (∀x < y)[x ∈ X]}:Äåßîå üôé ç � : P(A) → P(A) åßíáé ìïíïôïíéêÞ êáé äþóå Ýíá ðáñÜäåéãìá üðïõäåí åßíáé áñéèìÞóéìá óõíå÷Þò. Äåßîå üôé áí ôï Aw åßíáé ôï åëÜ÷éóôï óôáèåñüóçìåßï ôçò �, ôüôåx ∈ Aw ⇐⇒ {(s; t) ∈ A×A | s ≤ t < x} åßíáé êáëÞ äéÜôáîç:ÕðÜñ÷ïõí ðåñéðôþóåéò üðïõ åßíáé åõêïëüôåñï íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí áðü-äåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò Óôáèåñïý Óçìåßïõ 7.35 ðáñÜ ôçí åêöþíçóÞ ôïõ.
∗ x7.29. Ëåðôïìåñåéáêü Èåþñçìá Óôáèåñïý Óçìåßïõ. Ãéá êÜèå åðåêôáôéêÞÞ ìïíïôïíéêÞ áðåéêüíéóç � : P → P óå åðáãùãéêü ÷þñï P , õðÜñ÷åé õðïóýíïëïD ⊆ P ôïõ P ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò:(1) Ôï D åßíáé êáëÜ äéáôåôáãìÝíç áëõóßäá óôï P .(2) ÊÜèå óçìåßï ôïõ D êáèïñßæåôáé áðü ôá ðñïçãïýìåíÜ ôïõ ìå ôïí ôýðïx = �(sup {y ∈ D | y < x}):(3) ÊáíÝíá óçìåßï ôïõ D äåí åßíáé óôáèåñü óçìåßï ôçò �.(4) Ôï óçìåßï �(supD) åßíáé óôáèåñü óçìåßï ôçò �,�(�(supD)) = �(supD):(5) Áí ç � åßíáé ìïíïôïíéêÞ, ôüôå ôï �(supD) åßíáé ôï åëÜ÷éóôï óôáèåñüóçìåßï ôçò �.Äåßîå åðßóçò üôé áõôÝò ïé éäéüôçôåò ÷áñáêôçñßæïõí ôï D: ìüíï Ýíá õðïóýíïëïôïõ P ôéò éêáíïðïéåß.
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∗ x7.30. ÕðïèÝôïõìå üôé ç � : P × Q → P åßíáé ìïíïôïíéêÞ áðåéêüíéóç óôïãéíüìåíï äýï åðáãùãéêþí ÷þñùí, êáé ïñßæïõìå ôçí � : Q→ P ÷ñçóéìïðïéþíôáòôï Ðñüâëçìá x6.4 êáé ôï Èåþñçìá ÅëÜ÷éóôïõ Óôáèåñïý Óçìåßïõ 7.36,�(y) = (�x ∈ P )[�(x; y) = x]

= ôï åëÜ÷éóôï óôáèåñü óçìåßï ôçò �(x; y) = x: (7-40)Äåßîå üôé ç � åßíáé ìïíïôïíéêÞ, êáé üôé áí ç � åßíáé áñéèìÞóéìá óõíå÷Þò, ôüôåêáé ç � åßíáé áñéèìÞóéìá óõíå÷Þò.
∗ x7.31. Ï êáíüíáò ôùí Beki�c-Scott. ÕðïèÝôïõìå üôé ïé P1; P2 åßíáé åðáãù-ãéêïß ÷þñïé êáé ïé �1 : P1 × P2 → P1; �2 : P1 × P2 → P2;åßíáé ìïíïôïíéêÝò áðåéêïíßóåéò. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôïí �-óõìâïëéóìü ãéá ôá åëÜ-÷éóôá óôáèåñÜ óçìåßá ôçò (7-40), ïñßæïõìå ðñþôá ôçí�(x2) = (�x1 ∈ P1)[�1(x1; x2) = x1];ìåôÜ ôï óçìåßï x2 = (�x2 ∈ P2)[�2(�(x2); x2) = x2]ùò ôï åëÜ÷éóôï óôáèåñü óçìåßï ôçò áðåéêüíéóçò x2 7→ �2(�(x2); x2) (ðïõ åßíáéìïíïôïíéêÞ áðü ôï x7.30) êáé ôåëéêÜ ôï óçìåßï

(x∗1; x∗2) = (�(x1; x2) ∈ P1 × P2)[(�1(x1; x2); �2(x1; x2)) = (x1; x2)]ùò ôï åëÜ÷éóôï óôáèåñü óçìåßï óôï ãéíüìåíï. Äåßîå üôéx∗2 = x2:Ôï ðñüâëçìá âåâáéþíåé üôé ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôá áìïéâáßá åëÜ÷éóôáóôáèåñÜ óçìåßá åðáíáëáìâÜíïíôáò äýï öïñÝò ôïí ôåëåóôÞ åëÜ÷éóôïõ óôáèåñïýóçìåßïõ (�x ∈ P ).
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 8
ÅÐÉËÏÃÅÓ

8.1. Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò (Axiom of Choice), AC. Ãéá êÜèå äéìåëÞ ó÷ÝóçP ⊆ (A×B) óå óýíïëá A, B,
(∀x ∈ A)(∃y ∈ B)P (x; y)=⇒ (∃f : A→ B)(∀x ∈ A)P (x; f(x)): (8-1)Áõôü åßíáé ôï ôåëåõôáßï êáé ðëÝïí åðßìá÷ï áîßùìá ôïõ Zermelo. Ãéá íá êáôá-ëÜâïõìå ðïý ÷ñåéÜæåôáé, áíáêáëïýìå ôï êëáóéêü ðáñÜäåéãìá ôïõ Russell, üðïõôï A åßíáé óýíïëï áðü æåõãÜñéá ðáðïýôóéá, B =

⋃A êáéP (x; y) ⇐⇒ y ∈ x:Ç óõíÜñôçóç f(x) =ïñ ôï áñéóôåñü ðáðïýôóé ôïõ x; (x ∈ A)ðñïöáíþò åðéëÝãåé Ýíá ðáðïýôóé áðü êÜèå æåõãÜñé, óõìâïëéêÜ (∀x ∈ A)P (x; f(x)).Áí üìùò ôï A åßíáé óýíïëï áðü æåõãÜñéá êÜëôóåò, ôüôå äåí ìðïñïýìå íá ïñß-óïõìå óõíÜñôçóç f : A → ⋃A ðïõ äéáëÝãåé áêñéâþò ìßá êÜëôóá f(x) ∈ x áðüêÜèå æåõãÜñé, åðåéäÞ (üðùò äå÷üìáóôå ãéá ôï ðáñÜäåéãìá) Ýíá æåõãÜñé êÜëôóåòáðïôåëåßôáé áðü äýï ôåëåßùò üìïéá áíôéêåßìåíá. Ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå üôéõðÜñ÷åé óõíÜñôçóç åðéëïãÞò f áí ôï A åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ìå åðáãùãÞ óôïíáñéèìü ìåëþí ôïõ A (Ðñüâëçìá x8.1). ÁëëÜ ïé ìáèçìáôéêïß Ý÷ïõí ôçí éêáíü-ôçôá íá öáíôÜæïíôáé êáé íá ìåëåôïýí Üðåéñá æåõãÜñéá êáëôóþí, êáé ãé' áõôÜ÷ñåéáæüìáóôå êÜôé óáí ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò ãéá íá åããõçèïýìå ôçí ýðáñîç ìéáòôÝôïéáò óõíÜñôçóçò.Ëéãüôåñï äéáóêåäáóôéêü áëëÜ óçìáíôéêüôåñï ðáñÜäåéãìá åßíáé ç áðüäåéîç ôïõâáóéêïý èåùñÞìáôïò 2.10, üðïõ èåùñïýìå ìéáí áêïëïõèßá áðáñéèìçôþí óõíü-ëùí A0, A1, : : : êáé áñ÷ßæïõìå ìå ôç öñÜóç:Áñêåß íá áðïäåßîïõìå ôï èåþñçìá óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ êáíÝíá Anäåí åßíáé êåíü, ïðüôå ìðïñïýìå íá âñïýìå áðáñßèìçóç �n : N →→ Anãéá êÜèå An.ºóùò ãéá êÜèå n íá £ìðïñïýìå íá âñïýìå¤ (äçëáäÞ íá £õðÜñ÷åé¤) êÜðïéá áðá-ñßèìçóç � ôïõ An, áëëÜ ç óõíÝ÷åéá ôçò áðüäåéîçò ÷ñåéÜæåôáé ìéá óõíÜñôçóç
(n 7→ �n) ðïõ áíôéóôïé÷ßæåé êÜðïéá óõãêåêñéìÝíç áðáñßèìçóç �n óå êÜèå n:ðïéï áðü ôá áîéþìáôá (I) { (VI) åããõÜôáé ôçí ýðáñîç ìéáò ôÝôïéáò óõíÜñôçóçò;121
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AÄéÜãñáììá 8.1. ÅðéëïãÝáò ôïõ P ⊆ A×B.åäþ A = N, B = (N→ ⋃∞n=0An) êáéP (n; �) ⇐⇒ � : N→→ An;Ýôóé þóôå (∀n ∈ N)(∃� ∈ B)P (n; �) áðü ôçí õðüèåóç üôé êÜèå An åßíáé ìç êåíüêáé áðáñéèìçôü: êáé ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò âåâáéþíåé áêñéâþò üôé õðÜñ÷åé óõíÜñ-ôçóç f : N → B ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå n ∈ N, ç ôéìÞ f(n) = �n éêáíïðïéåß ôçíP (n; �n), äçëáäÞ áðáñéèìåß ôï An. ÔÝôïéåò £óéùðçñÝò¤ åðéêëÞóåéò ôïõ Áîéþìá-ôïò ÅðéëïãÞò åßíáé ðïëý êïéíÝò óôá ìáèçìáôéêÜ êáé åéäéêüôåñá óôçí áíÜëõóç,üðïõ (ð.÷.) ç êëáóéêÞ èåùñßá ïñßùí êáé óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí äåí ìðïñåß íááíáðôõ÷èåß éêáíïðïéçôéêÜ ÷ùñßò åðéëïãÝò.Áí åéêïíßóïõìå ôç ó÷Ýóç P ⊆ A × B ùò õðïóýíïëï ôïõ ãéíïìÝíïõ, ôüôå çõðüèåóç (∀x ∈ A)(∃y ∈ B)P (x; y) óçìáßíåé üôé ç ôïìÞPx =ïñ {y ∈ B | P (x; y)} (8-2)ðÜíù áðü êÜèå x ∈ A äåí åßíáé êåíÞ. Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åããõÜôáé ôçí ýðáñîçåíüò åðéëïãÝá (selector) ãéá ôï P , ìéáò óõíÜñôçóçò f : A→ B ðïõ áíôéóôïé÷ßæåéóå êÜèå x ∈ A áêñéâþò Ýíá óçìåßï óôçí ôïìÞ áðü ðÜíù ôïõ. ÕðÜñ÷ïõí áêüìçäýï áðëÝò åêäï÷Ýò ôïõ áîéþìáôïò ðïõ åêöñÜæïõí ìå äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò ôçíðñÜîç ôçò £óõíÜèñïéóçò óå ïëüôçôá¤ ïðïéïõäÞðïôå ðëÞèïõò åëåýèåñùí êáé ìçóõãêñïõüìåíùí åðéëïãþí.8.2. Ïñéóìüò. Ôï óýíïëï S åßíáé óýíïëï åðéëïãÞò (choice set) ãéá ìéá ïéêï-ãÝíåéá óõíüëùí E , áí (1) S ⊆ ⋃E , êáé (2) ãéá êÜèå X ∈ E , ç ôïìÞ S ∩X åßíáéìïíïóýíïëï. ¸íá óýíïëï åðéëïãÞò S åðéëÝãåé áðü êÜèå X ∈ E ôï ìïíáäéêüìÝëïò ôçò ôïìÞò S ∩X.8.3. ¢óêçóç. Áí ∅ ∈ E, ôüôå ç E äåí åðéäÝ÷åôáé óýíïëï åðéëïãÞò. Åðßóçò áía 6= b, ôüôå ç ïéêïãÝíåéá E = {{a}; {a; b}; {b}} äåí åðéäÝ÷åôáé óýíïëï åðéëïãÞò.8.4. Èåþñçìá. Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï åîÞò: êÜèå ïéêï-ãÝíåéá E ìç êåíþí êáé îÝíùí áíÜ äýï óõíüëùí åðéäÝ÷åôáé óýíïëï åðéëïãÞò.ÁõôÞ åßíáé ç ìïñöÞ ôïõ AC ðïõ äéáôýðùóå ï Zermelo.Áðüäåéîç. Áðïäå÷üìáóôå ðñþôá ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò êáé èÝôïõìå U =
⋃E ,üðïõ ç E åßíáé ïéêïãÝíåéá îÝíùí áíÜ äýï, ìç êåíþí óõíüëùí. Áõôü óçìáßíåé åí
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ÊåöÜëáéï 8. ÅðéëïãÝò 123ìÝñåé üôé
(∀X ∈ E)(∃x ∈ U)[x ∈ X];Üñá áðü ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò õðÜñ÷åé óõíÜñôçóç f : E → U ôÝôïéá þóôå

(∀X ∈ E)[f(X) ∈ X]:ÈÝôïõìå S = f [E ] = {f(X) | X ∈ E}, êáé ôï ãåãïíüò üôé ôá ìÝëç ôçò Eåßíáé îÝíá áíÜ äýï óõíåðÜãåôáé åýêïëá üôé ôï S ôÝìíåé êÜèå ìÝëïò ôçò E óåìïíïóýíïëï.Ãéá ôï áíôßóôñïöï, äå÷üìáóôå üôé
(∀x ∈ A)(∃y ∈ B)P (x; y);êáé èÝôïõìå
E = {Ux | x ∈ A};üðïõ ãéá êÜèå x ∈ A, Ux = {(t; y) ∈ P | t = x}:ÊÜèå ìÝëïò ôçò E åßíáé ìç êåíü áðü ôçí õðüèåóç êáé êáèïñßæåôáé áðü ôï êïéíü,ðñþôï ìÝñïò üëùí ôùí ìåëþí ôïõ, êáé åðïìÝíùò ôá ìÝëç ôçò E åßíáé îÝíá áíÜäýï. Áí ôï S åßíáé óýíïëï åðéëïãÞò ãéá ôçí E , ôüôå ç óõíÜñôçóçf(x) = ôï ìïíáäéêü y ôÝôïéï þóôå (x; y) ∈ Såýêïëá éêáíïðïéåß ôï óõìðÝñáóìá ôïõ Áîéþìáôïò ÅðéëïãÞò. a8.5. Ïñéóìüò. ÓõíÜñôçóç åðéëïãÞò ãéá Ýíá óýíïëï A åßíáé ìéá ìåñéêÞ óõ-íÜñôçóç " : P(A) * A;ôÝôïéá þóôå

∅ 6= X ⊆ A=⇒ "(X) ↓ & "(X) ∈ X:8.6. ËÞììá. Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï åîÞò: êÜèå óýíïëïåðéäÝ÷åôáé óõíÜñôçóç åðéëïãÞò.Áðüäåéîç. Ãéá êÜèå A, ðñïöáíþò
(∀X ∈ P(A) \ {∅})(∃y ∈ A)[y ∈ X];êáé áìÝóùò áðü ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò, õðÜñ÷åé óõíÜñôçóç " : P(A) \ {∅} → AôÝôïéá þóôå

(∀X ∈ P(A) \ {∅})["(X) ∈ X]:Ôï áíôßóôñïöï åßíáé åýêïëï êáé ôï áöÞíïõìå ãéá Üóêçóç. a8.7. ¢óêçóç. Áí êÜèå óýíïëï åðéäÝ÷åôáé óõíÜñôçóç åðéëïãÞò, ôüôå áëçèåýåéôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò.
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124 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá8.8. ¼ìùò áëçèåýåé; (1)Ìå ôçí ðëÝïí Üìåóç åñìçíåßá ôïõ, ôï Áîßùìá Åðéëï-ãÞò áéôéÜôáé üôé áí ç êáèåìßá åíüò óõíüëïõ ìç óõãêñïõüìåíùí åðéëïãþí ìðïñåßíá ðñáãìáôïðïéçèåß, ôüôå üëåò ìðïñïýí íá ðñáãìáôïðïéçèïýí áíåîÜñôçôá êáé ôááðïôåëÝóìáôá íá óõíáèñïéóôïýí óå ïëüôçôá, íá ãßíïõí óýíïëï. Áí ôï êáôáëÜ-âïõìå Ýôóé, ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åßíáé ðñïöáíÝò, ìðïñåß íá äéêáéïëïãçèåß áðü ôçöõóéêÞ åñìçíåßá ôïõ Áîéþìáôïò Äõíáìïóõíüëïõ: üôáí äå÷üìáóôå ùò óýíïëïôçí êëÜóç {X | X ⊆ A} üëùí ôùí õðïóõíüëùí ôïõ A, ðñáãìáôéêÜ åííïïýìåüëùí ôùí õðïóõíüëùí ôïõ A, áêüìç êáé áõôþí ãéá ôá ïðïßá ôï êñéôÞñéï ôïõ ôéôïõò áíÞêåé äåí êáèïñßæåôáé áðü êÜðïéï ñçôü êáíüíá áëëÜ ìå åëåýèåñç åðéëïãÞ,£ìå ôçí ôý÷ç¤.Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åßíáé äéáöïñåôéêü áðü ôá ðñïçãïýìåíá £êáôáóêåõá-óôéêÜ¤ áîéþìáôá (II) { (VI), åðåéäÞ áðáéôåß êáôåõèåßáí ôçí ýðáñîç óõíüëùíãéá ôï ïðïßá äåí ðáñÝ÷åé ïñéóìïýò. ÊáèÝíá áðü ôá (II) { (VI) áðïíÝìåé ôçíéäéüôçôá ôïõ óõíüëïõ óå ìéá óõãêåêñéìÝíç, ñçôÜ ïñéóìÝíç êëÜóç áíôéêåéìÝíùí,íïìéìïðïéåß ìéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçò ôüóï áëçèïöáíïýò (áí êáé ëáíèáóìÝíçò)ÃåíéêÞò Áñ÷Þò Óõìðåñßëçøçò 3.3. Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åßíáé ôï ìüíï áîßùìáôïõ Zermelo åêôüò áð' áõôü ôçò ¸êôáóçò ðïõ äåí åßíáé åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçòÃåíéêÞò Áñ÷Þò Óõìðåñßëçøçò. Áõôü ðáñåîçãåßôáé ìåñéêÝò öïñÝò êáé ðñïôåßíå-ôáé ôï åðé÷åßñçìá üôé ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åßíáé ôï ìüíï ðïõ áðáéôåß ôçí ýðáñîçáíôéêåéìÝíùí ãéá ôï ïðïßá äåí ðáñÝ÷åé ïñéóìïýò, áëëÜ ôá Áîéþìáôá ¸êôáóçòêáé Äõíáìïóõíüëïõ êÜíïõí ôï ßäéï ðñÜãìá, ìå Ýììåóï áëëÜ èåìåëéáêÜ ðéï âá-óéêü ôñüðï.Ï Zermelo åéóÞãáãå ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò ôï 1904, óå ìéá ìéêñÞ åñãáóßá üðïõôï åðéêáëÝóôçêå ãéá íá áðïäåßîåé üôé êÜèå óýíïëï åßíáé êáëÜ äéáôÜîéìï. ¹ôáíãíùóôÞ åéêáóßá, êáé ï Cantor åß÷å Þäç ðñïôåßíåé ðåñßãñáììá áðüäåéîÞò ôçò ó'Ýíá (ôüôå áêüìç) áäçìïóßåõôï ãñÜììá óôïí Dedekind. Ç áðüäåéîç ôïõ Cantorüìùò (êáé ç ó÷åôéêÞ áðüäåéîç ôçò Åéêáóßáò Óõãêñéóéìüôçôáò Ðëçèáñßèìùí ðïõðñüôåéíå ìáæß ôçò) óôçñéæüôáí óå äéáéóèÞóåéò ãéá ôá óýíïëá ðïõ äåí Þôáí ôåëåßùòîåêÜèáñåò. Ï Zermelo îåêáèÜñéóå áðáñ÷Þò üôé ç äéêÞ ôïõ, áõóôçñÞ áðüäåéîçóôçñéæüôáí óôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò, êáé ì' áõôü ðñïêÜëåóå áìÝóùò éó÷õñÞ åðß-èåóç åíáíôßïí ôïõ áðü ðïëëïýò äéáêåêñéìÝíïõò ìáèçìáôéêïýò ôçò åðï÷Þò, ðïõôïí êáôçãüñçóáí üôé åéóÞãáãå ìéá íÝá, áìößâïëç ìÝèïäï ãéá íá äéêáéïëïãÞóåéÝíá áðßèáíï áðïôÝëåóìá. ÄåäïìÝíïõ üôé áñ÷Ýò åðéëïãÞò äåí Þôáí ìå êáíÝíáôñüðï áíÞêïõóôåò óôá ãåíéêÜ ìáèçìáôéêÜ êáé üôé äéáðüôéæáí ôçí ðñïçãïýìåíçäïõëåéÜ ôïõ Cantor, äéêáéïëïãåßôáé êáíåßò íá ðåé üôé ç áéôßá ôçò áíôßäñáóçò Þôáíëéãüôåñï ôï íüçìá ôïõ Áîéþìáôïò ÅðéëïãÞò êáé ðåñéóóüôåñï ç êáôáíüçóç ôçòäýíáìÞò ôïõ.Óôï åðüìåíï èåþñçìá áðáñéèìïýìå ôéò ðëÝïí ðåñéþíõìåò ðñïôÜóåéò ãéá ôáóýíïëá ðïõ åßíáé éóïäýíáìåò ìå ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò. ¸÷ïõìå äéáôçñÞóåé ôáðáñáäïóéáêÜ ïíüìáôá ãé' áõôÝò ôéò ðñïôÜóåéò|ËÞììá, Õðüèåóç, Èåþñçìá|ðïõ ôïõò ðñïóêïëëÞèçêáí áðü ôçí éóôïñéêÞ óõãêõñßá ôïõ ðþò êáé ðüôå ìðÞêáíóôç ìáèçìáôéêÞ âéâëéïãñáößá.8.9. Èåþñçìá. Ïé åðüìåíåò ðñïôÜóåéò åßíáé éóïäýíáìåò.
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ÊåöÜëáéï 8. ÅðéëïãÝò 125(1) Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò: ÊÜèå óýíïëï åðéäÝ÷åôáé óõíÜñôçóç åðéëïãÞò.(2) Ç Åéêáóßá Óõãêñéóéìüôçôáò Ðëçèáñßèìùí: Ôá óýíïëá åßíáé óõãêñß-óéìá áíÜ äýï ùò ðñïò ôï ðëÞèïò, äçëáäÞ ãéá üëá ôá A, B, åßôå A ≤c B åßôåB ≤c A.(3) Ôï Èåþñçìá ÊáëÞò ÄéÜôáîçò: ÊÜèå óýíïëï åßíáé êáëÜ äéáôÜîéìï(åðéäÝ÷åôáé êáëÞ äéÜôáîç).Áðüäåéîç. Åðáëçèåýïõìå êõêëéêÜ, üôé êáèåìéÜ áð' áõôÝò ôéò ðñïôÜóåéò óõ-íåðÜãåôáé ôçí åðüìåíç, êáé ôåëéêÜ (3) =⇒ (1).(1) =⇒ (2). Áðü ôçí ¢óêçóç 6.17, ï ÷þñïò (A )*B) ôùí ìåñéêþí ìïíï-ìïñöéóìþí áðü ôï A óôï B åßíáé åðáãùãéêüò. Ç éäÝá åßíáé üôé ìðïñïýìå íáïñßóïõìå (÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï AC) ìéá åðåêôáôéêÞ áðåéêüíéóç óôï (A )*B), çïðïßá íá åðåêôåßíåé êáôÜëëçëá êÜèå ìåñéêü ìïíïìïñöéóìü p : A )*B ìå ðåäßïïñéóìïý ðïõ íá ìçí åîáíôëåß ôï A êáé ðåäßï ôéìþí ðïõ íá ìçí åîáíôëåß ôï B.ÏðïéïäÞðïôå óôáèåñü óçìåßï áõôÞò ôçò áðåéêüíéóçò åßôå èá ïñßæåôáé óå ïëü-êëçñï ôï A, öáíáéñþíïíôáò üôé A ≤c B, åßôå ç åéêüíá ôïõ èá åßíáé ïëüêëçñï ôïB, öáíáéñþíïíôáò üôé B ≤c A.Áíáëõôéêüôåñá, Ýóôù"A : P(A) * A; "B : P(B) * BóõíáñôÞóåéò åðéëïãÞò óôá A êáé B, áðü ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò. Ãéá êÜèå ìåñéêüìïíïìïñöéóìü p : A )*B, èÝôïõìå
�(p) =







p ∪ {("A(A \Domain(p)); "B(B \ Image(p)))};if Domain(p) ( A& Image(p) ( B;p; otherwise:Ç � åßíáé ðñïöáíþò åðåêôáôéêÞ, êáé Ýôóé áðü ôï Èåþñçìá Óôáèåñïý Óçìåßïõ 7.35Ý÷åé óôáèåñü óçìåßï p∗ : A * B, ãéá ôï ïðïßï éó÷ýåé:åßôå Domain(p∗) = A åßôå Image(p∗) = B:Ðåñßðôùóç 1. Domain(p∗) = A. Ôüôå ç p∗ : A � B åßíáé ìïíïìïñöéóìüòáðü ôï A óôï B, Ýôóé ðïõ A ≤c B.Ðåñßðôùóç 2, Image(p∗) = B. Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, ç p∗ åßíáé áíôé-óôïé÷ßá ôïõ Domain(p∗) ìå ôï B, êáé Ýôóé B =c Domain(p∗) ⊆ A êáé ÜñáB ≤c A.(2) =⇒ (3). Áðü ôçí Åéêáóßá Óõãêñéóéìüôçôáò Ðëçèáñßèìùí, åßôå A ≤c h(A)åßôå h(A) ≤c A, üðïõ h(A) åßíáé ôï óýíïëï Hartogs ãéá ôï A· üìùò h(A) 6≤c Aáðü ôï Èåþñçìá Hartogs 7.34, êáé Ýôóé A ≤c h(A)· åðß ðëÝïí, ôï h(A) åßíáéêáëÜ äéáôÜîéìï, êáé Üñá áðü ôçí ¢óêçóç 7.3 êáëÜ äéáôÜîéìï åßíáé êáé ôï A.(3) =⇒ (1). Áí ç ≤ åßíáé êáëÞ äéÜôáîç ôïõ A, ôüôå ç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç"(X) = ôï ≤-åëÜ÷éóôï ìÝëïò ôïõ Xåßíáé óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ãéá ôï A. a
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126 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá8.10. ¼ìùò áëçèåýåé; (2) Ôï íüçìá áõôïý ôïõ èåùñÞìáôïò åßíáé üôé áí äå-÷ôïýìå ôá âáóéêÜ, êáôáóêåõáóôéêÜ ðñþôá Ýîé áîéþìáôá ôïõ Zermelo, ôüôå ôïÁîßùìá ÅðéëïãÞò, ç Åéêáóßá Óõãêñéóéìüôçôáò Ðëçèáñßèìùí êáé ôï ÈåþñçìáÊáëÞò ÄéÜôáîçò åêöñÜæïõí ìå ôñåéò äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò ôçí ßäéá óõíïëï-èåùñçôéêÞ áñ÷Þ. ×ùñßò áìöéâïëßá, ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åßíáé ç ðëÝïí Üìåóç êáéäéÜöáíç åêäï÷Þ áõôÞò ôçò áñ÷Þò, áõôÞ ðïõ êÜíåé £ðñïöáíÝóôáôç¤ ôçí áëÞèåéáôçò. Ç Åéêáóßá Óõãêñéóéìüôçôáò Ðëçèáñßèìùí åßíáé åýêïëá êáôáíïçôÞ êáé áëç-èïöáíÞò, áëëÜ ëßãïé èá ôç äÝ÷ïíôáí ùò áîßùìá, Ý÷åé ôçí õöÞ ôå÷íéêÞò åéêáóßáòðïõ ÷ñÞæåé áðüäåéîçò. ÔÝëïò, ôï Èåþñçìá ÊáëÞò ÄéÜôáîçò åßíáé ïðùóäÞðïôåðåíôáêÜèáñï óôï íüçìÜ ôïõ, äßíåé Ýíá ìç÷áíéóìü åðéëïãþí ðïõ êáôÜ êÜðïéïôñüðï £åðåîçãåß¤ ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò, áëëÜ ïðùóäÞðïôå äåí åßíáé ðñïöáíÝò,ôïõíáíôßïí ãåííÜ äõóðéóôßá. Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí, ðïéá åßíáé ç êáëÞ äéÜôáîçðïõ åããõÜôáé ôï èåþñçìá óôï äõíáìïóýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí P(N); ×ù-ñßò êÜðïéá óêÝøç äåí åßíáé êáí ðñïöáíÝò üôé ôï P(N) åðéäÝ÷åôáé ãñáììéêÝòäéáôÜîåéò, âë. Ðñüâëçìá x8.9. Åßíáé êÜðùò äýóêïëï íá öáíôáóôïýìå ôç äïìÞôçò áðáéôïýìåíçò êáëÞò äéÜôáîçò ôïõ P(N), êáé áõôü, öõóéêÜ, ìáò äçìéïõñãåßêÜðïéåò áìöéâïëßåò ãéá ôï áîßùìá ðïõ óõíåðÜãåôáé ôçí ýðáñîÞ ôçò. Äåí åßíáéðåñßåñãï üôé ç áíôéëïãßá ãéá ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò Üñ÷éóå ìå ôçí áðüäåéîç áðüôïí Zermelo ôçò óõíåðáãùãÞò (1) =⇒ (3), ôçò ïðïßáò ôï óõìðÝñáóìá áêüìçêáé óÞìåñá ðïëëïß èåùñïýí áíôßèåôï ìå ôéò äéáéóèÞóåéò ìáò.ÐÝñá áðü ôçí Åéêáóßá Óõãêñéóéìüôçôáò Ðëçèáñßèìùí êáé ôï Èåþñçìá ÊáëÞòÄéÜôáîçò ðïõ åßíáé èåìåëéþäç ãéá ôçí áíÜðôõîç ôçò óõíïëïèåùñßáò, ôï ÁîßùìáÅðéëïãÞò åßíáé éóïäýíáìï ìå Ýíá óùñü ðñïôÜóåéò ðïõ ÷ñçóéìåýïõí ðïëý óåÜëëïõò êëÜäïõò ôùí ìáèçìáôéêþí. Åäþ áíáöÝñïõìå ìïíÜ÷á äýï áðü áõôÝò, ðïõâñßóêïíôáé ðéï êïíôÜ óôï áíôéêåßìåíü ìáò êáé ôéò ïðïßåò åýêïëá áðïäåéêíýïõìåìå ãíùóôÝò ìáò ìåèüäïõò· üìùò õðÜñ÷ïõí áêüìá ðïëëÝò Üëëåò.188.11. Èåþñçìá. Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åßíáé éóïäýíáìï ìå ôéò áêüëïõèåò äýïðñïôÜóåéò:(1) Áñ÷Þ ÌåãéóôéêÞò Áëõóßäáò: ÊÜèå ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò PÝ÷åé ìéá ìåãéóôéêÞ áëõóßäá S ⊆ P , ìå ôçí Ýííïéá üôé ãéá êÜèå Üëëç áëõóßäáS′, S ⊆ S′=⇒S = S′.(2) ËÞììá ôïõ Zorn: Áí óå Ýíá ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï P êÜèå áëõóßäáÝ÷åé Üíù öñÜãìá, ôüôå ï P Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá ìåãéóôéêü óôïé÷åßï.Áðüäåéîç. AC =⇒ (1). Äå÷üìåíïé ôï AC, Ýóôù (Chains(P );⊆) ï ìåñéêÜäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò üëùí ôïí áëõóßäùí ôïõ P , ï ïðïßïò åßíáé åðáãùãéêüòáðü ôçí Ðñüôáóç 6.14, êáé õðïèÝôïõìå ðñïò Üôïðï üôé äåí õðÜñ÷åé ìåãéóôéêÞáëõóßäá, Ýôóé ðïõ áðü ôï AC,
(∀S ∈ Chains(P ))(∃S′ ∈ Chains(P ))[S ( S′]:

18Óå ìßá äéÜëåîÞ ôïõ, ï Kenneth Ho�man åßðå üôé ôï Èåþñçìá Tychono� ôçò ãåíéêÞòôïðïëïãßáò åßíáé £ðñïöáíþò¤ éóïäýíáìï ìå ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò, £ìéáò êáé üëåò ïé ýðïðôåòãåíéêÝò áñ÷Ýò åßíáé éóïäýíáìåò ìå ôï AC¤.
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ÊåöÜëáéï 8. ÅðéëïãÝò 127ôþñá ôï AC ìáò äßíåé ìéá áðåéêüíéóç � : Chains(P ) → Chains(P ) ðïõ åßíáéåðåêôáôéêÞ, ÷ùñßò íá Ý÷åé óôáèåñü óçìåßï, ðïõ áíôéôßèåôáé ôï Èåþñçìá ÓôáèåñïýÓçìåßïõ 7.35.(1) =⇒ (2). Áðü ôçí õðüèåóç ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå S åßíáé ìéá ìåãéóôéêÞáëõóßäá ôïõ P êáé M Ýíá Üíù öñÜãìá ôïõ S. Ôüôå ôï M åßíáé ìåãéóôéêü óôïP|åðåéäÞ áí M <P M ′, ôüôå ôï S ∪ {M ′} èá Þôáí áëõóßäá ðïõ åðåêôåßíåéáõóôçñÜ ôçí S.(2) =⇒ AC. Ãéá äýï óýíïëá A, B, èåùñïýìå ôï ÷þñï (A )*B) ôùí ìåñéêþíìïíïìïñöéóìþí. Áõôüò åßíáé åðáãùãéêüò, áðü ôçí ¢óêçóç 6.17, êáé Ýôóé êÜèåáëõóßäá åßíáé Üíù öñáãìÝíç óå áõôüí· áðü ôï ËÞììá ôïõ Zorn, ï (A )*B) Ý÷åéìåãéóôéêü óôïé÷åßï f , ôï ïðïßï (üðùò êáé óôçí áðüäåéîç ôïõ (1) =⇒ (2) óôïÈåþñçìá 8.9) öáíáéñþíåé üôé åßôå A ≤c B åßôå B ≤c A, ôï ïðïßï ìå ôç óåéñÜôïõ óõíåðÜãåôáé ôï AC. aÈåùñïýìå ôþñá äýï åýêïëá ðïñßóìáôá ôïõ Áîéþìáôïò ÅðéëïãÞò ðïõ åêöñÜ-æïõí áðëïýóôåñåò áñ÷Ýò åðéëïãÞò.8.12. Áñ÷Þ ÁðáñéèìçôÞò ÅðéëïãÞò (Countable Principle of Choice), ACN.Ãéá êÜèå óýíïëï B êáé êÜèå äéìåëÞ ó÷Ýóç P ⊆ N × B áíÜìåóá óå öõóéêïýòáñéèìïýò êáé ìÝëç ôïõ B,
(∀n ∈ N)(∃y ∈ B)P (n; y)=⇒ (∃f : N→ B)(∀n ∈ N)P (n; f(n)):8.13. (VII)Áîßùìá ÅîáñôçìÝíùí Åðéëïãþí (Axiom of Dependent Choices),DC. Ãéá êÜèå óýíïëï A êáé êÜèå ó÷Ýóç P ⊆ A×A,a ∈ A& (∀x ∈ A)(∃y ∈ A)P (x; y)=⇒ (∃f : N→ A)[f(0) = a& (∀n ∈ N)P (f(n); f(n+ 1))]:Óå áíôéðáñÜèåóç ìå ôï ðëÞñåò Áîßùìá ÅðéëïãÞò ðïõ áðáéôåß ôçí ýðáñîç óõ-íáñôÞóåùí åðéëïãÞò f : A→ B ãéá üëá ôá A, B, ç Áñ÷Þ ÁðáñéèìçôÞò ÅðéëïãÞòACN äéêáéïëïãåß ìüíï áêïëïõèßá åëåýèåñùí (áíåîÜñôçôùí) åðéëïãþí áðü ôï B,ðïõ éêáíïðïéïýí äéáäï÷éêÜ ôéò óõíèÞêåòP (0; f(0)); P (1; f(1)); P (2; f(2)); · · ·Ôï Áîßùìá ÅîáñôçìÝíùí Åðéëïãþí åðßóçò äéêáéïëïãåß ìüíï áêïëïõèßá åðéëï-ãþí, üðïõ üìùò ç êáèåìéÜ áð' áõôÝò ôéò åðéëïãÝò ìðïñåß íá åîáñôÜôáé áðü ôçíðñïçãïýìåíç, áöïý üëåò ôþñá ðñÝðåé íá éêáíïðïéïýí ôéò óõíèÞêåòP (f(0); f(1)); P (f(1); f(2)); P (f(2); f(3)); · · ·Åßíáé åýêïëá éóïäýíáìï ìå ôçí åîÞò, öáéíïìåíéêÜ éó÷õñüôåñç áñ÷Þ ðïõ åðéôñÝðåéóå êÜèå åðéëïãÞ íá åîáñôÜôáé áð' üëåò ôéò ðñïçãïýìåíÝò ôçò.8.14. Ðñüôáóç. Ôï Áîßùìá ÅîáñôçìÝíùí Åðéëïãþí åßíáé éóïäýíáìï ìå ôçíåîÞò ðñüôáóç: ãéá êÜèå óýíïëï A êáé êÜèå ó÷Ýóç P ⊆ A∗ × A ìåôáîý ëÝîåùíêáé óôïé÷åßùí ôïõ A,
(∀u ∈ A∗)(∃x ∈ A)P (u; x)=⇒ (∃f : N→ A)(∀n)P (f(n); f(n)):
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128 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÁðüäåéîç. Ç áðüäåéîç áð' áõôÞ ôçí åêäï÷Þ ôïõ DC ôçò £åðßóçìçò¤ åßíáéåýêïëç êáé ôçí áöÞíïõìå ãéá Üóêçóç. Ãéá ôï áíôßóôñïöï, äå÷üìáóôå ôï DCêáé ôçí õðüèåóç ôçò öáéíïìåíéêÜ éó÷õñüôåñçò åêäï÷Þò ôïõ, êáé ïñßæïõìå óôïA∗ ôç ó÷Ýóç Q(u; v) ⇐⇒ïñ (∃x ∈ A)[v = u ? 〈x〉&P (u; x)];ðñïöáíþò Ý÷ïõìå (∀u ∈ A∗)(∃v ∈ A∗)Q(u; v), ôï DC ìáò äßíåé ìéá óõíÜñôçóçg : N → A∗ ôÝôïéá þóôå g(0) = ∅ êáé (∀n)Q(g(n); g(n+ 1)), êáé ç óõíÜñôçóçðïõ ÷ñåéáæüìáóôå åßíáé ç f =
⋃ g, ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé f(n) = g(n+ 1)(n) êáéf(n) = g(n). a8.15. ¢óêçóç. Äåßîå ôçí Üëëç êáôåýèõíóç ôçò Ðñüôáóçò 8.14.8.16. Èåþñçìá. (1) Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò óõíåðÜãåôáé ôï Áîßùìá ÅîáñôçìÝ-íùí Åðéëïãþí.(2) Ôï Áîßùìá ÅîáñôçìÝíùí Åðéëïãþí óõíåðÜãåôáé ôçí Áñ÷Þ ÁðáñéèìçôÞòÅðéëïãÞò.Áðüäåéîç. (1) ¸óôù " : P(A) \ {∅} → A óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ãéá ôï A. Áíéó÷ýåé ç õðüèåóç ôïõ DC, ôüôå ç óõíÜñôçóç f : N → A ðïõ ÷ñåéáæüìáóôå ãéáôï óõìðÝñáóìÜ ôïõ ïñßæåôáé ìå ôçí áíáäñïìÞ:f(0) = a;f(n+ 1) = "({y ∈ A | P (f(n); y)}):(2) Äå÷üìáóôå ôçí õðüèåóç ôçò Áñ÷Þò ÁðáñéèìçôÞò ÅðéëïãÞò êáé èÝôïõìåA = N× B êáé a = (0; b), üðïõ b ∈ B åßíáé óçìåßï ôÝôïéï þóôå P (0; b). Óôï Aïñßæïõìå ôç ó÷ÝóçQ((n; x); (m; y)) ⇐⇒ïñ m = n+ 1 &P (m; y):Ç óõíÜñôçóç f : N→ N×B ðïõ åããõÜôáé ôï DC ãé' áõôÜ ôá a êáé Q áðïäßäåéæåýãç ùò ôéìÝò, ïðüôå f(n) = (g(n); h(n)) ìå g(0) = 0 êáé h(0) = b ãéá êáôÜë-ëçëåò óõíáñôÞóåéò g, h, êáé ãéá êÜèå n, g(n+1) = g(n)+1, P (g(n+1); h(n+1)).ÓõíÜãåôáé üôé ãéá êÜèå n, g(n) = n êáé P (n; h(n)), üðùò ðñÝðåé ãéá ôï óõìðÝ-ñáóìá ôçò Áñ÷Þò ÁðáñéèìçôÞò ÅðéëïãÞò. a×ñåéáæüìáóôå Ýíáí áêüìç ïñéóìü ãéá ôç äéáôýðùóç ôçò ðéï ÷ñÞóéìçò åêäï÷Þòôïõ Áîéþìáôïò ÅîáñôçìÝíùí Åðéëïãþí.8.17. Ïñéóìüò. ¸íá ãñÜöçìá (G;→G) åßíáé åäñáéùìÝíï (grounded) Þ êáëÜèåìåëéùìÝíï (well founded) áí êÜèå ìç êåíü õðïóýíïëï ôïõ G Ý÷åé åëá÷éóôéêüóçìåßï, äçëáäÞáí ∅ 6= X ⊆ G; ôüôå (∃m ∈ X)(∀x ∈ X)[m 6→G x]: (8-3)¸íáò ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò (P;≤) åßíáé åäñáéùìÝíïò áí ôï ó÷åôéêü£áíôßóôñïöï áõóôçñü ãñÜöçìá¤ (P;>) åßíáé åäñáéùìÝíï, áí äçëáäÞ ãéá êÜèå × ,áí ∅ 6= X ⊆ P; ôüôå (∃m ∈ X)(∀x ∈ X)[x ≤ m=⇒x = m]: (8-4)
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ÊåöÜëáéï 8. ÅðéëïãÝò 1298.18. ¢óêçóç. Äåßîå üôé ìéá ãñáììéêÞ äéÜôáîç (P;≤) åßíáé åäñáéùìÝíç áíêáé ìüíïí áí åßíáé êáëÞ äéÜôáîç.8.19. Ðñüôáóç. Ôï Áîßùìá ÅîáñôçìÝíùí Åðéëïãþí åßíáé éóïäýíáìï ìå ôçíåîÞò ðñüôáóç: Ýíá ãñÜöçìá G åßíáé åäñáéùìÝíï áí êáé ìüíïí áí äåí åðéäÝ÷åôáéÜðåéñåò, öèßíïõóåò áëõóßäåò, äçëáäÞ áí äåí õðÜñ÷åé óõíÜñôçóç f : N → GôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå n, f(n)→G f(n+ 1),f(0)→G f(1)→G f(2)→G · · · :Áðüäåéîç. Ðñþôá äå÷üìáóôå ôïDC. Áí ç f : N→ G åßíáé Üðåéñç, öèßíïõóááëõóßäá, ôüôå ôï óýíïëï {f(n) | n ∈ N} äåí Ý÷åé åëá÷éóôéêü óçìåßï, Üñá ôï Gäåí åßíáé åäñáéùìÝíï. Áíôéóôñüöùò, áí ôï G Ý÷åé ìç êåíü õðïóýíïëï X ÷ùñßòåëá÷éóôéêü óçìåßï, ôüôå (∀x ∈ X)(∃y ∈ X)[x →G y] êáé ôï DC ìáò äßíåé ìéáÜðåéñç, öèßíïõóá áëõóßäá îåêéíþíôáò ìå êÜðïéï a ∈ X.Äå÷üìáóôå ôþñá üôé êÜèå ãñÜöçìá ÷ùñßò Üðåéñåò, öèßíïõóåò áëõóßäåò åßíáéåäñáéùìÝíï êáé ôéò õðïèÝóåéò a ∈ A êáé
(∀x ∈ A)(∃y ∈ A)P (x; y)ôïõ áîéþìáôïò DC, êáé èåùñïýìå ôï ãñÜöçìá (A;→A) üðïõx→A y ⇐⇒ïñ P (x; y) (x; y ∈ A):Ôï óõìðÝñáóìá ôïõ DC åããõÜôáé áêñéâþò üôé ôï (A;→A) Ý÷åé ìéáí Üðåéñç,öèßíïõóá áëõóßäá ðïõ îåêéíÜ ìå ôï a, Ýôóé þóôå áí äåí éó÷ýåé, õðÜñ÷åé êÜðïéïåëá÷éóôéêü óôïé÷åßï m ∈ A· áõôü óçìáßíåé áêñéâþò üôé (∀y ∈ A)¬P (m; y), ðïõåßíáé åíÜíôéï óôçí õðüèåóç ôïõ DC. aÔá åäñáéùìÝíá ãñáöÞìáôá Ý÷ïõí ðïëëÝò áðü ôéò éäéüôçôåò ôùí êáëÜ äéáôå-ôáãìÝíùí ÷þñùí, êáé éäéáßôåñá ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ðñïôÜóåéò ìå åðáãùãÞêáé íá ïñßóïõìå óõíáñôÞóåéò ìå áíáäñïìÞ ó' áõôÜ, âë. ôá ÐñïâëÞìáôá x8.10,x8.11 êáé ôï Èåþñçìá 11.5. Ç åýêïëç êáôåýèõíóç áõôïý ôïõ èåùñÞìáôïò êÜíåéôï DC éäéáßôåñá ÷ñÞóéìï óôç ìåëÝôç ôïõò, åðåéäÞ åßíáé óõíÞèùò ðïëý åõêïëü-ôåñï íá åðáëçèåýóïõìå üôé äåí õðÜñ÷ïõí Üðåéñåò, öèßíïõóåò áëõóßäåò óå êÜðïéïãñÜöçìá G ðáñÜ íá áðïäåßîïõìå êáôåõèåßáí üôé ôï G åßíáé åäñáéùìÝíï.8.20. ¼ìùò áëçèåýåé; (3) ¸÷ïõìå Þäç ðáñáôçñÞóåé üôé ðñéí äéáôõðùèåß áõ-óôçñÜ áðü ôïí Zermelo, ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åß÷å ðïëëÝò öïñÝò ÷ñçóéìïðïéçèåß£óéùðçñÜ¤ óôá êëáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ, êáé éäéáßôåñá óôçí áíÜëõóç. ¼ìùò áõôÝòïé êëáóéêÝò åöáñìïãÝò ìðïñïýí üëåò íá óôçñé÷ôïýí óôï Áîßùìá ÅîáñôçìÝíùíÅðéëïãþí, êáé ìÜëéóôá ïé ðåñéóóüôåñåò áðáéôïýí ìüíï ôçí áóèåíÝóôåñç Áñ÷ÞÁðáñéèìçôÞò ÅðéëïãÞò. Áõôü èá ãßíåé ðñïöáíÝò óôï ÊåöÜëáéï 10 êáé óôï Ðá-ñÜñôçìá A. Ï Zermelo äÝ÷ôçêå ôï ðëÞñåò Áîßùìá ÅðéëïãÞò åðåéäÞ åßíáé öõóéêÞõðüèåóç óôï ðëáßóéï ôçò óõíïëïèåùñßáò ôïõ Cantor· åðåéäÞ ÷ñåéÜæåôáé ãéá ôçíáðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò ÊáëÞò ÄéÜôáîçò êáé ôçò Åéêáóßáò ÓõãêñéóéìüôçôáòÐëçèáñßèìùí· êáé åðåéäÞ åßíáé áðáñáßôçôï ãéá ôçí áíÜðôõîç ôçò ðëçèéêÞò áñéè-ìçôéêÞò. ÁõôÞ ç äéáöïñÜ áíÜìåóá óôéò áñ÷Ýò åðéëïãÞò ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé ãéá ôáêëáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ êáé áõôÝò ðïõ åßíáé áðáñáßôçôåò ãéá ôçí êáéíïýñãéá èåùñßá
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130 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáóõíüëùí ôïõ Cantor åîçãåß êáôÜ ìåãÜëï ìÝñïò ôçí Üãñéá áíôßäñáóç óôá áîéþ-ìáôá ôïõ Zermelo áðü ôïõò äéáêåêñéìÝíïõò áíáëýóôåò ôçò åðï÷Þò ôïõ (åí ïéòêáé ï ðïëýò Borel), ðïõ åß÷áí óôçñßîåé ðïëëÜ áðü ôá èåùñÞìáôÜ ôïõò óå áñ÷ÝòåðéëïãÞò|êáé åîáêïëïýèçóáí íá ÷ñçóéìïðïéïýí ôÝôïéåò áñ÷Ýò åíþ óõã÷ñüíùòáðïäïêßìáæáí ôç ãåíéêÞ óõíïëïèåùñßá ùò ìéá øåõäáßóèçóç: ãéá ôç èåìåëßùóçôçò êëáóéêÞò áíÜëõóçò ôïõ 19ïõ áéþíá, áñêåß ôï Áîßùìá ÅîáñôçìÝíùí Åðé-ëïãþí, åíþ ôï ãåíéêüôåñï Áîßùìá ÅðéëïãÞò äå ÷ñåéÜæåôáé, êáé åðéðëÝïí Ý÷åéìåñéêÜ áíôéäéáéóèçôéêÜ ðïñßóìáôá, üðùò ôï Èåþñçìá ÊáëÞò ÄéÜôáîçò.Åäþ üìùò ðñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé êáé óôç ãåíéêÞ óõíïëïèåùñßá, üðïõãåíéêÜ äå÷üìáóôå ôï ðëÞñåò Áîßùìá ÅðéëïãÞò ùò ðñïöáíÝò, ðïëëÜ áðü ôá âá-óéêÜ èåùñÞìáôá äåí ôï ÷ñåéÜæïíôáé êáé åéäéêüôåñá üëá ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõÊåöáëáßïõ 2 ìðïñïýí íá óôçñé÷ôïýí áîéùìáôéêÜ óôï Áîßùìá ÅîáñôçìÝíùí Åðé-ëïãþí. ÐñÝðåé åðßóçò íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé áðïäåßîáìå üëá ôá âáóéêÜ áðïôå-ëÝóìáôá ó÷åôéêÜ ìå ôïõò êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõò ÷þñïõò óôï ðñïçãïýìåíï êå-öÜëáéï, ÷ùñßò íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáìßá áñ÷Þ åðéëïãÞò. Ãé' áõôü ôï ëüãïèá áðïêëßíïõìå ôå÷íéêÜ áðü ôïí Zermelo êáé èá äå÷ôïýìå ùò âáóéêü áîßùìáôï Áîßùìá ÅîáñôçìÝíùí Åðéëïãþí áíôß ôïõ éó÷õñüôåñïõ, ðëÞñïõò ÁîéþìáôïòÅðéëïãÞò. ËÝìå £ôå÷íéêÜ¤, åðåéäÞ äåí Ý÷ïõìå áìöéâïëßåò ãéá ôçí áëÞèåéá ôïõÁîéþìáôïò ÅðéëïãÞò, êáé ðïôÝ äåí èá äéóôÜóïõìå íá ôï åðéêáëåóôïýìå üôáí÷ñåéÜæåôáé, ìüíï ðïõ óå ôÝôïéåò ðåñéðôþóåéò èá ôï óõìðåñéëáìâÜíïõìå (äéáêñé-ôéêÜ) áíÜìåóá óôéò õðïèÝóåéò.8.21. Ç áîéùìáôéêÞ èåùñßá ZDC. Ôï áîéùìáôéêü óýóôçìá ZDC áðïôå-ëåßôáé áðü ôá êáôáóêåõáóôéêÜ áîéþìáôá (I) { (VI) ôïõ Êåöáëáßïõ 3 êáé ôïÁîßùìá (VII) ÅîáñôçìÝíùí Åðéëïãþí 8.13. ÓõìâïëéêÜ:ZDC = (I) { (VI)+DC = (I) { (VII):Áðü ôþñá êáé ìÝ÷ñé ôï ÊåöÜëáéï 11, èá ÷ñçóéìïðïéïýìå óôéò áðïäåßîåéò ÷ùñßòñçôÞ åðßêëçóç ôá áîéþìáôá ôçò ZDC. ¼ôáí ÷ñåéáæüìáóôå ôï ðëÞñåò ÁîßùìáÅðéëïãÞò, èá óçìåéþíïõìå ôéò ó÷åôéêÝò ðñïôÜóåéò ìå ôï óçìÜäé (AC). ÓôïÊåöÜëáéï 11 èá óõìðëçñþóïõìå ôçí áîéùìáôïðïßçóÞ ìáò ðñïóèÝôïíôáò óôçíZDC ôï Áîßùìá ÁíôéêáôÜóôáóçò.8.22. ÁðïôåëÝóìáôá óõíÝðåéáò êáé áíåîáñôçóßáò (consistency, indepen-dence). ÌÞðùò åßíáé åöéêôü íá êáôáóôåßëïõìå ôçí áíôéãíùìßá ãéá ôï ÁîßùìáÅðéëïãÞò áðëþò áðïäåéêíýïíôáò Þ äéáøåýäïíôÜò ôï ìå ôá êáôáóêåõáóôéêÜ áîéþ-ìáôá (I) { (VI); ÊáíÝíá áðü ôá äýï åíäå÷üìåíá äåí ìïéÜæåé ðéèáíü. Áöåíüòôï AC êáôÜ ðÜóá ðéèáíüôçôá áëçèåýåé, üðùò áëçèåýïõí êáé ôá (I) { (VI), êáéâåâáßùò äåí ìðïñïýìå íá äéáøåýóïõìå áëçèÞ ðñüôáóç ìå ÷ñÞóç áëçèþí áîéùìÜ-ôùí. ÁöåôÝñïõ, ôï AC Ý÷åé ôç ìïñöÞ ãíÞóéá íÝáò áñ÷Þò ôçò óõíïëïèåùñßáò êáéäåí ìïéÜæåé ðéèáíü üôé èá ìðïñÝóïõìå íá ôï áðïäåßîïõìå áðü ôéò Üëëåò ìüíï ìåôç ëïãéêÞ. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, õðÜñ÷ïõí áõóôçñÝò áðïäåßîåéò üôé ôï ÁîßùìáÅðéëïãÞò ïýôå áðïäåß÷íåôáé ïýôå êáé äéáøåýäåôáé áðü ôá áîéþìáôá (I) { (VI).Ï ðéï Üìåóïò ôñüðïò íá äåßîïõìå üôé ìéá ðñüôáóç � äåí ìðïñåß íá áðïäåé-÷ôåß óå êÜðïéï áîéùìáôéêü óýóôçìá T, åßíáé íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá ðñüôõðï
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ÊåöÜëáéï 8. ÅðéëïãÝò 131(ìïíôÝëï, model) ôïõ T, üðïõ ç � äåí éó÷ýåé. Èåùñïýìå ãéá ðáñÜäåéãìá ôïêëáóéêü ðñüâëçìá ãéá ôçí åðßðåäç Åõêëåßäåéá ãåùìåôñßá, áí ôï Áîßùìá Ðáñáë-ëÞëùí19 ìðïñåß íá áðïäåé÷ôåß áðü ôá Üëëá áîéþìáôá. Ãéá íá äåßîïõìå üôé áõôüåßíáé áäýíáôï, äçëþíïõìå üôé óôï ìÝëëïí ìå £åðßðåäï¤ èá åííïïýìå ôïí (áíïé-êôü, ðåðåñáóìÝíï) äßóêï áêôßíáò 1, ôï ÷þñï üëùí ôùí óçìåßùí (ôïõ £áëçèéíïý¤åðéðÝäïõ) óå áðüóôáóç ìéêñüôåñç ìéáò ìïíÜäáò áðü ôï áñ÷éêü óçìåßï O· êáéìå £åõèåßá¤ èá åííïïýìå ôçí ôïìÞ ìéáò £áëçèéíÞò¤ åõèåßáò ì' áõôü ôïí äßóêï.Äåí åßíáé äýóêïëï íá ïñßóïõìå ó' áõôÞ ôç äïìÞ ôéò õðüëïéðåò âáóéêÝò Ýííïéåòôïõ Åõêëåßäç êáé íá åðáëçèåýóïõìå üôé üëá ôá áîéþìáôÜ ôïõ ðëçí áõôïý ôùíðáñáëëÞëùí áëçèåýïõí ìå áõôïýò ôïõò ïñéóìïýò. ¸ôóé Ý÷ïõìå Ýíá ðñüôõðïôçò Åðßðåäçò Ãåùìåôñßáò óôçí ïðïßá ôï Áîßùìá ÐáñáëëÞëùí äåí éó÷ýåé, áöïýðñïöáíþò ãéá êÜèå äïóìÝíç £åõèåßá¤ L êáé óçìåßï P Ýîù áðü ôçí L õðÜñ÷ïõíðïëëÝò £åõèåßåò¤ ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôï P êáé äåí ôÝìíïõí ôçí L. ¸ðåôáé üôé ôïÁîßùìá ÐáñáëëÞëùí äåí ìðïñåß íá áðïäåé÷ôåß áðü ôá Üëëá £ìüíï ìå ôç ëï-ãéêÞ¤: ãéáôß áí áõôü Þôáí åöéêôü, ôüôå èá áëÞèåõå óå êÜèå äïìÞ ðïõ áëçèåýïõíôá Üëëá, êáé åìåßò âñÞêáìå ìéá ôÝôïéá äïìÞ üðïõ äåí áëçèåýåé.Ãéá íá ïñßóïõìå ðñüôõðï áîéùìáôéêÞò èåùñßáò, ãåíéêÜ, ðñÝðåé íá êáèïñßóïõìåÝíá ðåäßï áíôéêåéìÝíùí êáé íá åñìçíåýóïõìå ó' áõôü ôéò âáóéêÝò Ýííïéåò ôçòèåùñßáò, Ýôóé þóôå ôá áîéþìáôÜ ôçò íá áëçèåýïõí. Ãéá ìéá óõíïëïèåùñßá, áõôüóçìáßíåé üôé ðñÝðåé íá ïñßóïõìå ôéò Ýííïéåò ôïõ £íá åßíáé óýíïëï¤ êáé £íá áíÞ-êåé¤ óå êÜðïéï ðåäßï áíôéêåéìÝíùí, êáé åðßóçò íá êáèïñßóïõìå ðïéåò óõíèÞêåòó' áõôü ôï ðåäßï èá êáëÝóïõìå ïñéóôéêÝò. Ðñüôõðá ôçò ZDC äåí êáôáóêåõÜ-æïíôáé åýêïëá, ìéáò êáé ç èåùñßá áõôÞ åßíáé ðïëý éó÷õñÞ· óôï ÐáñÜñôçìá B èáìåëåôÞóïõìå ìåñéêÜ ðïëý åéäéêÜ ðñüôõðá (ôïõò £êüóìïõò¤), áëëÜ ïé ðéï åíäéá-öÝñïõóåò êáôáóêåõÝò ÷ñåéÜæïíôáé ìåèüäïõò ôçò ìáèçìáôéêÞò ëïãéêÞò ðïõ äåí÷ñçóéìïðïéïýìå ó' áõôÝò ôéò Óçìåéþóåéò: èá ðåñéïñéóôïýìå óôçí ðñïóåêôéêÞäéáôýðùóç ìåñéêþí áðü ôá ðïëëÜ, äéÜóçìá áðïôåëÝóìáôá óõíÝðåéáò êáé áíåîáñ-ôçóßáò ôïõ êëÜäïõ üðùò êáëýðôïõìå ôá ó÷åôéæüìåíá ìÝñç ôïõ.Åõèýò åîáñ÷Þò äå÷ôÞêáìå óôï 3.6 üôé ç èåùñßá ìáò Ý÷åé Ýíá ðñüôõðï, ôïí êü-óìï áíôéêåéìÝíùí W , üðïõ (ôïõëÜ÷éóôïí) ôá áîéþìáôá (I) { (VI) áëçèåýïõí.Ç õðüèåóç áõôÞ åßíáé öõóéêÞ êáé ìÜëéóôá áðáñáßôçôç áí ç áðáó÷üëçóÞ ìáò ìåôç óõíïëïèåùñßá Ý÷åé êÜðïéï íüçìá, áëëÜ äåí óõìðåñéëáìâÜíåôáé óôá áîéþìáôáôçò ZDC Þ ôùí Üëëùí èåùñéþí ðïõ èá ìåëåôÞóïõìå.20 Äåí ôç ÷ñåéáæüìáóôåó÷åäüí ðïôÝ, ðáñÜ ìüíï üôáí èÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå ôçí ýðáñîç ðñïôýðùí ãéá
19Ôï ðÝìðôï £Áßôçìá¤ ôïõ Åõêëåßäç ãéá ôéò ðáñÜëëçëåò åßíáé éóïäýíáìï ìå ôçí áñ÷Þ üôéãéá êÜèå åõèåßá L êáé êÜèå óçìåßï P Ýîù ôçò L, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá åõèåßá L′ ðïõ ðåñéÝ÷åéôï P êáé äåí ôÝìíåé ôçí L.
20Êáé íá ôï èÝëáìå, äåí åßíáé åöéêôü íá äå÷ôïýìå Ýíá ôÝôïéï áîßùìá: ç ðñüóèåóç ôçòýðáñîçò ðñïôýðïõ ôçò ZDC óôá áîéþìáôá ôçò ZDC äçìéïõñãåß ìéá êáéíïýñéá, ðëïõóéüôåñçèåùñßá ZDC′ êáé ôï íÝï ðñüâëçìá, áí áõôÞ ç ZDC′ Ý÷åé ðñüôõðï. Óôï êïñõöáßï áðïôÝëåóìáôçò ÌáèçìáôéêÞò ËïãéêÞò, ï G�odel Ýäåéîå (áõóôçñÜ) üôé åßíáé áäýíáôï íá ðáñáêÜìøïõìåáõôü ôï ëïãéêü áßíéãìá: äåí õðÜñ÷åé áîéùìáôéêÞ èåùñßá (óõíåðÞò êáé Üîéá ìåëÝôçò) ðïõóõìðåñéëáìâÜíåé óôá áîéþìáôá Þ èåùñÞìáôÜ ôçò ôï áßôçìá üôé åðéäÝ÷åôáé ðñüôõðï.

ÐñïêáôáñôêôéêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜôç ëÜèç, ÌÜñôéïò 2007



132 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáåðåêôÜóåéò ôçò ZDC: ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå ôÝôïéá ðñüôõðá ðñÝðåé íá îåêéíÞ-óïõìå áðü êÜðïõ, êáé áõôü åßíáé ðÜíôá ôï óôáèåñü, áðáñ÷Þò äåêôü ðñüôõðï ôçòèåùñßáò ìáò.8.23. Ðñïûðüèåóç ãéá éó÷õñéóìïýò ýðáñîçò ðñïôýðùí. Áðü äù êáé ìðñïòêáé ÷ùñßò ðåñáéôÝñù åéäïðïßçóç, üëïé ïé éó÷õñéóìïß ó' áõôÝò ôéò Óçìåéþóåéòýðáñîçò ðñïôýðùí, óõíÝðåéáò èåùñéþí êáé áíåîáñôçóßáò ðñïôÜóåùí âáóßæïíôáéóôçí ýðáñîç ðñïôýðïõ ôùí áîéùìÜôùí (I) { (VI) êáé (VIII), ôïõ ÁîéþìáôïòÁíôéêáôÜóôáóçò ðïõ èá åéóáãÜãïõìå óôï ÊåöÜëáéï 11.8.24. Ç óõíÝðåéá ôïõ Áîéþìáôïò ÅðéëïãÞò (G�odel, 1939). Ç èåùñßá ôïõZermelo ZDC+AC ìå ôï ðëÞñåò Áîßùìá ÅðéëïãÞò Ý÷åé ðñüôõðï êáé åðïìÝíùòôá áîéþìáôá (I) { (VI) äåí äéáøåýäïõí ôï AC, äçëáäÞ ôï AC åßíáé óõíåðÝòìå ôá (I) { (VI). Ôï äéÜóçìï ðñüôõðï L ôùí êáôáóêåõÜóéìùí óõíüëùí (con-structible sets) ôïõ G�odel Ý÷åé ðïëëÝò éäéüôçôåò êáíïíéêüôçôáò êáé ç êáôáóêåõÞôïõ áðïäåéêíýåé ôç óõíÝðåéá ôïõAC ìå èåùñßåò ðïëý éó÷õñüôåñåò ôçò (I) { (VI).Èá áíáöåñèïýìå ó' áõôü ðïëëÝò öïñÝò óôç óõíÝ÷åéá.8.25. Ç áíåîáñôçóßá ôïõ Áîéþìáôïò ÅðéëïãÞò (Fraenkel-Mostowski, 1939,Cohen, 1963). ÊáèåìéÜ áðü ôéò èåùñßåò(I) { (VI) + ¬ACN; (I) { (VI) + ACN+ ¬DC; ZDC+ ¬ACÝ÷åé ðñüôõðï. Óõíåðþò äåí ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ôï ACN áðü ôá êáôá-óêåõáóôéêÜ áîéþìáôá (I) { (VI), äåí ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ôï DC áðüôá êáôáóêåõáóôéêÜ áîéþìáôá êáé ôï ACN, êáé äåí ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ôïAC óôçí ZDC, ç êáèåìéÜ áð' áõôÝò ôéò áñ÷Ýò åðéëïãÞò åßíáé éó÷õñüôåñç áðü ôéòðñïçãïýìåíåò. Ïé ðñþéìåò êáôáóêåõÝò ðñïôýðùí ôùí Fraenkel êáé Mostowskiåßôå ðåñéåß÷áí Üôïìá Þ åß÷áí êÜðïéá Üëëç, ôå÷íéêÞ áäõíáìßá ðïõ ðåñéüñéæå ôçäõíáôüôçôá ãåíßêåõóÞò ôïõò. Ï Cohen êáôáóêåýáóå ôá ðñüôõðÜ ôïõ ìå ôç äéÜ-óçìç ìÝèïäï ôïõ áíáãêáóìïý Þ åðéâïëÞò (forcing) ðïõ åöçýñå, ìå ôçí ïðïßáï ßäéïò (êáé Üëëïé) áðÝäåéîáí êáôüðéí ðïëëÜ Üëëá áðïôåëÝóìáôá áíåîáñôçóßáò.Èá áíáöåñèïýìå óôç ìÝèïäï áíáãêáóìïý ðïëëÝò öïñÝò óôç óõíÝ÷åéá.
ÐñïâëÞìáôá ãéá ôï ÊåöÜëáéï 8Êáëïýìå äýï ðñïôÜóåéò � êáé  êáôáóêåõáóôéêÜ éóïäýíáìåò áí ç éóïäõ-íáìßá ôïõò � ⇐⇒  ìðïñåß íá áðïäåé÷ôåß ìå âÜóç ìüíï ôá êáôáóêåõáóôéêÜáîéþìáôá (I) { (VI), äçëáäÞ ÷ùñßò ÷ñÞóç ïðïéáóäÞðïôå áñ÷Þò åðéëïãÞò.x8.1. Äåßîå ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò (8-1) ãéá ðåðåñáóìÝíá A.x8.2. Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åßíáé êáôáóêåõáóôéêÜ éóïäýíáìï ìå ôï åîÞò: ãéáêÜèå A 6= ∅ êáé êÜèå f : A→ B, õðÜñ÷åé óõíÜñôçóç g : B → A ôÝôïéá þóôå ãéáêÜèå x ∈ A, f(g(f(x))) = f(x).
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ÊåöÜëáéï 8. ÅðéëïãÝò 133x8.3. Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åßíáé êáôáóêåõáóôéêÜ éóïäýíáìï ìå ôï åîÞò: ãéáêÜèå I êáé êÜèå ïéêïãÝíåéá óõíüëùí (i 7→ Ai) ìå äåßêôåò óôï I,
(∀i ∈ I)[Ai 6= ∅]=⇒∏i∈IAi 6= ∅:Ç Áñ÷Þ ÁðáñéèìçôÞò ÅðéëïãÞò åßíáé êáôáóêåõáóôéêÜ éóïäýíáìç ìå ôï åîÞò: ãéáêÜèå áêïëïõèßá óõíüëùí (n 7→ An), n ∈ N,

(∀n ∈ N)[An 6= ∅]=⇒∏n∈N
An 6= ∅:Ìáæß ìå ôï Ðñüâëçìá x5.28, ôï åðüìåíï ðñüâëçìá äßíåé ìéá äéáôýðùóç ôçòÁñ÷Þò ÁðáñéèìçôÞò ÅðéëïãÞò ACN êáôåõèåßáí áðü ôç âáóéêÞ Ýííïéá ôïõ £áíÞ-êåéí¤, ÷ùñßò áíáöïñÜ óôï N Þ ôçí Ýííïéá ôçò £óõíÜñôçóçò¤.x8.4. Ç Áñ÷Þ ÁðáñéèìçôÞò ÅðéëïãÞò ACN åßíáé êáôáóêåõáóôéêÜ éóïäýíáìçìå ôï åîÞò: êÜèå Üðåéñç, áðáñéèìçôÞ ïéêïãÝíåéá E ìç êåíþí êáé îÝíùí áíÜ äýïóõíüëùí åðéäÝ÷åôáé óýíïëï åðéëïãÞò.Óôá åðüìåíá ôÝóóåñá ðñïâëÞìáôá èåùñïýìå áñ÷Ýò åðéëïãÞò ðïõ ìïéÜæïõíáóèåíÝóôåñåò ôïõ DC áëëÜ åßíáé êáôáóêåõáóôéêÜ éóïäýíáìÝò ôïõ.

∗ x8.5. Ôï Áîßùìá ÅîáñôçìÝíùí Åðéëïãþí åßíáé êáôáóêåõáóôéêÜ éóïäýíáìï ìåôï åîÞò: ãéá êÜèå ìç êåíü óýíïëï A êáé êÜèå ó÷Ýóç P ⊆ A×A,áí (∀x ∈ A)(∃y ∈ A)P (x; y);ôüôå (∃B ⊆ A)[B 6= ∅& (∃f : B → B)(∀x ∈ B)P (x; f(x))]:
∗ x8.6. Ôï Áîßùìá ÅîáñôçìÝíùí Åðéëïãþí åßíáé êáôáóêåõáóôéêÜ éóïäýíáìï ìåôï åîÞò: ãéá êÜèå ó÷Ýóç P ⊆ A×A êáé êÜèå a ∈ A,áí (∀x ∈ A)(∃y ∈ A)P (x; y);ôüôå (∃B ⊆ A)[a ∈ B& (∃f : B → B)(∀x ∈ B)P (x; f(x))]:
∗ x8.7. Ôï Áîßùìá ÅîáñôçìÝíùí Åðéëïãþí åßíáé êáôáóêåõáóôéêÜ éóïäýíáìï ìåôï åîÞò: Ýíáò ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò P åßíáé åäñáéùìÝíïò áí êáé ìüíïíáí äåí Ý÷åé Üðåéñåò, öèßíïõóåò áëõóßäåò, äçëáäÞ ãéá êÜèå f : N→ P ,

(∀n ∈ N)[f(n+ 1) ≤ f(n)]=⇒ (∃n)[f(n+ 1) = f(n)]:Ìðïñïýìå åðßóçò íá åêöñÜóïõìå ôï Áîßùìá ÅîáñôçìÝíùí Åðéëïãþí êáôåõ-èåßáí áðü ôç ó÷Ýóç ôïõ £áíÞêåéí¤, áëëÜ êÜðùò ðåñéðëåãìÝíá:
∗ x8.8. Ôï Áîßùìá ÅîáñôçìÝíùí Åðéëïãþí åßíáé êáôáóêåõáóôéêÜ éóïäýíáìï ìåôï åîÞò: ãéá êÜèå óýíïëï A êáé êÜèå äéìåëÞ ïñéóôéêÞ óõíèÞêç P ,áí [

∅ ∈ A& (∀u; v ∈ A)[P (u; v)=⇒ (∃!x)[v = u ∪ {x}]]
& (∀u ∈ A)(∃v ∈ A)P (u; v)];ôüôå (∃B ⊆ A)[∅ ∈ B& (∀u ∈ B)(∃!v ∈ B)P (u; v)]:
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∗ x8.9. Äåßîå üôé ç åîÞò £ëåîéêïãñáöéêÞ¤ äéÜôáîç ôïõ (N → N) åßíáé üíôùòãñáììéêÞ äéÜôáîç, áëëÜ ü÷é êáëÞ:f ≤ g ⇐⇒ïñ f = g ∨ (∃n ∈ N)[(∀i < n)[f(i) = g(i)] & f(n) < g(n)]:ÓõìðÝñáíå üôé ôï P(N) åðéäÝ÷åôáé ãñáììéêÞ äéÜôáîç.x8.10. ÅäñáéùìÝíç ÅðáãùãÞ. Ãéá êÜèå åäñáéùìÝíï ãñÜöçìá G êáé êÜèåìïíïìåëÞ ïñéóôéêÞ óõíèÞêç P ,áí (∀x ∈ G)[(∀y)(x→G y=⇒P (y))=⇒P (x)]; ôüôå (∀x ∈ G)P (x):
∗ x8.11. Ãéá êÜèå åäñáéùìÝíï ãñÜöçìá G êáé êÜèå óõíÜñôçóçh : (G * E)×G→ E;õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ (ïëéêÞ) óõíÜñôçóç f : G→ E ðïõ éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóçf(x) = h(f �{y ∈ G | x→G y}; x) (x ∈ G):Õðüäåéîç. Ôñïðïðïßçóå ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 7.24, ÷ñçóéìïðïéþíôáòóõíáñôÞóåéò �t : {x ∈ G | t⇒G x} → Eìå ðåäßï ïñéóìïý £áñ÷éêÜ ôìÞìáôá¤ ôçò êëçñïíïìéêÞò êëåéóôüôçôáò ⇒G ôçò
→G.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 9
ÅÐÉËÏÃÇÓ ÅÐÏÌÅÍÁ

Èá áñ÷ßóïõìå áõôü ôï êåöÜëáéï ìå ìåñéêÜ áðïôåëÝóìáôá ãéá áðáñéèìçôÜ óýíïëáôùí ïðïßùí ïé áðïäåßîåéò åðåîçãïýí ôç äéáöïñÜ ôùí áñ÷þí åðéëïãÞò ACN, DCêáé AC. Ï êýñéïò óôü÷ïò ìáò, üìùò, åßíáé íá áðïäåßîïõìå ìåñéêÜ óçìáíôéêÜåðáêüëïõèá ôïõ ðëÞñïõò Áîéþìáôïò ÅðéëïãÞò, áíÜìåóÜ ôïõò êáé ôïõò âáóéêïýòêáíüíåò ôçò ðëçèéêÞò áñéèìçôéêÞò. Ôï åíäåéêôéêü óçìÜäé (AC) èá äéáêïóìÞóåéó÷åäüí üëåò ôéò áñéèìçìÝíåò ðñïôÜóåéò.9.1. Èåþñçìá. ÊÜèå Üðåéñï óýíïëï Ý÷åé Üðåéñï, áðáñéèìçôü õðïóýíïëï, êáéåðïìÝíùò, ãéá êÜèå ðëçèÜñéèìï �, åßôå � <c ℵ0 åßôå ℵ0 ≤c �.Áðüäåéîç. Áí ôï A åßíáé Üðåéñï, ðñïöáíþò
(∀u ∈ A∗)(∃y ∈ A)(∀i < lh(u))[u(i) 6= y]:ðïõ ìå ôï DC óõíåðÜãåôáé üôé õðÜñ÷åé áêïëïõèßá f : N→ A ôÝôïéá þóôå

(∀n)(∀i < n)[f(i) 6= f(n)];êáé ç åéêüíá ôçò f [N] åßíáé Üðåéñï, áðáñéèìçôü õðïóýíïëï ôïõ A. Ôï äåýôåñïóõìðÝñáóìá óõíÜãåôáé åýêïëá, äéá÷ùñßæïíôáò ðåñéðôþóåéò áí ï � åßíáé ðåðåñá-óìÝíïò Þ Üðåéñïò. aÔï íüçìá ôïõ äåýôåñïõ éó÷õñéóìïý óôï Èåþñçìá åßíáé üôé ðáñüëï ðïõ çãåíéêÞ Åéêáóßá Óõãêñéóéìüôçôáò Ðëçèáñßèìùí ÷ñåéÜæåôáé ôï ðëÞñåò ÁîßùìáÅðéëïãÞò ãéá ôçí áðüäåéîÞ ôçò, ç åéäéêÞ (êáé óçìáíôéêÞ) ðåñßðôùóç óõãêñéóéìü-ôçôáò ìå ôïí ℵ0 åßíáé èåþñçìá ôçò ZDC. Ôï 9.1 ìðïñåß ìÜëéóôá íá áðïäåé÷ôåßìå åðßêëçóç ìüíï ôçò áóèåíÝóôåñçò Áñ÷Þò ÁðáñéèìçôÞò ÅðéëïãÞò ACN áíôßôïõ DC, áëëÜ ç áðüäåéîç åßíáé êÜðùò ðéï ôå÷íéêÞ, âë. Ðñüâëçìá x9.1. Ôïöáéíüìåíï åßíáé åíäåéêôéêü ôçò ó÷Ýóçò áíÜìåóá óôï DC êáé ôï ACN: ðïëëÜáðïôåëÝóìáôá ôùí ïðïßùí ïé öõóéêÝò áðïäåßîåéò óôçñßæïíôáé óôï DC Ýðïíôáéôçò áóèåíÝóôåñçò áñ÷Þò, áëëÜ ìå ðåñéóóüôåñç ðñïóðÜèåéá.Ôï Èåþñçìá 9.1 åðßóçò îåêáèáñßæåé ôç ó÷Ýóç áíÜìåóá óôá Üðåéñá êáé ôáDedekind-Üðåéñá óýíïëá.9.2. Ðüñéóìá. ¸íá óýíïëï A åßíáé ðåðåñáóìÝíï áí êáé ìüíïí áí åßíáé ðå-ðåñáóìÝíï êáôÜ ôïí Dedekind (4.31), äçëáäÞ áí äåí õðÜñ÷åé ìïíïìïñöéóìüò� : A� B ( A áðü ôï A óå Ýíá ãíÞóéï õðïóýíïëü ôïõ.135
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ÄéÜãñáììá 9.1. Ìç êåíü äÝíôñï.Áðüäåéîç. Ôá ðåðåñáóìÝíá óýíïëá åßíáé Dedekind-ðåðåñáóìÝíá áðü ôçíÁñ÷Þ ôïõ Ðåñéóôåñåþíá, 5.27. Áí ôï A åßíáé Üðåéñï, Ýóôù f : N � A áðá-ñßèìçóç ÷ùñßò åðáíáëÞøåéò êÜðïéïõ Üðåéñïõ, áðáñéèìçôïý õðïóõíüëïõ ôïõ. Ïìïíïìïñöéóìüò�(x) =

{f(n+ 1) áí ãéá êÜðïéï n; x = f(n);x áí x =∈ f [N]âåâáéþíåé üôé ôï A åßíáé Dedekind-Üðåéñï, åöüóïí �[A] = A \ {f(0)}. aÈåùñïýìå ôþñá Ýíá áðëü áëëÜ ðïëý ÷ñÞóéìï áðïôÝëåóìá ãéá äÝíôñá, ôïõïðïßïõ ç áðüäåéîç ðñïóöÝñåé áêüìç Ýíá ðáñÜäåéãìá ÷ñÞóçò ôïõ DC êáé ôçòó÷Ýóçò ôïõ ìå ôï ACN.9.3. Ïñéóìüò. ÄÝíôñï (tree)21 óå óýíïëï E åßíáé Ýíá ïðïéïäÞðïôå óýíïëïT ⊆ E∗ ëÝîåùí áðü ôï E ðïõ åßíáé êëåéóôü ðñïò ôá êÜôù, äçëáäÞu v v ∈ T =⇒u ∈ T:Áðü ôçí (5-16), ãéá ëÝîåéò (ðåðåñáóìÝíåò áêïëïõèßåò), u v v ⇐⇒ u ⊆ v.Ðïëëïß üñïé ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôç ìåëÝôç äÝíôñùí, ïé ðåñéóóüôåñïé ðçãÜæïõíáðü ôç óõíÞèåéá íá áðåéêïíßæïõìå ôá äÝíôñá óáí : : : äÝíôñá. Ôá ìÝëç ôïõ Tåßíáé ïé êüìâïé (nodes) Þ ðåðåñáóìÝíá êëáäéÜ ôïõ (�nite branches), êáé êÜèåìç êåíü äÝíôñï Ý÷åé ôï ∅ ùò åëÜ÷éóôï êüìâï, ôç ñßæá (root). Áí u ? 〈x〉 ∈ T ,ôüôå ôï u åßíáé ãïíÝáò (parent) ôïõ u? 〈x〉 êáé ôï u? 〈x〉 åßíáé ðáéäß (child) ôïõu óôï T . ÊÜèå êüìâïò åêôüò áðü ôç ñßæá Ý÷åé áêñéâþò Ýíá ãïíÝá, áëëÜ ìðïñåßíá Ý÷åé ðïëëÜ ðáéäéÜ· áí äåí Ý÷åé ðáéäéÜ åßíáé ôåñìáôéêüò êüìâïò (terminalnode Þ leaf). Óå êÜèå êüìâï u áíôéóôïé÷ßæïõìå ôï õðüäåíôñïTu =ïñ {w ∈ T | w v u ∨ u v w} (9-1)ôùí êüìâùí ðïõ åßíáé óõãêñßóéìïé ìå ôïí u. Åýêïëá:Tu = {w | w v u} ∪⋃{Tv | ôï v åßíáé ðáéäß ôïõ u}: (9-2)
21ÄÝíôñá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óå ðïëëïýò ìáèçìáôéêïýò êëÜäïõò, ìå äéáöïñåôéêïýò ïñéóìïýòáíÜëïãá ìå ôéò áíÜãêåò ôïõ êÜèå êëÜäïõ. Áõôüò ï ïñéóìüò åßíáé ï ðéï ãåíéêüò ðïõ èá ÷ñåéá-óôïýìå ó' áõôÝò ôéò Óçìåéþóåéò.
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ÊåöÜëáéï 9. ÅðéëïãÞò åðüìåíá 1379.4. ¢óêçóç. Äåßîå ôçí (9-2).Ôá Üðåéñá êëáäéÜ (in�nite branches) åíüò äÝíôñïõ T åßíáé ïé Üðåéñåò áêï-ëïõèßåò ôïõ, êáé ôéò óõëëÝãïõìå óôï óþìá (body) ôïõ T ,
[T ] =ïñ {f : N→ E | (∀n)[f(n) ∈ T ]}: (9-3)ÊÜèå Üðåéñï êëáäß äÝíôñïõ ðáñÜãåé Ýíá Üðåéñï ðëÞèïò äéáöïñåôéêþí êüìâùí,Üñá ðåðåñáóìÝíá äÝíôñá Ý÷ïõí êåíÜ óþìáôá. Åßíáé åðßóçò åýêïëï íá êáôá-óêåõÜóïõìå Üðåéñá äÝíôñá ìå êåíÜ óþìáôá:9.5. ¢óêçóç. Äåßîå üôé ôï äÝíôñïT = {u ∈ N∗ | (∀i < lh(u); i > 0)[u(i− 1) > u(i)]}óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò åßíáé Üðåéñï áëëÜ äåí Ý÷åé Üðåéñï êëáäß.9.6. Ïñéóìüò. Ôï äÝíôñï T åßíáé ðåðåñáóìÝíçò äéáêëÜäùóçò (�nitely branch-ing) áí êÜèå êüìâïò ôïõ T Ý÷åé ôï ðïëý ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò ðáéäéþí.Ôï äÝíôñï óôçí ¢óêçóç 9.5 äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíçò äéáêëÜäùóçò (óôç ñßæá),êáé äåí èá ìðïñïýóå íá åßíáé åîáéôßáò ôïõ åðüìåíïõ, âáóéêïý áðïôåëÝóìáôïò.9.7. ËÞììá ôïõ K�onig. ÊÜèå Üðåéñï, ðåðåñáóìÝíçò äéáêëÜäùóçò äÝíôñï Ý÷åéôïõëÜ÷éóôïí Ýíá Üðåéñï êëáäß.Áðüäåéîç. ¸óôù T ⊆ E∗ Üðåéñï äÝíôñï ðåðåñáóìÝíçò äéáêëÜäùóçò êáéÝóôù S =ïñ {u ∈ T | Tu åßíáé Üðåéñï}ôï õðüäåíôñï üëùí ôùí êüìâùí ôïõ T ðïõ åßíáé óõãêñßóéìá ìå Üðåéñï ðëÞèïòêüìâùí. Åöüóïí ôï T∅ = T åßíáé Üðåéñï áðü ôçí õðüèåóç, ç ñßæá ∅ ∈ S, êáé ç(9-2) óõíåðÜãåôáé üôé ôï S äåí Ý÷åé ôåñìáôéêïýò êüìâïõò,

(∀u ∈ S)(∃x ∈ T )[u ? {x} ∈ S];åðåéäÞ êÜèå u Ý÷åé ôï ðïëý ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò ðáéäéþí êáé ôï Üðåéñï óýíïëï Suäåí ìðïñåß íá åßíáé ç Ýíùóç ðåðåñáóìÝíçò ïéêïãÝíåéáò ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí.Áðü ôï éó÷õñü DC Ðñüôáóç 8.14, Ýðåôáé üôé õðÜñ÷åé êÜðïéá f : N→ E ôÝôïéáþóôå ãéá êÜèå n, f(n) ∈ S êáé ôï f(n + 1) íá åßíáé ðáéäß ôïõ f(n), Ýôóé ðïõ çf åßíáé Ýíá Üðåéñï êëáäß ôïõ S|óõíåðþò êáé ôïõ T . aÔï ËÞììá ôïõ K�onig åßíáé ðïëý ÷ñÞóéìï, éäéáßôåñá óôçí åðüìåíç, £êáôáóêåõá-óôéêÞ¤ åêäï÷Þ ôïõ.9.8. Ïñéóìüò. ¸íá óýíïëï êüìâùí B ⊆ T åßíáé öñÜ÷ôçò (bar) ôïõ äÝíôñïõT , áí êÜèå Üðåéñï êëáäß ôïõ T ðåñéÝ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáí êüìâï ôïõ B,
(∀f ∈ [T ])(∃n)[f(n) ∈ B]:9.9. Èåþñçìá ÂåíôÜëéáò (Fan Theorem). ¸óôù äÝíôñï T ðåðåñáóìÝíçòäéáêëÜäùóçò. ÊÜèå öñÜ÷ôçò B ôïõ T Ý÷åé ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëïB0 = {u1; : : : ; un} ⊆ B;ðïõ åßíáé åðßóçò öñÜ÷ôçò ôïõ T .
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138 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÁðüäåéîç. ¸óôù B0 ôï óýíïëï ôùí åëá÷éóôéêþí êüìâùí ôïõ öñÜ÷ôç B,B0 =ïñ {u ∈ B | (∀v v= u)[v =∈ B]};Ôï B0 åßíáé åðßóçò öñÜ÷ôçò, åðåéäÞ áí f ∈ [T ] êáé n åßíáé ï åëÜ÷éóôïò áñéèìüòôÝôïéïò þóôå f(n) ∈ B, ôüôå f(n) ∈ B0. ¸óôù S ôï äÝíôñï üëùí ôùí áñ÷éêþíôìçìÜôùí êüìâùí ôïõ B0,S =ïñ {v ∈ T | (∃u ∈ B0)[v v u]}:Ðáñáôçñïýìå üôé ôï S åßíáé äÝíôñï ðåðåñáóìÝíçò äéáêëÜäùóçò (õðüäåíôñï ôïõT ), êáé ïé ôåñìáôéêïß ôïõ êüìâïé åßíáé áêñéâþò ôá ìÝëç ôïõ B0, åöüóïí êáíåßòêüìâïò óôï B0 äåí åßíáé ãíÞóéï áñ÷éêü ôìÞìá êÜðïéïõ Üëëïõ. ¢ñá ôï S äåíÝ÷åé Üðåéñï êëáäß, áöïý ôï B0 åßíáé öñÜ÷ôçò ôïõ T . ¸ðåôáé üôé ôï S åßíáéðåðåñáóìÝíï, áðü ôï ËÞììá ôïõ K�onig êáé åðïìÝíùò ôï õðïóýíïëü ôïõ B0åßíáé åðßóçò ðåðåñáóìÝíï. aÇ åêðëçêôéêÜ åýêïëç áðüäåéîç ôïõ ËÞììáôïò ôïõ K�onig åßíáé ôõðéêÞ åðé÷åé-ñçìÜôùí ðïõ óôçñßæïíôáé óôï DC, áöåíüò åðåéäÞ ç âáóéêÞ äïìÞ ôçò áðüäåéîçòöáíåñÜ åðéêáëåßôáé ôï DC, áëëÜ åðßóçò êáé ãéá ôïõò åîÞò äýï ëüãïõò.(1) Ôï ËÞììá ôïõ K�onig ìðïñåß íá áðïäåé÷ôåß ãéá êÜèå äÝíôñï T óå êáëÜäéáôÜîéìï óýíïëï E ÷ùñßò åðßêëçóç ïõäåìßáò áñ÷Þò åðéëïãÞò, Ðñüâëçìá x9.3.Óå ðïëëÝò åöáñìïãÝò E = N Þ ôï E åßíáé ðåðåñáóìÝíï, êáé ãé' áõôÝò äåí÷ñåéáæüìáóôå êáìßá åðéëïãÞ.(2) ¼ðùò êáé ôï 9.1, ôï ËÞììá ôïõ K�onig ìðïñåß íá áðïäåé÷ôåß ìå åðßêëçóçôïõ ACN áíôß ôïõ DC, Ðñüâëçìá x9.4.ÐïëëÝò áðü ôéò åöáñìïãÝò ôïõ ðëÞñïõò Áîéþìáôïò ÅðéëïãÞò Ý÷ïõí ôçí åîÞòäïìÞ: äéáôõðþíïõìå êáé äåß÷íïõìå óôç èåùñßá ZDC (Þ êáé ÷ùñßò êáèüëïõåðéëïãÝò) êÜðïéá åíäéáöÝñïõóá ðñüôáóç ãéá ôá êáëÜ äéáôÜîéìá óýíïëá, êáé áðüáõôÞ âãÜæïõìå ôï óõìðÝñáóìá ðïõ èÝëïõìå ãéá üëá ôá óýíïëá ìå ìéá áðëÞåðßêëçóç ôïõ ÈåùñÞìáôïò ÊáëÞò ÄéÜôáîçò. Ôõðéêü ðáñÜäåéãìá åßíáé ç åîÞòãåíßêåõóç ôçò Åéêáóßáò Óõãêñéóéìüôçôáò Ðëçèáñßèìùí, üðïõ (ãéá ðñþôç êáéôåëåõôáßá öïñÜ) èá äéáôõðþóïõìå îå÷ùñéóôÜ ôï ðüñéóìá ãéá üëá ôá óýíïëá.9.10. Èåþñçìá. ÊáëÞ èåìåëßùóç ôïõ ≤c. (1) Ãéá êÜèå ìç êåíÞ êëÜóç
E êáëÜ äéáôÜîéìùí óõíüëùí, õðÜñ÷åé A0 ∈ E ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå A ∈ E,A0 ≤c A.(2) (AC) ÊÜèå ìç êåíÞ êëÜóç E óõíüëùí Ý÷åé ≤c-åëÜ÷éóôï ìÝëïò.Áðüäåéîç. Ìå åðßêëçóç ôïõ 7.33, Ýóôù U0 = (A0;≤0) Ýíáò ≤o-åëÜ÷éóôïòêáëÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò ìå ðåäßï óôçí E . Áí A ∈ E , ôüôå õðÜñ÷åé êÜðïéáêáëÞ äéÜôáîç ≤ ôïõ A êáé áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ U0, (A0;≤0) ≤o (A;≤), êáéåéäéêüôåñá A0 ≤c A áöïý êÜèå áñ÷éêÞ ïìïéüôçôá åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. a9.11. ËÞììá. Ï åðüìåíïò ðëçèÜñéèìïò. Ãéá êÜèå êáëÜ äéáôÜîéìï ðëçèÜ-ñéèìï �, ï ðëçèÜñéèìïò �+ =ïñ |�(�)| (9-4)
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ÊåöÜëáéï 9. ÅðéëïãÞò åðüìåíá 139åßíáé åðßóçò êáëÜ äéáôÜîéìïò, êáé åßíáé åëÜ÷éóôïò óôïõò êáëÜ äéáôÜîéìïõò ðëç-èáñßèìïõò ìåãáëýôåñïõò ôïõ �, äçëáäÞ� <c �+; � <c �=⇒�+ ≤c �; (9-5)ãéá êÜèå êáëÜ äéáôÜîéìï ðëçèÜñéèìï �.Áðüäåéîç. Ï �+ åßíáé êáëÜ äéáôÜîéìï óýíïëï, åðïìÝíùò óõãêñßóéìï ìå ôï�, êáé ôï Èåþñçìá ôïõ Hartogs 7.34 áðïêëåßåé ôçí áíéóüôçôá �+ ≤c �, Üñá� <c �+. Ç åëá÷éóôüôçôá ôïõ �(�) óõíåðÜãåôáé åýêïëá ôá õðüëïéðá. aÈÝôïõìå
ℵ1 =ïñ ℵ0

+; ℵ2 =ïñ ℵ+
1 ; : : : : (9-6)9.12. ¢óêçóç. (AC) Åöüóïí (ìå ôï AC) ïé ðëçèÜñéèìïé åßíáé óõãêñßóéìïéáíÜ äýï, ç Õðüèåóç ôïõ Óõíå÷ïýò CH êáé ç ÃåíéêåõìÝíç Õðüèåóç ôïõ Óõíå-÷ïýò GCH ìðïñïýí íá åêöñáóôïýí ìå áðëÝò åîéóþóåéò ôçò ðëçèéêÞò áñéèìç-ôéêÞò: CH ⇐⇒ 2ℵ0 =c ℵ1; GCH ⇐⇒ (∀� ≥c ℵ0)[2

� =c �+]: (9-7)Äõóôõ÷þò áõôü äåí äéåõêïëýíåé ôç ëýóç ôïõò.Óå åðé÷åéñÞìáôá ãéá êáëÜ äéáôÜîéìá óýíïëá, ôï åîÞò áðëü ËÞììá åßíáé ðïëëÝòöïñÝò ÷ñÞóéìï.9.13. Ïñéóìüò. ¢ñéóôç äéÜôáîç (best wellordering) åíüò óõíüëïõA åßíáé ìéáêáëÞ äéÜôáîç ≤ ôïõ A, ôçò ïðïßáò êÜèå áñ÷éêü ôìÞìá Ý÷åé ðëçèÜñéèìï ìéêñüôåñïôïõ |A|,
(∀x ∈ A)[seg(x) <c A]:9.14. ËÞììá. (1) ÊÜèå êáëÜ äéáôÜîéìï óýíïëï åðéäÝ÷åôáé Üñéóôç äéÜôáîç.(2) Áí ïé ≤A, ≤B åßíáé Üñéóôåò äéáôÜîåéò ôùí A êáé B, ôüôåáí A =c B; ôüôå (A;≤A) =o (B;≤B):Åéäéêüôåñá, äýï Üñéóôåò äéáôÜîåéò ôïõ ßäéïõ óõíüëïõ åßíáé üìïéåò.Áðüäåéîç. (1) ¸óôù U = (A;≤) êÜðïéïò ≤o-åëÜ÷éóôïò ÷þñïò óôï óýíïëïüëùí ôùí êáëÜ äéáôåôáãìÝíùí ÷þñùí ìå ðåäßï A, êáé Ýóôù (ðñïò áðáãùãÞóå Üôïðï) x ∈ A ôÝôïéï ðïõ A ≤c segU (x). Áõôü ìáò äßíåé ìïíïìïñöéóìü� : A� segU (x) êáé ç ó÷Ýóçu ≤′ v ⇐⇒ïñ �(u) ≤ �(v) (u; v ∈ A)åßíáé êáëÞ äéÜôáîç ôïõ A ðïõ åßíáé ≤o segU (x) áðü ôï 7.32, Üñá <o U , åíÜíôéáóôçí åðéëïãÞ ôïõ U . (2) ÕðïèÝôïõìå üôé U = (A;≤A), V = (B;≤B) êáé(ðñïò áðáãùãÞ óå Üôïðï) üôé U =o segV (x) ãéá êÜðïéï x ∈ B. Ç ïìïéüôçôá� : A �→ segV (x) öáíåñþíåé üôé A =c segV (x) <c B, ðïõ áíôéôßèåôáé óôçíõðüèåóç A =c B. a
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seg(b)× seg(b)
•

seg(a)× seg(a)
- •

• (a; b)
6

- •
(a; b) (b; b)

(a; a)

ÄéÜãñáììá 9.2. Áñ÷éêÜ ôìÞìáôá ôçò êáëÞò äéÜôáîçò ôïõ G�odel.ÊÜèå Üñéóôç äéÜôáîç áðáñéèìçôïý óõíüëïõ åßíáé üìïéá ìå ôç öõóéêÞ äéÜôáîçôïõ N, êáé ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå Üñéóôåò äéáôÜîåéò ãéá íá áðïäåßîïõìåüôé ðïëëÝò éäéüôçôåò áðáñéèìçôþí óõíüëùí éó÷ýïõí ãéá üëá ôá êáëÜ äéáôÜîéìáóýíïëá. Ôõðéêü ðáñÜäåéãìá åßíáé ôï åðüìåíï áðïôÝëåóìá, ðïõ ãåíéêåýåé ôçíôáõôüôçôá ℵ0
2 =c ℵ0 êáé äåß÷íåé üôé ç õðåñðåðåñáóìÝíç ðëçèéêÞ áñéèìçôéêÞ ôùíäéìåëþí ðñÜîåùí ôçò ðñüóèåóçò êáé ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý åßíáé ôåôñéììÝíç.9.15. ËÞììá. Ãéá êÜèå Üðåéñï êáé êáëÜ äéáôÜîéìï óýíïëï C, C × C =c C:Áðüäåéîç. Äå÷üìåíïé ôï áíôßèåôï ðñïò áðáãùãÞ óå Üôïðï, Ýóôù C Ýíá ≤c-åëÜ÷éóôï áíôéðáñÜäåéãìá áðü ôï 9.10, êáé Ýóôù ≤ Üñéóôç äéÜôáîç ôïõ C. Áðüôçí åðéëïãÞ ôïõ C, ãéá êÜèå Üðåéñï óçìåßï x ∈ C,

|seg(x)|+ |seg(x)| =c 2 · |seg(x)|
≤c |seg(x)| · |seg(x)| =c seg(x) <c C: (9-8)Ôï êñßóéìï âÞìá óôçí áðüäåéîç åßíáé ï åîÞò ïñéóìüò ìéáò íÝáò êáëÞò äéÜôá-îçò ôïõ ãéíïìÝíïõ C × C, ôïõ G�odel, ðïõ ôçí Ý÷ïõìå Þäç óõíáíôÞóåé (êÜðùòìåôáìöéåóìÝíç) óôçí áðüäåéîç ôïõ 5.32. ÈÝôïõìå:

(x1; y1) ≤g (x2; y2) ⇐⇒ïñ [max(x1; y1) < max(x2; y2)] (9-9)
∨[max(x1; y1) = max(x2; y2) &x1 < x2]

∨[max(x1; y1) = max(x2; y2) &x1 = x2

& y1 ≤ y2]:Ôá ìÝãéóôá (max) åäþ ðñïöáíþò õðïëïãßæïíôáé óôç äéÜôáîç ≤.ÕðïëÞììá. Ç ó÷Ýóç ≤g åßíáé êáëÞ äéÜôáîç ôïõ C × C.Áðüäåéîç. Ç ãñáììéêüôçôá ôçò ≤g åßíáé åýêïëç õðüèåóç. Ãéá íá äåßîïõìå üôéåßíáé êáëÞ äéÜôáîç, õðïèÝôïõìå üôé ôï X ⊆ C×C åßíáé ìç êåíü: Ýóôù w∗ ôï ≤-åëÜ÷éóôï óçìåßï ôÝôïéï þóôå íá õðÜñ÷åé êÜðïéï (x; y) ∈ X ìå max(x; y) = w∗·ìåôÜ Ýóôù x∗ ôï ≤-åëÜ÷éóôï, ôÝôïéï þóôå ãéá êÜðïéï y, (x∗; y) ∈ X êáé
max(x∗; y) = w∗· êáé ôåëéêÜ Ýóôù y∗ ôï ≤-åëÜ÷éóôï ôÝôïéï þóôå (x∗; y∗) ∈ X,
max(x∗; y∗) = w∗. ¸ðåôáé üôé ôï (x∗; y∗) åßíáé ôï åëÜ÷éóôï ôïõX.a (ÕðïëÞììá)
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ÊåöÜëáéï 9. ÅðéëïãÞò åðüìåíá 141Ïé êáëÜ äéáôåôáãìÝíïé ÷þñïé (C;≤) êáé (C×C;≤g) åßíáé ≤o-óõãêñßóéìïé êáéáðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ (C;≤), äåí åßíáé äõíáôü íá Ý÷ïõìå (C ×C;≤g) ≤o (C;≤),Üñá ðñÝðåé íá áëçèåýåé ç C <o C × C· åðïìÝíùò õðÜñ÷åé æåýãïò (a; b) ìåëþíôïõ C ðïõ éêáíïðïéïýí ôçí
(C;≤) =o segC×C((a; b)) = segg((a; b));êáé èá öôÜóïõìå óôï Üôïðï ðïõ ÷ñåéáæüìáóôå áí äåßîïõìå üôé ôï áñ÷éêü ôìÞìásegg((a; b)) <c C. Èåùñïýìå ðåñéðôþóåéò óôéò ó÷åôéêÝò èÝóåéò ôùí a êáé bóôçí ≤, êáé ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï ãåãïíüò üôé ôï óçìåßï max(a; b) ðñÝðåé íá åßíáéÜðåéñï óôç äéÜôáîç ≤g.Ðåñßðôùóç 1, a = b. Áðü ôïí ïñéóìü ôçò äéÜôáîçò ôïõ G�odel,

(u; v) <g (a; a) ⇐⇒ [u < a& v < a] ∨ [u < a& v = a] ∨ [u = a& v < a];Üñá segg((a; a)) = (seg(a)× seg(a)) ∪ (seg(a)× {a}) ∪ ({a} × seg(a));êáé åöáñìüæïíôáò ôçí (9-8) åðáíåéëçììÝíá,
|segg((a; a))| ≤c |seg(a)|2 + |seg(a)| · 2 ≤c |seg(a)| · 3 <c C:Ðåñßðôùóç 2, a < b. Ôþñá max(a; b) = b,

(u; v) <g (a; b) ⇐⇒ [u < b& v < b] ∨ [u < a& v = b];Ýôóé ðïõ seg((a; b)) = (seg(b) × seg(b)) ∪ (seg(a) × {b}) êáé Ýíáò ðáñüìïéïòõðïëïãéóìüò äåß÷íåé îáíÜ üôé |segg((a; b))| <c C.Ðåñßðôùóç 3, a > b. ÁõôÞ ôç öïñÜ
(u; v) <g (a; b) ⇐⇒ [u < a& v < a] ∨ [u < a& v = a] ∨ [u = a& v < b];áðü ôï ïðïßï öôÜíïõìå óå Üôïðï ìå ôïí ßäéï ôñüðï. a9.16. Èåþñçìá (Êáíüíåò áðïññüöçóçò, The Absorption Laws). Áí ôïõëÜ-÷éóôïí Ýíáò áðü ôïõò äýï ðëçèáñßèìïõò �, � åßíáé Üðåéñïò êáé êáíÝíáò äåí åßíáéôï 0, ôüôå �+ � =c � · � =c max(�; �):Áðüäåéîç. Äå÷üìåíïé üôé 0 <c � ≤c � êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï áðïôÝëåóìá� · � =c � ôïõ ËÞììáôïò, õðïëïãßæïõìå:� ≤c �+ � ≤c � · � ≤c � · � =c �: a9.17. Ðüñéóìá. (AC) Ãéá êÜèå ïéêïãÝíåéá óõíüëùí óå äåßêôåò (i 7→ �i)i∈Iêáé êÜèå Üðåéñï �, áí |I| ≤c � êáé ãéá êÜèå i ∈ I, �i ≤c �, ôüôå ∑i∈I�i ≤c �.Áðüäåéîç. Áðü ôï AC êáé ôçí õðüèåóç, åðéëÝãïõìå ãéá êÜèå i ∈ I êÜðïéïìïíïìïñöéóìü �i : �i� �, Ýôóé þóôå ç áðåéêüíéóç ((i; x) 7→ (i; �i(x))) íá åßíáéìïíïìïñöéóìüò ôïõ {(i; x) | i ∈ I &x ∈ �i} óôï I × �. ¸ôóé

∑i∈I�i =c {(i; x) | i ∈ I &x ∈ �i} ≤c |I × �| =c |I| · |�| =c �: a
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142 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÃéá íá âñïýìå åíäéáöÝñïíôá ðñïâëÞìáôá êáé áðïôåëÝóìáôá óôçí ðëçèéêÞ áñéè-ìçôéêÞ ðñÝðåé íá èåùñÞóïõìå ôåëåóôÝò áðåßñùí ìåôáâëçôþí, áðü ôïõò ïðïßïõòïé áðëïýóôåñïé åßíáé ïé åîÞò.9.18. ËÞììá Ðëçèéêïý ÅëÜ÷éóôïõ. ÕðÜñ÷åé ïñéóôéêüò ôåëåóôÞò infc(E)ôÝôïéïò þóôå ãéá êÜèå ìç êåíÞ ïéêïãÝíåéá E áðü êáëÜ äéáôÜîéìá óýíïëá, çôéìÞ � = infc(E) éêáíïðïéåß ôá åîÞò.(1) Ôï � åßíáé êáëÜ äéáôÜîéìïò ðëçèÜñéèìïò.(2) Ãéá êÜðïéï A ∈ E, � =c A.(3) Ãéá êÜèå B ∈ E, � ≤c B.ÅðéðëÝïí, áõôÝò ïé éäéüôçôåò êáèïñßæïõí ôçí ôéìÞ infc(E) ìÝ÷ñé ôç óõíèÞêç =c,äçëáäÞ áí ôï � åßíáé ïðïéïäÞðïôå óýíïëï ðïõ éêáíïðïéåß ôéò (1) { (3), ôüôå� =c infc(E).Áðüäåéîç. Áí ï ôåëåóôÞò ðëçèéêüôçôáò |X| åßíáé éó÷õñüò êáôÜ ôïí ïñéóìü4.21, ôüôå áðü ôï 9.10 õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíáò ðëçèÜñéèìïò ðïõ éêáíïðïéåß ôçóõíèÞêç Least(E ; �) ⇐⇒ (∃A ∈ E)[(∀B ∈ E)[A ≤c B] &� = |A|];êáé ìðïñïýìå íá ïñßóïõìåinfc(E) = min(E) = ôï ìïíáäéêü � ôÝôïéï þóôå Least(E ; �):Áõôü äåí áñêåß, åðåéäÞ äå÷üìáóôå ìüíïí üôé ï |X| åßíáé áóèåíÞò ôåëåóôÞò ðëç-èéêüôçôáò êáé ìðïñåß íá õðÜñ÷ïõí ðïëëÝò ôéìÝò ôïõ � ðïõ éêáíïðïéïýí ôçíLeast(E ; �).Áðü ôï ËÞììá óôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò Hartogs 7.34, áí A ⊆ ⋃Eêáé ç ≤ åßíáé êáëÞ äéÜôáîç ôïõ A, ôüôå ï ÷þñïò U = (A;≤) åßíáé üìïéïò ìåêÜðïéï ãíÞóéï áñ÷éêü ôìÞìá ôïõ W = �(
⋃E), êáé åðïìÝíùò êÜèå A ∈ E åßíáééóïðëçèéêü ìå êÜðïéï ãíÞóéï áñ÷éêü ôìÞìá ôïõW . ¢ñá ìðïñïýìå íá èÝóïõìå:w =ïñ ôï åëÜ÷éóôï x ∈W ôÝôïéï þóôå (∃A ∈ E)[A =c segW (x)];infc(E) =ïñ |segW (w)|:Ç åðáëÞèåõóç ôùí ÷áñáêôçñéóôéêþí éäéïôÞôùí ôïõ infc(E) åßíáé áñêåôÜ åýêïëç.a9.19. ¢óêçóç. Äåßîôå ôï ìÝñïò ôïõ ÈåùñÞìáôïò ðïõ áêïëïõèåß ôï £åðéðëÝïí¤.9.20. ËÞììá Ðëçèéêïý ÅëÜ÷éóôïõ ¢íù ÖñÜãìáôïò. ÕðÜñ÷åé ïñéóôéêüòôåëåóôÞò supc(E), ôÝôïéïò þóôå ãéá êÜèå ìç êåíÞ ïéêïãÝíåéá E áðü êáëÜ äéá-ôÜîéìá óýíïëá, ç ôéìÞ � = supc(E) éêáíïðïéåß ôá åîÞò.(1) Ôï � åßíáé êáëÜ äéáôÜîéìïò ðëçèÜñéèìïò.(2) Ãéá êÜèå A ∈ E, A ≤c �.(3) Áí ôï B åßíáé êáëÜ äéáôÜîéìï êáé ãéá êÜèå A ∈ E A ≤c B, ôüôå � ≤c B.ÅðéðëÝïí, áõôÝò ïé éäéüôçôåò êáèïñßæïõí ôçí ôéìÞ supc(E) ìÝ÷ñé ôç óõíèÞêç

=c, äçëáäÞ áí ôï � åßíáé ïðïéïäÞðïôå óýíïëï ðïõ éêáíïðïéåß ôéò (1) { (3), ôüôå� =c supc(E).
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ÊåöÜëáéï 9. ÅðéëïãÞò åðüìåíá 143Áðüäåéîç. ¸óôù C = h(⋃E) ôï óýíïëï Hartogs ãéá ôçí Ýíùóç ôçò ïé-êïãÝíåéáò E , ðïõ áðü ôï Èåþñçìá Hartogs 7.34 åßíáé êáëÜ äéáôÜîéìï êáé Ý÷åéìåãáëýôåñç ðëçèéêüôçôá áðü êÜèå êáëÜ äéáôÜîéìï õðïóýíïëï ôïõ ⋃E , áíÜìåóáóôá ïðïßá åßíáé êáé êÜèå A ∈ E . ÈÝôïõìåsupc(E) =ïñ infc({B ⊆ C | (∀A ∈ E)[A ≤c B]});êáé åðáëçèåýïõìå åýêïëá ôá óõìðåñÜóìáôá ôïõ ËÞììáôïò. a¢ðåéñá áèñïßóìáôá êáé ãéíüìåíá ðëçèáñßèìùí Ý÷ïõìå Þäç ïñßóåé óôï 4.21.Äåí ìðïñïýìå íá ðïýìå ðïëëÜ ãéá áõôÜ, åðåéäÞ ôá Üðåéñá áèñïßóìáôá åßíáéôüóï ôåôñéììÝíá üóï êáé ôá ðåðåñáóìÝíá (Ðñüâëçìá x9.15), êáé ôá Üðåéñáãéíüìåíá åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí ôüóï ðïëýðëïêá üóï êáé ç ÃåíéêåõìÝíç Õðüèåóçôïõ Óõíå÷ïýò áöïý
2� =c ∏i∈�2:ÕðÜñ÷åé üìùò ìéá åíäéáöÝñïõóá áíéóüôçôá ðïõ óõíäÝåé ôá äýï.9.21. Èåþñçìá ôïõ K�onig. (AC) Ãéá äýï ïéêïãÝíåéåò óõíüëùí (i 7→ Ai)êáé (i 7→ Bi) ìå äåßêôåò óôï ßäéï óýíïëï I 6= ∅,áí (∀i ∈ I)[Ai <c Bi]; ôüôå ⋃ i∈IAi <c ∏i∈IBi: (9-10)Åéäéêüôåñá, ãéá ïéêïãÝíåéåò ðëçèáñßèìùí (i 7→ �i) êáé (i 7→ �i),áí (∀i ∈ I)[�i <c �i]; ôüôå ∑i∈I�i <c ∏i∈I�i: (9-11)Áðüäåéîç. Áðü ôçí õðüèåóç êáé ôï AC, ãéá êÜèå i õðÜñ÷åé ìïíïìïñöéóìüò�i : Ai � Bi, êáé åöüóïí ï �i äåí ìðïñåß íá åßíáé áíôéóôïé÷ßá, õðÜñ÷åé óõíÜñ-ôçóç c : I → ⋃ i∈IBi ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå i, c(i) ∈ Bi \ �i[Ai]. ÈÝôïõìåf(x; i) =

{�i(x); áí x ∈ Ai;c(i); áí x =∈ Ai;g(x) = (i 7→ f(x; i)):Áí x 6= y êáé ôá x, y áíÞêïõí óôï ßäéï Ai ãéá êÜðïéï i, ôüôåg(x)(i) = �i(x) 6= �i(y) = g(y)(i);åðåéäÞ ç �i åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, êáé åðïìÝíùò g(x) 6= g(y). Áí äåí õðÜñ÷åé Aiðïõ íá ðåñéÝ÷åé êáé ôï x êáé ôï y, Ýóôù x ∈ Ai, y =∈ Ai· óõíåðþò g(x)(i) =�i(x) ∈ �i[Ai] êáé g(y)(i) = c(i) ∈ Bi \ �i[Ai] Ýôóé þóôå êáé ðÜëé g(x) 6= g(y).Óõìðåñáßíïõìå üôé ç áðåéêüíéóç g :
⋃ i∈IAi � ∏i∈I Bi åßíáé ìïíïìïñöéóìüò,êáé åðïìÝíùò

⋃ i∈IAi ≤c ∏i∈IBi:Ðñïò áðáãùãÞ óå Üôïðï, Ýóôù üôé õðÜñ÷åé áíôéóôïé÷ßáh :
⋃ i∈IAi�→∏i∈IBi;ðïõ öáíåñþíåé üôé áõôÜ ôá äýï óýíïëá åßíáé éóïðëçèéêÜ. Ãéá êÜèå i, ç óõíÜñôçóçhi(x) =ïñ h(x)(i) (x ∈ Ai)
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144 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáåßíáé (åýêïëá) óõíÜñôçóç áðü ôï Ai óôï Bi êáé áðü ôçí õðüèåóç äåí ìðïñåß íáåßíáé åðéìïñöéóìüò· åðïìÝíùò áðü ôï AC õðÜñ÷åé óõíÜñôçóç " ðïõ åðéëÝãåé áðüêÜèå Bi êÜðïéï óôïé÷åßï ðïõ äåí áíÞêåé óôçí åéêüíá, äçëáäÞ"(i) ∈ Bi \ hi[Ai]; (i ∈ I):Áðü ôïí ïñéóìü ôçò, " ∈ ∏i∈I Bi, Üñá ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé óôïé÷åßï x ∈ Aj , ãéáêÜðïéï j, Ýôóé þóôå h(x) = "· áõôü ìáò äßíåé"(j) = h(x)(j) = hj(x) ∈ hj [Aj ];åíÜíôéá óôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá ôçò ".Ç ðëçèéêÞ åêäï÷Þ (9-11) ðñïêýðôåé ìå åöáñìïãÞ ôçò (9-10) óôá Ai = {i}×�iêáé Bi = �i. a9.22. ¢óêçóç. (AC) Ôï Èåþñçìá ôïõ K�onig åöáñìüæåôáé óôá äåäïìÝíá I = �,Ai = {i} êáé Bi = 2 êáé áðïäßäåé� =
⋃ i∈�{i} <c ∏i∈�2 =c 2�;äçëáäÞ ôï Èåþñçìá ôïõ Cantor.ÐáñÜ ôçí áðëüôçôÜ ôïõ, ôï Èåþñçìá ôïõ K�onig óõíåðÜãåôáé Üìåóá ìéá ìçôåôñéììÝíç áíéóüôçôá ãéá ôïí ðëçèéêü c ôïõ óõíå÷ïýò, ðÝñáí ôçò ℵ0 <c c. Ãéáôç äéáôýðùóÞ ôçò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ïìïôåëéêüôçôåò.9.23. Ïñéóìüò. Ç ïìïôåëéêüôçôá (co�nality) åíüò êáëÜ äéáôÜîéìïõ, Üðåéñïõðëçèáñßèìïõ � åßíáé ï åëÜ÷éóôïò êáëÜ äéáôÜîéìïò ðëçèÜñéèìïò � ôÝôïéïò þóôåôï � íá åßíáé ç Ýíùóç � óõíüëùí ìéêñüôåñùí óå ðëçèéêüôçôá áðü ôï �:cf(�) =ïñ infc({I ⊆ � | ãéá êÜðïéá ïéêïãÝíåéá (i 7→ Ki)i∈I ;

(∀i ∈ I)[Ki <c �] &� =
⋃ i∈IKi}):ÐáñáôçñÞóôå üôé ç ïéêïãÝíåéá êáëÜ äéáôÜîéìùí óõíüëùí äåéêôþí ôçò ïðïßáòõðïëïãßæïõìå ôï infc äåí åßíáé êåíÞ, ìÜëéóôá ðåñéÝ÷åé ôïí � áöïý� =

⋃ i∈�{i}: (9-12)Ïé ãåíéêÝò éäéüôçôåò ôïõ infc óõíåðÜãïíôáé ôéò åîÞò, âáóéêÝò éäéüôçôåò ôïõ ôå-ëåóôÞ ïìïôåëéêüôçôáò:(1) cf(�) ≤c �.(2) � =
⋃ i∈cf(�)Ki ãéá êÜðïéá ïéêïãÝíåéá óõíüëùí (i 7→ Ki) ôÝôïéá þóôå

(∀i ∈ cf(�))[Ki <c �].(3) Áí ï � åßíáé êáëÜ äéáôÜîéìïò ðëçèÜñéèìïò, áí (∀i ∈ �)[Li <c �] êáé áí� =
⋃ i∈�Li, ôüôå cf(�) ≤c �.ÁõôÝò ïé éäéüôçôåò, åðéðëÝïí, ÷áñáêôçñßæïõí ôïí ðëçèÜñéèìï cf(�) ìÝ÷ñé ôç óõí-èÞêç =c.¸íáò êáëÜ äéáôÜîéìïò, Üðåéñïò ðëçèÜñéèìïò � åßíáé êáíïíéêüò (regular)áí cf(�) =c �, áëëéþò åßíáé éäéÜæùí (singular). Åßíáé ÷ñÞóéìï íá ïñßóïõìåôïí ôåëåóôÞ ïìïôåëéêüôçôáò cf(�) êáé ôç óõíèÞêç ôçò êáíïíéêüôçôáò ãéá êÜèåêáëÜ äéáôÜîéìï ðëçèÜñéèìï � ÷ùñßò íá áðïäå÷ôïýìå ãåíéêÜ ôï ðëÞñåò Áîßùìá
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ÊåöÜëáéï 9. ÅðéëïãÞò åðüìåíá 145ÅðéëïãÞò, áëëÜ ôá ðåñéóóüôåñá áðïôåëÝóìáôá ãé' áõôÝò ôéò Ýííïéåò óôçñßæïíôáéóôï AC.9.24. ¢óêçóç. Ï ℵ0 åßíáé êáíïíéêüò, åðåéäÞ êÜèå ðåðåñáóìÝíï Üèñïéóìá ðå-ðåñáóìÝíùí ðëçèáñßèìùí åßíáé ðåðåñáóìÝíï.9.25. Ðüñéóìá. (AC) Ãéá êÜèå Üðåéñï ðëçèÜñéèìï �,cf(2�) >c �;êáé åéäéêüôåñá cf(c) >c ℵ0, äçëáäÞ äåí åêöñÜæåôáé ôï óõíå÷Ýò c ùò áðáñéèìçôÞÝíùóç óõíüëùí ìå ðëçèéêüôçôá <c c.Áðüäåéîç. Áðü ôï Èåþñçìá ôïõ K�onig, áí Ki <c 2� ãéá êÜèå i ∈ � ìå� ≤c �, ôüôå
⋃ i∈�Ki <c ∏i∈�2� =c (2�)� =c 2�·� =c 2�;ðïõ áíôéôßèåôáé óôï cf(2�) ≤c �. a9.26. Ôï ðñüôõðï L ôùí êáôáóêåõÜóéìùí óõíüëùí ôïõ G�odel éêáíïðïéåß ôçÃåíéêåõìÝíç Õðüèåóç Óõíå÷ïýò, êáé åðïìÝíùò ãéá êÜèå �, 2� =c �+ åßíáé êá-íïíéêüò áðü ôï Ðñüâëçìá x9.19. Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ áíáãêáóìïý ôïõ Cohen,ìðïñïýí íá êáôáóêåõáóôïýí ðñüôõðá ôçò èåùñßáò ôïõ Zermelo ZDC+AC óôáïðïßá ï c åßíáé éäéÜæùí, ìå ïìïôåëéêüôçôá cf(c) ïðïéïíäÞðïôå êáíïíéêü ðëçèÜ-ñéèìï ìåôáîý ôùí ℵ0 êáé c, ãéá ðáñÜäåéãìá ôïí ℵ1.Ôá âáóéêÜ áðïôåëÝóìáôá ãéá ïìïôåëéêüôçôåò åßíáé ðïëý áðëÜ êáé ôá Ý÷ïõìåáöÞóåé ãéá ðñïâëÞìáôá. ÐñÝðåé üìùò íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé äåí åßíáé äõíáôüíá ìåëåôÞóïõìå ôï èÝìá óïâáñÜ ôþñá, åðåéäÞ ÷ùñßò ôï Áîßùìá ÁíôéêáôÜóôáóçòäåí ìðïñïýìå êáí íá áðïäåßîïõìå üôé õðÜñ÷ïõí éäéÜæïíôåò ðëçèÜñéèìïé!

ÐñïâëÞìáôá ãéá ôï ÊåöÜëáéï 9
∗ x9.1. Äåßîå ôï Èåþñçìá 9.1 åðéêáëïýìåíïò ìüíï ôá êáôáóêåõáóôéêÜ áîéþìáôá(I) { (VI) êáé ôçí Áñ÷Þ ÁðáñéèìçôÞò ÅðéëïãÞò ACN.x9.2. Èåùñïýìå óýóôçìá áåñïðïñéêþí óõãêïéíùíéþí ðïõ åíþíåé ôéò ðüëåéò(ßóùò Üðåéñåò ôï ðëÞèïò) åíüò êüóìïõ êáé äå÷üìáóôå ôá åîÞò. (1) Áðü êÜèåðüëç, õðÜñ÷åé ìüíï ðåðåñáóìÝíïò áñéèìüò êáôåõèåßáí ðôÞóåùí óå Üëëåò ðüëåéò.(2) Ìðïñåß êáíåßò íá ôáîéäÝøåé áåñïðïñéêÜ áðü êÜèå ðüëç óå êÜèå Üëëç. (3)Äåí åßíáé äõíáôü íá ôáîéäåýåé êáíåßò ãéá ðÜíôá, ÷ùñßò íá åðéóêåöèåß ôï ßäéïáåñïäñüìéï äýï öïñÝò. Äåßîå üôé ôï óýíïëï ðüëåùí ó' áõôü ôïí êüóìï åßíáéðåðåñáóìÝíï.x9.3. Äåßîå ôï ËÞììá ôïõ K�onig 9.7 óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï T åßíáé äÝíôñï óåêáëÜ äéáôÜîéìï óýíïëï E ÷ùñßò åðßêëçóç áñ÷þí åðéëïãÞò.
∗ x9.4. Äåßîå ôï ËÞììá ôïõ K�onig 9.7 ÷ñçóéìïðïéþíôáò ìüíï ôá êáôáóêåõá-óôéêÜ áîéþìáôá (I) { (VI) êáé ôçí Áñ÷Þ ÁðáñéèìçôÞò ÅðéëïãÞò ACN.
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146 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáx9.5. ¸óôù T äÝíôñï ðåðåñáóìÝíçò äéáêëÜäùóçò êáé B öñÜ÷ôçò ôïõ T . Äåßîåüôé õðÜñ÷åé êÜðïéïò öõóéêüò áñéèìüò k, ôÝôïéïò þóôå ãéá êÜèå Üðåéñï êëáäßf ∈ [T ], f(i) ∈ B, ãéá êÜðïéï i ≤ k.
∗ x9.6. ¸óôù êáëÜ äéáôÜîéìï óýíïëï C êáé óõíÜñôçóç f : C ×C → C, A ⊆ C,êáé Ýóôù Af =ïñ ⋂{X ⊆ C | A ⊆ X & f [X ×X] ⊆ X}ç êëåéóôüôçôá (closure) ôïõ A ãéá ôçí f . ¼ñéóå ôá óýíïëá {An}n∈N ìå ôçíáíáäñïìÞ A0 = A; An+1 = An ∪ f [An ×An];êáé äåßîå üôé Af =

⋃ n∈N
An:Äåßîå åðßóçò üôé áí ôï A åßíáé Üðåéñï, ôüôå Af =c A.x9.7. Äåßîå üôé áí ôï C åßíáé êáëÜ äéáôÜîéìï, ôüôå êáëÜ äéáôÜîéìï åßíáé êáé ôïóýíïëï C∗ üëùí ôùí ëÝîåùí (ðåðåñáóìÝíùí áêïëïõèéþí) áðü ôï C.x9.8. Áí ÷ñçóéìïðïßçóåò ôï ACN Þ ôï DC óôá ÐñïâëÞìáôá x9.6 êáé x9.7,íá âñåéò Üëëåò ëýóåéò ðïõ äåí åðéêáëïýíôáé êáìéÜ áñ÷Þ åðéëïãÞò.x9.9. ÊÜèå óýíïëï Hartogs h(A) åßíáé Üñéóôá äéáôåôáãìÝíï áðü ôçí ≤�(A).x9.10. Áí ïé (n 7→ �n)n∈N êáé (n 7→ �n)n∈N åßíáé áêïëïõèßåò ðëçèáñßèìùí êáéãéá êÜèå n, �n ≤c �n, ôüôå

∑n∈N
�n ≤c ∑n∈N

�n; ∏n∈N
�n ≤c ∏n∈N

�n:x9.11. (AC) Áí ïé (i 7→ �i)i∈I êáé (i 7→ �i)i∈I åßíáé ïéêïãÝíåéåò ðëçèáñßèìùíóôï ßäéï óýíïëï äåéêôþí I êáé ãéá êÜèå i ∈ I, �i ≤c �i, ôüôå
∑i∈I�i ≤c ∑i∈I�i; ∏i∈I�i ≤c ∏i∈I�i:x9.12. (AC) Ãéá êÜèå ïéêïãÝíåéá óõíüëùí óå äåßêôåò (i 7→ Ai)i∈I ,

|∏i∈IAi| =c ∏i∈I |Ai|êáé ôï ßäéï ãéá áèñïßóìáôá, ìå £îÝíç Ýíùóç¤ óôá áñéóôåñÜ.x9.13. ÅîÞãçóå ôï óõìâïëéóìü êáé äåßîå ôçí ôáõôüôçôá
∏i∈I∏j∈J(i)�ij =c ∏

{(i;j)|i∈I & j∈J(i)}�ij :x9.14. (AC) Äåßîå ôï ÷áñáêôçñéóìü ôïõ supcE óôï 9.20.x9.15. (AC) Ãéá êÜèå ïéêïãÝíåéá áðåßñùí ðëçèáñßèìùí (i 7→ �i) óôï ìç êåíüóýíïëï äåéêôþí I,
∑i∈I�i =c max(|I|; supc{�i | i ∈ I}):
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ÊåöÜëáéï 9. ÅðéëïãÞò åðüìåíá 147x9.16. Äåßîå üôé ãéá êÜèå Üðåéñï, êáëÜ äéáôÜîéìï ðëçèÜñéèìï �,cf(�) = infc({I ⊆ � | ãéá êÜðïéá ïéêïãÝíåéá (i 7→ K ′i)i∈I ;
(∀i; j ∈ I)[i 6= j=⇒K ′i ∩K ′j = ∅] & (∀i ∈ I)[K ′i <c �]

&� =
⋃ i∈IK ′i}):

∗ x9.17. (AC) Äåßîå üôé ãéá êÜèå Üðåéñï ðëçèÜñéèìï �,cf(�) = infc({I ⊆ � | ãéá êÜðïéá ïéêïãÝíåéá ðëçèáñßèìùí (i 7→ �i)i∈I ;
(∀i ∈ I)[�i <c �] &� =c ∑i∈I�i}):Õðüäåéîç. ×ñçóéìïðïßçóå ôï Ðñüâëçìá x9.16.

∗ x9.18. Äåßîå üôé ãéá êÜèå Üðåéñï �, cf(cf(�)) =c cf(�), êáé åðïìÝíùò ï cf(�)åßíáé ðÜíôá êáíïíéêüò ðëçèÜñéèìïò.x9.19. (AC) Ãéá êÜèå Üðåéñï ðëçèÜñéèìï �, ï åðüìåíïò ðëçèÜñéèìïò �+ åßíáéêáíïíéêüò. Õðüäåéîç. Ôï Ðñüâëçìá x9.17 áðëïðïéåß ôçí áðüäåéîç.x9.20. (AC) Äåßîå üôé ãéá êÜèå Üðåéñï ðëçèÜñéèìï �, � <c �cf(�).
∗ x9.21. (AC) ÊÜèå ìåñéêÞ äéÜôáîç ≤ óå ôõ÷üí óýíïëï P åðéäÝ÷åôáé ãñáììé-êïðïßçóç (linearization), äçëáäÞ õðÜñ÷åé êÜðïéá ãñáììéêÞ äéÜôáîç ≤′ ôïõ PôÝôïéá þóôå x ≤ y=⇒x ≤′ y.Ôï åðüìåíï ðñüâëçìá ìáò äßíåé ôï âáóéêü ãåãïíüò ðïõ óõó÷åôßæåé åðáãùãé-êïýò êáé êáôåõèõíüìåíá ðëÞñåéò ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïõò ÷þñïõò. Ðñüóåîå üôé£áëõóßäá¤ óôïí ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï P åßíáé ôï ôõ÷üí õðïóýíïëï C ⊆ Pðïõ åßíáé ãñáììéêÜ äéáôåôáãìÝíï áðü ôç ìåñéêÞ äéÜôáîç ≤P · ôï C åßíáé êáëÜäéáôåôáãìÝíç áëõóßäá áí åðéðëÝïí ï ðåñéïñéóìüò ôçò ≤P óôï C åßíáé êáëÞ äéÜ-ôáîç. ¼ôáí õðïèÝôïõìå üôé £ôï S åßíáé êáëÜ äéáôÜîéìï¤ ãéá êÜðïéï S ⊆ P ,åííïïýìå üôé ôï S åðéäÝ÷åôáé êÜðïéá êáëÞ äéÜôáîç ≤, ç ïðïßá üìùò ìðïñåß íáìçí Ý÷åé êáìßá ó÷Ýóç (êáé óõíÞèùò äåí Ý÷åé) ìå ôç äïóìÝíç ìåñéêÞ äéÜôáîç ≤Pôïõ P .
∗ x9.22. Áí êÜèå êáëÜ äéáôåôáãìÝíç áëõóßäá óôïí ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï
(P;≤P ) Ý÷åé åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá, ôüôå ãéá êÜèå êáëÜ äéáôÜîéìï, êáôåõèõíü-ìåíï õðïóýíïëï S ôïõ P õðÜñ÷åé êáëÜ äéáôåôáãìÝíç áëõóßäá C ìå ôéò åîÞò äýïéäéüôçôåò:(1) Ôï óýíïëï S åßíáé £öñáãìÝíï¤ áðü ôï C, äçëáäÞ ãéá êÜèå x ∈ S õðÜñ÷åéêÜðïéï y ∈ C ôÝôïéï þóôå x ≤P y.(2) Ãéá êÜèå y ∈ C, õðÜñ÷åé êáôåõèõíüìåíï õðïóýíïëï Cy ⊆ S, ôÝôïéï þóôå
|Cy| <c |S| êáé y = supCy.Ðáñáôçñïýìå üôé ôï C ìðïñåß íá Ý÷åé áõôÝò ôéò éäéüôçôåò ÷ùñßò áðáñáßôçôá íáåßíáé õðïóýíïëï ôïõ S. Õðüäåéîç (W. Allen). Ðñïò áðáãùãÞ óå Üôïðï, Ýóôù
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148 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáS êáëÜ äéáôÜîéìï, êáôåõèõíüìåíï êáé ≤c-åëÜ÷éóôï áíôéðáñÜäåéãìá ôïõ óõìðå-ñÜóìáôïò, êáé äåßîå ðñþôá üôé ôï S åßíáé áíáðáñßèìçôï. ¸óôù ≤ Üñéóôç äéÜôáîçôïõ S êáé Ýóôù f : S × S → S óõíÜñôçóç ôÝôïéá þóôå x; y ∈ S=⇒x; y ≤Pf(x; y). Ãéá êÜèå x ∈ S, èÝôïõìåCx =ïñ seg(x)f ;ìå ôï óõìâïëéóìü ôïõ ÐñïâëÞìáôïò x9.6. Äåßîå üôé áõôü åßíáé êáôåõèõíüìåíï,üôé ôï supCx õðÜñ÷åé ãéá êÜèå x ∈ S, êáé üôé ôïC =ïñ {supCx | x ∈ S}åßíáé êáëÜ äéáôåôáãìÝíç áëõóßäá óôïí P ðïõ Ý÷åé ôéò éäéüôçôåò (1) êáé (2) ãéáôï S.
∗ x9.23. (AC) Ãéá êÜèå ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï P , ïé åðüìåíåò óõíèÞêåòåßíáé éóïäýíáìåò:(1) ÊÜèå êáôåõèõíüìåíï óýíïëï ôïõ P Ý÷åé åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá.(2) ÊÜèå áëõóßäá óôï P Ý÷åé åëÜ÷éóôï, Üíù öñÜãìá.(3) ÊÜèå êáëÜ äéáôåôáãìÝíç áëõóßäá óôï P Ý÷åé åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá.Åéäéêüôåñá: (AC) ¸íáò ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò åßíáé åðáãùãéêüò áí êáéìüíïí áí åßíáé ðëÞñçò êáôÜ êáôåýèõíóç (dcpo).
∗ x9.24. (AC) ¸óôù � : P → Q ìïíïôïíéêÞ áðåéêüíéóç áðü Ýíáí åðáãùãéêü÷þñï óå êÜðïéïí Üëëï. Äåßîå üôé ç � éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç�(supS) = sup�[S] (9-13)ãéá êÜèå ìç êåíÞ áëõóßäá S ⊆ P , áí êáé ìüíïí áí éêáíïðïéåß ôçí (9-13) ãéáêÜèå ìç êåíü, êáôåõèõíüìåíï S ⊆ P .x9.25. Äåßîå üôé ï ÷áñáêôçñéóìüò ôçò éäéüôçôáò ôçò óõíÝ÷åéáò ãéá áðåéêïíßóåéòôçò ìïñöÞò � : (A * E) → (B * M) ôïõ x6.24 éó÷ýåé ãéá üëá ôá óýíïëá A,E, B, M .x9.26. (AC) ËÞììá ÐåðåñáóìÝíçò ÂÜóçò. ¸óôù ìç êåíÞ ïéêïãÝíåéá Iõðïóõíüëùí êÜðïéïõ óõíüëïõ V , ôÝôïéá þóôåX ∈ I ⇐⇒ (∀Y ⊆ X)[Y ðåðåñáóìÝíï=⇒Y ∈ I]:Äåßîå üôé ç I Ý÷åé ìåãéóôéêü ìÝëïò (êáôÜ ôçí ⊆).
∗ x9.27. ¸óôù ïéêïãÝíåéá I ìå ðåðåñáóìÝíç âÜóç üðùò óôï x9.26 êáé äÝîïõåðéðëÝïí üôé ôï V åßíáé êáëÜ äéáôÜîéìï· äåßîå (÷ùñßò ôï AC) üôé ç I Ý÷åéìåãéóôéêü ìÝëïò.x9.28. (AC) Áí îÝñåéò ôé èá ðåé äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò êáé ôéò âáóéêÝò éäéü-ôçôåò ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò, äåßîå üôé êÜèå äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò Ý÷åé âÜóç.Äåßîå åðßóçò, ÷ùñßò ôï AC, üôé êÜèå êáëÜ äéáôÜîéìïò äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò Ý÷åéâÜóç. Õðüäåéîç. ÅöÜñìïóå ôï x9.26 Þ ôï x9.27 óôçí ïéêïãÝíåéá üëùí ôùíãñáììéêÜ áíåîÜñôçôùí óõíüëùí ôïõ äéáíõóìáôéêïý ÷þñïõ.
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∗ x9.29. (AC) Áí îÝñåéò ìåñéêÜ ðñÜãìáôá ãéá óþìáôá êáé áëãåâñéêÝò åðåêôÜ-óåéò, äåßîå üôé êÜèå óþìá Ý÷åé áëãåâñéêÞ êëåéóôüôçôá. Õðüäåéîç. Ç óõíçèé-óìÝíç áðüäåéîç ãé' áõôü åßíáé êÜðùò Ýôóé. Èåùñïýìå ôçí ïéêïãÝíåéá

A =ïñ {F | F åßíáé áëãåâñéêÞ åðÝêôáóç ôïõ K} (9-14)ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíç áðü ôçíF1 v F2 ⇐⇒ïñ F1 åßíáé õðïóþìá ôïõ F2;ðáñáôçñïýìå üôé åßíáé åðáãùãéêüò ÷þñïò êáé åðïìÝíùò Ý÷åé ìåãéóôéêü óôïé÷åßïK, êáé åðáëçèåýïõìå üôé áõôü ôï K åßíáé áëãåâñéêÜ êëåéóôü. Ôï åðé÷åßñçìáäåí åßíáé óùóôü, åðåéäÞ ç êëÜóç A óôçí (9-14) äåí åßíáé óýíïëï. Ãéá íá ôïåðéäéïñèþóïõìå, óôçí åíäéáöÝñïõóá ðåñßðôùóç üðïõ ôï K åßíáé Üðåéñï, ðáñáôç-ñïýìå üôé êÜèå áëãåâñéêÞ åðÝêôáóç ôïõ K åßíáé éóïìïñöéêÞ ìå êÜðïéï óþìáF =c K. Áõôü óõíåðÜãåôáé üôé ìðïñïýìå íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôçí ïéêïãÝíåéá
A ôïõ (9-14) ìå ôçí

A′ =ïñ {F ⊆ E | ôï F åßíáé áëãåâñéêÞ åðÝêôáóç ôïõ K}; (9-15)üðïõ ôï E åßíáé êÜðïéï õðåñóýíïëï ôïõ K, ðïëõðëçèÝóôåñï ôïõ K.
∗ x9.30. Äåßîå üôé êÜèå êáëÜ äéáôÜîéìï óþìá (êáé åðïìÝíùò êÜèå áñéèìÞóéìïóþìá) Ý÷åé áëãåâñéêÞ êëåéóôüôçôá. Õðüäåéîç. Ç éäÝá åßíáé íá áðïöýãïõìå ôïAC ïñßæïíôáò ôçí áëãåâñéêÞ êëåéóôüôçôá êáôåõèåßáí ìå ÕðåñðåðåñáóìÝíç Áíá-äñïìÞ. Ôï ôÝ÷íáóìá óôï ðñïçãïýìåíï Ðñüâëçìá äåí ìðïñåß íá áðïöåõ÷èåß. Íáêáôåñãáóôåßò ðñþôá ôçí áñéèìÞóéìç ðåñßðôùóç, ðïõ öáíåñþíåé ðïéá áëãåâñéêÜáðïôåëÝóìáôá èá ÷ñåéáóôåßò.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 10
Ï ×ÙÑÏÓ BAIRE

ÌåôÜ ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò, ßóùò ôï ðéï èåìåëéáêü áíôéêåßìåíï ìåëÝôçò ôçòóõíïëïèåùñßáò íá åßíáé ï ÷þñïò Baire,
N =ïñ (N→ N); (10-1)ôï óýíïëï ôùí áñéèìïóåéñþí. Ìå ôï óõìâïëéóìü
C =ïñ (N→ {0; 1}) (10-2)ãéá ôï óýíïëï ôïõ Cantor22 ôùí Üðåéñùí, äõáäéêþí áêïëïõèéþí, ôüôå
C ⊆ N ⊆ P(N× N);êáé ìå ïéêåßïõò ðéá õðïëïãéóìïýò,

c =c 2ℵ0 =c |P(N)| =c |C| ≤c |N | ≤c |P(N× N)| =c |P(N)| = c:ÌåôÜ ôçí áîéùìáôéêÞ áðüäåéîç ôçò éóïðëçèéêüôçôáò N =c R óôï ÐáñÜñôçìá A(ðïõ åßíáé áêñéâþò üðùò êáé ç äéáéóèçôéêÞ áðüäåéîç, óôï ÊåöÜëáéï 2), ç Õðü-èåóç ôïõ Óõíå÷ïýò 3.2 åêöñÜæåôáé áðü ôçí ðñüôáóç(CH) (∀X ⊆ N )[X ≤c N ∨X =c N ]:Ç ó÷Ýóç ìÜëéóôá áíÜìåóá óôïõò ÷þñïõò N , C êáé R åßíáé ôüóï óôåíÞ, ðïõó÷åäüí êÜèå åíäéáöÝñïõóá éäéüôçôá åíüò áð' áõôïýò ìáò äßíåé áìÝóùò ìéá ó÷å-ôéæüìåíç éäéüôçôá ôùí Üëëùí. Óôá ðñïâëÞìáôá èá äþóïõìå áõóôçñÞ äéáôýðùóçáõôïý ôïõ öáéíïìÝíïõ ãéá ôïõò N êáé C, êáé ãéá ôïí R èá ôï áðïäåßîïõìå óôïÐáñÜñôçìá A, üðïõ êáé èá áíôëÞóïõìå ôá ðïñßóìáôá ãéá ôïõò ðñáãìáôéêïýòáñéèìïýò áðü ôá áðïôåëÝóìáôá áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ.23
Ôï ðåñéå÷üìåíï áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ äåí åßíáé áðáñáßôçôo ãéá ôçí êáôáíüçóç ôùí åðüìå-íùí äýï, ðáñïõóéÜæåôáé åäþ óõìðõêíùìÝíá êáé óßãïõñá áðáéôåß ðåñéóóüôåñç ðñïóðÜèåéá áðüôïí áíáãíþóôç óå ó÷Ýóç ìå ôá õðüëïéðá êåöÜëáéá. Óå ìéá ðñþôç áíÜãíùóç, ßóùò íá åßíáéêáëýôåñï íá ôï ðñïóðåñÜóåéò êáé íá åðáíÝëèåéò óå áõôü áöïý ðñþôá åìðåäþóåéò êáëÜ ôçí ýëçóôá ÊåöÜëáéá 11 êáé 12.
22Áðü ðáëéÜ ðáñÜäïóç ÷ñçóéìïðïéåßôáé ôï ßäéï óýìâïëï ãé' áõôü ôï õðïóýíïëï ôïõ N êáéãéá ôï óýíïëï ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí ðïõ ïñßóáìå óôçí áðüäåéîç ôïõ 2.14. Ôï ÄéÜãñáììá2.4 åðåîçãåß åýãëùôôá ôï ëüãï, êáé êáíåßò ìÝ÷ñé óÞìåñá äåí Ý÷åé ìðåñäåõôåß.
23Ìðïñåß êáíåßò íá åêëÜâåé ôï N ùò £äéáêñéôÞ¤, £øçöéáêÞ¤ Þ £óõíäõáóôéêÞ¤ áðüäïóç ôïõ£óõíå÷ïýò¤ Þ £áíáëïãéêïý¤ R. ÊÜèå ðñáãìáôéêüò áñéèìüò x êáèïñßæåôáé áðü ôç äåêáäéêÞ ôïõáíÜðôõîç x(0) : x(1)x(2) : : : , üðïõ (n 7→ x(n)) ∈ N , áëëÜ äéáöïñåôéêÝò äåêáäéêÝò áíáðôýîåéò151
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ÄéÜãñáììá 10.1. Ìéêñü ìÝñïò ôïõ ÷þñïõ Baire.Ï óôü÷ïò ìáò åäþ åßíáé íá áðïäåßîïõìå ôá âáóéêÜ áðïôåëÝóìáôá ãéá ôï N ðïõÝ÷ïõí ó÷Ýóç ìå ôï Ðñüâëçìá ôïõ Óõíå÷ïýò. Èá ïñßóïõìå ôçí ïéêïãÝíåéá ôùíáíáëõôéêþí õðïóõíüëùí ôïõ N êáé èá äåßîïõìå üôé êÜèå áíáëõôéêü óýíïëïéêáíïðïéåß ôçí Õðüèåóç ôïõ Óõíå÷ïýò, äçëáäÞ åßíáé Þ áðáñéèìçôü Þ éóïðëçèéêüìå ôï N . Áõôü ôï Èåþñçìá ÔÝëåéïõ Óõíüëïõ 10.20 åßíáé óçìáíôéêü,åðåéäÞ ó÷åäüí êÜèå óýíïëï ìå ôï ïðïßï áó÷ïëåßôáé ç êëáóéêÞ áíÜëõóç åßíáéáíáëõôéêü. Åéäéêüôåñá, üëá ôá óýíïëá Borel ðïõ ðáßæïõí ôüóï óçìáíôéêüñüëï óôç èåùñßá ìÝôñïõ êáé ïëïêëÞñùóçò åßíáé áíáëõôéêÜ· áðü ôï Èåþñçìáôïõ Suslin 10.31, Ýíá óýíïëï A ⊆ N åßíáé Borel áêñéâþò üôáí ôï A êáé ôï
N \ A åßíáé êáé ôá äýï áíáëõôéêá. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, èá äåßîïõìå óôï Èåþ-ñçìá 10.32 üôé ç öõóéêÞ ìÝèïäïò áðüäåéîçò ôçò Õðüèåóçò ôïõ Óõíå÷ïýò ãéá ôááíáëõôéêÜ óýíïëá äåí ìðïñåß íá äþóåé ëýóç óôï ãåíéêü Ðñüâëçìá ôïõ Óõíå-÷ïýò ðïõ äåí Ý÷åé áêüìç ëõèåß. Åêôüò áðü ôéò åöáñìïãÝò ôïõò óôçí áíÜëõóç,ôá ÈåùñÞìáôá 10.20 êáé 10.32 ðáñïõóéÜæïõí ïõóéáóôéêü, èåìåëéáêü åíäéáöÝ-ñïí åðåéäÞ ïé áðïäåßîåéò ôïõò åðåîçãïýí üìïñöá ôï ñüëï ðïõ ðáßæïõí ïé áñ÷ÝòåðéëïãÞò óôá êëáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ.10.1. Ç äïìÞ ôïõ N . Ïé äéáéóèÞóåéò ìáò ãéá ôï ÷þñï N ðçãÜæïõí áðü ôçíáðåéêüíéóÞ ôïõ ùò ôï óþìá ôïõ ìåãáëýôåñïõ äÝíôñïõ óôï N, ìå ôçí ïñïëïãßá
ìðïñåß íá ðáñéóôÜíïõí ôïí ßäéï ðñáãìáôéêü áñéèìü. Áõôü åßíáé Ýíá ìåãÜëï £áëëÜ¤, åßíáé ôïêëåéäß ôçò áðüäåéîçò üôé ï R åßíáé ôïðïëïãéêÜ óõíåêôéêüò, ðïõ åßíáé åíäéáöÝñïí áðïôÝëåóìáãéá ôçí áíÜëõóç áëëÜ Üíåõ óçìáóßáò ãéá ôç óõíïëïèåùñßá. Èåùñïýìå ôï ÷þñï Baire ùò£øçöéáêÞ áðüäïóç¤ ôïõ R åðåéäÞ äåí åðéôñÝðåé ôÝôïéåò ôáõôßóåéò, êÜèå x ∈ N êáèïñßæåé ÷ùñßòáìöéâïëßá ôá £øçößá¤ ôïõ x(0); x(1); : : : .
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ÊåöÜëáéï 10. Ï ÷þñïò Baire 153ôùí 9.3 êáé (9-3),
N = [N∗]:Ôá õðïóýíïëá ôïõ ÷þñïõ Baire êáëïýìå óçìåéïóýíïëá, (pointsets), ðåñéï-ñßæïíôáò ðñïóùñéíÜ ôï íüçìá ôçò ëÝîçò £óçìåßï¤ óôá ìÝëç ôïõ N , ôá ÜðåéñáêëáäéÜ ôïõ N∗. Ôï óõìðëÞñùìá óçìåéïóõíüëïõ åßíáé ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ ùòðñïò ôï N , cA =ïñ N \A: (10-3)Åðßóçò åßíáé ÷ñÞóéìï íá åðåêôåßíïõìå ôï óõìâïëéóìü ãéá áñ÷éêÜ ôìÞìáôá ëÝ-îåùí, u v x ⇐⇒ïñ u ⊂ x (u ∈ N∗; x ∈ N ); (10-4)Ýôóé ðïõ íá õðïäåß÷íåé üôé ìéá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá u åßíáé áñ÷Þ êÜðïéïõóçìåßïõ x, ìéá ðñïóÝããéóç ôïõ x ðïõ ðñïóäéïñßæåé ôéò ðñþôåò lh(u) ôéìÝò ôïõ.Ãéá êÜèå u ∈ N∗, ôï óýíïëï

Nu =ïñ {x ∈ N | u v x} = [N∗u] (10-5)óçìåßùí ôïõN ðïõ åðåêôåßíïõí ôï u åßíáé ç ãåéôïíéÜ (neighborhood) Þ ðåñéï÷Þðïõ êáèïñßæåôáé áðü ôï u óôï N .10.2. ¢óêçóç. Ãéá üëá ôá u; v ∈ N∗,u v v ⇐⇒ Nv ⊆ Nu:10.3. ¢óêçóç. Ç ïéêïãÝíåéá ôùí ãåéôïíéþí åßíáé áðáñéèìçôÞ.10.4. Ïñéóìüò. Ôï óçìåéïóýíïëï A åßíáé áíïéêôü (open) áí åßíáé Ýíùóç ãåé-ôïíéþí, Ýôóé þóôå x ∈ G ⇐⇒ (∃u)[x ∈ Nu & Nu ⊆ G]· (10-6)êëåéóôü (closed) áí ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ åßíáé áíïéêôü· êáé áíïéêôü-êëåéóôü(clopen) áí åßíáé êáé ôá äýï, áíïéêôü êáé êëåéóôü.Óõ÷íÜ ïñßæïõìå ôá áíïéêôÜ óýíïëá ìå ôçí áêüëïõèç, åýêïëá éóïäýíáìç óõí-èÞêç:10.5. ¢óêçóç. ¸íá óýíïëï G ⊆ N åßíáé áíïéêôü, áí êáé ìüíïí áí ãéá êÜèåx ∈ G, õðÜñ÷åé êÜðïéá ãåéôïíéÜ Nu Ýôóé ðïõ x ∈ Nu ⊆ G.10.6. Ðñüôáóç. (1) Ôï ∅, ôï N êáé êÜèå ãåéôïíéÜ åßíáé áíïéêôÜ-êëåéóôÜ.(2) ÊÜèå ìïíïóýíïëï {x} åßíáé êëåéóôü, áëëÜ ü÷é áíïéêôü.(3) ÊÜèå ìç êåíü áíïéêôü óçìåéïóýíïëï åßíáé Ýíùóç ìéáò áêïëïõèßáò ãåéôï-íéþí.(4) ÊÜèå ïéêïãÝíåéá G áíïéêôþí óçìåéïóõíüëùí Ý÷åé áíïéêôÞ Ýíùóç ⋃G,êáé äõúêÜ, êÜèå ïéêïãÝíåéá êëåéóôþí óçìåéïóõíüëùí F Ý÷åé êëåéóôÞ ôïìÞ ⋂F .(ÈÝôïõìå ⋂∅ = N , Ýôóé þóôå ç ðñÜîç ôçò ôïìÞò íá åßíáé ïñéóìÝíç ãéá êÜèåïéêïãÝíåéá óçìåéïóõíüëùí.)(5) Ç ôïìÞ G1 ∩G2 äýï áíïéêôþí óçìåéïóõíüëùí G1, G2 åßíáé áíïéêôÞ, êáéäõúêÜ, ç Ýíùóç F1 ∪ F2 äýï êëåéóôþí óçìåéïóõíüëùí F1, F2 åßíáé êëåéóôÞ.
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154 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÁðüäåéîç. (1) ÊÜèå ãåéôïíéÜ åßíáé áíïéêôÞ, áöïý Nu =
⋃{Nu}, êáé, óõ-ãêåêñéìÝíá, ôï N = N〈 〉 åßíáé áíïéêôü. Ïé ãåéôïíéÝò åßíáé åðßóçò êëåéóôÝò,áðü ôçí ¢óêçóç 10.5: áí x =∈ Nu, ôüôå u 6v x, êáé Üñá õðÜñ÷åé i < lh(u) ìåx(i) 6= u(i) êáé Ýôóé x ∈ N〈x(0);::: ;x(i)〉 åíþ N〈x(0);::: ;x(i)〉 ∩ Nu = ∅. Ôï êåíüóýíïëï åßíáé ç Ýíùóç ôçò êåíÞò (!) ïéêïãÝíåéáò ãåéôïíéþí, óõìâïëéêÜ

∅ =
⋃{Nu | Nu ⊆ ∅}:(2) ¸íá ìïíïóýíïëï {x} äåí åßíáé áíïéêôü, äéüôé äåí ðåñéÝ÷åé êáìßá ãåéôïíéÜ,êáé Üñá äåí ìðïñåß íá åßíáé Ýíùóç ãåéôïíéþí. ¼ìùò ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ åßíáéáíïéêôü, áöïý

N \ {x} =
⋃{Nu | u 6v x}:(3) Áí ôï G åßíáé áíïéêôü êáé ìç êåíü, ôüôå ôï óýíïëï {u | Nu ⊆ G} åßíáéìç êåíü êáé áðáñéèìçôü, êáé Üñá ìðïñåß íá áðáñéèìçèåß.(4) ¢ìåóï áðü ôïí ÷áñáêôçñéóìü ôùí áíïéêôþí óõíüëùí óôçí ¢óêçóç 10.5.(5) Áí ôá G1, G2 åßíáé áíïéêôÜ êáé x ∈ G1 ∩ G2, ôüôå õðÜñ÷ïõí u; v v xôÝôïéá þóôå Nu ⊆ G1 êáé Nv ⊆ G2. Ïé ëÝîåéò u, v åßíáé óõãêñßóéìåò åðåéäÞêáé ïé äýï åßíáé áñ÷éêÜ ôìÞìáôá ôïõ x. Áí ð.÷. u v v, ôüôå Nu ⊇ Nv , êáéåðïìÝíùò Nv ⊆ G1 ∩G2, áêñéâþò áõôü ðïõ ÷ñåéáæüìáóôå. Ãéá íá äåßîïõìå ôçäõúêÞ éäéüôçôá ôùí êëåéóôþí èåùñïýìå óõìðëçñþìáôá. aÏ ÷þñïò Baire åßíáé ôïðïëïãéêüò ÷þñïò ìå ôïí êëáóéêü ïñéóìü ðïõ åêèÝ-óáìå óôï 4.30, áëëÜ ðïëý åéäéêüò, åîáéôßáò ôçò åðüìåíçò âáóéêÞò áíôáðüêñéóçòáíÜìåóá óôçí ôïðïëïãßá ôïõ êáé ôç óõíäõáóôéêÞ äïìÞ ôïõ äÝíôñïõ N∗. Óôçíáðüäåéîç|êáé óôç óõíÝ÷åéá, ÷ùñßò ó÷üëéï|èá åðéêáëåóôïýìå ôçí åîÞò ôåôñéì-ìÝíç éóïäõíáìßá ðïõ óõó÷åôßæåé êÜèå äÝíôñï T ìå ôï óþìá ôïõ:x ∈ [T ] ⇐⇒ (∀u v x)[u ∈ T ]: (10-7)Åßíáé Üìåóï åðáêüëïõèï ôïõ ïñéóìïý ôïõ [T ], (9-3).10.7. Ðñüôáóç. Ôï óçìåéïóýíïëï F åßíáé êëåéóôü áí êáé ìüíïí áí åßíáé ôïóþìá äÝíôñïõ T óôï N, F = [T ].Áðüäåéîç. Áí x =∈ [T ], ôüôå ãéá êÜðïéï u v x, u =∈ T , êáé åðïìÝíùò Nu ∩

[T ] = ∅, Üñá Nu ⊆ c[T ]· åðïìÝíùò ôï c[T ] åßíáé áíïéêôü êáé ôï [T ] êëåéóôü.Áíôéóôñüöùò, áí áíôéóôïé÷ßóïõìå óå êÜèå óçìåéïóýíïëï F ôï äÝíôñïTF =ïñ {u ∈ N∗ | (∃x ∈ F )[u v x]}; (10-8)ôüôå ðñïöáíþò F ⊆ [TF ]:Áí ôï F åßíáé êëåéóôü, Ý÷ïõìå åðßóçò [TF ] ⊆ F : åðåéäÞ áí x =∈ F , ôüôå ãéáêÜðïéï u v x, Nu ∩ F = ∅ áöïý ôï óõìðëÞñùìá cF åßíáé áíïéêôü, Üñá u =∈ TFêáé x =∈ [TF ] áðü ôç (10-7). aÏ âáóéêüò áõôüò ÷áñáêôçñéóìüò ìáò åðéôñÝðåé íá ôáîéíïìÞóïõìå ôá êëåéóôÜóçìåéïóýíïëá áíÜëïãá ìå ôéò óõíäõáóôéêÝò éäéüôçôåò ôùí äÝíôñùí ðïõ ôá ïñß-æïõí. Äåí åßíáé ëÜèïò íá èåùñÞóïõìå ôï óýìðëåãìá óõíäõáóôéêþí ïñéóìþí
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ÊåöÜëáéï 10. Ï ÷þñïò Baire 155ðïõ áêïëïõèïýí ùò ôç óõíäõáóôéêÞ ãåùìåôñßá ôïõ N , Ýóôù êé áí äåí åßíáé£ãåùìåôñßá¤ ìå êáìßá áõóôçñÞ, êëáóéêÞ áíôßëçøç ôïõ üñïõ.10.8. Ïñéóìüò. ÈÝôïõìåu | v ⇐⇒ïñ ïé u êáé v åßíáé áóõìâßâáóôåò (10-9)
⇐⇒ (∃i < lh(u); lh(v))[u(i) 6= v(i)];êáé ìå ôç öõóéêÞ åðÝêôáóç ôïõ óõìâïëéóìïý óôá óçìåßá,u |x ⇐⇒ïñ ¬[u v x] ⇐⇒ (∃v v x)[u | v]:Ç ëÝîç u äéáóðÜôáé (splits) óôï äÝíôñï T áí Ý÷åé áóõìâßâáóôåò åðåêôÜóåéò óôïT , êáé ôï äÝíôñï T åßíáé äéáóðþìåíï (splitting) áí êÜèå u ∈ T äéáóðÜôáé óôïT , u ∈ T =⇒ (∃u1; u2 ∈ T )[u v u1 &u v u2 &u1 |u2]:Ðáñáôçñïýìå ðùò ôá äéáóðþìåíá äÝíôñá äåí Ý÷ïõí ôåñìáôéêïýò êüìâïõò.Ôï óçìåéïóýíïëï P åßíáé ôÝëåéï (perfect) áí åßíáé óþìá äéáóðþìåíïõ äÝ-íôñïõ. Ôá ôÝëåéá óçìåéïóýíïëá åßíáé åî ïñéóìïý êëåéóôÜ.10.9. ¢óêçóç. ÊÜèå ãåéôïíéÜ Nu åßíáé ôÝëåéá.10.10. Ðñüôáóç. ÊÜèå ìç êåíü, ôÝëåéï óçìåéïóýíïëï P Ý÷åé ðëçèéêüôçôá c.Áðüäåéîç. ¸óôù P = [T ] üðïõ ôï T åßíáé ìç êåíü, äéáóðþìåíï, êáé äéÜëåîåóõíáñôÞóåéò l : T → T; r : T → Tðïõ öáíåñþíïõí üôé ôï T åßíáé äéáóðþìåíï, äçëáäÞ ôÝôïéåò þóôå ãéá êÜèå u ∈ T ,u v l(u); u v r(u); l(u) | r(u):Áðü ôï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò ãéá ËÝîåéò 5.33, õðÜñ÷åé óõíÜñôçóç� : {0; 1}∗ → Táðü ôï äÝíôñï ôùí äõáäéêþí ëÝîåùí óôï T ðïõ éêáíïðïéåß ôéò ôáõôüôçôåò�(∅) = ∅; �(u ?〈0〉) = l(�(u)); �(u ?〈1〉) = r(�(u)):¸ôóé ôï �(u ?〈i〉) åßíáé ãíÞóéá åðÝêôáóç ôïõ �(u) ãéá i = 0; 1, êáé Üñá ç � åßíáéáõóôçñÜ ìïíïôïíéêÞ, u v= v=⇒ �(u) v= �(v);êáé ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôçí � : C → [T ] ìå ôïí ôýðï�(x) =ïñ sup {�(u) | u v x}: (10-10)Ç êñßóéìç éäéüôçôá ôçò � åßíáé üôé óÝâåôáé åðßóçò ôçí áóõìâéâáóôüôçôá,u | v=⇒ �(u) |�(v): (10-11)Ãéá íá ôï åðáëçèåýóïõìå áõôü, Ýóôù o i åëÜ÷éóôïò ìå ôçí éäéüôçôá u(i) 6= v(i),Ýôóé ðïõ ãéá êÜðïéï w, w ?〈0〉 v u; w ?〈1〉 v v
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156 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá(Þ ôáíÜðáëéí)· óõíåðþò (áðü ôïõò ïñéóìïýò ôïõò) ôá �(w ?〈0〉) êáé �(w ?〈1〉)åßíáé áóõìâßâáóôá êáé áðü ôç ìïíïôïíéêüôçôá ôçò �, ôá �(u), �(v) åßíáé åðå-êôÜóåéò ôïõò êáé åðïìÝíùò åðßóçò áóõìâßâáóôá. ÔåëéêÜ ç (10-11) óõíåðÜãåôáéüôé ç � åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, êáé áõôü öáíåñþíåé üôé C ≤c [T ], áõôü ðïõ ÷ñåéá-æüìáóôå. aÇ áðëÞ áõôÞ ãåíßêåõóç ôçò áðüäåéîçò ôïõ Cantor üôé ôï R åßíáé áíáðáñßèìçôï(2.14), õðïäåß÷íåé ìéá öõóéêÞ ðñüóâáóç óôï Ðñüâëçìá ôïõ Óõíå÷ïýò: ãéá íááðïäåßîïõìå üôé Ýíá áíáðáñßèìçôï óçìåéïóýíïëï Ý÷åé ðëçèéêüôçôá c, áñêåß íáäåßîïõìå üôé ðåñéÝ÷åé ìç êåíü, ôÝëåéï õðïóýíïëï. Áõôü åßíáé ðñïöáíÝò ãéá ôááíïéêôÜ (åðåéäÞ êÜèåNu åßíáé ôÝëåéï óýíïëï) êáé åðßóçò áëçèåýåé ãéá ôá êëåéóôÜ,ãéá ôá ïðïßá üìùò ÷ñåéÜæåôáé áðüäåéîç.10.11. Èåþñçìá Cantor-Bendixson. ÊÜèå êëåéóôü õðïóýíïëï F ôïõ NäéáóðÜôáé ìå ìïíáäéêü ôñüðï óå äýï îÝíá õðïóýíïëáF = P ∪ S; P ∩ S = ∅; (10-12)Ýôóé ðïõ ï ðõñÞíáò (kernel) P íá åßíáé ôÝëåéï óýíïëï êáé ôï äéáóðáñìÝíïìÝñïò (scattered part) S íá åßíáé áðáñéèìçôü.¸ðåôáé üôé êÜèå áíáðáñßèìçôï, êëåéóôü óçìåéïóýíïëï Ý÷åé ìç êåíü, ôÝëåéïðõñÞíá, êáé åðïìÝíùò Ý÷åé ðëçèéêüôçôá c.Áðüäåéîç. ¸óôù T = TF üðùò óôçí (10-8), Ýôóé ðïõ F = [T ] êáé ôï T äåíÝ÷åé ôåñìáôéêïýò êüìâïõò. ÈÝôïõìåS =ïñ ⋃{[Tu] | u ∈ T & |[Tu]| ≤c ℵ0};P =ïñ F \ S:Åî ïñéóìïý ôï S åßíáé Ýíùóç áðáñéèìçôÞò ïéêïãÝíåéáò áðáñéèìçôþí óõíüëùíêáé åðïìÝíùò áðáñéèìçôü (ðñüóåîå ôçí åðßêëçóç ôïõ ACN åäþ), êáé áðïìÝíåéíá äåßîïõìå üôé ôï P åßíáé ôÝëåéï.Ôï óýíïëï ëÝîåùí kT = {u ∈ T | |[Tu]| >c ℵ0}åßíáé (åýêïëá) äÝíôñï, êáé êáôåõèåßáí áðü ôïí ïñéóìü ôïõ S,x ∈ S ⇐⇒ x ∈ F & (∃u v x)[u =∈ kT ]:ÁëëÜ P = F \ S, Üñáx ∈ P ⇐⇒ x ∈ F & [x =∈ F ∨ (∀u v x)[u ∈ kT ]]

⇐⇒ (∀u v x)[u ∈ T ] & (∀u v x)[u ∈ kT ]

⇐⇒ (∀u v x)[u ∈ kT ]

⇐⇒ x ∈ [kT ];Ýôóé ðïõ áñêåß íá äåßîïõìå üôé ôï kT åßíáé äéáóðþìåíï. Ðñïò áðáãùãÞ óåÜôïðï, äå÷üìáóôå üôé êÜðïéï u ∈ kT äåí äéáóðÜôáé. Áõôü óçìáßíåé üôé üëåòïé åðåêôÜóåéò ôïõ u óôï kT åßíáé óõãêñßóéìåò, åðïìÝíùò ðñïóäéïñßæïõí Ýíáìïíáäéêü óçìåßï x = sup {v ∈ kT | u v v}:
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ÊåöÜëáéï 10. Ï ÷þñïò Baire 157Áöïý êÜèå åðÝêôáóç ôïõ u óôï kT åßíáé ðñïóÝããéóç ôïõ x,
[Tu] = {x} ∪⋃{[Tv] | u v v ∈ T & |[Tv]| ≤c ℵ0};êáé óõíåðþò ôï [Tu] åßíáé áðáñéèìçôÞ Ýíùóç áðáñéèìçôþí óõíüëùí, ðïõ åßíáéÜôïðï.ÁöÞíïõìå ôç ìïíáäéêüôçôá ôçò äéÜóðáóçò (10-12) ãéá ðñüâëçìá, x10.2. a10.12. Ïñéóìüò. Ìéá ïéêïãÝíåéá Γ óçìåéïóõíüëùí Ý÷åé ôçí éäéüôçôá P áíêÜèå áíáðáñßèìçôï óýíïëï óôçí Γ ðåñéÝ÷åé ìç êåíü, ôÝëåéï õðïóýíïëï. Ì' áõôÞôçí êëáóéêÞ ïñïëïãßá,24 ç ïéêïãÝíåéá F ôùí êëåéóôþí óçìåéïóõíüëùí Ý÷åé ôçíéäéüôçôá P, Þ (áðëïýóôåñá), êÜèå êëåéóôü óçìåéïóýíïëï Ý÷åé ôçí éäéüôçôá P.10.13. ¢óêçóç. Áí ìéá ïéêïãÝíåéá óçìåéïóõíüëùí Γ Ý÷åé ôçí éäéüôçôá P,ôüôå êáé ç ïéêïãÝíåéá Γ� ôùí áðáñéèìçôþí åíþóåùí áðü ôçí Γ åðßóçò Ý÷åéôçí éäéüôçôá P.ÓõíÜãåôáé üôé êÜèå F� óçìåéïóýíïëï ôçò ìïñöÞòA =

⋃ n∈N
Fn (10-13)ìå êÜèå Fn êëåéóôü Ý÷åé ôçí éäéüôçôá P. Ç ðñüôáóç áëçèåýåé êáé ãéá ôá GÆ-óýíïëá ôçò ìïñöÞò A =

⋂ n∈N
Gn (10-14)ìå êÜèå Gn áíïéêôü, áëëÜ ç áðüäåéîç äåí åßíáé ôüóï áðëÞ· åßíáé ìÜëéóôá åõ-êïëüôåñï íá áðïäåßîïõìå êáô' åõèåßáí ôçí éäéüôçôá P ãéá ôçí ðïëý ìåãáëýôåñçïéêïãÝíåéá ôùí áíáëõôéêþí óçìåéïóõíüëùí.10.14. Ïñéóìüò. Óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü 6.25, óõíÜñôçóç f : X → Y áðüÝíáí ôïðïëïãéêü ÷þñï óå êÜðïéïí Üëëï åßíáé óõíå÷Þò, áí ç áíôßóôñïöç åéêüíáf−1[G] êÜèå áíïéêôïý óõíüëïõ óôï Y åßíáé áíïéêôü óýíïëï óôï X. Ôï óçìåéï-óýíïëï25 A ⊆ N åßíáé áíáëõôéêü (analytic) Þ Suslin, áí åßôå A = ∅ Þ ôï Aåßíáé åéêüíá ôïõ ÷þñïõ Baire áðü ìéá óõíå÷Þ óõíÜñôçóç, óõìâïëéêÜ:

A =ïñ {A ⊆ N | A = ∅ ∨ (∃ óõíå÷Þò f : N → N )[A = f [N ]]}:Ç óõíÝ÷åéá óôï N åðéäÝ÷åôáé Ýíáí áðëü, óõíäõáóôéêü ÷áñáêôçñéóìü ðïõ åßíáéôï êëåéäß ôùí åöáñìïãþí ôçò.
24Ç êëáóéêÞ ïñïëïãßá ãéá ôá óçìåéïóýíïëá åßíáé êÜðùò Üó÷åôç, áëëÜ ôüóï êáëÜ åäñáéù-ìÝíç ðïõ äåí ìðïñåß êáíåßò íá ôçí áðïöýãåé. Óå êÜèå ôïðïëïãéêü ÷þñï, ôá êëåéóôÜ óýíïëáêáëïýíôáé F-óýíïëá, áðü ôï ãáëëéêü ferm�et· ôá áíïéêôÜ êáëïýíôáé G-óýíïëá, áðü ôï ãåñ-ìáíéêü Gebiete (óçìáßíåé ðåñéï÷Þ)· êáé áðáñéèìçôÝò åíþóåéò Γ-óõíüëùí åßíáé Γ�-óýíïëá åíþáðáñéèìçôÝò ôïìÝò Γ-óõíüëùí åßíáé ΓÆ-óýíïëá, áðü ôá ãåñìáíéêÜ Summe êáé Durchschnit ãéáÝíùóç êáé ôïìÞ. Äåí èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áõôÞ ôçí ïñïëïãßá, åêôüò áðü ìåñéêÝò áíáöïñÝòóå F� êáé GÆ óçìåéïóýíïëá.
25Ðåñéïñéæüìáóôå óôï ÷þñï Baire, åðåéäÞ õðÜñ÷ïõí ðïëëïß ïñéóìïß £áíáëõôéêþí óõíüëùí¤ðïõ äåí åßíáé éóïäýíáìïé óå ãåíéêïýò ôïðïëïãéêïýò ÷þñïõò, áí êáé óõìðßðôïõí óôï N .
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158 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá10.15. Èåþñçìá. Ç óõíÜñôçóç f : N → N åßíáé óõíå÷Þò áí êáé ìüíïí áíõðÜñ÷åé ìïíïôïíéêÞ óõíÜñôçóç � : N∗ → N∗ óôéò ëÝîåéò, ôÝôïéá þóôåf(x) = sup {�(u) | u v x} (x ∈ N )
= limn �(x(n)): (10-15)Èá ëÝìå üôé ç � : N∗ → N∗ õðïëïãßæåé ôç óõíÜñôçóç f áí åßíáé ìïíïôïíéêÞêáé éêáíïðïéåß ôçí (10-15).Áðüäåéîç. Áí ç f éêáíïðïéåß ôçí (10-15), ôüôåf(x) ∈ Nv ⇐⇒ (∃u v x)[v v �(u)];êáé óõíåðþò êÜèå áíôßóôñïöç åéêüíá ãåéôïíéÜòf−1[Nv ] =

⋃{Nu | v v �(u)}åßíáé Ýíùóç ãåéôïíéþí, ðïõ óçìáßíåé üôé ç f åßíáé óõíå÷Þò.Ãéá ôï äõóêïëüôåñï áíôßóôñïöï, õðïèÝôïõìå üôé ç f åßíáé óõíå÷Þò êáé èÝôïõìåS(u) =ïñ {v ∈ N∗ | f [Nu] ⊆ Nv} (u ∈ N∗):ÊÜèå S(u) 6= ∅, áöïý ç ñßæá ∅ ∈ S(u), v v v′ ∈ S(u)=⇒ v ∈ S(u), êáév; v′ ∈ S(u)=⇒ f [Nu] ⊆ Nv ∩Nv′ =⇒ [v v v′ ∨ v′ v v];åðåéäÞ v | v′=⇒Nv ∩Nv′ = ∅. ÅðïìÝíùò, õðÜñ÷ïõí äýï ðåñéðôþóåéò:Ðåñßðôùóç 1. ÕðÜñ÷åé êÜðïéï v ∈ S(u) ôÝôïéï þóôå lh(v) = lh(u). ÈÝôïõìå�(u) =ïñ v = ç ìïíáäéêÞ ëÝîç óôï S(u) ôÝôïéá þóôå lh(v) = lh(u):Ðåñßðôùóç 2. Äåí õðÜñ÷åé v ∈ S(u) ôÝôïéï þóôå lh(v) = lh(u). Ó' áõôÞíôçí ðåñßðôùóç èÝôïõìå �(u) =ïñ sup {v | v ∈ S(u)}:Ç ìïíïôïíéêüôçôá ôçò � Ýðåôáé åýêïëá áðü ôéò óõíåðáãùãÝòu1 v u2 =⇒ f [Nu1
] ⊇ f [Nu2

]=⇒S(u1) ⊆ S(u2);èåùñþíôáò ôéò äéÜöïñåò ðåñéðôþóåéò óôïí ïñéóìü ôùí �(u1) êáé �(u2). Ãéá íáäåßîïõìå ôçí (10-15), ðáñáôçñïýìå ðñþôá üôé åðåéäÞ �(u) ∈ S(u),u v x ∈ N =⇒ f(x) ∈ N�(u) =⇒ �(u) v f(x):Áðü ôç óõíÝ÷åéá ôçò f , áí v v f(x), ôüôå ãéá êÜðïéï u v x, f [Nu] ⊆ Nv, Üñáv ∈ S(u) êáé åßôå áìÝóùò v v �(u), áí ç ôéìÞ �(u) ïñßæåôáé ìå ôçí Ðåñßðôùóç 2,Þ õðÜñ÷åé êÜðïéá åðÝêôáóç u′ ôïõ u, ìå lh(u′) = lh(v) êáé ôÝôïéá þóôå v = �(u′),óôçí Üëëç ðåñßðôùóç. aÇ (10-15) äßíåé Ýíáí õðïëïãéóôéêü ÷áñáêôçñéóìü ôçò óõíÝ÷åéáò: ç óõíÜñôçóç�(u) óôéò ëÝîåéò ìáò äßíåé ïëïÝíá êáëýôåñåò ðñïóåããßóåéò �(u) v f(x) ôçò ôéìÞòôçò f , êáèþò ôçí ôñïöïäïôïýìå ìå äéáäï÷éêÜ áêñéâÝóôåñåò ðñïóåããßóåéò u v xôçò ìåôáâëçôÞò ôçò. Ìå ôéò Ýííïéåò ôïõ Êåöáëáßïõ 6, ìðïñïýìå íá äþóïõìåáõóôçñÞ êáé êïìøÞ äéáôýðùóç áõôÞò ôçò éäÝáò.
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ÊåöÜëáéï 10. Ï ÷þñïò Baire 15910.16. Ðüñéóìá. Ç óõíÜñôçóç f : N → N åßíáé óõíå÷Þò áí êáé ìüíïí áíåßíáé ï ðåñéïñéóìüò óôï N êÜðïéáò ìïíïôïíéêÞò, óõíå÷ïýò áðåéêüíéóçò� : (N * N)→ (N * N)óôïí åðáãùãéêü ÷þñï (N * N). Óýìöùíá ìå ôïí Ïñéóìü 6.22, ç ìïíïôïíéêÞáðåéêüíéóç � : (N * N)→ (N→ N) åßíáé óõíå÷Þò áí éêáíïðïéåß ôçí éóïäõíáìßá�(x)(i) = w ⇐⇒ (∃u ∈ N∗)[u v x&�(u)(i) = w]:×ñçóéìïðïéïýìå åäþ ôï ãåãïíüò üôé ï N åßíáé õðïóýíïëï ôïõ (N * N), ðïõáðïôåëåßôáé áêñéâþò áðü üëá ôá ìåãéóôéêÜ ôïõ óçìåßá· ç âáóéêÞ ðáñáôÞñçóçåßíáé ç äéÜóðáóç
(N * N) = N∗ ∪ N ; N∗ ∩ N = ∅: (10-16)Áðüäåéîç. Áí ç f : N → N åßíáé óõíå÷Þò, õðïèÝôïõìå üôé ç � ôçí õðïëï-ãßæåé üðùò óôï Èåþñçìá, êáé èÝôïõìå (åðß ëÝîåé)� = � ∪ f;äçëáäÞ �(u) = �(u) ãéá u ∈ N∗ êáé �(x) = f(x) ãéá x ∈ N . Ç óõíÝ÷åéá ôçò �åßíáé ðñïöáíÞò êáé ôï áíôßóôñïöï ðïëý åýêïëï. a10.17. ¢óêçóç. Äåßîå ôï £åýêïëï áíôßóôñïöï¤, äçëáäÞ üôé áí ç f : N → Nåßíáé ï ðåñéïñéóìüò óôïí N êÜðïéáò óõíå÷ïýò áðåéêüíéóçò� : (N * N)→ (N * N);ôüôå ç f åßíáé óõíå÷Þò.Ôï Ðüñéóìá ìáò åðéôñÝðåé íá áíáãíùñßæïõìå áìÝóùò ôç óõíÝ÷åéá óõãêåêñé-ìÝíùí óõíáñôÞóåùí óôï ÷þñï Baire, ìå ôï ìÜôé, ðáñáôçñþíôáò üôé êÜèå øçößïf(x)(i) ôçò ôéìÞò f(x) ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß ìå ÷ñÞóç ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõòôéìþí ôïõ x. ¼ðùò êáé óôï ÊåöÜëáéï 6, ç áíáöïñÜ óå êÜðïéá £ðñïöáíþò óõ-íå÷Þ¤ óõíÜñôçóç ÷ùñßò áðüäåéîç ôçò óõíÝ÷åéáò õðáéíßóóåôáé åðßêëçóç áõôïý ôïõáðïôåëÝóìáôïò.10.18. Ïñéóìüò. ¸íá óçìåéïóýíïëï K ⊆ N åßíáé óõìðáãÝò (compact) áíK = [T ] üðïõ T äÝíôñï ðåðåñáóìÝíçò äéáêëÜäùóçò óôï N. ¸ðåôáé üôé êÜèåóõìðáãÝò óçìåéïóýíïëï åßíáé êëåéóôü, êáé ôï C åßíáé óõìðáãÝò.Ìåñéêïß èá ðáñáîåíåõôïýí ì' áõôüí ôïí ïñéóìü ôçò óõìðáãßáò ãéá óçìåéïóý-íïëá, áöïý õðÜñ÷åé ãíùóôüò, êëáóéêüò ïñéóìüò óõìðáãßáò óå ãåíéêïýò ôïðï-ëïãéêïýò ÷þñïò, óýìöùíá ìå ôïí ïðïßï ôï 10.18 åßíáé èåþñçìá. ×ùñßò ó÷üëéïêÜíáìå ôï ßäéï êáé ìå ôçí £ôåëåéüôçôá¤, ðïõ êé áõôÞ åßíáé ãåíéêÞ, ôïðïëïãéêÞÝííïéá. Åäþ åíäéáöåñüìáóôå óôéò óõíäõáóôéêÝò éäéüôçôåò áõôþí ôùí óçìåéïóõ-íüëùí ðïõ åßíáé åéäéêÝò ãéá ôï ÷þñï Baire, êáé èá áöÞóïõìå ôïõò ôïðïëïãéêïýò÷áñáêôçñéóìïýò ôïõò ãéá ðñïâëÞìáôá, x10.17 êáé x10.21.10.19. Ðñüôáóç. (1) Ç åéêüíá f [K] óõìðáãïýò óçìåéïóõíüëïõ K áðü óõíå÷ÞóõíÜñôçóç f : N → N åßíáé óõìðáãÞò.(2) Ç åéêüíá f [K] óõìðáãïýò êáé ôÝëåéïõ óçìåéïóõíüëïõ K áðü óõíå÷Þ ìï-íïìïñöéóìü f : N � N åßíáé óõìðáãÞò êáé ôÝëåéá.
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160 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÁðüäåéîç. (1) ¸óôù K = [T ] üðïõ ôï T åßíáé ðåðåñáóìÝíçò äéáêëÜäùóçòêáé ç � õðïëïãßæåé ôçí f óýìöùíá ìå ôçí (10-15), êáé ÝóôùS = T f [K] = {v | (∃x ∈ K)[v v f(x)]}ôï äÝíôñï üëùí ôùí áñ÷éêþí ôìçìÜôùí ôçò åéêüíáò f [K]. Áñêåß íá äåßîïõìåüôé ôï S åßíáé äÝíôñï ðåðåñáóìÝíçò äéáêëÜäùóçò êáé f [K] = [S].¸óôù v ∈ S. ÈÝôïõìåB =ïñ {u ∈ T | v v �(u) ∨ v | �(u)};êáé õðïèÝôïõìå üôé x ∈ [T ]. Áí v | f(x), ôüôå õðÜñ÷åé öõóéêüò áñéèìüò n, ôÝôïéïòþóôå v | �(x(n)), Üñá x(n) ∈ B· êáé áí v v f(x), ôüôå ãéá êÜðïéï n, v v �(x(n)),ïðüôå ðÜëé x(n) ∈ B. ¢ñá ôï B åßíáé öñÜ÷ôçò ôïõ T , êáé áðü ôï ÈåþñçìáÂåíôÜëéáò 9.9 ðñÝðåé íá Ý÷åé ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëïB0 = {u0; : : : ; un} ⊆ Bðïõ åðßóçò åßíáé öñÜ÷ôçò. Ðñïêýðôåé üôé ãéá êÜèå x ∈ K ôÝôïéï þóôå v v f(x),õðÜñ÷åé êÜðïéï ui ðïõ éêáíïðïéåß ôçí v v �(ui) v f(x), êáé åðïìÝíùò êÜèåðáéäß ôïõ v óôï S åßíáé áñ÷éêü ôìÞìá åíüò áðü ôá �(ui), êáé ï áñéèìüò ôïõòåßíáé ðåðåñáóìÝíïò.Ðñïöáíþò, f [K] ⊆ [S]. Ãéá íá äåßîïõìå üôé [S] ⊆ f [K], äå÷üìáóôå (ðñïòáðáãùãÞ óå Üôïðï) üôé õðÜñ÷åé êÜðïéï y ∈ [S] \ f [K] êáé èÝôïõìåB =ïñ {u ∈ T | �(u) | y}:Ôþñá ôï B åßíáé öñÜ÷ôçò ôïõ T , åðåéäÞ ï ìüíïò ôñüðïò ãéá íá åßíáé ôï �(x(n))óõìâáôü ìå ôï y ãéá êÜèå n åßíáé íá éó÷ýåé ç f(x) = y. Áðü ôï ÈåþñçìáÂåíôÜëéáò, õðÜñ÷åé ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëïB0 = {u0; : : : ; un} ⊆ Bðïõ åðßóçò åßíáé öñÜ÷ôçò ôïõ T . ÈÝôïõìåk = max{lh(�(ui)) | i ≤ n}+ 1;êáé åðéëÝãïõìå êÜðïéï x ∈ [T ] ôÝôïéï þóôå y(k) ⊆ f(x), ðïõ ðñÝðåé íá õðÜñ÷åéåðåéäÞ y ∈ [S], Ýôóé ðïõ ôï y åðéäÝ÷åôáé ïóïäÞðïôå áêñéâåßò ðñïóåããßóåéò áðüìÝëç ôçò åéêüíáò ôçò f . Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ui v x ãéá êÜðïéï i, åðåéäÞ ôïB0 åßíáé öñÜ÷ôçò· Üñá �(ui) v f(x) åðåéäÞ ç � õðïëïãßæåé ôçí f · Üñá ôá �(ui)êáé y(k) åßíáé áñ÷éêÜ ôìÞìáôá ôïõ f(x), êáé åðïìÝíùò óõìâáôÜ· êáé åðåéäÞ ïêüìâïò �(ui) Ý÷åé ìéêñüôåñï ìÞêïò ôïõ y(k), ðñÝðåé íá éó÷ýåé ç �(ui) v y, ðïõôåëéêÜ áíôéôßèåôáé óôïí ïñéóìü ôïõ B.(2) Ìå ôïí ßäéï óõìâïëéóìü ôïõ (1) êáé ôçí åðéðñüóèåôç õðüèåóç, Ýóôù v ∈ S,Ýôóé ðïõ ãéá êÜðïéï u ∈ T , v v �(u). Áöïý ôï T åßíáé äéáóðþìåíï, õðÜñ÷ïõíäéáöïñåôéêÜ óçìåßá x1; x2 ∈ K ∩ Nu;êáé áöïý ç � õðïëïãßæåé ôçí f ,�(u) v f(x1); �(u) v f(x2): (10-17)
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ÊåöÜëáéï 10. Ï ÷þñïò Baire 161ÁëëÜ f(x1) 6= f(x2), åðåéäÞ ç f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, Üñá õðÜñ÷ïõí áóõìâßâá-óôá v1 v f(x1) êáé v2 v f(x2) ðïõ åðåêôåßíïõí ôï �(u) áðü ôçí (10-17), êáéáõôÜ äéáóðïýí ôçí �(u), Üñá êáé ôï ìéêñüôåñï v v �(u) óôï S. a10.20. Èåþñçìá ÔÝëåéïõ Óõíüëïõ (Perfect Set Theorem, Suslin, 1916).ÊÜèå áíáðáñßèìçôï áíáëõôéêü óçìåéïóýíïëï Ý÷åé ìç êåíü, ôÝëåéï õðïóýíïëï.Áðüäåéîç. ¸óôù A = f [N∗] áíáðáñßèìçôï óýíïëï, äÝîïõ üôé ç � õðïëïãßæåéôçí f , êáé èÝóå T =ïñ {u ∈ N∗ | |f [Nu]| >c ℵ0}: (10-18)Ðñïöáíþò ôï T åßíáé ìç êåíü äÝíôñï.ËÞììá. Ôï äÝíôñï T åßíáé � -äéáóðþìåíï, äçëáäÞ ãéá êÜèå u ∈ T , õðÜñ÷ïõíu1; u2 ∈ T ôÝôïéá þóôåu v u1; u v u2; �(u1) | �(u2):Áðüäåéîç. Ãéá êÜèå u ∈ T êáé êÜèå óôáèåñü x ∈ Nu,f [Nu] = {f(x)} ∪ ⋃ {f [Nu′ ] | �(u′) | f(x)} (10-19)åðåéäÞ f(y) 6= f(x)=⇒ �(u′) v f(y) ãéá êÜðïéï u′ ôÝôïéï þóôå ç �(u′) íá åßíáéáóýìâáôç ìå ôï f(x). Áí ôï ËÞììá äåí áëçèåýåé ãéá ôï u, ôüôåu v u′ ∈ T =⇒ �(u′) v f(x)·Ýôóé ðïõ êÜèå åéêüíá f [Nu′ ] ìå �(u′) | f(x) óôçí (10-19) áíáöÝñåôáé óå êÜðïéïu′ =∈ T êáé åßíáé áðáñéèìçôÞ, êáé õðÜñ÷ïõí ìïíÜ÷á áðáñéèìçôÝò ôï ðëÞèïò åðé-ëïãÝò ãéá ôï u′. ¢ñá ç åéêüíá f [Nu] åßíáé Ýíùóç åíüò ìïíïóõíüëïõ êáé ìéáòáðáñéèìçôÞò ïéêïãÝíåéáò áðáñéèìçôþí óõíüëùí, êáé åðïìÝíùò åßíáé áðáñéèìçôÞ,åíÜíôéá óôçí õðüèåóç. a (ËÞììá)¼ðùò óôï 10.10, åðéëÝãïõìå ôþñá óõíáñôÞóåéòl : T → T; r : T → Tðïõ öáíåñþíïõí üôé ôï T åßíáé � -äéáóðþìåíï, äçëáäÞ ãéá êÜèå u ∈ T ,u v l(u); u v r(u); �(l(u)) | �(r(u));êáé ïñßæïõìå ìå åðßêëçóç ôïõ ÈåùñÞìáôïò ÁíáäñïìÞò ãéá ËÝîåéò 5.33 ìéá óõ-íÜñôçóç � : {0; 1}∗ * Táðü ôï äÝíôñï ôùí äõáäéêþí ëÝîåùí óôï T ðïõ éêáíïðïéåß ôéò åîéóþóåéò�(∅) = ∅; �(u ?〈0〉) = l(�(u)); �(u ?〈1〉) = r(�(u));êáé áõôÞ ç � åßíáé (áðáñáßôçôá) ìïíïôïíéêÞ. Ç êñßóéìç éäéüôçôÜ ôçò åßíáé üôéáíôéóôïé÷ßæåé áóõìâßâáóôåò äõáäéêÝò ëÝîåéò óå � -áóõìâßâáóôåò ëÝîåéò,u | v=⇒ �(�(u)) | �(�(v)); (10-20)êÜôé ðïõ åðáëçèåýåôáé áêñéâþò üðùò åðáëçèåýôçêå ç (10-11) óôçí áðüäåéîç ôïõ10.10. Åðßóçò, ç � õðïëïãßæåé ìéá óõíå÷Þ g : C → N ,g(x) = sup {�(u) | u v x};
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162 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáêáé ðñïöáíþò g[C] ⊆ [T ]: (10-21)Èåùñïýìå ôþñá ôç óýíèåóç h = fg ôçò äïóìÝíçò f êáé áõôÞò ôçò g, ðïõ õðï-ëïãßæåôáé áðü ôç óýíèåóç ôùí � êáé �:h(x) = sup {�(�(u)) | u v x}:Ç h åßíáé óõíå÷Þò ìïíïìïñöéóìüò áðü ôï (10-20), Üñá ç åéêüíá ôçò h[C] = fg[C]åßíáé óõìðáãÞò êáé ôÝëåéá áðü ôï 10.19, êáé åßíáé õðïóýíïëï ôïõ f [T ] ⊆ A áðüôç (10-21). aÔï áðïôÝëåóìá äåí óçìáßíåé ôßðïôá âÝâáéá, ìÝ÷ñéò üôïõ äåßîïõìå üôé õðÜñ÷ïõíðÜìðïëëá áíáëõôéêÜ óýíïëá.10.21. ËÞììá. ÊÜèå êëåéóôü óçìåéïóýíïëï åßíáé áíáëõôéêü.Áðüäåéîç. ¸óôù T = TF üðùò óôï (10-8) ãéá ôï äïóìÝíï êëåéóôü óýíïëïF 6= ∅, Ýôóé þóôå ðÝñá áðü ôï F = [T ] ãíùñßæïõìå åðßóçò üôé êÜèå ëÝîç óôï TÝ÷åé åðÝêôáóç, äåí õðÜñ÷ïõí ôåñìáôéêïß êüìâïé. Ìðïñïýìå ëïéðüí íá ïñßóïõìåìéá óõíÜñôçóç l : T → T ôÝôïéá þóôåu ∈ T =⇒u v l(u) & lh(l(u)) = lh(u) + 1:¸óôù rtail(u) =ïñ u�[0; lh(u)− 1) (lh(u) > 0) (10-22)ç ìåñéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ áöáéñåß áðü êÜèå ìç êåíÞ ëÝîç ôï ôåëåõôáßï ôçò øçößï.Áðü ôï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò ãéá ËÝîåéò 5.33, õðÜñ÷åé óõíÜñôçóç � : N∗ * TôÝôïéá þóôå �(u) =

{ u; áí u ∈ T;l(�(rtail(u))); áí u =∈ T;ðïõ åßíáé (åýêïëá) ðñïâïëÞ ôïõ N∗ åðß ôïõ T , äçëáäÞ åßíáé ïëéêÞ, óÝâåôáé ôá ìÞêçêáé óõìöùíåß ìå ôçí ôáõôïôéêÞ óôï T . Áð' áõôÜ ðñïêýðôåé üôé ç � õðïëïãßæåéêÜðïéá óõíÜñôçóç f : N →→ [T ]. a10.22. ËÞììá. ÊÜèå óõíå÷Þò åéêüíá áíáëõôéêïý óçìåéïóõíüëïõ åßíáé áíáëõ-ôéêÞ.Áðüäåéîç. Áí A = f [B] êáé B = g[N ], ôüôå A = fg[N ], êáé ç óýíèåóç fgåßíáé óõíå÷Þò. a10.23. ËÞììá. Áí f; g : N → N åßíáé óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò, ôüôå ôï óýíïëïE = {x | f(x) = g(x)}ôùí óçìåßùí óôá ïðïßá óõìöùíïýí åßíáé êëåéóôü.Áðüäåéîç. ÅðåéäÞ äéáöïñåôéêÜ óçìåßá Ý÷ïõí áóõìâßâáóôåò ðñïóåããßóåéò,x =∈ E ⇐⇒ f(x) 6= g(x)
⇐⇒ (∃u; v)[f(x) ∈ Nu & g(x) ∈ Nv & u | v];
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ÊåöÜëáéï 10. Ï ÷þñïò Baire 163ðïõ óçìáßíåé üôé cE =
⋃ {f−1[Nu] ∩ g−1[Nv ] | u | v};Ýôóé þóôå ôï cE åßíáé Ýíùóç áíïéêôþí óõíüëùí êáé åðïìÝíùò áíïéêôü. a10.24. Èåþñçìá. ÁðáñéèìçôÝò åíþóåéò êáé áðáñéèìçôÝò ôïìÝò áíáëõôéêþí óç-ìåéïóõíüëùí åßíáé åðßóçò áíáëõôéêÝò.Áðüäåéîç. ¸óôù An = fn[N ] ìå êÜèå fn óõíå÷Þ, êáé üñéóå ðñþôá ôçíf : N → N ìå ôïí ôýðï f(z) = fz(0)(tail(z));üðïõ tail(z) =ïñ (i 7→ z(i+ 1)) = (z(1); z(2); : : : )åßíáé ç óõíÜñôçóç ðïõ áðïêåöáëßæåé óçìåßá. Ðñïöáíþò ç f åßíáé óõíå÷Þò: åðåéäÞêÜèå f(z)(i) ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß áðü ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò ôéìþí ôïõ z, èÝôï-íôáò ðñþôá n = z(0) êáé ìåôÜ ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ôéìþíôïõ tail(z) ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò fn(tail(z)). Åðßóçò:y ∈ ⋃ nfn[N ] ⇐⇒ (∃n ∈ N; x ∈ N )[y = fn(x)]
⇐⇒ (∃z ∈ N )[y = fz(0)(tail(z))]ìå z(0) = n; tail(z) = x
⇐⇒ (∃z ∈ N )[y = f(z)];Üñá ⋃ nAn = f [N ] êáé ç Ýíùóç ôùí An åßíáé áíáëõôéêü óýíïëï.Ôï ïõóéáóôéêü óôïé÷åßï áõôïý ôïõ õðïëïãéóìïý Þôáí üôé ç áðåéêüíéóçz 7→ (z(0); tail(z))åßíáé åðéìïñöéóìüò ôïõ N óôï N × N|ðñÜãìáôé áíôéóôïé÷ßá| ìå óõíå÷åßòóõíôåôáãìÝíåò. Ãéá íá äåßîïõìå üôé ç ôïìÞ ⋂ nAn åßíáé áíáëõôéêÞ, ÷ñåéáæüìáóôåÝíáí áíÜëïãï åðéìïñöéóìü � : N →→ (N→ N )ôïõ N åðß ôïõ óõíüëïõ ôùí Üðåéñùí áêïëïõèéþí áðü óçìåßá. Ãéá ôçí êáôáóêåõÞìéáò ôÝôïéáò �, ðñïóäéïñßæïõìå êÜðïéá óõãêåêñéìÝíç áíôéóôïé÷ßá � : N×N�→ Nêáé èÝôïõìå �n(z) = (i 7→ z(�(n; i))): (10-23)ÊÜèå �n : N → N åßíáé ðñïöáíþò óõíå÷Þò, êáé ãéá êÜèå Üðåéñç áêïëïõèßá

{xn}n∈N óçìåßùí ìðïñïýìå íá âñïýìå êÜðïéï z ôÝôïéï þóôåz(�(n; i)) = xn(i) (n; i ∈ N)·áð' áõôü óõíÜãåôáé üôé �n(z) = xn (n ∈ N)·ìå Üëëá ëüãéá, ç áíôéóôïé÷ßá �(z) = (n 7→ �n(z))
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164 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáåßíáé åðéìïñöéóìüò. Áðü ôï ACN ôþñá,y ∈ ⋂ nAn ⇐⇒ (∀n)(∃x)[y = fn(x)]
⇐⇒ (∃{xn}n∈N)(∀n)[y = fn(xn)]
⇐⇒ (∃z ∈ N )(∀n)[y = fn(�n(z))]
⇐⇒ (∃z ∈ N )[(∀n)[fn(�n(z)) = f0(�0(z))]

& y = f0(�0(z))]: (10-24)
Ãéá êÜèå n, ôï óýíïëïBn = {z ∈ N | fn(�n(z)) = f0(�0(z))}åßíáé êëåéóôü áðü ôï 10.23, Üñá ç ôïìÞB =

⋂ nBnåßíáé åðßóçò êëåéóôÞ. ÁëëÜ áðü ôçí (10-24),
⋂ nAn = f0�0[B];ðïõ óçìáßíåé üôé ç ôïìÞ ôùí An åßíáé áíáëõôéêÞ. a10.25. Ïñéóìüò. Ç ïéêïãÝíåéá B(X) ôùí óõíüëùí Borel ôïðïëïãéêïý ÷þñïõX åßíáé ç åëÜ÷éóôç ïéêïãÝíåéá õðïóõíüëùí ôïõ X ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá áíïéêôÜ óý-íïëá êáé åßíáé �-ðåäßï, äçëáäÞ åßíáé êëåéóôÞ ãéá áðáñéèìçôÝò åíþóåéò êáé ôçíðñÜîç ôïõ óõìðëçñþìáôïò:

(∀n)[An ∈ B(X)] =⇒ ⋃ nAn ∈ B(X);A ∈ B(X) =⇒ cA ∈ B(X):Êõñßùò åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôï ÷þñï Baire âÝâáéá,
B =ïñ B(N ) = ç ïéêïãÝíåéá ôùí Borel óçìåéïóõíüëùí:10.26. ¢óêçóç. Äåßîå üôé ï ïñéóìüò Ý÷åé íüçìá, äçëáäÞ ç ôïìÞ

B(X) =
⋂ {E | G ⊆ E

& (∀{An}n ⊆ E)[⋃ nAn ∈ E ]
& (∀A ∈ E)[cA ∈ E ]}åßíáé �-ðåäßï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá áíïéêôÜ, êáé åðïìÝíùò ôï åëÜ÷éóôï ôÝôïéï �-ðåäßï.10.27. ¢óêçóç. Áí {An} áêïëïõèßá áðü óýíïëá Borel, ôüôå ç ôïìÞ ⋂ nAnåßíáé åðßóçò Borel.10.28. Ðüñéóìá. ÊÜèå Borel óçìåéïóýíïëï åßíáé áíáëõôéêü (Suslin) êáé åðï-ìÝíùò Ý÷åé ôçí éäéüôçôá P (Alexandro�, Hausdor�).Áðüäåéîç. ¸óôù CA = {A ⊆ N | cA ∈ A} (10-25)ç ïéêïãÝíåéá ôùí áíáëõôéêþí óõìðëçñùìÜôùí. Ç ïéêïãÝíåéá A ∩ CA ôùíóçìåéïóõíüëùí ðïõ åßíáé áíáëõôéêÜ êáé ðïõ Ý÷ïõí áíáëõôéêü óõìðëÞñùìá åßíáé
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ÊåöÜëáéï 10. Ï ÷þñïò Baire 165
A BC

ÄéÜãñáììá 10.2. Ôï C äéá÷ùñßæåé ôï A áðü ôï B.�-ðåäßï, áöïý åî ïñéóìïý åßíáé êëåéóôÞ ãéá ôïí ôåëåóôÞ ôïõ óõìðëçñþìáôïò,êáé áí êÜèå An ∈ A ∩ CA, ôüôå ôï ⋃ nAn êáé åðßóçò ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõc(⋃ nAn) =
⋂ ncAnåßíáé áíáëõôéêÜ áðü ôï èåþñçìá. Åðßóçò, êÜèå áíïéêôü óýíïëïG =

⋃ n{Nu | Nu ⊆ G}åßíáé áðáñéèìçôÞ Ýíùóç ãåéôïíéþí, åðïìÝíùò áíáëõôéêü, áëëÜ êáé ìå áíáëõôéêüóõìðëÞñùìá áðü ôï 10.21. ÓõíåðÜãåôáé üôé ç A∩CA åßíáé �-ðåäßï ðïõ ðåñéÝ÷åéüëá ôá áíïéêôÜ óçìåéïóýíïëá, êáé åðïìÝíùò ðåñéÝ÷åé üëá ôá óýíïëá Borel. aÓôá åðüìåíá äýï èåùñÞìáôá äéáóáöçíßæïõìå ôç ó÷Ýóç áíÜìåóá óôá áíáëõôéêÜêáé óôá Borel óçìåéïóýíïëá.Ôï óçìåéïóýíïëï C ⊆ N äéá÷ùñßæåé ôï óçìåéïóýíïëï A áðü ôï óçìåéïóýíïëïB, áí A ⊆ C; C ∩B = ∅:Ðñüóåîå üôé áí ôï C äéá÷ùñßæåé ôï A áðü ôï B, ôüôå A ∩B = ∅.10.29. ËÞììá. (1) ¸óôù {Ai} êáé {Bj} äýï áêïëïõèßåò óçìåéïóõíüëùí êáéãéá üëá ôá i êáé j, ôï Cij äéá÷ùñßæåé ôï Ai áðü ôï Bj. Ôüôå ôï óýíïëïC =
⋃ i⋂ jCij äéá÷ùñßæåé ôï ⋃ iAi áðü ôï ⋃ jBj, äçëáäÞ

⋃ iAi ⊆ ⋃ i⋂ jCij ; (
⋃ i⋂ jCij) ∩⋃ jBj = ∅: (10-26)(2) Áí ôá {Ai} êáé {Bj} åßíáé äýï áêïëïõèßåò óçìåéïóõíüëùí êáé äåí õðÜñ÷åéóýíïëï Borel ðïõ íá äéá÷ùñßæåé ôï A =
⋃ iAi áðü ôï B =

⋃ jBj, ôüôå õðÜñ÷ïõíäýï áñéèìïß i0 êáé j0 þóôå êáíÝíá óýíïëï Borel íá ìç äéá÷ùñßæåé ôï Ai0 áðüôï Bj0 .Áðüäåéîç. (1) Óôáèåñïðïéïýìå êÜðïéï i· ôþñá ãéá üëá ôá j, áðü ôçí õðü-èåóç, Ai ⊆ Cij , êáé Ýôóé Ai ⊆ ⋂ jCij :ÐñïêáôáñôêôéêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜôç ëÜèç, ÌÜñôéïò 2007



166 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÐáßñíïíôáò åíþóåéò êáé óôéò äýï ìåñéÝò, Ý÷ïõìåA =
⋃ iAi ⊆ ⋃ i⋂ jCij ;ðïõ åßíáé êáé ç ðñþôç ó÷Ýóç ðïõ ÷ñåéáæüìáóôå. Ãéá ôç äÝõôåñç, ðáñáôçñïýìåüôé ç õðüèåóç Bj ∩ Cij = ∅, ïõóéáóôéêÜ óçìáßíåé üôéBj ⊆ cCij (cCij = N \ Cij)·êáé Ýôóé, óôáèåñïðïéþíôáò ôï i êáé ðáßñíïíôáò ðÜëé åíþóåéò, Ý÷ïõìåB =
⋃ jBj ⊆ ⋃ jCij ;ôï ïðïßï ìå ôç óåéñÜ ôïõ, áöïý ôï i Þôáí ôõ÷áßï, óõíåðÜãåôáé üôéB ⊆ ⋂ i⋃ jcCij :Ôþñá áðü ôï Ðñüâëçìá x1.3 (De Morgan's laws) Ý÷ïõìå

⋂ i⋃ jcCij = c(⋃ i⋂ jCij);êáé ôåëéêÜ B ∩ (
⋃ i⋂ jCij) = ∅, áõôü ðïõ èÝëáìå.(2) Ìå áðáãùãÞ óå Üôïðï, Ýõêïëá: äéüôé áí õðÞñ÷å êÜðïéï óýíïëï Borel Cijðïõ íá äéá÷þñéæå ôï Ai áðü ôï Bj , ôüôå ôï ⋃ i⋂ jCij èá äéá÷þñéæå ôï A áðü ôïB|üìùò åßíáé óýíïëï Borel. a10.30. Ôï Èåþñçìá Äéá÷ùñéóìïý (The Seperation Theorem, Lusin) Áí ôáA;B ⊆ N åßíáé áíáëõôéêÜ óçìåéïóýíïëá êáé A∩B = ∅, ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá Borelóçìåéïóýíïëï C ðïõ äéá÷ùñßæåé ôï A áðü ôï B.Áðüäåéîç. ÈÝôïõìå A = f [N ] êáé B = g[N ], üðïõ ïé f êáé g åßíáé óõíå÷åßòóõíáñôÞóåéò ïé ïðïßåò áðü ôï Èåþñçìá 10.15 õðïëïãßæïíôáé áðü äïóìÝíåò,ìïíïôïíéêÝò óõíáñôÞóåéò ëÝîåùí �; � : N∗ → N∗,f(x) = limn �(x(n)); g(y) = limn �(y(n)):Ãéá üëåò ôéò ëÝîåéò u êáé v, èÝôïõìåAu = f [Nu] = {f(x) | u v x}; Bv = g[Nv ] = {g(y) | v v y};êáé ôþñá, ôï üôé ç � õðïëïãßæåé ôçí f êáé ç � ôçí g, óçìáßíåé üôéAu ⊆ N�(u); Bv ⊆ N�(v): (10-27)Åðßóçò Ý÷ïõìå A∅ = A, B∅ = B, êáé, åýêïëá, ãéá üëá ôá u, v,Au =

⋃ iAu?〈i〉; Bv =
⋃ jBv ?〈j〉: (10-28)ÕðïèÝôïõìå ðñïò áðáãùãÞ óå Üôïðï üôé äåí õðÜñ÷åé óýíïëï Borel ðïõ íáäéá÷ùñßæåé ôï A áðü ôï B, êáé åöáñìüæïõìå åðáíåéëçììÝíá ôï ËÞììá 10.29,÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç (10-28): áöïý äåí õðÜñ÷åé óýíïëï Borel ðïõ íá äéá÷ùñß-æåé ôï A = A∅ áðü ôï B = B∅, õðÜñ÷ïõí áñéèìïß i0, j0 ôÝôïéïé ðïõ êáíÝíáóýíïëï Borel äåí äéá÷ùñßæåé ôï A〈i0〉 áðü ôï B〈j0〉· Üñá ëïéðüí, õðÜñ÷ïõí i1,
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ÊåöÜëáéï 10. Ï ÷þñïò Baire 167j1 ôÝôïéïé ðïõ êáíÝíá óýíïëï Borel äåí äéá÷ùñßæåé ôï A〈i0;i1〉 áðü ôï B〈j0;j1〉·ê.ï.ê. ÁõóôçñÜ, ÷ùñßò £ê.ï.ê.¤, ïñßæïõìå áíáäñïìéêÜ äýï áêïëïõèßåò áñéèìþíx = (i0; i1; : : : ); y = (j0; j1; : : : ) ∈ NôÝôïéïõò ðïõ ãéá üëá ôá n, êáíÝíá óýíïëï Borel äå äéá÷ùñßæåé ôï Ax(n) áðü ôïBy(n). Áõôü óçìáßíåé üôé,ãéá êÜèå n;N�(x(n)) ∩N�(y(n)) 6= ∅; (10-29)áöïý äéáöïñåôéêÜ ôïN�(x(n)) èá äéá÷þñéæå ôïAx(n) áðü ôïBy(n), áðü ôç (10-27)·êáé, ôåëéêÜ, ç (10-29) ìáò äßíåé Üìåóá üôéf(x) = g(y) ∈ ⋂ n(

N�(x(n)) ∩ N�(y(n))

);åíÜíôéá óôçí õðüèåóç, üôé A ∩B = ∅. a10.31. Ôï Èåþñçìá ôïõ Suslin. Ôï óçìåéïóýíïëï A ⊆ N åßíáé Borel áí êáéìüíïí áí êáé ôï A êáé ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ cA åßíáé áíáëõôéêÜ.Áðüäåéîç ãéá ôç ìç ôåôñéììÝíç êáôåýèõíóç Ý÷ïõìå Üìåóá, áñêåß íá åöáñ-ìüóïõìå ôï Èåþñçìá Äéá÷ùñéóìïý óôá A êáé cA. aÏ Suslin åéóÞãáãå ôá áíáëõôéêÜ óçìåéïóýíïëá ôï 1917 êáé áðÝäåéîå ðëçèþñáèåùñçìÜôùí ãé' áõôÜ, áíÜìåóÜ ôïõò ôï Èåþñçìá ÔÝëåéïõ Óõíüëïõ 10.20, ôïäéÜóçìï ÷áñáêôçñéóìüò ôïõ 10.31, êáé ôï üôé õðÜñ÷ïõí áíáëõôéêÜ óçìåéïóýíïëáðïõ äåí åßíáé Borel, êÜôé ðïõ äå èá áðïäåßîïõìå åäþ.26 Ôá óýíïëá Borel åß÷áíåéóá÷èåß ðåñéóóüôåñï áðü äÝêá ÷ñüíéá ðñéí áðü ôïí Borel êáé ôïí Lebesgue êáéÞôáí ç êñßóéìç Ýííïéá óôçí áíÜðôõîç ôçò èåùñßáò ôïõ ïëïêëçñþìáôïò Lebesgue,ìéá áðü ôéò ÷áñáêôçñéóôéêÝò åðéôõ÷ßåò ôçò ÁíÜëõóçò ôïõ 19ïõ áéþíá. Óôç èåù-ñßá ïëïêëÞñùóçò êÜèå £åíäéáöÝñïí¤ óçìåéïóýíïëï åßíáé ó÷åäüí ßóï ìå êÜðïéïóýíïëï Borel, ì' Ýíáí áõóôçñü ïñéóìü ôïõ £ó÷åäüí ßóïõ¤ ðïõ ìáò åðéôñÝðåé íáìåëåôÞóïõìå ôç èåùñßá (êáé ôéò ðéï óçìáíôéêÝò åöáñìïãÝò ôçò, üðùò ôç Èåù-ñßá ÐéèáíïôÞôùí) óáí üëá ôá óçìåéïóýíïëá íá Þôáí Borel. Ãé' áõôü ôï ëüãïåßíáé óçìáíôéêÞ ç åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ ÐñïâëÞìáôïò ôïõ Óõíå÷ïýò ãéá ôá óý-íïëá Borel, ðïõ áðïäåß÷ôçêå ôáõôü÷ñïíá êáé áíåîÜñôçôá áðü ôïõò Alexandro�êáé Haussdor� ôï 1916, ëßãï ðñéí áðïäåßîåé ï Suslin ôï ãåíéêüôåñï ÈåþñçìáÔÝëåéïõ Óõíüëïõ 10.20.Ç ïéêïãÝíåéá ôùí áíáëõôéêþí óçìåéïóõíüëùí áðïôåëåß ðïëý ìéêñü ìÝñïò ôïõäõíáìïóõíüëïõ ôïõ N , Ðñüâëçìá x10.9. Èá ìðïñïýóå üìùò íá åëðßóåé êáíåßòüôé ç ìÝèïäïò ðïõ ëýíåé ôï Ðñüâëçìá ôïõ Óõíå÷ïýò ãé' áõôÜ ìðïñåß íá ãåíéêåõôåßêáé íá ïäçãÞóåé óå áðüäåéîç ôçò Õðüèåóçò ôïõ Óõíå÷ïýò, áëëÜ áõôü äåí åßíáéåöéêôü.
26Ç ìåëÝôç ôùí áíáëõôéêþí êáé ôùí Borel óçìåéïóõíüëùí åßíáé ç êáñäéÜ ôçò ÐåñéãñáöéêÞòÈåùñßáò Óõíüëùí, åíüò áðü ôïõò ùñáéüôåñïõò êëÜäïõò ôïõ èÝìáôüò ìáò ðïõ (äõóôõ÷þò) äåíìðïñïýìå íá êáëýøïõìå ðéï åêôåôáìÝíá ó' áõôÝò ôéò Óçìåéþóåéò.
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168 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá10.32. Èåþñçìá. (AC) ÕðÜñ÷åé óçìåéïóýíïëï A ⊂ N ðïõ åßíáé áíáðáñßè-ìçôï áëëÜ äåí ðåñéÝ÷åé ìç êåíü, ôÝëåéï õðïóýíïëï.Áðüäåéîç. Ôï êëåéäß åßíáé üôé õðÜñ÷ïõí áêñéâþò ôüóá ìç êåíÜ, ôÝëåéá óç-ìåéïóýíïëá üóá êáé óçìåßá ôïõ N :ËÞììá 1. Áí P = {P ⊆ N | P 6= ∅; P ôÝëåéï}, ôüôå |P| =c c.Áðüäåéîç. Ãéá êÜèå y ∈ N , ôï óçìåéïóýíïëïAy = {x | (∀n)[y(n) ≤ x(n)}åßíáé åýêïëá ôÝëåéï, êáé åîßóïõ åýêïëá, y 6= z=⇒Ay 6= Az, Üñá c =c |N | ≤c |P|.Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, êÜèå ôÝëåéï óýíïëï P = [TP ] åßíáé óþìá äÝíôñïõ óôï Nðïõ ôï ðñïóäéïñßæåé, Ýôóé þóôå
|P| ≤c |P(N∗)| =c |P(N)| =c c: a (ËÞììá 1)Êáèïñßæïõìå Ýíá óýíïëï I =c c =c P; (10-30)ð.÷. I = c, êáé áíôéóôïé÷ßåò� 7→ x� ∈ N ; � 7→ P� ∈ P (� ∈ I)ðïõ öáíåñþíïõí ôéò éóïðëçèéêüôçôåò (10-30). Êáèïñßæïõìå åðßóçò ìéá ÜñéóôçäéÜôáîç ≤ ôïõ I. Èá ïñßóïõìå ìå õðåñðåðåñáóìÝíç áíáäñïìÞ óôï (I;≤) ìïíï-ìïñöéóìïýòf� : seg(�)�→ A� ⊂ N ; g� : seg(�)�→ B� ⊂ N (� ∈ I);Ýôóé þóôå íá éó÷ýïõí ôá åîÞò:(1) Áí � ≤ �, ôüôå f� ⊆ f� ; g� ⊆ g� , Ýôóé ðïõ A� ⊆ A� êáé B� ⊆ B� .(2) Ãéá êÜèå � ∈ I, A� ∩B� = ∅.(3) Ãéá êÜèå � ∈ I, BS� ∩ P� 6= ∅, üðïõ S åßíáé ç óõíÜñôçóç ôïõ åðüìåíïõóôïí êáëÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï (I;≤).ËÞììá 2. Áí ïé f�, g� (� ∈ I) éêáíïðïéïýí ôéò (1) { (3), ôüôå ç ÝíùóçA =

⋃�∈IA� =c c;üìùò ôï A äåí ðåñéÝ÷åé ìç êåíü, ôÝëåéï õðïóýíïëï.Áðüäåéîç. Ïé éóïðëçèéêüôçôåò A =c I =c c áêïëïõèïýí áìÝóùò áðü ôçí (1),áöïý
⋃�f� : I �→ A êáé I =c c:Ãéá ôï äåýôåñï éó÷õñéóìü, ç âáóéêÞ ðáñáôÞñçóç åßíáé üôéA ∩B� = ∅ (� ∈ I)·áõôü éó÷ýåé åðåéäÞ áí x ∈ A� ∩ B� , ôüôå ìáæß ìå ôç 
 = max{�; �}, áðü ôçí(1), x ∈ B
 ∩B
 , åíÜíôéá óôç (2). Ôþñá áí ôï P 6= ∅ åßíáé ôÝëåéï, ôüôå P = P�ãéá êÜðïéï � ∈ I, êáé Üñá õðÜñ÷åé êÜðïéï x ∈ P� ∩ BS� êáé x =∈ A, ïðüôåP� 6⊆ A. a (ËÞììá 2)
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ÊåöÜëáéï 10. Ï ÷þñïò Baire 169Ïé óõíèÞêåò (1) { (3) ó÷åäüí áðïôåëïýí ïñéóìü ôùí f�, g�. Åîçãïýìå ðå-ñéëçðôéêÜ ôçí áðüäåéîç ôùí (1) { (3) ìå õðåñðåðåñáóìÝíç åðáãùãÞ, ìáæß ìåôçí ðåñéãñáöÞ ôçò õðåñðåðåñáóìÝíçò áíáäñïìÞò ðïõ ôéò ïñßæåé· ó÷ïëáóôéêÜ èáÝðñåðå íá äþóïõìå îå÷ùñéóôÜ, ðñþôá ôïí ïñéóìü êáé ìåôÜ ôçí áðüäåéîç.(a) Ãéá ôï åëÜ÷éóôï 0 ôïõ I, èÝôïõìå f0 = g0 = ∅.(b) Áí ôï � åßíáé ïñéáêü óçìåßï ôïõ I, èÝôïõìåf� =
⋃�<�f�; g� =

⋃�<�g�:Ïé (1) êáé (2) éó÷ýïõí ôåôñéììÝíá áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, êáé ç (3) äåíáíáêýðôåé ó' áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç.(c) ¸óôù � = S� åðüìåíï óçìåßï óôï I. Áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, ôá A�êáé B� åßíáé éóïðëçèéêÜ ìå ôï seg(�) êáé seg(�) <c I, åðåéäÞ ç ≤ åßíáé ÜñéóôçäéÜôáîç. ¸ôóé ïé ðëçèÜñéèìïé |A�|, |B�| åßíáé êáé ïé äýï ìéêñüôåñïé ôïõ c, Üñá
|A� ∪ B�| <c c, êáé ìðïñïýìå íá âñïýìå óôï ìç êåíü, ôÝëåéï óýíïëï P� =c NäéáöïñåôéêÜ óçìåßá x; y ∈ P� \ (A� ∪B�)·èÝôïõìå f� = f� ∪ {(�; x)}; g� = g� ∪ {(�; y)};êáé ïé (1) { (3) Ýðïíôáé åýêïëá. aÇ êáôáóêåõÞ ðñïöáíþò äåß÷íåé ðåñéóóüôåñá áðü ôçí åêöþíçóç ôïõ èåùñÞìá-ôïò, |A| =c c êáé ü÷é ìüíï ôï A áëëÜ êáé ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ cA ôÝìíïõí êÜèåìç êåíü, ôÝëåéï óçìåéïóýíïëï. ÁöÞíïõìå ãéá ôá ðñïâëÞìáôá äéÜöïñåò ðáñáë-ëáãÝò ðïõ êÜíïõí ðñïöáíÝò üôé äåí õðÜñ÷åé åëðßäá íá áðïäåßîïõìå ôçí Õðüèåóçôïõ Óõíå÷ïýò ì' áõôü ôïí ôñüðï, äçëáäÞ óå ôåëåõôáßá áíÜëõóç óôçñéæüìåíïéóôï Èåþñçìá Cantor-Bendixson.Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, ç óôñáôçãéêÞ áõôÞ ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ ÐñïâëÞìáôïòôïõ Óõíå÷ïýò äåí åßíáé ç ìïíáäéêÞ ðïõ áðïôõã÷áßíåé: êÜèå ðñïóðÜèåéá áðüäåéîçòÞ äéÜøåõóçò ôçò CH ìå ôá áîéþìáôá ôçò ZDC + AC åßíáé êáôáäéêáóìÝíç,åîáéôßáò ôùí åîÞò äýï èåìåëéáêþí áðïôåëåóìÜôùí áíåîáñôçóßáò.10.33. ÓõíÝðåéá ôçò ÃåíéêåõìÝíçò Õðüèåóçò ôïõ Óõíå÷ïýò GCH (G�odel,1939). Ôï ðñüôõðï L ôùí êáôáóêåõÜóéìùí óõíüëùí éêáíïðïéåß ôç ÃåíéêåõìÝíçÕðüèåóç ôïõ Óõíå÷ïýò GCH, (9-7), êáé åéäéêüôåñá, ç Õðüèåóç ôïõ Óõíå÷ïýòäåí äéáøåýäåôáé óôçí ZDC+AC.10.34. Áíåîáñôçóßá ôçò Õðüèåóçò ôïõ Óõíå÷ïýò CH (Cohen, 1963). ÕðÜñ-÷åé ðñüôõðï ôçò ZDC+AC óôï ïðïßï ç Õðüèåóç ôïõ Óõíå÷ïýò äåí éó÷ýåé, Üñá çCH äåí åßíáé èåþñçìá ôçò ZDC+AC. Ôï ðñüôõðï áíáãêáóìïý (forcing model)ôïõ Cohen åðéäÝ÷åôáé ðïéêßëåò ðáñáëëáãÝò, Ýôóé ðïõ ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñß-óïõìå ÷ùñßò áíôßöáóç ìå ðïëëïýò ôñüðïõò ôéò ðëçèéêüôçôåò óçìåéïóõíüëùí Þêáé õðïóõíüëùí áðü ìåãáëýôåñá äõíáìïóýíïëá.10.35. Ôé óçìáßíåé ç áíåîáñôçóßá ôçò CH; Ïé ìÝèïäïé ôùí G�odel êáé Cohenåßíáé ðïëý åýñùóôåò êáé Ý÷ïõí ðñïóáñìïóôåß íá äåßîïõí üôé ôï Ðñüâëçìá ôïõÓõíå÷ïýò äåí åðéäÝ÷åôáé ëýóç óå ðïëëÝò ãíùóôÝò, áëçèïöáíåßò åðåêôÜóåéò ôçò
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170 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáZDC+AC ìå åðéðñüóèåôá áîéþìáôá. Ôï ßäéï éó÷ýåé ãéá ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞòêáé áêüìç ãéá ôï Áîßùìá Áðåßñïõ· áõôÜ üìùò åêöñÜæïõí èåìåëéáêÝò áñ÷Ýò ãéáôá óýíïëá ðïõ áëçèåýïõí ìåí, áëëÜ åßíáé ðñïöáíþò äéáöïñåôéêÝò áðü ôéò áñ÷Ýòðïõ åêöñÜæïõí ôá Üëëá, áðëïýóôåñá áîéþìáôá, êáé êáôáëáâáßíïõìå ãéáôß äåíìðïñïýí íá áðïäåé÷ôïýí áð' áõôÜ ìüíï ìå ôç ëïãéêÞ. Ç Õðüèåóç ôïõ Óõíå÷ïýòÝ÷åé ôçí õöÞ ôå÷íéêïý, ìáèçìáôéêïý ðñïâëÞìáôïò ðïõ èá Ýðñåðå íá ëõèåß ìåêÜðïéá áðüäåéîç, áëëÜ öáßíåôáé üôé ìáò ëåßðåé (ìÝ÷ñé óôéãìÞò) ç áðáñáßôçôçÝìðíåõóç ãéá íá áíáêáëýøïõìå ôá êáôÜëëçëá áîéþìáôá.ÐïëëÜ Ý÷ïõí ëå÷èåß ãéá ôçí áíåîáñôçóßá ôçò CH áðü ôá ãíùóôÜ áîéþìáôáôçò óõíïëïèåùñßáò, êáé ìåñéêïß ôçí Ý÷ïõí åðéêáëåóôåß ãéá íá õðïóôçñßîïõí üôéäåí õðÜñ÷åé áíôéêåéìåíéêÞ ðñáãìáôéêüôçôá ðßóù áðü ôá £ôõðéêÜ¤, áîéùìáôéêÜáðïôåëÝóìáôá ôïõ êëÜäïõ. Ìå ôç ìÝèïäï áñéèìçôéêïðïßçóçò ôïõ G�odel, üìùò,ðñïâëÞìáôá ýðáñîçò áðïäåßîåùí ìåôáöñÜæïíôáé óå áõóôçñÝò, ôå÷íéêÝò åéêáóßåòãéá áñéèìïýò. ÕðÜñ÷ïõí ôÝôïéåò åéêáóßåò27 ðïõ (üðùò ç CH) åßíáé áíåîÜñôçôåòáð' üëá ôá ãåíéêÜ ðáñáäåêôÜ áîéþìáôá ôùí ìáèçìáôéêþí· ðñÝðåé ãé' áõôü íá áñ-íçèïýìå ôçí £áíôéêåéìåíéêÞ ðñáãìáôéêüôçôá¤ ôùí öõóéêþí áñéèìþí; Äõóôõ÷þòäåí ìðïñïýìå íá äéåñåõíÞóïõìå ôÝôïéá ðñïâëÞìáôá ìå ôç óïâáñüôçôá ðïõ ôïõòáîßæåé ÷ùñßò áíáöïñÝò óå éäÝåò êáé áðïôåëÝóìáôá ôçò ÌáèçìáôéêÞò ËïãéêÞò,êáé èá áíôéóôáèïýìå óôïí ðåéñáóìü.ÐáñåíèåôéêÜ áíáöÝñïõìå üôé äåí õðÜñ÷åé Ýëëåéøç áðü óçìáíôéêÜ ðñïâëÞìáôáðïõ äåí åðéäÝ÷ïíôáé ëýóç óôçí ZDC Þ óôçí ZDC+AC· ç CH åßíáé áðëþòôï ðéï âáóéêü êáé åíäéáöÝñïí áð' áõôÜ. Èá äéáôõðþóïõìå åäþ ìüíï ôñßá óõ-íáöÞ áðïôåëÝóìáôá áíåîáñôçóßáò, åðåéäÞ ó÷åôßæïíôáé éäéáßôåñá ìå ôï ÈåþñçìáÔÝëåéïõ Óõíüëïõ 10.20.10.36. (G�odel, 1939) Óôï ðñüôõðï L ôùí êáôáóêåõÜóéìùí óõíüëùí, õðÜñ÷åéáíáðáñßèìçôï, áíáëõôéêü óõìðëÞñùìá ðïõ äåí Ý÷åé ìç êåíü, ôÝëåéï õðïóýíïëï.Áõôü óçìáßíåé üôé äåí ìðïñïýìå íá âåëôéþóïõìå ôï Èåþñçìá ÔÝëåéïõ Õðïóõ-íüëïõ 10.20 óôçí ZDC+AC êáé íá äåßîïõìå üôé êÜèå áíáëõôéêü óõìðëÞñùìáÝ÷åé ôçí éäéüôçôá P.10.37. (Solovay, 1970) ÕðÜñ÷åé ðñüôõðï ôçò ZDC+AC óôï ïðïßï êÜèå £ïñß-óéìï¤ óçìåéïóýíïëï Ý÷åé ôçí éäéüôçôá P. Äåí èá ðñïóðáèÞóïõìå íá ïñßóïõìååäþ ôé èá ðåé £ïñßóéìï¤, áëëÜ ôá áíáëõôéêÜ óõìðëçñþìáôá åßíáé ïñßóéìá.10.38. (Solovay, 1970) ÕðÜñ÷åé ðñüôõðï ôçò ZDC óôï ïðïßï üëá ôá óçìåéïóý-íïëá Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá P.
27Ïé ðñïôÜóåéò óôéò ïðïßåò áíáöåñüìáóôå åßíáé ôçò ìïñöÞò £áí ç ZDC+AC åßíáé óõíåðÞò,ôüôå óõíåðÞò åßíáé êáé ç T ¤, üðïõ ç T åßíáé êÜðïéá éó÷õñÞ åðÝêôáóç ôçò ZDC+AC ðïõóõíåðÜãåôáé ôç óõíÝðåéá ôçò ZDC+AC. Áðü ôïÄåýôåñï Èåþñçìá Ìç Ðëçñüôçôáò ôïõ G�odelóõíÜãåôáé üôé ôÝôïéåò ðñïôÜóåéò åßíáé áíåîÜñôçôåò ôçò ZDC+AC (åêôüò êé áí ç ZDC+ACäåí åßíáé óõíåðÞò!), êáé õðÜñ÷ïõí öõóéêÜ ðáñáäåßãìáôá ôÝôïéùí ðñïôÜóåùí ôùí ïðïßùí çáëÞèåéá åßíáé áìöéëåãüìåíç.
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ÊåöÜëáéï 10. Ï ÷þñïò Baire 171Ôá ðñüôõðá ôïõ Solovay êáôáóêåõÜæïíôáé ìå ôç ìÝèïäï áíáãêáóìïý ôïõ Co-hen áëëÜ üðùò ôï L ôïõ G�odel, Ý÷ïõí ðïëëÝò éäéüôçôåò êáíïíéêüôçôáò êáé áðïäß-äïõí ðïëõÜñéèìá, åðéðñüóèåôá áðïôåëÝóìáôá áíåîáñôçóßáò. Ôï ðñþôï ðñüôõðïôïõ Solovay öáíåñþíåé (ìå ôï 10.36) üôé ç éäéüôçôá P ãéá ôá áíáëõôéêÜ óõ-ìðëçñþìáôá äåí ìðïñåß íá áðïäåé÷ôåß Þ íá äéáøåõóôåß óôç èåùñßá ZDC+AC.Ôï äåýôåñï ðñüôõðï ôïõ Solovay äåß÷íåé üôé ç ZDC äåí ìðïñåß íá áðïäåßîåéôçí ýðáñîç áíáðáñßèìçôïõ óçìåéïóõíüëïõ ÷ùñßò ìç êåíü, ôÝëåéï õðïóýíïëï· ôïDC äåí áñêåß ãéá ôçí êáôáóêåõÞ.
ÐñïâëÞìáôá ãéá ôï ÊåöÜëáéï 10x10.1. Äåßîå üôé áí ôï F ⊆ N åßíáé êëåéóôü, ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêü äÝíôñï Tóôï N ÷ùñßò ôåñìáôéêïýò êüìâïõò, Ýôóé þóôå F = [T ], óõãêåêñéìÝíá ôï äÝíôñïTF ðïõ ïñßóôçêå óôç (10-8).x10.2. Äåßîå üôé ç äéÜóðáóç (10-12) êëåéóôïý óçìåéïóõíüëïõ F óå Ýíá ôÝëåéïóýíïëï P êáé Ýíá áðáñéèìçôü óýíïëï S ðñïóäéïñßæåé ìïíáäéêÜ ôá P êáé S.x10.3. Äþóå ðáñÜäåéãìá åíüò êëåéóôïý óçìåéïóõíüëïõ F ⊆ N êáé óõíå÷ïýòf : N → N , Ýôóé þóôå ç åéêüíá f [F ] íá ìçí åßíáé êëåéóôü óýíïëï.x10.4. Äåßîå üôé êÜèå áíïéêôü óçìåéïóýíïëï åßíáé F� êáé êÜèå êëåéóôü óç-ìåéïóýíïëï åßíáé GÆ. Ïé ïñéóìïß áíáóêïðïýíôáé óôçí õðïóçìåßùóç 24.

∗ x10.5. Äåßîå üôé ç áíôßóôñïöç åéêüíá g−1[A] áíáëõôéêïý óçìåéïóõíüëïõ A áðüóõíå÷Þ óõíÜñôçóç g : N → N åßíáé áíáëõôéêÞ. Õðüäåéîç. ÐñïóðÜèçóå íáäåßîåéò éóïäõíáìßá ôçò ìïñöÞòy ∈ g−1[A] ⇐⇒ (∃x)[y = f(�1(x)) = g(�2(x))];üðïõ ç f åßíáé óõíå÷Þò êáé ïé �n ïñßæïíôáé áðü ôç (10-23), êáé ìåôÜ ÷ñçóéìï-ðïßçóå ôï 10.23.
∗ x10.6. Äåßîå üôé

N =
⋃ i∈N

Ai=⇒ (∃i)[Ai =c N ];äçëáäÞ ï ÷þñïòN äåí åßíáé áðáñéèìçôÞ Ýíùóç óçìåéïóõíüëùí ìå ìéêñüôåñç ðëç-èéêüôçôá. Õðüäåéîç. Áõôü áêïëïõèåß áìÝóùò áðü ôï Èåþñçìá ôïõ K�onig 9.21,áëëÜ áõôÞ ç åéäéêÞ ðåñßðôùóç äåí ÷ñåéÜæåôáé ôï ðëÞñåò Áîßùìá ÅðéëïãÞò.x10.7. (AC) Äåßîå üôé ãéá êÜèå � ≤c c, õðÜñ÷åé óçìåéïóýíïëï A ìå |A| =c �ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé ìç êåíü, ôÝëåéï õðïóýíïëï.x10.8. (AC) Äåßîå üôé õðÜñ÷åé áíáðáñßèìçôï óçìåéïóýíïëïA ôÝôïéï þóôå ïýôåôï A ïýôå ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ íá ðåñéÝ÷ïõí áíáðáñßèìçôï óýíïëï Borel.x10.9. Äåßîå üôé õðÜñ÷ïõí c-ðïëëÜ áíáëõôéêÜ êáé Borel óçìåéïóýíïëá,
|A| =c |B| =c c:

ÐñïêáôáñôêôéêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜôç ëÜèç, ÌÜñôéïò 2007



172 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá10.39. Ïñéóìüò. Ç óõíÜñôçóç f : X → Y áðü Ýíáí ôïðïëïãéêü ÷þñï óåêÜðïéïí Üëëï åßíáé Borel ìåôñÞóéìç áí ç áíôßóôñïöç åéêüíá f−1[G] êÜèåáíïéêôïý óõíüëïõ ôïõ Y åßíáé Borel õðïóýíïëï ôïõ X.x10.10. Ç óýíèåóç gf : X → Z äýï Borel ìåôñÞóéìùí óõíáñôÞóåùí f : X → Yêáé g : Y → Z åßíáé Borel ìåôñÞóéìç.x10.11. Ç áíôßóôñïöç åéêüíá f−1[A] åíüò óõíüëïõ Borel A ⊆ Y áðü BorelìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç f : X → Y åßíáé Borel õðïóýíïëï ôïõ X.10.40. Ïñéóìüò. Äýï ôïðïëïãéêïß ÷þñïé X, Y åßíáé Borel éóïìïñöéêïß áíõðÜñ÷åé áíôéóôïé÷ßá f : X �→ Y ôÝôïéá þóôå ç f êáé ç áíôßóôñïöç óõíÜñôçóÞôçò f−1 : Y �→ X íá åßíáé êáé ïé äýï Borel ìåôñÞóéìåò. ×þñïé ðïõ åßíáé Boreléóïìïñöéêïß Ý÷ïõí ôçí ßäéá äïìÞ üóïí áöïñÜ ôç èåùñßá ìÝôñïõ, êáé ðñáêôéêÜìðïñïýí íá £ôáõôéóôïýí¤ ó' áõôÞí ôç èåùñßá.
∗ x10.12. ¸óôù f : X � Y êáé g : Y � X Borel ìåôñÞóéìïé ìïíïìïñöéóìïßóå ôïðïëïãéêïýò ÷þñïõò ìå ôçí åîÞò åðéðñüóèåôç éäéüôçôá:28 õðÜñ÷ïõí BorelìåôñÞóéìåò óõíáñôÞóåéò f1 : Y → X êáé g1 : X → Y ðïõ åßíáé áíôßóôñïöåò ôùíf êáé g ìå ôçí Ýííïéá üôé f1f(x) = x (x ∈ X);g1g(y) = y (y ∈ Y ):Äåßîå üôé ïé X êáé Y åßíáé Borel éóïìïñöéêïß. Õðüäåéîç. ×ñçóéìïðïßçóå ôçíáðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò Schr�oder-Bernstein 2.26.x10.13. Èåùñïýìå ôï óýíïëï ôïõ Cantor C ùò ôïðïëïãéêü õðï÷þñï ôïõ N ìåôïí ðñïöáíÞ ôñüðï, äçëáäÞ ôá áíïéêôÜ óýíïëá åßíáé ïé åíþóåéò ãåéôïíéþí ôçòìïñöÞò

Nu = {x ∈ C | u v x} (u ∈ {0; 1}∗):Äåßîå üôé ïé ÷þñïé C êáé N åßíáé Borel éóïìïñöéêïß.Óôá õðüëïéðá ðñïâëÞìáôá äéåñåõíïýìå ôç ó÷Ýóç áíÜìåóá óôéò óõãêåêñéìÝíåò,óõíäõáóôéêÝò Ýííïéåò ðïõ Ý÷ïõìå ìåëåôÞóåé óôï ÷þñï Baire êáé ôéò ãåíéêÝò,ôïðïëïãéêÝò åêäï÷Ýò ôïõò.10.41. Ïñéóìüò. Ôï óçìåßï x åßíáé ïñéáêü óçìåßï (limit point) óõíüëïõ Aóå ôïðïëïãéêü ÷þñï X, áí êÜèå áíïéêôü óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï x ðåñéÝ÷åéåðßóçò êÜðïéï óçìåßï ôïõ A äéáöïñåôéêü áðü ôï x,
(∀G)[G áíïéêôü êáé x ∈ G=⇒ (∃y ∈ A ∩G)[x 6= y]]:Áðü ôïí ïñéóìü, Ýíá ïñéáêü óçìåßï ôïõ A ìðïñåß íá áíÞêåé óôï A, ìðïñåß êáéü÷é. Óçìåßï ôïõ A ðïõ äåí åßíáé ïñéáêü óçìåßï ôïõ A êáëåßôáé áðïìïíùìÝíïÞ ìåìïíùìÝíï (isolated) óôï A.

28Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, êÜèå Borel ìïíïìïñöéóìüò Ý÷åé áõôçí ôçí éäéüôçôá, üìùò ãéá íáôï áðïäåßîïõìå áõôü, ÷ñåéÜæåôáé äïõëåéÜ.
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ÊåöÜëáéï 10. Ï ÷þñïò Baire 173x10.14. Âñåò ôá ïñéáêÜ êáé ôá áðïìïíùìÝíá óçìåßá ôïõ óçìåéïóõíüëïõB = {x ∈ N | x(0) = 1 ∨ (∀n)[x(n) = 2] ∨ (∃n)[x(n) = 3]}:x10.15. Äåßîå üôé ôï x åßíáé ïñéáêü óçìåßï ôïõ A áí êáé ìüíïí áí êÜèå áíïéêôüóýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï x ðåñéÝ÷åé åðßóçò áðåßñùò ðïëëÜ óçìåßá ôïõ A.x10.16. Äåßîå üôé Ýíá óýíïëï óå ôïðïëïãéêü ÷þñï åßíáé êëåéóôü ôüôå êáé ìüíïíáí ðåñéÝ÷åé üëá ôá ïñéáêÜ ôïõ óçìåßá.x10.17. Äåßîå üôé Ýíá óçìåéïóýíïëï P åßíáé ôÝëåéï ôüôå êáé ìüíïí áí åßíáé êëåé-óôü êáé äåí Ý÷åé áðïìïíùìÝíá óçìåßá, äçëáäÞ êÜèå óçìåßï ôïõ P åßíáé ïñéáêüôïõ óçìåßï. ÁõôÞ ç éóïäõíáìßá ôáõôßæåé ôïí óõãêåêñéìÝíï ïñéóìü ôåëåéüôçôáòðïõ äþóáìå ãéá óçìåéïóýíïëá ìå ôïí êëáóéêü, ôïðïëïãéêü ïñéóìü.10.42. Ïñéóìüò. Ç áêïëïõèßá (n 7→ xn) óçìåßùí óå Ýíáí ôïðïëïãéêü ÷þñïX óõãêëßíåé óôï óçìåßï x Þ Ý÷åé ôï x ùò üñéï, áí êÜèå áíïéêôü óýíïëï ðïõðåñéÝ÷åé ôï x ðåñéÝ÷åé üëá ôá xi, åêôüò ßóùò áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï áñ÷éêü ôìÞìá:
limn xn = x ⇐⇒ïñ (∀G áíïéêôü; x ∈ G)(∃n ∈ N)(∀i ≥ n)[xi ∈ G]:x10.18. Äåßîå üôé ôï óçìåßï x åßíáé ïñéáêü óçìåßï óçìåéïóõíüëïõ A áí êáéìüíïí áí x = limn xn ãéá êÜðïéá áêïëïõèßá (n 7→ xn ∈ A) óçìåßùí ôïõ A.Ðïéá áñ÷Þ åðéëïãÞò ÷ñçóéìïðïßçóåò óôçí áðüäåéîç, áí ÷ñçóéìïðïßçóåò êÜðïéá;x10.19. Äåßîå üôé ç óõíÜñôçóç f : N → N åßíáé óõíå÷Þò áí êáé ìüíïí áíf(limn xn) = limn f(xn);ãéá êÜèå áêïëïõèßá üðïõ ôï üñéï limn xn õðÜñ÷åé. Ðïéá áñ÷Þ åðéëïãÞò ÷ñçóé-ìïðïßçóåò óôçí áðüäåéîç, áí ÷ñçóéìïðïßçóåò êÜðïéá;x10.20. Ï ôïðïëïãéêüò ÷þñïò X åßíáé Hausdor� áí ãéá êÜèå æåýãïò óçìåßùíx 6= y, õðÜñ÷ïõí îÝíá áíïéêôÜ óýíïëá G∩H = ∅ ôÝôïéá þóôå x ∈ G êáé y ∈ H.Äåßîå üôé áí ïé f; g : X → Y åßíáé óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò êáé ï Y åßíáé Hausdor�,ôüôå ôï óýíïëï {x ∈ X | f(x) = g(x)} åßíáé êëåéóôü óôïí X.10.43. Ïñéóìüò. Áíïéêôü êÜëõììá óõíüëïõ K óå ôïðïëïãéêü ÷þñï X åßíáéç ôõ÷áßá ïéêïãÝíåéá G áíïéêôþí óõíüëùí ôùí ïðïßùí ç Ýíùóç ðåñéÝ÷åé ôï K,K ⊆ ⋃G· êáé ôï K åßíáé óõìðáãÝò óôï X áí êÜèå áíïéêôü êÜëõììÜ ôïõðåñéÝ÷åé ðåðåñáóìÝíï õðïêÜëõììá, äçëáäÞ ãéá êÜèå ïéêïãÝíåéá G áíïéêôþíóõíüëùí, K ⊆ ⋃G=⇒ (∃G0; : : : ; Gn ∈ G)[K ⊆ ⋃ i≤nGi]:

∗ x10.21. Äåßîå üôé Ýíá óçìåéïóýíïëï åßíáé óõìðáãÝò ìå ôïí Ïñéóìü 10.18 áíêáé ìüíïí áí åßíáé óõìðáãÝò ìå ôïí Ïñéóìü 10.43. Õðüäåéîç. Èá ÷ñåéáóôåßòôï ËÞììá ôïõ K�onig 9.7.x10.22. Äåßîå üôé ãéá êÜèå óõíå÷Þ óõíÜñôçóç f : X → Y áðü Ýíáí ôïðïëïãéêü÷þñï X óå êÜðïéïí Üëëï Y , êáé ãéá êÜèå óõìðáãÝò óýíïëï K ⊆ X, ç åéêüíáf [K] åßíáé óõìðáãÝò óýíïëï óôï Y .
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 11
ÁÍÔÉÊÁÔÁÓÔÁÓÇ ÊÁÉ ÁËËÁ ÁÎÉÙÌÁÔÁ

¸÷ïõìå ó÷åäüí öôÜóåé Ýíáí áðü ôïõò óôü÷ïõò ðïõ èÝóáìå óôï ÊåöÜëáéï 4, íááðïäåßîïõìå üëá ôá äéáéóèçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ôïõ Êåöáëáßïõ 2 áðü ôá áîéþ-ìáôá ôïõ Zermelo. ÌÝíïõí ìüíï äõï-ôñßá ëåðôÜ óçìåßá, ðïõ ôåëéêÜ üìùò åßíáéóçìáíôéêÜ: èá ìáò õðïäåßîïõí üôé ôá áîéþìáôá ôïõ Zermelo äåí öôÜíïõí, ðñÝ-ðåé íá ôá óõìðëçñþóïõìå ìå éó÷õñüôåñåò áñ÷Ýò êáôáóêåõÞò óõíüëùí. Åäþ èáäéáôõðþóïõìå êáé èá ðñïóèÝóïõìå óôçí áîéùìáôéêÞ èåùñßá ZDC ôï ÁîßùìáÁíôéêáôÜóôáóçò ðïõ áíáêáëýöèçêå óôéò áñ÷Ýò ôçò äåêáåôßáò ôïõ '20, ìéááñ÷Þ êáôáóêåõÞò óõíüëùí ôüóï áëçèïöáíÞ üóï êáé ôá êáôáóêåõáóôéêÜ áîéþ-ìáôá (I) { (VI), áëëÜ ðëïýóéá óå åðáêüëïõèá. Åðßóçò èá åéóáãÜãïõìå êáé èáäéåñåõíÞóïõìå ìåñéêÝò áêüìç áñ÷Ýò êáôáóêåõÞò óõíüëùí ðïõ óõ÷íÜ ðåñéëáì-âÜíïíôáé áíÜìåóá óôá áîéþìáôá ôçò óõíïëïèåùñßáò. Ìå âÜóç ìüíï Ýíá áðüôá áóèåíÝóôåñá ðïñßóìáôá ôïõ Áîéþìáôïò ÁíôéêáôÜóôáóçò èá êáôáóêåõÜóïõìåôïí ÅëÜ÷éóôï Êüóìï ôïõ Zermelo Z, Ýíá áðëïýóôáôï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åéôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò, ôï ÷þñï Baire, ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò êáé üëáôá óçìáíôéêÜ áíôéêåßìåíá ìåëÝôçò ôùí êëáóéêþí ìáèçìáôéêþí. ¼,ôé Ý÷ïõìåáðïäåßîåé ìÝ÷ñé óôéãìÞò åðéäÝ÷åôáé åñìçíåßá ùò åÜí ôï Z íá áðïôåëïýóå ïëü-êëçñï ôïí êüóìï ôùí ìáèçìáôéêþí áíôéêåéìÝíùí, áí êáé óôçí ðñáãìáôéêüôçôáôï Z åßíáé áðëþò Ýíá óýíïëï|êáé ìÜëéóôá óýíïëï ó÷åôéêÜ ìéêñü êáé åýêïëïóôç óýëëçøç! Ï êýñéïò óôü÷ïò ìáò ó' áõôü ôï êåöÜëáéï åßíáé íá êáôáëÜâïõìåôï íüçìá ôïõ Áîéþìáôïò ÁíôéêáôÜóôáóçò, äéåñåõíþíôáò ôá ðéï áðëÜ êáé ÜìåóáðïñßóìáôÜ ôïõ. Ç ìåãÜëç äýíáìç ôïõ ðëÞñïõò áîéþìáôïò èá ãßíåé êáôáöáíÞòóôï åðüìåíï êåöÜëáéï.Áðü ôï (2) ôïõ 2.16, áí ôï A åßíáé áðáñéèìçôü óýíïëï êáé ãéá êÜèå n ≥ 2,An = A× · · · ×A
︸ ︷︷ ︸n öïñÝò ;

ôüôå ç Ýíùóç ⋃∞n=2An åßíáé åðßóçò áðáñéèìçôü óýíïëï. Ï ðñïöáíÞò ôñüðïò íááðïäåßîïõìå áõôü áðü ôá áîéþìáôá åßíáé íá ïñßóïõìå ðñþôá ôá óýíïëá An ìåôçí áíáäñïìÞ f(0) = A×A;f(n+ 1) = f(n)×A; (11-1)175



176 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÝôóé þóôå f(n) = An+2 êáé
⋃∞n=0An+2 =

⋃ f [N]: (11-2)Áðü ôï âáóéêü Èåþñçìá ôïõ Cantor 2.10 óõíÜãåôáé (åðáãùãéêÜ) üôé êÜèåf(n) = An+2 åßíáé áðáñéèìçôü, êáé åðïìÝíùò ç ÝíùóÞ ôïõò ⋃∞n=0An+2 åßíáéåðßóçò áðáñéèìçôü óýíïëï. ÕðÜñ÷åé ëÜèïò; Óßãïõñá ü÷é ìå ôçí åðáãùãéêÞ áðü-äåéîç, ðïõ åßíáé ðáñüìïéá ðïëëþí Üëëùí ó' áõôÞí ôçí ðåñéï÷Þ. ÕðÜñ÷åé üìùòêÜðïéï ðñüâëçìá ìå ôïí áíáäñïìéêü ïñéóìü (11-1), ðïõ äåí äéêáéïëïãåßôáé ìåôç ìïñöÞ ðïõ ôïõ äþóáìå áðü ôï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò 5.6. Ãéá íá åöáñìüóïõìåôï 5.6 ÷ñåéáæüìáóôå Ýíá óýíïëï E, ìéá óõíÜñôçóç h : E → E óôï E êáé êÜ-ðïéï a ∈ E, ôá ïðïßá êáèïñßæïõí ôüôå ìßá ìïíáäéêÞ óõíÜñôçóç f : N → E ðïõéêáíïðïéåß ôéò åîéóþóåéò f(0) = a;f(n+ 1) = h(f(n)): (11-3)Óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç äåí õðÜñ÷åé ðñïöáíÝò E ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï A êáé üëáôïõ ôá ãéíüìåíá An, êáé áíôß ôçò óõíÜñôçóçò h, Ý÷ïõìå ôïí ôåëåóôÞh(X) =ïñ X × A; (11-4)ðïõ áíôéóôïé÷ßæåé óå êÜèå óýíïëï X ôï ãéíüìåíï X×A ôïõ X ìå ôï äïóìÝíï A.Ãéá íá äéêáéïëïãÞóïõìå ôïí ïñéóìü (11-1), ÷ñåéáæüìáóôå Ýíá èåþñçìá áíáäñï-ìÞò ðïõ êõñþíåé áíáäñïìéêïýò ïñéóìïýò ôçò ìïñöÞò (11-3), ãéá êÜèå áíôéêåß-ìåíï a êáé êÜèå ïñéóôéêü ôåëåóôÞ (ìéáò ìåôáâëçôÞò) h. ÌïéÜæåé áèþï, öõóéêÞãåíßêåõóç ôïõ ÈåùñÞìáôïò ÁíáäñïìÞò|êáé åßíáé áêñéâþò áõôü| áëëÜ óôçíðñáãìáôéêüôçôá, ôÝôïéï áðïôÝëåóìá äåí ìðïñåß íá áðïäåé÷ôåß áõóôçñÜ áðü ôááîéþìáôá ôïõ Zermelo.11.1. (VIII) Áîßùìá ÁíôéêáôÜóôáóçò (Replacement Axiom). Ãéá êÜèå óý-íïëï A êáé êÜèå ïñéóôéêü ôåëåóôÞ ìéáò ìåôáâëçôÞò H, ç åéêüíáH[A] =ïñ {H(x) | x ∈ A}ôïõ A áðü ôïí H åßíáé óýíïëï.Ùò áñ÷Þ êáôáóêåõÞò óõíüëùí, ôï Áîßùìá ÁíôéêáôÜóôáóçò åßíáé ó÷åäüí ðñï-öáíÝò, äéáéóèçôéêÜ ôüóï áëçèïöáíÝò üóï êáé ôï Áîßùìá Äéá÷ùñéóìïý. Áí ÞäçÝ÷ïõìå äå÷ôåß ôï A ùò ôåëåéùìÝíç ïëüôçôá êáé ïH áíôéóôïé÷ßæåé ìå ïñéóôéêü êáéáíáìöéóâÞôçôï ôñüðï Ýíá áíôéêåßìåíï óå êÜèå x ∈ A, ôüôå £êáôáóêåõÜæïõìå¤ôçí åéêüíá H[A] £áíôéêáèéóôþíôáò¤ êÜèå x ∈ A ìå ôï áíôßóôïé÷ï H(x).11.2. ÁîéùìáôéêÜ. Ôï áîéùìáôéêü óýóôçìá ZFDC ôçò Èåùñßáò Zermelo-Fraenkel ìå ÅîáñôçìÝíåò ÅðéëïãÝò áðïôåëåßôáé áðü ôá áîéþìáôá ôçò ZDCêáé ôï Áîßùìá ÁíôéêáôÜóôáóçò (VIII), óõìâïëéêÜZFDC = ZDC + ÁíôéêáôÜóôáóç = (I) { (VIII):
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ÊåöÜëáéï 11. ÁíôéêáôÜóôáóç êáé Üëëá áîéþìáôá 177Áðü äù êáé óôï åîÞò èá ÷ñçóéìïðïéïýìå üëá ôá áîéþìáôá ôçò ZFDC ÷ùñßòéäéáßôåñç ìíåßá. Èá åîáêïëïõèÞóïõìå íá óçìåéþíïõìå ìå ôï óçìÜäé (AC) ôááðïôåëÝóìáôá ðïõ ïé áðïäåßîåéò ôïõò ÷ñåéÜæïíôáé ôï ðëÞñåò Áîßùìá ÅðéëïãÞò.29ÌÝ÷ñé ôþñá Ý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé áðëïýò ïñéóôéêïýò ôåëåóôÝò, áõôïýò ðïõìáò äßíïõí áìÝóùò ôá áîéþìáôá üðùò ïé P(A) êáé ⋃E , êáé ñçôïýò óõíäõáóìïýòôïõò, ð.÷. ôï æåýãïò (x; y) =ïñ {{x}; {x; y}} ôïõ Kuratowski. Áöïý üìùòäå÷ôïýìå ôï Áîßùìá ÁíôéêáôÜóôáóçò, ïé ïñéóôéêïß ôåëåóôÝò áñ÷ßæïõí íá ðáßæïõíðéï óçìáíôéêü ñüëï óôéò áðïäåßîåéò êáé èá áíáöåñèïýìå óå ìåñéêïýò áð' áõôïýòðïõ äåí åðéäÝ÷ïíôáé ôüóï áðëïýò ïñéóìïýò. Óôçí åðüìåíç, ôåôñéììÝíç ÐñüôáóçðåñéãñÜöïõìå ôç âáóéêÞ ìÝèïäï ïñéóìïý ôåëåóôþí ðïõ ÷ñåéáæüìáóôå, êõñßùòãéá íá ôïíßóïõìå ôç óçìáóßá ôçò.11.3. Ðñüôáóç. Áí ïé C êáé P åßíáé ïñéóôéêÝò óõíèÞêåò n êáé n + 1 ìåôá-âëçôþí áíôéóôïß÷ùò êáé
(∀~x)[C(~x)=⇒ (∃!w)P (~x; w)]; (11-5)ôüôå ï n-áäéêüò ôåëåóôÞòF (~x) =ïñ {ôï ìïíáäéêü w ôÝôïéï þóôå P (~x; w); áí C(~x);

∅; áëëéþò: (11-6)åßíáé åðßóçò ïñéóôéêüò.Óôéò åöáñìïãÝò åðéêáëïýìáóôå áõôÞ ôçí ðáñáôÞñçóç áðëþò èÝôïíôáòF (~x) =ïñ ôï ìïíáäéêü w ôÝôïéï þóôå P (~x; w) (C(~x)); (11-7)áöïý ðñþôá åðáëçèåýóïõìå ôçí (11-5), ÷ùñßò íá ðñïóäéïñßóïõìå ôçí Üó÷åôçôéìÞ ôïõ F Ýîù áðü ôï ðåäßï ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé. Ïé åöáñìïãÝò ôïõ ÁîéþìáôïòÁíôéêáôÜóôáóçò óõ÷íÜ ÷ñåéÜæïíôáé óôçí áðüäåéîç ôïõ (11-5) ãéá óõãêåêñéìÝíáC êáé P .11.4. ¢óêçóç. Ãéá êÜèå ìïíïìåëÞ ïñéóôéêü ôåëåóôÞ F , ï ôåëåóôÞòG(X) =ïñ F [X] = {F (x) | x ∈ X} (Set(X))åßíáé åðßóçò ïñéóôéêüò.Ôï åðüìåíï èåìåëéáêü áðïôÝëåóìá ôïõ Áîéþìáôïò ÁíôéêáôÜóôáóçò ãåíéêåýåéôï Èåþñçìá ÕðåñðåðåñáóìÝíçò ÁíáäñïìÞò ìå äýï ôñüðïõò: åðéôñÝðïíôáò ïñé-óôéêü ôåëåóôÞ üðïõ ôï áóèåíÝóôåñï èåþñçìá äå÷üôáí ìüíï óõíÜñôçóç êáé åäñáéù-ìÝíï ãñÜöçìá üðïõ ôï áóèåíÝóôåñï èåþñçìá äå÷üôáí ìüíï êáëÜ äéáôåôáãìÝíï÷þñï. Ç äåýôåñç ãåíßêåõóç äåí ÷ñåéÜæåôáé ôï Áîßùìá ÁíôéêáôÜóôáóçò áðü ìüíçôçò, Ðñüâëçìá x8.11.
29Ôï Áîßùìá ÁíôéêáôÜóôáóçò äéáôõðþèçêå áíåîÜñôçôá áðü ôïõò Thoralf Skolem êáé Abra-ham Fraenkel óôç äåêáåôßá 1920 { 30.

ÐñïêáôáñôêôéêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜôç ëÜèç, ÌÜñôéïò 2007



178 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá11.5. Èåþñçìá ÅäñáéùìÝíçò ÁíáäñïìÞò. Ãéá êÜèå åäñáéùìÝíï ãñÜöçìáG ìå ó÷Ýóç áêìþí → êáé êÜèå ïñéóôéêü ôåëåóôÞ H, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßáóõíÜñôçóç f : G→ f [G] ðïõ éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóçf(x) = H(f �{y ∈ G | x→ y}; x):Áðüäåéîç. ¼ðùò êáé óôçí áðüäåéîç ôïõ 7.24, èá äåßîïõìå ðñþôá Ýíá ëÞììáðïõ èá ìáò äþóåé ôï êáôÜëëçëï óýíïëï ðñïóåããßóåùí ôçò óõíÜñôçóçò ðïõ èÝ-ëïõìå. Áíôß ãéá ôá áñ÷éêÜ ôìÞìáôá ôïõ G (ðïõ äåí Ý÷ïõí íüçìá óôï ôõ÷üí ãñÜ-öçìá), áõôÝò ïé ðñïóåããßóåéò Ý÷ïõí ðåäßá ïñéóìïý ôá £êëåéóôÜ ðñïò ôá êÜôù¤õðïóýíïëá ôïõ G. Èá áíáöåñèïýìå óôçí êëçñïíïìéêÞ êëåéóôüôçôá ⇒ ôïõ G,ïñéóìÝíç óôï 6.34, ðáñáëåßðïíôáò óôï óõìâïëéóìü ôïõò äåßêôåò, åöüóïí åñãá-æüìáóôå ìüíï ìå Ýíá ãñÜöçìá. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åðßóçò ôá áíôßóôñïöáâÝëç, u ← t ⇐⇒ïñ t→ u ⇐⇒ u åßíáé áêñéâþò êÜôù áðü ôï t; (11-8)x⇐ t ⇐⇒ïñ t⇒ x ⇐⇒ x åßíáé êÜôù áðü ôï t: (11-9)ËÞììá. Ãéá êÜèå êüìâï t ∈ G, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñôçóç � ìå ðåäßïïñéóìïý ôï óýíïëï {x ∈ G | x⇐ t} êáé ôÝôïéá þóôå�(x) = H(��{y ∈ G | y ← x}; x) (x⇐ t): (11-10)Áðüäåéîç. Ðñïò áðáãùãÞ óå Üôïðï, Ýóôù t åëá÷éóôéêüò êüìâïò ôïõ G üðïõôï ËÞììá äåí áëçèåýåé. ÅðïìÝíùò, ãéá êÜèå u ← t, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßáóõíÜñôçóç �u ðïõ éêáíïðïéåß ôçí ôáõôüôçôá�u(x) = H(�u �{y ∈ G | y ← x}; x) (x⇐ u): (11-11)Ðáñáôçñïýìå ðñþôá üôé
[x⇐ u ← t&x⇐ v ← t]=⇒�u(x) = �v(x); (11-12)åðåéäÞ áí ôï x Þôáí åëá÷éóôéêü áíôéðáñÜäåéãìá ôçò (11-12) óôï G, ôüôå�u(x) =H(�u �{y ∈ G | y ← x}; x) áðü ôçí (11-11);

=H(�v �{y ∈ G | y ← x}; x) áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ x;
= �v(x) áðü ôçí (11-11) ãéá ôï �v:Ï ôåëåóôÞò u 7→ �u ðïõ áíôéóôïé÷ßæåé áõôÞí ôçí �u óå êÜèå êüìâï u ← t åßíáéïñéóôéêüò êáé åðïìÝíùò ç åéêüíá ôïõ åßíáé óýíïëï áðü ôï Áîßùìá ÁíôéêáôÜóôá-óçò. ÈÝôïõìå �1 =ïñ ⋃{�u | u ← t};êáé ðáñáôçñïýìå üôé ôï �1 åßíáé óõíÜñôçóç áðü ôçí (11-12), êáé åðéðëÝïí, áðüôïí ïñéóìü ôçò, �1(x) ↓ ⇐⇒ (∃u)[x⇐ u ← t]:Ìå ìéá áêüìç åöáñìïãÞ ôïõ Áîéþìáôïò ÁíôéêáôÜóôáóçò, ôï�2 =ïñ {(v;H(�v �{x | x ← v}); x) | v ← t&¬(∃u)[v ⇐ u ← t]}
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ÊåöÜëáéï 11. ÁíôéêáôÜóôáóç êáé Üëëá áîéþìáôá 179åßíáé óýíïëï, êáé áðü ôïí ïñéóìü ôïõ åßíáé êáé áõôü óõíÜñôçóç ìå ðåäßï ïñéóìïýîÝíï áð' áõôü ôçò �1. ¢ñá ôï � =ïñ �1 ∪ �2åßíáé óõíÜñôçóç, êáé�(x) ↓ ⇐⇒ (∃u)[t→ u&u⇒ x] ∨ t→ u
⇐⇒ t⇒ x (áðü ôï 6.35).ÅðéðëÝïí, ç � éêáíïðïéåß ôçí ôáõôüôçôá (11-10) åðåéäÞ ôçí éêáíïðïéïýí îå÷ù-ñéóôÜ ïé �1 êáé �2. ÔåëéêÜ, ìå ôï ßäéï åðé÷åßñçìá ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå óôçíáðüäåéîç ôçò (11-12), ìðïñïýìå íá äåßîïõìå üôé ôï ðïëý ìßá óõíÜñôçóç � ìåðåäßï ïñéóìïý ôï {x ∈ G | x ⇐ t} ìðïñåß íá éêáíïðïéåß ôçí (11-10), êáé áõôüôåëåéþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ ËÞììáôïò. a (ËÞììá)Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôï Èåþñçìá, üðùò áðïäåßîáìå êáé ôçí 7.24, åöáñìüæïõìåôï ËÞììá óôï £åðüìåíï ãñÜöçìá¤Succ(G) =ïñ G ∪ {t∗};x→Succ(G) y ⇐⇒ïñ x→ y ∨ [x = t∗ & y ∈ G];ðïõ Ý÷åé áêñéâþò Ýíáí êüìâï ðåñéóóüôåñï áðü ôï G, óôçí êïñõöÞ. a11.6. Ðüñéóìá. (1) Ãéá êÜèå êáëÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï U êáé êÜèå äéìåëÞ ïñé-óôéêü ôåëåóôÞ H, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñôçóç f : U → f [U ] ðïõ éêáíïðïéåßôçí ôáõôüôçôá f(x) = H(f �seg(x); x) (x ∈ U): (11-13)(2) Ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï a êáé êÜèå ìïíïìåëÞ ïñéóôéêü ôåëåóôÞ F , õðÜñ÷åéáêñéâþò ìßá áêïëïõèßá (n 7→ an) ðïõ éêáíïðïéåß ôéò åîéóþóåéòa0 = a; an+1 = F (an) (n ∈ N): (11-14)Ç (n 7→ an) åßíáé ç ôñï÷éÜ (orbit) ôïõ a áðü ôïí F .Áðüäåéîç. Ãéá ôï (1) åöáñìüæïõìå ôï 11.5 óôï ãñÜöçìá (Field(U); >U ),êáé ãéá ôï (2) óôï ãñÜöçìá (N;→), üðïõn→ m ⇐⇒ïñ n = m+ 1: a11.7. ¢óêçóç. Ðïéïí ïñéóôéêü ôåëåóôÞ H ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá íá äåßîïõìåôï ìÝñïò (2) ôïõ Ðïñßóìáôïò;Ç ôñï÷éÜ åíüò óõíüëïõA áðü ôïí ôåëåóôÞ ôçò Ýíùóçò öáíåñþíåé ôçí êñõììÝíç

∈-äïìÞ ôïõ A, öÝñíïíôáò óôçí åðéöÜíåéá ôá ìÝëç ôïõ A, ôá ìÝëç ôùí ìåëþí ôïõA, ôá ìÝëç áõôþí ê.ëð.11.8. Ïñéóìüò. Ìéá êëÜóç (Þ óýíïëï) M åßíáé ìåôáâáôéêÞ (transitive) áí
⋃M ⊆M , Þ éóïäýíáìá

(∀x ∈M)(∀t ∈ x)[t ∈M ];Þ áêüìç áðëïýóôåñá x ∈M =⇒x ⊆M .
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180 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá11.9. ¢óêçóç. Ôá óýíïëá ∅, {∅; {∅}}, {∅; {∅}; {∅; {∅}}}, ôï óýíïëï
N0 = {∅; {∅}; {{∅}}; : : : } (11-15)ðïõ áðáéôåßôáé áðü ôï Áîßùìá Áðåßñïõ êáé êÜèå êëÜóç ðïõ ðåñéÝ÷åé ìüíï Üôïìáåßíáé ìåôáâáôéêÜ.11.10. Èåþñçìá ÌåôáâáôéêÞò Êëåéóôüôçôáò. ÊÜèå óýíïëï A åßíáé ìÝëïòìåôáâáôéêïý óõíüëïõM , êáé ìÜëéóôá õðÜñ÷åé åëÜ÷éóôï (ãéá ôçí ⊆) ìåôáâáôéêüóýíïëï M = TC(A) ôÝôïéï þóôå A ∈ TC(A). Ôï TC(A) åßíáé ç ìåôáâáôéêÞêëåéóôüôçôá ôïõ A.Áðüäåéîç. Áðü ôï (2) ôïõ 11.6, õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ áêïëïõèßá n 7→ TCn(A)ðïõ éêáíïðïéåß ôéò åîéóþóåéò TC0(A) = {A};TCn+1(A) =

⋃TCn(A); (11-16)êáé èÝôïõìå TC(A) =ïñ ⋃ nTCn(A): (11-17)Ðñïöáíþò A ∈ TC(A) êáé ôï TC(A) åßíáé ìåôáâáôéêü, åðåéäÞu ∈ TCn(A)=⇒u ⊆ ⋃TCn(A) = TCn+1(A):Áí ôïM åßíáé ìåôáâáôéêü êáé A ∈M , ôüôå TC0(A) = {A} ⊆M , êáé åðáãùãéêÜTCn(A) ⊆M =⇒TCn+1(A) =
⋃TCn(A) ⊆ ⋃M ⊆M;Ýôóé þóôå ôåëéêÜ TC(A) =

⋃ nTCn(A) ⊆M . a11.11. ¢óêçóç. Áí ôï A åßíáé ìåôáâáôéêü, ôüôå TC(A) = A ∪ {A}.Ãéá íá êáôáëÜâïõìå êáëýôåñá ôç öñÜóç £öáíåñþíåé ôçí êñõììÝíç ∈-äïìÞ¤ôçò A ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ðéï ðÜíù, èåùñïýìå ôéò åîÞò öõóéêÝò Ýííïéåò.11.12. Ïñéóìüò. Ôï óýíïëï A åßíáé êëçñïíïìéêÜ åëåýèåñï áðü Üôïìá Þ áãíü(pure) áí áíÞêåé óå êÜðïéï ìåôáâáôéêü óýíïëï ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé Üôïìá, éóïäý-íáìá áí ç ìåôáâáôéêÞ ôïõ êëåéóôüôçôá TC(A) äåí ðåñéÝ÷åé Üôïìá. Ôï óýíïëïA åßíáé êëçñïíïìéêÜ ðåðåñáóìÝíï (hereditarily �nite) áí áíÞêåé óå êÜðïéïìåôáâáôéêü, ðåðåñáóìÝíï óýíïëï· éóïäýíáìá áí ôï TC(A) åßíáé ðåðåñáóìÝíï.Ôï óýíïëï A åßíáé êëçñïíïìéêÜ áðáñéèìçôü áí áíÞêåé óå êÜðïéï ìåôáâáôéêü,áðáñéèìçôü óýíïëï· éóïäýíáìá áí ôï TC(A) åßíáé áðáñéèìçôü.Ç ïõóßá áõôþí ôùí ïñéóìþí åßíáé üôé ôï {{a}} åßíáé ìåí óýíïëï áëëÜ ü÷éáãíü óýíïëï áí ôï a åßíáé Üôïìï, åðåéäÞ ÷ñåéáæüìáóôå ôï a ãéá íá ôï êá-ôáóêåõÜóïõìå· ôï {N} åßíáé ðåðåñáóìÝíï áëëÜ ü÷é êëçñïíïìéêÜ ðåðåñáóìÝíïåðåéäÞ ÷ñåéáæüìáóôå üëïõò ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò ãéá íá ôï êáôáóêåõÜóïõìå·ôï {N} åßíáé áðáñéèìçôü áëëÜ ü÷é êëçñïíïìéêÜ áðáñéèìçôü, åðåéäÞ ðñÝðåé íá£óõìðåñéëÜâïõìå óå ïëüôçôá¤ ôçí áíáðáñßèìçôç óõëëïãÞ ôùí óçìåßùí ôïõ Nðñéí êáôáóêåõÜóïõìå ôï ìïíïóýíïëï {N} ìå ìéá ôåëåõôáßá, ôåôñéììÝíç ðñÜîçóõëëïãÞò. Íá ôï ðïýìå äéáöïñåôéêÜ, ôï {N} äåí åßíáé êëçñïíïìéêÜ áðáñéèìçôü
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ÊåöÜëáéï 11. ÁíôéêáôÜóôáóç êáé Üëëá áîéþìáôá 181åðåéäÞ £ç ÝííïéÜ ôïõ ðåñéÝ÷åé¤ áíáðáñßèìçôï ðëÞèïò áíôéêåéìÝíùí, ôá ìÝëç ôïõìïíáäéêïý ôïõ ìÝëïõò, N .11.13. ¢óêçóç. Ç Áñ÷Þ Áãíüôçôáò 3.25 åßíáé éóïäýíáìç ìå ôïí éó÷õñéóìüüôé üëá ôá óýíïëá åßíáé áãíÜ.11.14. ¢óêçóç. ¸íá ìåôáâáôéêü óýíïëï åßíáé êëçñïíïìéêÜ ðåðåñáóìÝíï áêñé-âþò áí åßíáé ðåðåñáóìÝíï, êáé êëçñïíïìéêÜ áðáñéèìçôü áêñéâþò áí åßíáé áðá-ñéèìçôü.Èåùñïýìå ôþñá ôç óýã÷ñïíç êëåéóôüôçôá óõíüëïõ ãéá ôïõò ôåëåóôÝò ôçòÝíùóçò êáé ôïõ äõíáìïóõíüëïõ.11.15. Èåþñçìá (Âáóéêü ËÞììá Êëåéóôüôçôáò). Ãéá êÜèå óýíïëï I êáéêÜèå öõóéêü áñéèìü n, Ýóôù Mn = Mn(I) ôï óýíïëï ðïõ ïñßæåôáé ìå ôçíáíáäñïìÞ M0 = I; Mn+1 = Mn ∪⋃Mn ∪ P(Mn): (11-18)Ç âáóéêÞ êëåéóôüôçôá ôïõ I åßíáé ç ÝíùóçM = M(I) =ïñ ⋃∞n=0Mn(I); (11-19)êáé Ý÷åé ôéò åîÞò éäéüôçôåò:(1) Ôï M åßíáé ìåôáâáôéêü óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï êåíü ∅ êáé ôï I, åßíáéêëåéóôü ãéá ôïõò ôåëåóôÝò ôïõ æåýãïõò {x; y}, ôçò Ýíùóçò ⋃E êáé ôïõ äõíá-ìïóõíüëïõ P(A) êáé ðåñéÝ÷åé êÜèå õðïóýíïëï êáèåíüò áðü ôá ìÝëç ôïõ.(2) Ôï M åßíáé ôï åëÜ÷éóôï (ãéá ôçí ⊆) ìåôáâáôéêü óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôïI êáé åßíáé êëåéóôü ãéá ôïõò ôåëåóôÝò {x; y}, ⋃E êáé P(X).(3) Áí ôï I åßíáé áãíü êáé ìåôáâáôéêü, ôüôå êÜèå Mn åßíáé åðßóçò áãíü êáéìåôáâáôéêü, êáé éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóçMn+1 = P(Mn): (11-20)¸ðåôáé üôé ôï M åßíáé áãíü, ìåôáâáôéêü óýíïëï.Áðüäåéîç. (1) Áðü ôïí ïñéóìü, ∅; I ∈ M1 ⊆ M . Áí x; y ∈ M , ôüôå áðüôï ðñïöáíÝò Mn ⊆ Mn+1, õðÜñ÷åé êÜðïéï m ôÝôïéï þóôå {x; y} ⊆ Mm, Üñá
{x; y} ∈Mm+1. Ôï êëåéäß ãéá ôá õðüëïéðá åßíáé ç óõìðåñßëçøçx ∈Mn=⇒ x ⊆ ⋃Mn ⊆Mn+1 ⊆M;áðü ôçí ïðïßá óõíÜãåôáé áìÝóùò üôé ôïM åßíáé ìåôáâáôéêü. Ìå ôçí ßäéá ìÝèïäï,x ∈Mn=⇒⋃x ⊆ ⋃Mn+1 ⊆Mn+2;Üñá x ∈Mn=⇒⋃x ∈Mn+3 ⊆M êáé ôï M åßíáé êëåéóôü ãéá ôïí ôåëåóôÞ ⋃x.Ôï ßäéï åðé÷åßñçìá äåß÷íåé üôé ôïM åßíáé êëåéóôü ãéá ôïí P(X), êáé ç ôåëåõôáßáðñüôáóç ðñïêýðôåé áð' áõôÞ ôçí êëåéóôüôçôá êáé ôç ìåôáâáôéêüôçôá.

30Ç áðåéêüíéóç êüóìùí óõíüëùí ìå êþíïõò åßíáé ðáñáäïóéáêÞ áëëÜ ðáñáðëáíçôéêÞ: ôáäéáäï÷éêÜ äõíáìïóýíïëá ìåãáëþíïõí £õðåñåêèåôéêÜ¤ óôï ðëÞèïò, Ýôóé ðïõ èá Þôáí ðéï êïíôÜóôçí áëÞèåéá íá ôá áðåéêïíßæáìå óáí êþíïõò ìå êáìðýëåò, õðåñåêèåôéêÝò ðëåõñÝò.
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182 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá

I

...
M1(I)M2(I)M3(I)

M(I)

V0

V1

V2

V3

V!

ÄéÜãñáììá 11.1. ËïãáñéèìéêÝò30 áðïäüóåéò ôùí M(I) êáé V!.(2) ÊÜèå M ′ êëåéóôü ãéá ôïõò {x; y} êáé ⋃E åßíáé åðßóçò êëåéóôü ãéá ôïíA ∪ B =
⋃{A;B}· êáé áí ôï M ′ åßíáé åðßóçò êëåéóôü ãéá ôïí P(X), ôüôååðáãùãéêÜ (åýêïëá) êÜèå Mn ∈ M ′, êáé Üñá M ⊆ M ′ áðü ôç ìåôáâáôéêüôçôáôïõ M ′.(3) Áí ôï I åßíáé ìåôáâáôéêü ÷ùñßò Üôïìá, ôüôå êÜèå Mn åßíáé åðßóçò ìå-ôáâáôéêü ÷ùñßò Üôïìá, ìå ìéá ôåôñéììÝíç åðáãùãÞ óôï n. Áð' áõôü ðñïêý-ðôåé üôé ôï M åßíáé ìåôáâáôéêü ÷ùñßò Üôïìá, Üñá áãíü, áëëÜ åðßóçò êáé üôéMn ∪⋃Mn ⊆ P(Mn), Ýôóé þóôå Mn+1 = P(Mn). a11.16. ¢óêçóç. Óùóôü Þ ëÜèïò; Ãéá êÜèå ìåôáâáôéêü óýíïëï X, X ⊆ P(X).11.17. ¢óêçóç. Áí I ⊆ J , ôüôå ãéá êÜèå n, Mn(I) ⊆Mn(J), êáé åðïìÝíùòI ⊆ J =⇒M(I) ⊆M(J):11.18. Ôá åäñáéùìÝíá, áãíÜ, êëçñïíïìéêÜ ðåðåñáóìÝíá óýíïëá (Pure,grounded, hereditarily �nite sets). Ç åëÜ÷éóôç âáóéêÞ êëåéóôüôçôá åßíáé áõôÞôïõ êåíïý óõíüëïõ, M(∅) ⊆ M(I), ãéá êÜèå I. Ìå ôïí êëáóéêü óõìâïëéóìü(ðïõ èá åîçãÞóïõìå óôï åðüìåíï êåöÜëáéï), Mn(∅) = Vn, Ýôóé þóôå ôá Vn êáéç ÝíùóÞ ôïõò ðñïóäéïñßæïíôáé áðü ôéò åîéóþóåéòV0 = ∅; Vn+1 = P(Vn); V! =ïñ ⋃∞n=0Vn = M(∅): (11-21)Ãéá ðáñÜäåéãìá, ∅ ∈ V1, {∅} ∈ V2 êáé {{∅}; {{∅}}} ∈ V4! Ôá óýíïëá áõôÜ áðåé-êïíßæïíôáé óôá áñéóôåñÜ óôï ÄéÜãñáììá 11.1. Ôï óýíïëï V! åßíáé åäñáéùìÝíï,áãíü êáé ìåôáâáôéêü, êÜèå Vn åßíáé ðåðåñáóìÝíï ìå åýêïëç åðáãùãÞ, Ýôóé ðïõêÜèå óýíïëï óôï V! åßíáé åäñáéùìÝíï, áãíü êáé êëçñïíïìéêÜ ðåðåñáóìÝíï, êáéâÝâáéá ôï V! åßíáé áðáñéèìçôü. ÁõôÜ åßíáé ôá óýíïëá ðïõ êáôáóêåõÜæïíôáé £áðüôï ôßðïôá¤ (êõñéïëåêôéêÜ, áðü ôï êåíü óýíïëï) ìå ðåðåñáóìÝíç åðáíÜëçøç ôçòóõìðåñßëçøçò óå ïëüôçôá (ðåñéôýëéîçò ìå áãêýëåò!) ìåñéêþí áðü ôá áíôéêåßìåíáðïõ Ý÷ïõí Þäç êáôáóêåõáóôåß.
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ÊåöÜëáéï 11. ÁíôéêáôÜóôáóç êáé Üëëá áîéþìáôá 183Ïé éäéüôçôåò êëåéóôüôçôáò ôïõ M(I) ðïõ áðáñéèìÞóáìå óôï (1) ôïõ 11.15åßíáé áêñéâþò áõôÝò ðïõ áðáéôïýí ôá áîéþìáôá (II) { (V) áðü ôïí êüóìï W ,óýìöùíá ìå ôçí áíÜëõóç óôï 3.26, êáé áí ôï óýíïëï N0 ôçò (11-15) ðïõ åã-ãõÜôáé ôï Áîßùìá Áðåßñïõ (VI) åßíáé õðïóýíïëï ôïõ I, ôüôå åðßóçò N0 ∈M(I).Êáé åðåéäÞ ôï M(I) åßíáé ìåôáâáôéêü, ãéá üëá ôá A;B ∈M(I),A 6= B=⇒ (∃t ∈M(I))[t ∈ (A \B) ∪ (B \A)]; (11-22)äçëáäÞ éó÷ýåé óôï M(I) áêñéâþò áõôü ðïõ ôï Áîßùìá ¸êôáóçò áðáéôåß áðüôïí êüóìï W óýìöùíá ìå ôçí (3-12). ÁõôÜ ðñïôåßíïõí üôé áí áëëÜîïõìå ôïíüçìá ôïõ £áíôéêåéìÝíïõ¤ Ýôóé þóôå íá óçìáßíåé £ìÝëïò ôïõ M(I)¤ ãéá êÜðïéïI ⊇ N0, ôüôå êÜèå áðüäåéîç áðü ôá áîéþìáôá (I) { (VI) ìðïñåß íá åñìçíåõôåßùò åðé÷åßñçìá ãéá ôá ìÝëç ôïõM(I) áíôß ãéá üëá ôá áíôéêåßìåíá, ðïõ óôï ôÝëïòáðïäåß÷íåé êÜðïéï èåþñçìá ãéá ôï M(I) áíôß ôïõW . Åßíáé óçìáíôéêÞ éäÝá, ðïõáîßæåé ãåíßêåõóç êáé üíïìá.11.19. Ïñéóìüò. Ç ìåôáâáôéêÞ êëÜóçM åßíáé êüóìïò ôïõ Zermelo áí åßíáéêëåéóôÞ ãéá ôïõò ôåëåóôÝò æåýãïõò {x; y}, Ýíùóçò ⋃E êáé äõíáìïóõíüëïõ P(X)êáé ðåñéÝ÷åé ôï óýíïëï N0 ïñéóìÝíï áðü ôçí (11-15). Ï åëÜ÷éóôïò êüóìïò ôïõZermelo åßíáé ï Z = M(N0); ðïõ êáèïñßæåôáé áðü ôéò åîéóþóåéò
Z0 = N0; Zn+1 = P(Zn); Z =

⋃∞n=0Zn: (11-23)11.20. ¢óêçóç. Ï êüóìïò W üëùí ôùí áíôéêåéìÝíùí åßíáé êüóìïò ôïõ Zer-melo. ÊÜèå êüóìïò ôïõ Zermelo ðåñéÝ÷åé ôï êåíü óýíïëï êáé êÜèå õðïóýíïëïêáèåíüò áðü ôá ìÝëç ôïõ.ÊÜèå êüóìïò M ôïõ Zermelo åßíáé ðñüôõðï ôùí áîéùìÜôùí (I) { (VI), êáéìÜëéóôá ðïëý åéäéêü ðñüôõðï åöüóïí áðïäßäåé ôéò öõóéêÝò åñìçíåßåò óôéò âáóéêÝòÝííïéåò ôïõ £ôé åßíáé óýíïëï¤ êáé ôïõ £áíÞêåéí¤|ðåñéïñßæåé ìüíï ôï ðåäßï áíôé-êåéìÝíùí óôï ïðïßï åñìçíåýïõìå áîéþìáôá êáé èåùñÞìáôá. Ï éó÷õñéóìüò üôéëïãéêÜ åðáêüëïõèá ôùí áîéùìÜôùí (I) { (VI) áëçèåýïõí üôáí ôá åñìçíåýïõìåóå ïðïéïíäÞðïôå êüóìï ôïõ Zermelo êáëåßôáé ìåôáèåþñçìá, èåþñçìá ðïõ áöïñÜèåùñÞìáôá. Ãéá íá äéáôõðþóïõìå ìå áêñßâåéá êáé íá áðïäåßîïõìå ìå áõóôçñü-ôçôá ãåíéêÜ áðïôåëÝóìáôá áõôïý ôïõ åßäïõò, ÷ñåéáæüìáóôå ìåèüäïõò êáé áðï-ôåëÝóìáôá áðü ôç ÌáèçìáôéêÞ ËïãéêÞ. Óå óõãêåêñéìÝíá ðáñáäåßãìáôá üìùò,ëÞììá ðñïò ëÞììá êáé ðñüôáóç ìå ðñüôáóç, åßíáé óõíÞèùò áðëü íá äïýìå áêñé-âþò ãéá ðïéá éäéüôçôá ôïõ êüóìïõ W óõæçôÜìå êáé íá áðïäåßîïõìå êáôåõèåßáíôçí åñìçíåßá ôçò óå êÜèå êüóìï ôïõ Zermelo: åðåéäÞ, ðñÜãìáôé, ÷ñçóéìïðïéïýìåóôéò áðïäåßîåéò ìáò ôá áîéþìáôá ùò éäéüôçôåò êëåéóôüôçôáò ôïõ êüóìïõ W , ãéáôïí ïðïßï äåí Ý÷ïõìå áðïäå÷ôåß ôßðïôá ðåñéóóüôåñï áðü ôï üôé Ý÷åé áõôÝò ôéòéäéüôçôåò.11.21. Ðñüôáóç. ÊÜèå êüóìïò ôïõ Zermelo M åßíáé êëåéóôüò ãéá ôïí ôå-ëåóôÞ æåýãïõò ôïõ Kuratowski (x; y) ðïõ ïñßóôçêå óôçí (4-1), êáé ãéá ôïõòôåëåóôÝò Êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ A × B, óõíáñôçóéáêïý ÷þñïõ (A → B), êáé
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184 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá÷þñïõ ìåñéêþí óõíáñôÞóåùí (A * B), áí áõôïß ïñéóôïýí áðü ôï æåýãïò Ku-ratowski. ÅðéðëÝïí, áí A ∈ M êáé ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôï A, ôüôåç ∼ êáé ôï ðçëßêï [[A=∼]] (âë. 4.12) åðßóçò áíÞêïõí óôï M .Áðüäåéîç. Ôï æåýãïò Kuratowski (x; y) = {{x}; {x; y}} äýï óôïé÷åßùí ôïõM åßíáé ðñïöáíþò óôï M , ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôñåéò öïñÝò ôçí õðüèåóç üôé ôïM åßíáé êëåéóôü ãéá ôïí {x; y}. Áí A;B ∈ M , ôüôå A ∪ B =
⋃{A;B}, êáéáêïëïõèþíôáò ôçí áðüäåéîç ôïõ 4.2A×B ⊆ P(P(A ∪B)) ∈M;Ýôóé þóôå A×B ∈M . Ôá õðüëïéðá áðïäåß÷íïíôáé ìå ðáñüìïéï ôñüðï. a11.22. ¢óêçóç. ÊÜèå êüóìïò ôïõ Zermelo M ðåñéÝ÷åé óýóôçìá Peano, óýì-öùíá ìå ôïí ïñéóìü óôï 5.1.11.23. Ðñüôáóç. (1) Ôï Áîßùìá ÅîáñôçìÝíùí Åðéëïãþí áëçèåýåé óå êÜèåêüóìï ôïõ Zermelo M , ìå ôçí åîÞò åñìçíåßá: áí a ∈ A ∈ M , P ⊆ A × A,P ∈M , êáé N ∈M åßíáé êÜðïéï óýóôçìá Peano óôï M , ôüôåa ∈ A& (∀x ∈ A)(∃y ∈ A)P (x; y)=⇒ (∃f : N→ A)[f ∈M & f(0) = a& (∀n ∈ N)P (f(n); f(n+ 1))]:(2) (AC) Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò áëçèåýåé óå êÜèå êüóìï ôïõ Zermelo M ,ìå ôçí åîÞò åñìçíåßá, êáôÜ ôçí 8.4: ãéá êÜèå ïéêïãÝíåéá E ∈ M ìç êåíþíêáé îÝíùí áíá äýï óõíüëùí, õðÜñ÷åé êÜðïéï óýíïëï S ∈ M ðïõ åßíáé óýíïëïåðéëïãÞò ãéá ôçí E , äçëáäÞS ⊆ ⋃E ; (∀X ∈ E)(∃u)[S ∩X = {u}]:Áðüäåéîç. (1) Áí éó÷ýåé ç õðüèåóç ôçò óõíåðáãùãÞò ðïõ èÝëïõìå íá áðï-äåßîïõìå, ôüôå áðü ôï DC õðÜñ÷åé êÜðïéá óõíÜñôçóç f : N → A ôÝôïéá þóôåf(0) = a êáé ãéá êÜèå n ∈ N, P (f(n); f(n+ 1)). ÅðåéäÞ (N→ A) ∈M , Ý÷ïõìååðßóçò f ∈M áðü ôç ìåôáâáôéêüôçôá.Ôï (2) áðïäåéêíýåôáé ìå áíÜëïãï ôñüðï. aÅðéëÝîáìå óõãêåêñéìÝíåò åêäï÷Ýò ôùí áñ÷þí åðéëïãÞò ãéá ôçí åõêïëßá ôçòáðüäåéîçò, áëëÜ üëåò ïé éóïäýíáìåò åêäï÷Ýò ôïõò åðßóçò áëçèåýïõí óå êÜèåêüóìï ôïõ Zermelo M . Áõôü ìðïñïýìå íá ôï áðïäåßîïõìå êáô' åõèåßáí, Þðáñáôçñþíôáò üôé ïé áðïäåßîåéò éóïäõíáìßáò ðïõ äþóáìå £åðéäÝ÷ïíôáé åñìçíåßáìÝóá óôï M¤.11.24. ¢óêçóç. (AC) Ãéá êÜèå êüóìï ôïõ Zermelo M , áí A;B ∈M êáé Påßíáé ïðïéáäÞðïôå äéìåëÞò ïñéóôéêÞ óõíèÞêç, ôüôå

(∀x ∈ A)(∃y ∈ B)P (x; y)=⇒ (∃f ∈M)[f : A→ B& (∀x ∈ A)P (x; f(x))]: (11-24)11.25. Ï åëÜ÷éóôïò êüóìïò ôïõ Zermelo Z. Ãéá íá äéáóáöçíßóïõìå ôïæÞôçìá, èåùñïýìå ôïí óõãêåêñéìÝíï, åëÜ÷éóôï êüóìï ôïõ Zermelo, Z. Ðñü-êåéôáé ãéá Ýíá áãíü, ìåôáâáôéêü óýíïëï, ðïõ êáôáóêåõÜóáìå îåêéíþíôáò ìå ôï
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ÊåöÜëáéï 11. ÁíôéêáôÜóôáóç êáé Üëëá áîéþìáôá 185áðëïýóôáôï N0 êáé åðáíáëáìâÜíïíôáò Üðåéñåò öïñÝò ôçí ðñÜîç ôïõ äõíáìïóõ-íüëïõ, êÜðùò üðùò êáôáóêåõÜæïõìå êáé ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò îåêéíþíôáò ìåôï 0 êáé åðáíáëáìâÜíïíôáò Üðåéñåò öïñÝò ôçí ðñÜîç ôïõ åðüìåíïõ. Ìðïñïýìåíá êáôáíïÞóïõìå ôá ìÝëç ôïõ Z ùò áêñéâþò ôá áíôéêåßìåíá ðïõ åããõþíôáé ôááîéþìáôá (I) { (VI), ôá ïðïßá åêöñÜæïõí éäéüôçôåò êëåéóôüôçôáò ðïõ éêáíïðïéåßôï Z. Ïé öõóéêÝò åñìçíåßåò ôùí DC êáé AC åðßóçò áëçèåýïõí óôï Z, ç äåý-ôåñç, âÝâáéá, áí äå÷ôïýìå üôé áëçèåýåé óôïí êüóìï W . Ìå âÜóç ôéò éäéüôçôåòêëåéóôüôçôáò ôùí êüóìùí ôïõ Zermelo ðïõ Ý÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé, áí îáíáêïé-ôÜîïõìå ôéò áðïäåßîåéò óôá ÊåöÜëáéá 5, 6 êáé 10 êáé óôï ÐáñÜñôçìá A èáäïýìå üôé ôï Z ðåñéÝ÷åé ü÷é ìüíï ôï óõãêåêñéìÝíï óýóôçìá öõóéêþí áñéèìþí
N ðïõ êáôáóêåõÜóáìå óôï ÊåöÜëáéï 5, áëëÜ êáé ôï ÷þñï Baire ðïõ ïñßæåôáéìå áõôü ôï N êáé ôá óõãêåêñéìÝíá óõóôÞìáôá ñçôþí êáé ðñáãìáôéêþí áñéèìþíðïõ ïñßæïíôáé óôï ÐáñÜñôçìá A. Áðü ôá èåùñÞìáôá ìïíáäéêüôçôáò ðïõ óõ-íïäåýïõí áõôÝò ôéò êáôáóêåõÝò, êáèÝíá áð' áõôÜ ôá óõóôÞìáôá áðåéêïíßæåé ôçíáíÜëïãç äéáéóèçôéêÞ Ýííïéá ôüóï ðéóôÜ üóï êáé êÜèå Üëëï, Ýôóé þóôå ìðïñïýìåíá ðïýìå üôé ôï Z ðåñéÝ÷åé ôïõò öõóéêïýò, ôï ÷þñï Baire, ôïõò ñçôïýò êáé ôïõòðñáãìáôéêïýò.Áí óõíäõÜóïõìå ôþñá áõôÝò ôéò ðáñáôçñÞóåéò ìå ãíùóôÜ óõìðåñÜóìáôá êáéðñïôÜóåéò ôùí êëáóéêþí ìáèçìáôéêþí, äåí åßíáé äýóêïëï íá êáôáóêåõÜóïõìåÝíá ðåéóôéêü åðé÷åßñçìá üôé üëá ôá áíôéêåßìåíá ìåëÝôçò ôçò êëáóéêÞò Üëãåâñáò,ôçò áíÜëõóçò, ôçò óõíáñôçóéáêÞò áíÜëõóçò, ôçò ôïðïëïãßáò, ôçò ðéèáíïèåù-ñßáò, ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ê.ëð. ìðïñïýí íá âñåèïýí (ìÝ÷ñéò éóïìïñöé-óìïý) óôï Z. ÐïëëÜ áðü ôá èåìåëéáêÜ áíôéêåßìåíá ôçò ãåíéêÞò óõíïëïèåùñßáòåðßóçò õðÜñ÷ïõí óôï Z, üëá üóá Ý÷ïõìå êáôáóêåõÜóåé ðñéí áð' áõôü ôï êåöÜ-ëáéï, ð.÷. óôçí áíÜðôõîç ôçò èåùñßáò ìåñéêÜ êáé êáëÜ äéáôåôáãìÝíùí ÷þñùí.Óáí óýíèçìá: ôá êëáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ êáé ç áðáñáßôçôç ãéá ôç ìåëÝôçôïõò èåùñßá óõíüëùí, åðéäÝ÷ïíôáé åñìçíåßá óáí üëá ôá ìáèçìáôéêÜ áíôé-êåßìåíá íá Þôáí ìÝëç ôïõ Z.Ôï ßäéï éó÷ýåé âÝâáéá ãéá êÜèå êüóìï ôïõ Zermelo, áëëÜ ï óõãêåêñéìÝíïò,áðëüò ïñéóìüò ôïõ Z ìáò åðéôñÝðåé íá áíáëýóïõìå ôç äïìÞ ôïõ êáé íá ìåëåôÞ-óïõìå ôéò åéäéêÝò éäéüôçôåò ôùí ìåëþí ôïõ. Ãéá ðáñÜäåéãìá, êáíÝíá ìÝëïò ôïõ
Z äåí áíÞêåé óôïí åáõôü ôïõ: åðåéäÞ êáíÝíá X ∈ N0 äåí éêáíïðïéåß ôçí X ∈ X(åýêïëá), êáé áí (ðñïò áðáãùãÞ óå Üôïðï) ôï n åßíáé åëÜ÷éóôï þóôå íá õðÜñ÷åéêÜðïéï X ∈ X ∈ Zn+1, ôüôå X ∈ X ⊆ Zn áðü ôïí ïñéóìü, Ýôóé þóôå X ∈ Zn,åíÜíôéá óôçí åðéëïãÞ ôïõ n. Áõôü ìÜëëïí åõ÷Üñéóôï åßíáé, åß÷áìå ðñïâëÞìáôáìå óýíïëá ðïõ áíÞêïõí óôïí åáõôü ôïõò· üìùò ç åðáíáëçðôéêÞ êáôáóêåõÞ ôïõ
Z óõíåðÜãåôáé ìéá ðïëý éó÷õñüôåñç éäéüôçôá ãéá ôá ìÝëç ôïõ ðïõ áíáêÜëõøå ïvon Neumann.11.26. Ïñéóìüò. ¸íá áíôéêåßìåíï x åßíáé êáêÜ èåìåëéùìÝíï (ill founded)áí êÜðïéá öèßíïõóá ∈-áëõóßäá áñ÷ßæåé ìå áõôü, äçëáäÞ áí õðÜñ÷åé óõíÜñôçóçf : N→ E ôÝôïéá þóôå x = f(0) 3 f(1) 3 f(2) 3 · · · :
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186 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá

ÄéÜãñáììá 11.2. Ôï {∅; {∅}} óáí áðïãïçôåõôéêü äþñï.Áíôéêåßìåíá ðïõ äåí åßíáé êáêÜ èåìåëéùìÝíá êáëïýíôáé êáëÜ èåìåëéùìÝíá(well founded) Þ åäñáéùìÝíá (grounded). Áí X ∈ X, ôüôå X 3 X 3 X 3
· · · , êáé åðïìÝíùò ôï X åßíáé êáêÜ èåìåëéùìÝíï. Ôï Ðñüâëçìá x11.14 äßíåé÷áñáêôçñéóìü ôùí êáêÜ èåìåëéùìÝíùí óõíüëùí êáôåõèåßáí áðü ôç ó÷Ýóç ∈, ìåôñüðï ðïõ ìïéÜæåé ãåíßêåõóç ôçò éäéüôçôáò X ∈ X.11.27. ¢óêçóç. Ôá Üôïìá, ôï êåíü ∅ êáé ôï N0 åßíáé åäñáéùìÝíá. ¸íá óý-íïëï X åßíáé åäñáéùìÝíï áí êáé ìüíïí áí êÜèå ìÝëïò ôïõ X åßíáé åäñáéùìÝíï,áí êáé ìüíïí áí ôï äõíáìïóýíïëü ôïõ åßíáé åäñáéùìÝíï. Ç êëÜóç üëùí ôùíåäñáéùìÝíùí óõíüëùí åßíáé ìåôáâáôéêÞ.11.28. Ðñüôáóç. Ç âáóéêÞ êëåéóôüôçôá M(I) êÜèå åäñáéùìÝíïõ óõíüëïõ Iåßíáé åäñáéùìÝíç. Åéäéêüôåñá, ï åëÜ÷éóôïò êüóìïò ôïõ Zermelo Z êáé üëá ôïõôá ìÝëç åßíáé åäñáéùìÝíá.Áðüäåéîç. Äå÷üìáóôå üôé ôï I åßíáé åäñáéùìÝíï êáé üôé (ðñïò áðáãùãÞ óåÜôïðï) ôï n åßíáé åëÜ÷éóôï þóôå ôï Mn íá åßíáé êáêÜ èåìåëéùìÝíï êáé ÝóôùMn 3 x1 3 · · · öèßíïõóá ∈-áëõóßäá. Áðü ôçí õðüèåóç, n > 0. ÅðåéäÞ ïéõðïèÝóåéò x1 ∈ Mn−1 êáé x1 ∈ y ∈ Mn−1 áíôéôßèåíôáé óôçí åðéëïãÞ ôïõ n,ðñÝðåé íá éó÷ýåé ôï x1 ⊆ Mn−1, Üñá x2 ∈ Mn−1 êáé ç ýðáñîç ôçò öèßíïõóáò
∈-áëõóßäáò Mn−1 3 x2 3 · · · áíôéôßèåôáé ðÜëé óôçí åðéëïãÞ ôïõ n. Ðñïêýðôåéüôé ôï M åßíáé åäñáéùìÝíï, åðåéäÞ êÜèå öèßíïõóá áëõóßäá M 3 x1 3 · · · èáÝäåé÷íå åðßóçò üôé êÜðïéï Mn åßíáé êáêÜ èåìåëéùìÝíï, óõãêåêñéìÝíá ôï Mnðïõ ðåñéÝ÷åé ôï x1. Ôï ðüñéóìá ãéá ôï Z éó÷ýåé åðåéäÞ ôï N0 åßíáé åäñáéùìÝíï.aÓôç ãíùóôÞ, óá÷ëÞ öÜñóá, åíèïõóéáóìÝíïò ï ÃéáííÜêçò óôç ãéïñôÞ ôïõ áíïß-ãåé ôï ôåñÜóôéï êïõôß ìå ôï äþñï ôïõ, ìüíï ãéá íá âñåé ìÝóá Ýíá Üëëï êïõôß,êáé ó' áõôü ìÝóá áêüìç Ýíá êïõôß ê.ëð. ìÝ÷ñéò üôïõ öôÜóåé óôï ôåëåõôáßï,ìéêñïóêïðéêü êïõôÜêé ðïõ åßíáé Üäåéï: ôï äþñï ôïõ åßíáé ôá êïõôéÜ. Ìðïñïýìåíá óõëëÜâïõìå ôá áãíÜ, åäñáéùìÝíá óýíïëá óáí áöçñçìÝíåò áðåéêïíßóåéò ôÝ-ôïéùí áðïãïçôåõôéêþí äþñùí, üðïõ üìùò ôï êÜèå êïõôß ìðïñåß íá ðåñéëáìâÜíåéðåñéóóüôåñá áðü Ýíá åóùôåñéêÜ êïõôéÜ: üðïéï êïõôß êáé í' áíïßîåé ï ÃéáííÜêçòêÜèå öïñÜ, ôåëéêÜ èá âñåé ôï Üäåéï êïõôß, ôï êåíü ∅. Ïé ðåñéóóüôåñåò áîéùìá-ôïðïéÞóåéò ôçò óõíïëïèåùñßáò äÝ÷ïíôáé ôçí åîÞò áñ÷Þ ôïõ von Neumann, ðïõáðáãïñåýåé ôá êáêÜ èåìåëéùìÝíá óýíïëá áðáñ÷Þò.
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ÊåöÜëáéï 11. ÁíôéêáôÜóôáóç êáé Üëëá áîéþìáôá 18711.29. Áñ÷Þ Èåìåëßùóçò (Principle of Foundation). ÊÜèå óýíïëï åßíáé åäñáé-ùìÝíï. Áõôü êáëåßôáé åðßóçò áñ÷Þ (Þ Áîßùìá) ôçò Êáíïíéêüôçôáò (Regularity).ÕðÜñ÷åé êáé ç åîÞò åíáëëáêôéêÞ, êÜðùò äõóíüçôç áëëÜ ÷ñÞóéìç Ýêöñáóç ôçòÁñ÷Þò Èåìåëßùóçò.11.30. Ðñüôáóç. Ç Áñ÷Þ Èåìåëßùóçò éó÷ýåé áí êáé ìüíïí áí ãéá êÜèå ìçêåíü óýíïëï X, õðÜñ÷åé êÜðïéï m ∈ X ôÝôïéï þóôåm ∩X = ∅: (11-25)Áðüäåéîç. Äå÷üìáóôå ðñþôá ôçí Áñ÷Þ Èåìåëßùóçò, êáé (ðñïò áðáãùãÞ óåÜôïðï) õðïèÝôïõìå üôé X 6= ∅, áëëÜ üôé êáíÝíá m ∈ X äåí éêáíïðïéåß ôçí(11-25). Áõôü óçìáßíåé üôé ãéá êÜðïéï a,a ∈ X & (∀m ∈ X)(∃t ∈ X)[t ∈ m];Üñá, áðü ôï DC, õðÜñ÷åé Üðåéñç, öèßíïõóá ∈-áëõóßäá ðïõ áñ÷ßæåé ìå ôï X 3 a,êáé áõôü âÝâáéá áíôéôßèåôáé óôçí õðüèåóç. Áíôéóôñüöùò, áí ç Áñ÷Þ Èåìåëßùóçòäåí áëçèåýåé êáé êÜðïéá Üðåéñç öèßíïõóá ∈-áëõóßäá áñ÷ßæåé ìå ôï óýíïëïX = f(0) 3 f(1) 3 f(2) 3 · · · ;ôüôå ç åéêüíá f [N] = {f(0); f(1); : : : } åßíáé âåâáßùò ìç êåíÞ, êáé ôÝìíåé êáèÝíááðü ôá ìÝëç ôçò, Ýôóé ðïõ êáíÝíá áð' áõôÜ äåí éêáíïðïéåß ôçí (11-25). a11.31. Ç óõíïëïèåùñßá Zermelo-Fraenkel (ìå åðéëïãÞ), ZFC. Ôï ðëÝïíäéáäåäïìÝíï|ôï £åðßóçìï¤| óýóôçìá áîéùìÜôùí ãéá óýíïëá åßíáé ç ÈåùñßáZermelo-Fraenkel (ìå åðéëïãÞ), ðïõ ðñïóèÝôåé ôéò Áñ÷Ýò Áãíüôçôáò 3.25 êáéÈåìåëßùóçò óôá áîéþìáôá ôçò ZFDC ìáæß ìå ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò, óõìâïëéêÜ:ZFC = ZFDC+AC+Áãíüôçôá+Èåìåëßùóç:Åßíáé ðïëëÜ êáé ðåéóôéêÜ ôá åðé÷åéñÞìáôá ðïõ åõíïïýí áõôü ôï óýóôçìá, ìåñéêÜáð' áõôÜ èá åêèÝóïõìå áìÝóùò óôç óõíÝ÷åéá, êáé ðÜëé áñãüôåñá, óôá ÊåöÜ-ëáéï 12 êáé óôï ÐáñÜñôçìá B, üðïõ åðßóçò èá åîçãÞóïõìå êáé ôïõò âáóéêïýòëüãïõò ðïõ ìáò ïäÞãçóáí íá ìåßíïõìå êáôÜ âÜóç óôçí áóèåíÝóôåñç èåùñßáZFDC ó' áõôÝò ôéò Óçìåéþóåéò. Áðü ôçí êáèáñÜ ðñáêôéêÞ Üðïøç, ïé áñ÷ÝòÁãíüôçôáò êáé Èåìåëßùóçò äåí åßíáé óçìáíôéêÝò ãéá ôï ìÝñïò ôçò óõíïëïèåù-ñßáò ðïõ ìáò áöïñÜ åäþ, êáé ôï ðëÞñåò AC ÷ñåéÜæåôáé ìüíï óðïñáäéêÜ, Ýôóéðïõ ìðïñïýìå åýêïëá íá óçìåéþíïõìå ôéò ÷ñÞóåéò ôïõ.11.32. ÕðÜñ÷ïõí ìç åäñáéùìÝíá óýíïëá; Ç ðëÝïí êáôÜöùñç ðáñáâßáóç ôçòÁñ÷Þò Èåìåëßùóçò èá Þôáí Ýíá áíôéêåßìåíï ðïõ åßíáé ôï ìïíïóýíïëï ôïõ åáõôïýôïõ,
Ω = {Ω}: (11-26)Ìðïñïýìå íá óõëëÜâïõìå ôï Ω óáí ôï ðëÝïí áðïãïçôåõôéêü äþñï: êÜèå êïõôßðåñéÝ÷åé Ýíá Üëëï, ðáíïìïéüôõðï, êáé ï ÃéáííÜêçò åîáêïëïõèåß í' áíïßãåé êïõôéÜ
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ÄéÜãñáììá 11.3. Ôï Ω óáí ôñáãéêÜ áðïãïçôåõôéêü äþñï.÷ùñßò áðïôÝëåóìá Þ ôÝñìá, ãéá ðÜíôá! ÌÞðùò õðÜñ÷ïõí óýíïëá Ω1 êáé Ω2ôÝôïéá þóôå
Ω1 = {∅;Ω2}; Ω2 = {Ω1}? (11-27)ÔÝôïéåò åîéóþóåéò ìïéÜæïõí áðßèáíåò, Üó÷åôåò, áëëÜ äåí åßíáé ðñïöáíÝò üôéôá áîéþìáôá ðïõ Ý÷ïõìå äå÷ôåß ôéò áðïêëåßïõí. Ãéá ôçí áêñßâåéá, äåí ôéòáðïêëåßïõí: óôï ÐáñÜñôçìá B èá êáôáóêåõÜóïõìå ðéèáíïöáíÞ ðñüôõðá ôçòZFDC+AC ðïõ ðåñéÝ÷ïõí êÜðïéï áõôïìïíïóýíïëï Ω = {Ω}, êáé Üëëá óý-íïëá ìå ðáñáðëÞóéåò éäéüôçôåò.Áò èõìçèïýìå ôþñá ôéò êÜðùò áóáöåßò ðåñéãñáöÝò ôçò ìåãÜëçò êáé ôçò ìéêñÞòÜðïøçò ôïõ êüóìïõ áíôéêåéìÝíùí W óôï 3.26. Ç ìåãÜëç Üðïøç èåùñåß ôï Wùò ôç ìÝãéóôç åöéêôÞ óõëëïãÞ áíôéêåéìÝíùí ðïõ éêáíïðïéåß ôá áîéþìáôá, åíþç ìéêñÞ Üðïøç äÝ÷åôáé üôé ôï W áðïôåëåßôáé áðü åêåßíá ôá áíôéêåßìåíá ðïõáðáéôïýíôáé áðü ôá áîéþìáôá.Ìå ôç ìåãÜëç Üðïøç, äåí Ý÷ïõìå ôþñá ðåñéóóüôåñåò Þ ëéãüôåñåò åíäåßîåéòãéá ôçí áëÞèåéá ôçò Áñ÷Þò Èåìåëßùóçò áð' ü,ôé åß÷áìå óôï ÊåöÜëáéï 3, åêôüòôïõ üôé Ý÷ïõìå äçìéïõñãÞóåé üëç áõôÞ ôç èåùñßá ÷ùñßò ðïôÝ íá ÷ñåéáóôïýìåáõôÞ ôçí áñ÷Þ: áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, äåí ÷ñåéáóôÞêáìå ïýôå êáêÜ èåìåëéùìÝíáóýíïëá.¸÷ïõìå áðïêôÞóåé üìùò ðïëý êáëýôåñç áíôßëçøç ôçò ìéêñÞò Üðïøçò, ôïõëÜ-÷éóôïí ãéá ôç èåùñßá ZDC+AC, êáé áð' áõôÞí üëåò ïé åíäåßîåéò åõíïïýí ôçíÁñ÷Þ Èåìåëßùóçò: ôá óýíïëá ðïõ £åããõþíôáé¤ ôá áîéþìáôá ôçò ZDC+AC åß-íáé ðñïöáíþò ôá ìÝëç ôïõ Z, êáé åßíáé üëá áãíÜ êáé åäñáéùìÝíá. Èá ìðïñïýóåêáíåßò íá áíôéëïãÞóåé üôé äåí êáôáóêåõÜóáìå ôï Z áðü ôï ôßðïôá, åñãáóôÞ-êáìå ìÝóá ó' Ýíá £äïóìÝíï¤ êüóìï áíôéêåéìÝíùí W , êáé ìÜëéóôá ÷ñåéÜóôçêåíá äå÷ôïýìå üôé åêôüò áðü ôá áîéþìáôá ôçò ZDC+AC, ôï W éêáíïðïéåß åðß-óçò ôï Áîßùìá ÁíôéêáôÜóôáóçò. Áõôü åßíáé óùóôü, áëëÜ åðßóçò óùóôÞ åßíáéêáé ç ðñïöáíÞò áðÜíôçóç: Ýîù áðü êÜèå Ýííïéá áõóôçñÞò áîéùìáôïðïßçóçò, oïñéóìüò ôïõ Z êáé ïé áðïäåßîåéò ôùí âáóéêþí éäéïôÞôùí ôïõ ìðïñïýí íá êá-ôáíïçèïýí Üìåóá, áöåëþò, üðùò óõíÞèùò êáôáëáâáßíïõìå ôá ìáèçìáôéêÜ|êáéðåßèïõí. Ìéá áðëÞ ðåñéãñáöÞ ôïõ Z èá Þôáí ôÝëåéá êáôáíïçôÞ óôï ÊåöÜëáéï3, ùò äéáéóèçôéêüò ïñéóìüò £ðåñéïñéóìÝíïõ óõíüëïõ¤, ðïõ äéêáéïëïãåß ôá áîéþ-ìáôá ôçò ZDC+AC, êáé ôéò áñ÷Ýò Áãíüôçôáò êáé Èåìåëßùóçò. Äåí Ý÷ïõìåâñåé ìÝ÷ñé óôéãìÞò ðáñüìïéï, áëçèïöáíÝò äéáéóèçôéêü ðñüôõðï ôçò ZDC ðïõ íá
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ÊåöÜëáéï 11. ÁíôéêáôÜóôáóç êáé Üëëá áîéþìáôá 189ðåñéÝ÷åé ìç åäñáéùìÝíá óýíïëá, áðü ïðïéåóäÞðïôå õðïèÝóåéò ðïõ äåí ïäçãïýíóå öáýëï êýêëï.31Åßíáé äõíáôü íá êáôáóêåõÜóïõìå áðëÜ ðñüôõðá üðùò ôï Z ãéá ôçí ZFDCêáé ôçí ZFC; Áò ôá ïíïìÜóïõìå ðñþôá.11.33. Ïñéóìüò. ZFDC-êüóìïò åßíáé Ýíáò êüóìïò ôïõ Zermelo M ðïõ åðé-ðëÝïí éêáíïðïéåß ôï Áîßùìá ÁíôéêáôÜóôáóçò, äçëáäÞ ãéá êÜèå óýíïëï A ∈ Mêáé ìïíïìåëÞ ïñéóôéêü ôåëåóôÞ H,
(∀x ∈M)[H(x) ∈M ]=⇒H[A] = {H(x) | x ∈ A} ∈M:ZFC-êüóìïò åßíáé Ýíáò ZFDC-êüóìïò M ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé Üôïìá êáé óôïíïðïßï êÜèå óýíïëï A ∈M åðéäÝ÷åôáé êáëÞ äéÜôáîç óôï M .Ôá áîéþìáôá ôçò ZFDC åêöñÜæïõí áêñéâþò ôçí õðüèåóç üôé ç êëÜóç Wüëùí ôùí áíôéêåéìÝíùí åßíáé ZFDC-êüóìïò êáé, áíôßóôïé÷á, ôá áîéþìáôá ôçòZFC éó÷õñßæïíôáé üôé ôï W åßíáé ZFC-êüóìïò.11.34. Èåþñçìá. Ç êëÜóç ôïõ von Neumann
V =ïñ {X | X åßíáé áãíü, åäñáéùìÝíï óýíïëï} (11-28)åßíáé ZFDC-êüóìïò· êáé áí éó÷ýåé ôï AC, ôüôå ç V åßíáé ZFC-êüóìïò.Áðüäåéîç. Ç êëÜóç V åßíáé êüóìïò ôïõ Zermelo, åýêïëá áðü ôçí ¢óêçóç11.27. Ãéá íá äåßîïõìå üôé éêáíïðïéåß åðßóçò ôï Áîßùìá ÁíôéêáôÜóôáóçò, ðá-ñáôçñïýìå üôé ãéá êÜèå óýíïëï A (áêüìç êé áí A =∈ V), áí ï H åßíáé ìïíïìåëÞòïñéóôéêüò ôåëåóôÞò ôÝôïéïò þóôå ãéá êÜèå x ∈ A, ç ôéìÞ H(x) íá åßíáé áãíü,åäñáéùìÝíï óýíïëï, ôüôå ç åéêüíá H[A] Ý÷åé ìüíï áãíÜ êáé åäñáéùìÝíá ìÝëç,êáé åðïìÝíùò (åýêïëá) åßíáé êáé áõôÞ áãíÞ êáé åäñáéùìÝíç.Ï äåýôåñïò éó÷õñéóìüò Ýðåôáé Üìåóá, åðåéäÞ áí éó÷ýåé ôï AC, ôüôå êÜèåA ∈ V åðéäÝ÷åôáé êáëÞ äéÜôáîç ≤A∈ P(A×A) êáé ≤A∈ V . aÕðÜñ÷åé áêüìç Ýíáò, êïìøüò êáé ÷ñÞóéìïò ÷áñáêôçñéóìüò ôùí áãíþí, åäñáé-ùìÝíùí óõíüëùí ðïõ åßíáé åýêïëï ðüñéóìá ôïõ ÈåùñÞìáôïò ÅäñáéùìÝíçò Áíá-äñïìÞò 11.5.11.35. Ïñéóìüò. Mostowski Åðéìïñöéóìüò Þ äéáêüóìçóç (decoration) ãñá-öÞìáôïò G ìå ó÷Ýóç áêìþí → åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò d : G →→ d[G] ðïõáíôéóôïé÷ßæåé óýíïëï óå êÜèå êüìâï ôïõ G, Ýôóé þóôåd(x) = {d(y) | y ← x} (x ∈ G): (11-29)11.36. Èåþñçìá (ËÞììá Óõìðßåóçò ôïõ Mostowski, Collapsing Lemma).(1) ÊÜèå åäñáéùìÝíï ãñÜöçìá G åðéäÝ÷åôáé áêñéâþò Ýíáí Mostowski åðéìïñ-öéóìü dG, êáé ç åéêüíá ôïõ dG[G] åßíáé ìåôáâáôéêü, áãíü, åäñáéùìÝíï óýíïëï.

31Ðñüôõðá üðùò ôï M(N0 ∪ Ω) ïäçãïýí óå öáýëï êýêëï, åðåéäÞ ÷ñåéáæüìáóôå áðáñ÷ÞòêÜðïéï Ω ìå ôçí áìöéóâçôïýìåíç éäéüôçôá ôïõ áõôïìïíïóõíüëïõ.
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+N

ab cde ∅

{{∅}}{∅}

{{∅}; {{∅}}}
{∅}

dG[G] = {∅; {∅}; {{∅}}{{∅}; {{∅}}}
ÄéÜãñáììá 11.4. Óõìðßåóç Mostowski.(2) ¸íá óýíïëï A åßíáé áãíü êáé åäñáéùìÝíï áí êáé ìüíïí áí õðÜñ÷åé êÜðïéïåäñáéùìÝíï ãñÜöçìá G êáé êÜðïéïò êüìâïò x ∈ G, Ýôóé þóôå A = dG(x), üðïõç dG åßíáé ç ìïíáäéêÞ äéáêüóìçóç ôïõ G.Áðüäåéîç. (1) Ç ýðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá äéáêüóìçóçò åíüò åäñáéùìÝíïõG åßíáé Üìåóï ðüñéóìá ôïõ ÈåùñÞìáôïò ÅäñáéùìÝíçò ÁíáäñïìÞò 11.5 åöáñìï-óìÝíïõ óôï G, ìå ôïí ïñéóôéêü ôåëåóôÞH(f) = Image(f) = {f(x) | f(x) ↓}:Ç åéêüíá dG[G] åßíáé ìåôáâáôéêü óýíïëï, åðåéäÞ áí s ∈ t ∈ dG[G], ôüôå s ∈ t =dG(y) ãéá êÜðïéï y ∈ G, ïðüôå s = dG(x) ãéá êÜðïéï x ← y, êáé s ∈ dG[G].Áöïý ôï êÜèå dG(x) åßíáé óýíïëï áðü ôçí (11-29), ôï dG[G] åßíáé ìåôáâáôéêüóýíïëï ÷ùñßò Üôïìá êáé åðïìÝíùò áãíü. Åðßóçò ôï dG[G] åßíáé åäñáéùìÝíï,åðåéäÞ áí õðÞñ÷å öèßíïõóá ∈-áêïëïõèßá x0 3 x1 3 · · · óôï dG[G] êáé åðéëÝãáìåôïõò êüìâïõò s0, s1, : : : Ýôóé þóôå dG(si) = xi, ôüôå ç s0 → s1 → · · · èá Þôáíìéá Üðåéñç öèßíïõóá áêïëïõèßá óôï åäñáéùìÝíï ãñÜöçìá G.(2) Áí A = dG(x) ìå ôï x êüìâï êÜðïéïõ åäñáéùìÝíïõ ãñáöÞìáôïò, ôüôå ôïA áíÞêåé óôï ìåôáâáôéêü, áãíü, åäñáéùìÝíï óýíïëï áðü ôï (1), êáé åðïìÝíùòåßíáé áãíü êáé åäñáéùìÝíï. Ãéá ôï áíôßóôñïöï, Ýóôù G = TC(A) ç ìåôáâáôéêÞêëåéóôüôçôá ôïõ Á êáé üñéóå ó' áõôÞíx→ y ⇐⇒ïñ y ∈ x:Ôï ãñÜöçìáG åßíáé åäñáéùìÝíï, åðåéäÞ ôïG = TC(A) åßíáé åäñáéùìÝíï óýíïëï,Ðñüâëçìá x11.16. Åðßóçò éó÷ýåé çdG(x) = x (x ∈ G)· (11-30)åðåéäÞ áí ôï x Þôáí G-åëá÷éóôéêü áíôéðáñÜäåéãìá ãéá ôçí (11-30), ôüôådG(x) = {dG(y) | y G← x};

= {y | y ← x} áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ x;
= {y | y ∈ x} áðü ôïí ïñéóìü ôçò →;
= x åðåéäÞ ôï x åßíáé óýíïëï:Åéäéêüôåñá, A = dG(A), ðïõ âåâáéþíåé ôï (2). a
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ÊåöÜëáéï 11. ÁíôéêáôÜóôáóç êáé Üëëá áîéþìáôá 191Ç êëÜóç V äåí åßíáé óýíïëï (Ðñüâëçìá x11.20) êáé äåí åßíáé åýêïëï íáâñïýìå óýíïëá ðïõ íá åßíáé ZFDC-êüóìïé, âë. ÐñïâëÞìáôá x12.43, x12.44êáé xB.12.11.37. ÁðïôåëÝóìáôá óõíÝðåéáò êáé áíåîáñôçóßáò. ¼ëá ôá áðïôåëÝóìáôáóõíÝðåéáò êáé áíåîáñôçóßáò ðïõ äéáôõðþóáìå óôá 8.24, 8.25, 10.33, 10.34,10.36 êáé 10.37 éó÷ýïõí áí ðñïóèÝóïõìå ôï Áîßùìá ÁíôéêáôÜóôáóçò óôéò ó÷å-ôéêÝò èåùñßåò. ¹ñèå ç óôéãìÞ íá óõëëÝîïõìå ôéò ãåíéêüôåñåò êáé óçìáíôéêüôåñåòåêäï÷Ýò áõôþí ôùí áðïôåëåóìÜôùí ãéá ôç èåùñßá ZFC.(1) (G�odel, 1939) Ï êüóìïò L ôùí êáôáóêåõÜóéìùí óõíüëùí åßíáé ðñüôõðïôçò ZFC, ðïõ åðßóçò éêáíïðïéåß ôç ÃåíéêåõìÝíç Õðüèåóç ôïõ Óõíå÷ïýò GCH.Óõíåðþò ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò AC äåí ìðïñåß íá äéáøåõóôåß áðü ôá Üëëá áîéþ-ìáôá ôçò ZFC, ïýôå êáé ç GCH äéáøåýäåôáé óôçí ZFC.(2) (Cohen, 1963) Êáìßá áðü ôéò áñ÷Ýò åðéëïãÞò ACN, DC êáé AC äåí ìðï-ñåß íá áðïäåé÷èåß áðü áóèåíÝóôåñåò áñ÷Ýò ìáæß ìå ôá êáôáóêåõáóôéêÜ áîéþ-ìáôá ôïõ Zermelo (I) { (VI) êáé ôï Áîßùìá ÁíôéêáôÜóôáóçò (VIII).(3) (Cohen, 1963) ÕðÜñ÷åé ðñüôõðï ôçò ZFC óôï ïðïßï ç Õðüèåóç ôïõ Óõ-íå÷ïýò CH äåí áëçèåýåé, êáé åðïìÝíùò ç CH äåí åßíáé èåþñçìá ôçò ZFC.(4) (Solovay, 1970) ÕðÜñ÷åé ðñüôõðï ôçò ZFC óôï ïðïßï êÜèå £ïñßóéìï¤,áíáðáñßèìçôï óçìåéïóýíïëï Ý÷åé ôÝëåéï õðïóýíïëï, êáé åðïìÝíùò Ý÷åé ðëçèéêüáñéèìü c. Åéäéêüôåñá, áõôü óçìáßíåé üôé äåí ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå Ýíá óõãêå-êñéìÝíï óçìåéïóýíïëï A êáé ìåôÜ íá áðïäåßîïõìå óôçí ZFC üôé ï ðëçèÜñéèìüòôïõ åßíáé ìåãáëýôåñïò ôïõ ℵ0 êáé ìéêñüôåñïò ôïõ c.(5) (Solovay, 1970) ÕðÜñ÷åé ðñüôõðï ôçò ZFDC óôï ïðïßï êÜèå áíáðáñßè-ìçôï óçìåéïóýíïëï ðåñéÝ÷åé ìç êåíü, ôÝëåéï õðïóýíïëï, êáé åðïìÝíùò ç ýðáñîçáíáðáñßèìçôùí óçìåéïóõíüëùí ÷ùñßò ìç êåíü, ôÝëåéï õðïóýíïëï äåí åßíáé èåþ-ñçìá ôçò ZFDC. Ôï ðñüôõðï ôïõ Solovay éêáíïðïéåß åðßóçò ôéò Áñ÷Ýò Áãíü-ôçôáò êáé Èåìåëßùóçò.
ÐñïâëÞìáôá ãéá ôï ÊåöÜëáéï 11x11.1. Äåßîå ôï Áîßùìá Äéá÷ùñéóìïý (III) áðü ôá õðüëïéðá áîéþìáôá óôçíïìÜäá (I) { (V) êáé ôï Áîßùìá ÁíôéêáôÜóôáóçò (VIII).x11.2. Ãéá êÜèå óýíïëï A, êÜèå ìïíïìåëÞ ïñéóôéêü ôåëåóôÞ F êáé êÜèå äéìåëÞ,ïñéóôéêü ôåëåóôÞ G, õðÜñ÷åé åëÜ÷éóôï ãéá ôçí ⊆ óýíïëï A ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï Aùò õðïóýíïëï êáé åßíáé êëåéóôü ãéá ôïõò F êáé G, äçëáäÞA ⊆ A; x ∈ A=⇒F (x) ∈ A; x; y ∈ A=⇒G(x; y) ∈ A:(Ôï ßäéï éó÷ýåé ãéá ïðïéïäÞðïôå áñéèìü ôåëåóôþí, ïóùíäÞðïôå ìåôáâëçôþí.)x11.3. Ôï Áîßùìá ÁíôéêáôÜóôáóçò åßíáé êáôáóêåõáóôéêÜ éóïäýíáìï ìå ôïåîÞò: ãéá êÜèå óýíïëï A êáé êÜèå ìïíïìåëÞ ïñéóôéêü ôåëåóôÞ F , õðÜñ÷åé óýíïëï
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192 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáB ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï A êáé åßíáé êëåéóôü ãéá ôïí F , äçëáäÞA ⊆ B&F [B] ⊆ B:x11.4. Ôï Áîßùìá ÁíôéêáôÜóôáóçò åßíáé êáôáóêåõáóôéêÜ éóïäýíáìï ìå ôïåîÞò: ãéá êÜèå óýíïëï A êáé êÜèå ìïíïìåëÞ ïñéóôéêü ôåëåóôÞ F , ï ðåñéïñé-óìüò F �A =ïñ {(x; F (x)) | x ∈ A}ôïõ F óôï A åßíáé óõíÜñôçóç, äçëáäÞ óýíïëï æåõãþí.x11.5. Áí ï (x; y) åßíáé ïñéóôéêüò ôåëåóôÞò äýï ìåôáâëçôþí ðïõ éêáíïðïéåßôçí ðñþôç éäéüôçôá äéáôåôáãìÝíùí æåõãþí (OP1) óôï 4.1, ôüôå éêáíïðïéåß åðß-óçò êáé ôç äåýôåñç, (OP2). (Áõôü äåí ìðïñåß íá áðïäåé÷ôåß óôçí ZDC+AC,âë. Ðñüâëçìá xB.4.)x11.6. Áí ï |A| åßíáé ïñéóôéêüò ôåëåóôÞò ðïõ Ý÷åé ôçí ðñþôç éäéüôçôá áóèåíïýòôåëåóôÞ ðëçèéêüôçôáò (C1), ôüôå áõôüìáôá Ý÷åé êáé ôçí ôñßôç, (C3). (Áõôü äåíìðïñåß íá áðïäåé÷ôåß óôçí ZDC+AC, âë. Ðñüâëçìá xB.8.)x11.7. Ç ïñéóôéêÞ óõíèÞêç ôçò óõíÜñôçóçò ïñéóìÝíç óôçí (4-14) éêáíïðïéåßôçí éóïäõíáìßáFunction(f) ⇐⇒ Set(f) & (∀w ∈ f)(∃x; y)[w = (x; y)]
& (∀x; y; y′)[[(x; y) ∈ f & (x; y′) ∈ f ]=⇒ y = y′];äçëáäÞ ôï f åßíáé óõíÜñôçóç áêñéâþò üôáí åßíáé ìïíïóÞìáíôï óýíïëï äéáôåôáã-ìÝíùí æåõãþí. (Âë. åðßóçò ôï Ðñüâëçìá xB.9.)x11.8. ÕðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá áêïëïõèßá (n 7→ ℵn) ðïõ éêáíïðïéåß ôéò ôáõôüôçôåò
ℵ0 = |N|; ℵn+1 = ℵ+n :Ôá ïíüìáôá ôùí ðñþôùí Üðåéñùí ðëçèáñßèìùí ôá ïñßóáìå óôçí (9-6), áëëÜÜëëï åßíáé íá äåßîåéò üôé õðÜñ÷åé ç áêïëïõèßá (n 7→ ℵn). (âë. åðßóçò ôï Ðñü-âëçìá xB.10.)x11.9. ÃåíéêåõìÝíç áíáäñïìÞ ìå ðáñáìÝôñïõò. Ãéá êÜèå ìïíïìåëÞ ïñéóôéêüôåëåóôÞ G êáé êÜèå ôñéìåëÞ ïñéóôéêü ôåëåóôÞ H, õðÜñ÷åé ìïíïìåëÞò, ïñéóôéêüòôåëåóôÞò F ðïõ éêáíïðïéåß ôéò ôáõôüôçôåòF (0; y) = G(y);F (n+ 1; y) = H(F (n; y); n; y):x11.10. Áí ç E åßíáé ìç êåíÞ ïéêïãÝíåéá ìåôáâáôéêþí óõíüëùí, ôüôå ç Ýíùóç

⋃E êáé ç ôïìÞ ⋂E åßíáé åðßóçò ìåôáâáôéêÜ óýíïëá.x11.11. Ãéá êÜèå êëÜóç A õðÜñ÷åé åëÜ÷éóôç, ìåôáâáôéêÞ êëÜóç A ðïõ ðåñéÝ÷åéôçí A, äçëáäÞ ôÝôïéá þóôå A ⊆ A êáé ãéá êÜèå ìåôáâáôéêÞ êëÜóç B, áí A ⊆ B,ôüôå A ⊆ B.x11.12. Ïé êëÜóåéò ôùí áãíþí óõíüëùí, ôùí êëçñïíïìéêÜ ðåðåñáóìÝíùí óõ-íüëùí êáé ôùí êëçñïíïìéêÜ áñéèìÞóéìùí óõíüëùí åßíáé üëåò ìåôáâáôéêÝò.
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ÊåöÜëáéï 11. ÁíôéêáôÜóôáóç êáé Üëëá áîéþìáôá 193x11.13. Áí x1 ∈ x2 ∈ · · · ∈ xn = x1, ôüôå ôï x1 åßíáé êáêÜ èåìåëéùìÝíï.x11.14. Ôï áíôéêåßìåíï x åßíáé êáêÜ èåìåëéùìÝíï áí êáé ìüíïí áí õðÜñ÷åéóýíïëï A ôÝôïéï þóôå x ∈ A& (∀s ∈ A)(∃t ∈ A)[s 3 t]:x11.15. Áí õðÜñ÷ïõí Ω1, Ω2 ðïõ éêáíïðïéïýí ôçí (11-27), ôüôå åßíáé äéáöïñå-ôéêÜ, êëçñïíïìéêÜ ðåðåñáóìÝíá, áãíÜ óýíïëá.x11.16. ¸íá óýíïëï A åßíáé åäñáéùìÝíï áí êáé ìüíïí áí ç ìåôáâáôéêÞ ôïõêëåéóôüôçôá TC(A) åßíáé åäñáéùìÝíç.
∗ x11.17. ¸íá óýíïëï áíÞêåé óôï V! áí êáé ìüíïí áí åßíáé áãíü, åäñáéùìÝíïêáé êëçñïíïìéêÜ ðåðåñáóìÝíï. Õðüäåéîç. Äåßîå ðñþôá üôé êÜèå ðåðåñáóìÝíï,ìåôáâáôéêü, áãíü êáé åäñáéùìÝíï óýíïëï åßíáé ìÝëïò ôïõ V!.x11.18. Ãéá êÜèå ìåôáâáôéêü óýíïëï I, ÝóôùJ = {x ∈ I | x åßíáé áãíü êáé åäñáéùìÝíï}·äåßîå üôé M(J) = {x ∈M(I) | x åßíáé áãíü êáé åäñáéùìÝíï}:x11.19. Áí õðÜñ÷åé óýíïëï Ω = {Ω} üðùò óôçí (11-26), ôüôå

{x ∈M(Ω) | x åäñáéùìÝíï} = V!:x11.20. Äåßîå üôé ç êëÜóç V ôùí áãíþí, åäñáéùìÝíùí óõíüëùí äåí åßíáé óý-íïëï.11.38. Ïñéóìüò. Ç êëÜóç áôüìùí K óôçñßæåé (supports) ôï óýíïëï A áíx ∈ TC(A) &Atom(x)=⇒x ∈ K·èÝôïõìå
W [K] = {x | ôï x óôçñßæåôáé áðü ôçí K}; (11-31)
V [K] = {x | ôï x åßíáé åäñáéùìÝíï êáé óôçñßæåôáé áðü ôçí K}: (11-32)x11.21. Ç êëÜóç W [K] ôùí óõíüëùí ðïõ óôçñßæïíôáé áðü ìéá êëÜóç áôüìùíK åßíáé ZFDC-êüóìïò.x11.22. Ç êëÜóç V [K] ôùí åäñáéùìÝíùí óõíüëùí ðïõ óôçñßæïíôáé áðü ìéáêëÜóç áôüìùí K åßíáé ZFDC-êüóìïò.x11.23. ¸óôù G = (N;→) ìå m → n ⇐⇒ n < m. Äåßîå üôé ôï G åß-íáé åäñáéùìÝíï êáé õðïëüãéóå ôçí åéêüíá dG(m) ãéá êÜèå m ãéá ôç ìïíáäéêÞäéáêüóìçóç ôïõ G.x11.24. Äþóå ðáñÜäåéãìá Üðåéñïõ, åäñáéùìÝíïõ ãñáöÞìáôïò G ìå dG[G] =

{∅}.
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194 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá
∗ x11.25. ¸óôù G = (N \ {0};→), ìåm→ n ⇐⇒ m 6= n& ôï n äéáéñåß ôï m:Äåßîå üôé ôï G åßíáé åäñáéùìÝíï êáé õðïëüãéóå ôçí åßêïíá dG(m) ãéá êÜèå mõðü ôç ìïíáäéêÞ äéáêüóìçóç ôïõ G.x11.26. ÅðåêôáìÝíç äéáêüóìçóç ãñáöÞìáôïò G åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò d :G→→ d[G] ðïõ éêáíïðïéåß ãéá êÜèå x ∈ G ôçí åîßóùóçd(x) =

{x; áí ôï x åßíáé Üôïìï;
{d(y) | y ← x}; áí ôï x åßíáé óýíïëï:Äåßîå üôé êÜèå åäñáéùìÝíï ãñÜöçìá åðéäÝ÷åôáé áêñéâþò ìßá åðåêôáìÝíç äéáêü-óìçóç, êáé üôé Ýíá (ü÷é õðï÷ñåùôéêÜ áãíü) óýíïëï A åßíáé åäñáéùìÝíï áí êáéìüíïí áí õðÜñ÷åé åäñáéùìÝíï ãñÜöçìá G êáé x ∈ G, ôÝôïéá þóôå A = d(x).

∗ x11.27. ÅäñáéùìÝíç ∈-áíáäñïìÞ. Ãéá êÜèå äéìåëÞ ïñéóôéêü ôåëåóôÞ H,õðÜñ÷åé ïñéóôéêüò ôåëåóôÞò F (t) ôÝôïéïò þóôå ãéá êÜèå åäñáéùìÝíï óýíïëï x,F (x) = H(F �x; x);üðïõ ç óõíÜñôçóç F �x = {(t; F (t)) | t ∈ x} åßíáé ï ðåñéïñéóìüò ôïõ ôåëåóôÞ Fóôï óýíïëï x.Áõôü åßíáé åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçò åðüìåíçò, êÜðùò ãåíéêüôåñçò åðÝêôáóçò ôïõÈåùñÞìáôïò ÅäñáéùìÝíçò ÁíáäñïìÞò 11.5.
∗ x11.28. ¸óôù äéìåëÞò ïñéóôéêÞ óõíèÞêç t < y ìå ôéò éäéüôçôåò (1) ãéá êÜèåx, ç êëÜóç {t | t < x} åßíáé óýíïëï, êáé (2) äåí õðÜñ÷åé áêïëïõèßá (n 7→ xn)ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå n, xn+1 < xn. Äåßîå üôé ãéá êÜèå äéìåëÞ ïñéóôéêü ôåëåóôÞH õðÜñ÷åé êÜðïéïò Üëëïò F , ôÝôïéïò þóôå ãéá êÜèå x,F (x) = H(F �{t | t < x}; x);üðïõ ç óõíÜñôçóç F �{t | t < x} = {(t; F (t)) | t < x} åßíáé ï ðåñéïñéóìüò ôïõF óôï óýíïëï {t | t < x}.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 12
ÄÉÁÔÁÊÔÉÊÏÉ ÁÑÉÈÌÏÉ

Ôï Áîßùìá ÁíôéêáôÜóôáóçò âñßóêåé ôéò óçìáíôéêüôåñåò åöáñìïãÝò ôïõ óôçíüìïñöç èåùñßáÄéáôáêôéêþí Áñéèìþí ôïõ von Neumann êáé óôçí êáôáóêåõÞôçò ÓõóóùñåõôéêÞò Éåñáñ÷ßáò ôùí áãíþí, åäñáéùìÝíùí óõíüëùí. Ìðïñåßêáíåßò íá åðéâéþóåé ÷ùñßò íá ãíùñßæåé ôïõò äéáôáêôéêïýò áñéèìïýò, âåâáßùò,áëëÜ ü÷é ôüóï åõ÷Üñéóôá: ðñïóöÝñïõí ðïëëÜ, åí ïéò êáé áëçèéíïýò ðëçèéêïýòáñéèìïýò ðïõ äßíïõí ðñáãìáôéêüôçôá êáé ïõóßá óôçí £åéêïíéêÞ¤ èåùñßá éóïðëçèé-êüôçôáò óôçí ïðïßá (áíáãêáóôéêÜ) Ý÷ïõìå ðåñéïñéóôåß. Ç ÓõóóùñåõôéêÞ Éåñáñ-÷ßá åðåêôåßíåé ôçí åðáíÜëçøç ôïõ ôåëåóôÞ äõíáìïóõíüëïõ ìå ôçí ïðïßá öôéÜîáìåôï V! £üóï ðÜåé¤, êáé ôåëéêÜ ðáñéóôÜíåé ôá áãíÜ, åäñáéùìÝíá óýíïëá óôçí ðéïåðéôáêôéêÞ, äéáéóèçôéêÞ êáôáíüçóç Ýííïéáò óõíüëïõ. Äåí åßíáé ôüóï óßãïõñïüôé ìðïñåß êáíåßò íá æÞóåé ÷ùñßò íá êáôáëÜâåé áõôÞ ôçí åéêüíá, ïðùóäÞðïôå ü÷éáíÜìåóá óå óõíïëïèåùñçôéêïýò.Ï Cantor ðåñéãñÜöåé ôçí Ýííïéá ôùí £äéáôáêôéêþí ôýðùí¤ ìüëéò ìåñéêÝò óå-ëßäåò ìåôÜ ôïí ïñéóìü ðëçèáñßèìùí ðïõ áðïêüøáìå óôï 4.19, êáé ìå ðáñüìïéïôñüðï.ÊÜèå äéáôåôáãìÝíï óýíïëï U Ý÷åé êáèïñéóìÝíï `äéáôáêôéêü ôýðï',[. . .] ôïí ïðïßï óõìâïëßæïõìå U . Ìå áõôü åííïïýìå ôç ãåíéêÞ Ýí-íïéá ðïõ áðïññÝåé áðü ôï U üôáí áðïóýñïõìå áðü ôá óôïé÷åßá u ìüíïôçí éäéáßôåñÞ ôïõò öýóç, êáé êñáôÞóïõìå ôç äéÜôáîç Þ ôï ðñïâÜäéóìáìåôáîý ôïõò. ¸ôóé ï äéáôáêôéêüò ôýðïò U åßíáé êáé áõôüò äéáôåôáã-ìÝíï óýíïëï, ìå óôïé÷åßá ìïíÜäåò ðïõ Ý÷ïõí áíáìåôáîý ôïõò ôï ßäéïðñïâÜäéóìá üðùò êáé ôá áíôßóôïé÷á ìÝëç ôïõ U , áðü ôá ïðïßá Ý÷ïõíäçìéïõñãçèåß ìå áöáßñåóç. : : : ¸íá áðëü åðé÷åßñçìá ðåßèåé üôé äýïäéáôåôáãìÝíá óýíïëá Ý÷ïõí ôïí ßäéï äéáôáêôéêü ôýðï ôüôå êáé ìüíïíáí åßíáé üìïéá, Ýôóé þóôå ïé äýï åîéóþóåéò U =o V êáé U = V åßíáééóïäýíáìåò.Ï Cantor áíáöÝñåôáé óå ãñáììéêÜ äéáôåôáãìÝíïõò ÷þñïõò, ãåíéêÜ, áëëÜ åäþèá èåùñÞóïõìå ôï åéäéêüôåñï ðñüâëçìá ïñéóìïý £äéáôáêôéêþí ôýðùí¤ ìüíï ãéáêáëÜ äéáôåôáãìÝíïõò ÷þñïõò. Éó÷õñßæåôáé ñçôÜ ôçí ðñþôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéü-ôçôá U =o U (12-1)
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∅ {∅} {∅; {∅}} {∅; {∅}; {∅; {∅}}} · · ·
? ? ? ? ! ! ∪ {!}ÄéÜãñáììá 12.1. Ï åðéìïñöéóìüò von Neumann ôïõU : 0U ; 1U ; 2U ; : : : ; !U ; SU (!U ).ôïõ ôåëåóôÞ áíÜèåóçò äéáôáêôéêþí áñéèìþí êáé åðé÷åéñçìáôïëïãåß ãéá ôç óõíå-ðáãùãÞ U =o V =⇒U = V : (12-2)Ï £áðëüò éó÷õñéóìüò¤ ðïõ õðáéíßóóåôáé ï Cantor ãéá ôçí (12-2) èá ðñÝðåé íáäéêáéþíåé åðßóçò ôçí éó÷õñüôåñç óõíåðáãùãÞU ≤o V =⇒U v V · (12-3)ôïõëÜ÷éóôïí ãéá êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõò ÷þñïõò, üðïõ ç èÝóç óçìåßïõ x óôï ÷þñïåîáñôÜôáé ìüíï áðü ôá óçìåßá ðïõ ðñïçãïýíôáé ôïõ x, Ýôóé þóôå ç £ìïíÜäá¤ xðïõ äçìéïõñãåßôáé ìå áöáßñåóç áðü ôï x êáé êùäéêïðïéåß áõôÞ ôç èÝóç óôï U ,ëïãéêÜ ðñÝðåé åðßóçò íá åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôï áñ÷éêü ôìÞìá segU (x). ¸ôóéôï ðñüâëçìá ôçò ðéóôÞò áðåéêüíéóçò óôçí áîéùìáôéêÞ óõíïëïèåùñßá ôçò Ýííïéáòäéáôáêôéêþí áñéèìþí ôïõ Cantor êáôáëÞãåé óôï åîÞò: ìðïñïýìå íá áíôéóôïé-÷ßóïõìå Ýíáí êáëÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï U óå êÜèå êáëÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï U ,Ýôóé ðïõ íá éó÷ýïõí ïé (12-1) êáé (12-3). Ç ðñùôüôõðç éäÝá ôïõ von Neumannåßíáé íá ïñßóïõìå ôïí U áíôéêáèéóôþíôáò áíáäñïìéêÜ êÜèå ìÝëïò ôïõ U ìå ôïóýíïëï ôùí ðñïçãïýìåíþí ôïõ.12.1. Äéáôáêôéêïß Áñéèìïß (Ordinal Numbers). Ï von Neumann åðéìïñ-öéóìüò åíüò êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõ ÷þñïõ U åßíáé ï ìïíáäéêÞ äéáêüóìçóç ôïõáíôßóôïé÷ïõ åäñáéùìÝíïõ ãñáöÞìáôïò (Field(U); >U ), Ýôóé þóôå áðü ôçí (11-29),vU (x) = {vU (y) | y <U x}; (x ∈ Field(U)): (12-4)Ï äéáôáêôéêüò áñéèìüò ôïõ U åßíáé ç åéêüíáord(U) =ïñ vU [Field(U)] (12-5)ôïõ U áðü ôïí von Neumann åðéìïñöéóìü ôïõ, êáéON = {� | (∃ êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò U)[� = ord(U)]} (12-6)åßíáé ç êëÜóç ôùí äéáôáêôéêþí áñéèìþí. Ùò óõíÞèùò, ãñÜöïõìå éóïäýíáìá,ON(�) ⇐⇒ � ∈ ON:Ãéá ðáñÜäåéãìá, ÝóôùU : 0U ; 1U ; 2U ; : : : ; !U ; SU (!U )
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ÊåöÜëáéï 12. Äéáôáêôéêïß áñéèìïß 197êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò ìå åëÜ÷éóôï óçìåßï 0U , åðüìåíï 1U , : : : , ðñþôïïñéáêü óçìåßï !U , êáé áìÝóùò ìåôÜ ôï ôåëåõôáßï (ìÝãéóôï) óçìåßï SU (!U ).Õðïëïãßæïõìå ôéò ôéìÝò ôïõ von Neumann åðéìïñöéóìïý ìå åðáíåéëçììÝíåòåöáñìïãÝò ôçò (12-5) (ðáñáëåßðïíôáò ôïõò äåßêôåò):v(0U ) = {v(x) | x < 0U} = ∅ = 0;v(1U ) = {v(x) | x < 1U} = {∅} = 1;v(2U ) = {v(x) | x < 2U} = {∅; {∅}} = 2;v(3U ) = {v(x) | x < 3U} = {∅; {∅}; {∅; {∅}}} = 3;...v(!U ) = {v(x) | x < !U} = {∅; {∅}; {∅; {∅}}; : : : } = !v(SU (!U )) = {v(x) | x < SU (!U )} = ! ∪ {!}v[U ] = {0; 1; 2; : : : ; !; ! ∪ {!}}:Ïé õðïëïãéóìïß áõôïß åßíáé åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò ôùí ðáñáêÜôù ãåíéêþí ðñïôÜ-óåùí:12.2. ¢óêçóç. Áí 0U åßíáé ôï åëÜ÷éóôï óçìåßï åíüò êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõ ÷þ-ñïõ U , ôüôå vU (0U ) = ∅· êáé áí S(x) åßíáé ï åðüìåíïò ôïõ x óôïí U , ôüôåvU (S(x)) = vU (x) ∪ {vU (x)}:12.3. ¢óêçóç. Áí ôï x åßíáé ïñéáêü óçìåßï åíüò êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõ ÷þñïõU , ôüôå ∅ ∈ vU (x) êáé � ∈ vU (x)=⇒� ∪ {�} ∈ vU (x):12.4. ¢óêçóç. Áí !U åßíáé ôï ðñþôï ïñéáêü óçìåéü óå Ýíáí êáëÜ äéáôåôáã-ìÝíï ÷þñï U , ôüôå! = vU (!U ) =
⋂{X | ∅ ∈ X & (∀� ∈ X)[� ∪ {�} ∈ X]}; (12-7)êáé, åéäéêüôåñá, ôï ! = vU (!U ) åßíáé áíåîÜñôçôï áðü ôï óõãêåêñéìÝíï êáëÜäéáôåôáãìÝíï ÷þñï U ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá íá ôï õðïëïãßóïõìå.Ç Üóêçóç áõôÞ, äéáóáöçíßæåé ãéá ôï !U , êÜôé ðïõ åßíáé ðñïöáíÝò ãéá ôá

0U ; 1U ; : : : óôï ÄéÜãñáììá 12.1· ç ôéìÞ vU (x) åßíáé áíåîÜñôçôç áðü ôï óçìåßïx ∈ U êáé åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôç èÝóç ôïõ x óôï U , áí åßíáé ôï ðñþôï óçìåßï,ôï ðÝìðôï, ôï ðñþôï ïñéáêü óçìåßï ê.ëð. Ç ãåíéêÞ áëÞèåéá áõôÞò ôçò éäéüôçôáòôïõ v åêöñÜæåôáé ùò åîÞò.12.5. ËÞììá (Ðñþôç Éäéüôçôá Äéáôáêôéêþí Áñéèìþí). Ãéá êÜèå áñ÷éêÞïìïéüôçôá � : U �→ �[U ] v V áðü Ýíáí êáëÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï U óå êÜðïéïíÜëëï V , ôï ÄéÜãñáììá 12 åßíáé áíôéìåôáèåôéêü, äçëáäÞvV (�(x)) = vU (x) (x ∈ U): (12-8)
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U
ord(U)

V
ord(V )

�
vU vVid(x) = x

ÄéÜãñáììá 12.2. Ï åðéìïñöéóìüò von Neumann êáé áñ÷éêÝò ïìïéüôçôåò.Áðüäåéîç. Ðñïò Üôïðï, Ýóôù x åëÜ÷éóôï óôï U ôÝôïéï ðïõ vV (�(x)) 6= vU (x).Õðïëïãßæïõìå:vV (�(x)) = {vV (y) | y <V �(x)} åî ïñéóìïý,
= {vV (�(t)) | t <U x} åðåéäÞ ç � åßíáé áñ÷éêÞ,
= {vU (t) | t <U x} áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ x;
= vU (x);ðïõ áíôéôßèåôáé óôçí åðéëïãÞ ôïõ x. Ôï êëåéäß ôçò áðüäåéîçò åßíáé ôï äåýôåñïâÞìá, üðïõ ÷ñçóéïðïéïýìå ôï ãåãïíüò üôé ç åéêüíá ìéáò áñ÷éêÞò éäéüôçôáò £äåíÝ÷åé ôñýðåò¤, Ýôóé ðïõ êÜèå y <V �(x) åßíáé Ýíá �(t) ãéá êÜðïéï t <U x. a12.6. ¢óêçóç. Áí ïé U êáé V åßíáé êáëÜ äéáôåôáãìÝíïé ÷þñïé, ôüôåU ≤o V =⇒ ord(U) ⊆ ord(V ):¸ðåôáé üôé áí U =o V , ôüôå ord(U) = ord(V ).12.7. ËÞììá (Äåýôåñç Éäéüôçôá Äéáôáêôéêþí Áñéèìþí). Ãéá êÜèå êáëÜäéáôåôáãìÝíï ÷þñï U êáé êÜèå y ∈ U ,vU (x) = ord(segU (x)): (12-9)¸ðåôáé üôé êÜèå von Neumann ôéìÞ vU (x) åßíáé äéáôáêôéêüò áñéèìüò, êáéáíôéóôñüöùò, êÜèå äéáôáêôéêüò áñéèìüò � åßíáé ç von Neumann ôéìÞ vU (x)êÜðïéïõ óçìåßïõ, óå êÜðïéï êáëÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï.Áðëïýóôåñá: êÜèå ìÝëïò äéáôáêôéêïý áñéèìïý åßíáé äéáôáêôéêüò áñéèìüò êáéêÜèå äéáôáêôéêüò áñéèìüò åßíáé ìÝëïò äéáôáêôéêïý áñéèìïý.Áðüäåéîç. Åöáñìüæïíôáò ôï ËÞììá 12.5 ìå segU (x) ãéá U , U ãéá V êáéôçí ôáõôïôéêÞ áñ÷éêÞ ïìïéüôçôá � : segU (x)� U , óõíÜãïõìå üôévsegU (x)(y) = vsegU (x)(�(y)) = vU (y) (y <U x);Ýôóé ðïõ, ôåëéêÜvU (x) = {vU (y) | y <U x} = {vsegU (x)(y) | y <U x} = ord(segU (x)):Ãéá ôïí äåýôåñï éó÷õñéóìü, áò åßíáé V = Succ(U) ï åðüìåíïò êáëÜ äéá-ôåôáãìÝíïò ÷þñïò ôïõ U , ìå Ýíá íÝï t óôçí êïñõöÞ, üðùò óôï 7.16: ôþñáU = segV (t), Ýôóé ðïõ ord(U) = vV (t). a
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ÊåöÜëáéï 12. Äéáôáêôéêïß áñéèìïß 199¸ôóé ïé äéáôáêôéêïß áñéèìïß áðåéêïíßæïõí åîßóïõ ìÞêç êáëÜ äéáôåôáãìÝíùí÷þñùí áëëÜ êáé èÝóåéò óçìåßùí óå êÜðïéï êáëÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï. Ç äåýôåñçåñìçíåßá óõìöùíåß êáëýôåñá ìå ôç ÷ñÞóç äéáôáêôéêþí áñéèìþí óôçí êáèçìåñéíÞãëþóóá, üðïõ £ðñþôïò¤, £äåýôåñïò¤, : : : ôõðéêÜ êáèïñßæïõí ôç èÝóç êÜðïéïõáíôéêåéìÝíïõ óå ìéá óåéñÜ.12.8. ¢óêçóç (Ïé ðåðåñáóìÝíïé von Neumann äéáôáêôéêïß áñéèìïß).Áí ≤N åßíáé ç óõíçèéóìÝíç äéÜôáîç ôùí öõóéêþí N, ôüôåord(N;≤N) = !;üðùò ôï ! ïñßóôçêå óôï (12-7). ÅðéðëÝïí, áí èÝóïõìåS!(n) = n ∪ {n} (n ∈ !);ôüôå ôï (!; ∅; S!) åßíáé óýóôçìá Peano, êáé ï vN : N �→ ! åßíáé ï ìïíáäéêüò(áðü ôï Èåþñçìá 5.4) éóïìïñöéóìüò ôùí öõóéêþí áñéèìþí ìå ôï !.Óõíçèßæåôáé óôçí ðñï÷ùñçìÝíç óõíïëïèåùñßá íá èåùñïýìå ôï (!; ∅; S) ùò ôïóýóôçìá Peano ðïõ óôáèåñïðïéÞóáìå óôï 5.9, äçëáäÞ íá ôáõôßæïõìå ôï N ìåôï !. Áõôü äéåõêïëýíåé ïñéóìÝíá ðñÜãìáôá, áëëÜ äåí åßíáé ïýôå áðáñáßôçôï,ïýôå éäéáßôåñá öõóéïëïãéêü|äýóêïëá âñßóêïõìå ðåéóôéêÜ åðé÷åéñÞìáôá üôé ôï
{∅; {∅}} åßíáé êáëýôåñç áíáðáñÜóôáóç ôïõ áñéèìïý 2, áðü áõôÞí ôïõ Zermelo,
{{∅}} ðïõ åßäáìå óôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 5.3, Þ áëëéþò ôï ôñßôï ìÝëïòïðïéïõäÞðïôå óõóôÞìáôïò Peano.Áêïëïõèåß ôï âáóéêü áðïôÝëåóìá ãéá ôïõò äéáôáêôéêïýò áñéèìïýò.12.9. ËÞììá (Ôñßôç Éäéüôçôá Äéáôáêôéêþí Áñéèìþí). ÊÜèå äéáôáêôéêüòáñéèìüò � åßíáé êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò áðü ôç ó÷Ýóçu ≤� v ⇐⇒ïñ u = v ∨ u ∈ v (u; v ∈ �)· (12-10)êáé áí � = ord(U) ãéá êÜðïéï ÷þñï U , ôüôå ï von Neumann åðéìïñöéóìüòvU : U →→ � åßíáé ïìïéüôçôá.¸ðåôáé üôé êÜèå êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò åßíáé üìïéïò ìå êÜðïéïí äéáôá-êôéêü áñéèìü, êáé êÜèå êáëÜ äéáôÜîéìï óýíïëï åßíáé éóïðëçèéêü ìå êÜðïéïíäéáôáêôéêü.Áðüäåéîç. Áñ÷éêÜ, áðü ôï ËÞììá 11.36, êÜèå � = vU [U ] åßíáé ìåôáâáôéêü,áãíü êáé åäñáéùìÝíï óýíïëï, êáé (ãñÜöïíôáò v áíôß ãéá vU ),x <U y=⇒v(x) ∈ v(y): (12-11)ÅðéðëÝïí, x 6= y=⇒v(x) 6= v(y); (x; y ∈ U)·åðåéäÞ áí x 6= y, ôüôå åßôå x <U y åßôå y <U , Ýôóé ðïõ áðü ôç (12-11), åßôåv(x) ∈ v(y) åßôå v(y) ∈ v(x)· êáé óå êÜèå ðåñßðôùóç, äåí ìðïñåß íá éó÷ýåé çv(x) = v(y) åöüóïí ôï � åßíáé åäñáéùìÝíï óýíïëï. ¸ôóé ç v : U �→ � åßíáé
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200 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáìïíïìïñöéóìüò, Üñá áíôéóôïé÷ßá, êáé ç ó÷Ýóç ≤� åßíáé ç åéêüíá ôçò ≤U áðü ôçv, äçëáäÞ, x ≤U y ⇐⇒ v(x) ≤� v(y) (x; y ∈ U)·Ýðåôáé üôé ç ≤� åßíáé êáëÞ äéÜôáîç ôïõ � êáé ç v åßíáé ïìïéüôçôá.Ï ôåëåõôáßïò éó÷õñéóìüò éó÷ýåé åðåéäÞ ïé ïìïéüôçôåò åßíáé áíôéóôïé÷ßåò. aÔï áîéïóçìåßùôï áõôü áðïôÝëåóìá âåâáéþíåé üôé õðÜñ÷ïõí áñêåôÜ ìáêñéÝò
∈-áëõóßäåò þóôå íá ìáò äßíïõí áíôßãñáöá êÜèå êáëÞò äéÜôáîçò, êáé åßíáé ÷á-ñáêôçñéóôéêü åðáêüëïõèï ôïõ Áîéþìáôïò ÁíôéêáôÜóôáóçò. ¼ðùò ðÜíôá ìåäïìçìÝíá óýíïëá, £ï äéáôáêôéêüò áñéèìüò �¤ èá åßíáé äéöïñïýìåíá ôï óýíïëï� Þ ï äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò (�;≤�), Ýôóé ðïõ, ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï ËÞììá 12.9åêöñÜæåôáé áðëÜ áðü ôçí U =o ord(U):12.10. ¢óêçóç. Ãéá êÜèå äéáôáêôéêü áñéèìü �, ord(�) = �.12.11. Ðüñéóìá (×áñáêôçñéóìüò ôùí äéáôáêôéêþí). Ôï óýíïëï � åßíáé äéá-ôáêôéêüò áñéèìüò áí êáé ìüíïí áí åßíáé ìåôáâáôéêü, áãíü, åäñáéùìÝíï êáé ∈-óõíåêôéêü, äçëáäÞ, x = y ∨ x ∈ y ∨ y ∈ x (x; y ∈ �):Áðüäåéîç. ÊÜèå äéáôáêôéêüò Ý÷åé áõôÝò ôéò éäéüôçôåò, áðü ôá ËÞììáôá 11.36êáé 12.9. Ãéá ôï áíôßóôñïöï, äå÷üìáóôå üôé ôï A åßíáé ìåôáâáôéêü, áãíü,åäñáéùìÝíï êáé ∈-óõíåêôéêü êáé èÝôïõìå (óáí íá åßíáé ôï A äéáôáêôéêüò)x ≤A y ⇐⇒ x = y ∨ x ∈ y; (x; y ∈ A):Ç ó÷Ýóç áõôÞ åßíáé (åýêïëá) êáëÞ äéÜôáîç ôïõ A· Ýóôù vA : A�→ ord(A;≤A) çáíôßóôïé÷ç áðåéêüíéóç von Neumann. Éó÷õñéæüìáóôå üôé ç vA åßíáé ç ôáõôïôéêÞáðåéêüíéóç: áí ü÷é êáé x åßíáé ôï ≤A-åëÜ÷éóôï ôÝôïéï ðïõ vA(x) 6= x, ôüôåvA(x) = {v(y) | y <A x}

= {y | y <A x} (áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ x)
= {y | y ∈ x} (áðü ôïí ïñéóìü ôçò ≤A)
= x (åðåéäÞ ôï x äåí ðåñéÝ÷åé Üôïìá);ðïõ áíôéôßèåôáé óôçí åðéëïãÞ ôïõ x. ¸ðåôáé üôé ord(A;≤A) = vA[A] = A, êáéôï A åßíáé äéáôáêôéêüò. aÏ ÷áñáêôçñéóìüò áõôüò ôùí äéáôáêôéêþí áñéèìþí åßíáé éäéáßôåñá áðëüò áíäå÷ôïýìå üôé üëá ôá óýíïëá åßíáé åäñáéùìÝíá êáé áãíÜ, ôá åðéðñüóèåôá áîéþ-ìáôá ôçò ZFC: Ýíá óýíïëï åßíáé äéáôáêôéêüò áêñéâþò áí êáé ìüíïí áí åßíáéìåôáâáôéêü êáé ∈-óõíåêôéêü.Ïé ôñåéò âáóéêÝò éäéüôçôåò ôùí äéáôáêôéêþí áñéèìþí äßíïõí åðßóçò éêáíïðïéç-ôéêÞ ëýóç óôï ðñüâëçìá ôçò ðéóôÞò áðåéêüíéóçò ôùí äéáôáêôéêþí ôýðùí êáëÜäéáôåôáãìÝíùí ÷þñùí ôïõ Cantor, üðùò ôï ðåñéãñÜøáìå óôéò (12-1) { (12-3).
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ÊåöÜëáéï 12. Äéáôáêôéêïß áñéèìïß 20112.12. Èåþñçìá. Ï ïñéóôéêüò ôåëåóôÞò U 7→ ord(U) óôïõò êáëÜ äéáôåôáã-ìÝíïõò ÷þñïõò éêáíïðïéåß ôéò åîÞò óõíèÞêåò:U =o ord(U); (12-12)U ≤o V =⇒ ord(U) v ord(V ); (12-13)ON(�)=⇒� = {� ∈ ON | � <o �}: (12-14)Áðüäåéîç. Ç ðñþôç éäéüôçôá (12-12) åßíáé åðáíÜëçøç ôïõ ËÞììáôïò 12.9.Ãéá íá äåßîïõìå ôç (12-13), Ýóôù � : U �→ �[U ] v V áñ÷éêÞ ïìïéüôçôá. Áðüôï ËÞììá 12.7, ðáßñíïíôáò ôéò åéêüíåò,vV [�[U ]] = vU [U ] = ord(U)·áëëÜ ç vV åßíáé ïìïéüôçôá ôïõ V ìå ôïí ord(V ) êáé ìåôáöÝñåé áñ÷éêÜ ôìÞìáôáóå áñ÷éêÜ ôìÞìáôá, Üñáord(U) = vU [U ] = vV [�[U ]] v ord(V ):ÔåëéêÜ, ãéá ôç (12-14), áí � = ord(U), ôüôå:� = {vU (y) | y ∈ U}
= {ord(segU (y)) | y ∈ U} (áðü ôï ËÞììá 12.7)

= {� ∈ ON | � <o �};üðïõ ç ôåëåõôáßá åîßóùóç éó÷ýåé åðåéäÞ ïé êáëÜ äéáôåôáãìÝíïé ÷þñïé ðïõ åßíáé<o U åßíáé áêñéâþò áõôïß ðïõ åßíáé üìïéïé ìå ìç ôåôñéììÝíá, áñ÷éêÜ ôìÞìáôáôïõ U . a12.13. ¢óêçóç. Áí ïé U êáé V êáëÜ äéáôåôáãìÝíïé ÷þñïé, ôüôåU =o V ⇐⇒ ord(U) = ord(V );êáé Ýôóé ãéá êÜèå êáëÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï U , õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò äéáôáêôéêüòáñéèìüò � ôÝôïéïò ðïõ U =o �.Ïé óõíèÞêåò (12-12) êáé (12-13) åßíáé áêñéâþò ïé (12-1) êáé (12-3) ôïõ Can-tor. Ç ðéï óçìáíôéêÞ, ôåëåõôáßá óõíèÞêç (12-14) åßíáé ÷áñáêôçñéóôéêÞ ôïõ äéá-ôáêôéêïý ôåëåóôÞ ôïõ von Neumann êáé Ý÷åé ùò åðáêüëïõèï ôç ìïíáäéêüôçôÜôïõ, Ðñüâëçìá x12.4. Åßíáé åíäéáöÝñïí áõôü ôï áðïôÝëåóìá· ðáñáëåßðïõìåôçí áðüäåéîç ìüíï åðåéäÞ åßíáé ùñáßï ðñüâëçìá êáé äåí èá ôï ÷ñåéáóôïýìå ãéáðåñáéôÝñù áðïôåëÝóìáôá. Åßíáé üìùò åýêïëï íá ÷áèåß êáíåßò óôçí áðüäåéîçðëçèþñáò éäéïôÞôùí ôùí äéáôáêôéêþí áñéèìþí, ìåñéêÝò áð' áõôÝò ÷ñÞóéìåò Üë-ëåò áðëþò ðåñßðëïêåò, êáé ïé áðïäåßîåéò êáôåõèåßáí áðü ôïí ïñéóìü ôåßíïõí ðñïòôï ìõóôçñéþäåò: äåí åßíáé ôåëåßùò öõóéêü íá èåùñïýìå ôç ó÷Ýóç ∈ ùò äéÜôáîç.Ìéá êáëÞ ôáêôéêÞ, ôïõëÜ÷éóôïí óôçí áñ÷Þ, åßíáé íá óôçñßæïõìå ôéò áðïäåßîåéòéäéïôÞôùí ôùí äéáôáêôéêþí áñéèìþí óôéò ôñåéò ÷áñáêôçñéóôéêÝò ôïõò éäéüôçôåò.12.14. ËÞììá (Óýãêñéóç äéáôáêôéêþí). Ãéá üëïõò ôïõò äéáôáêôéêïýò áñéè-ìïýò �, �, � ≤o � ⇐⇒ � = � ∨ � ∈ � ⇐⇒ � v � ⇐⇒ � ⊆ �:
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202 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÁðüäåéîç. Äåß÷íïõìå ìå ôç óåéñÜ, êõêëéêÜ, ôéò áíôßóôïé÷åò, áõóôçñÝò óõ-íåðáãùãÝò.(1) � <o �=⇒� ∈ � ðñïêýðôåé áìÝóùò áðü ôéò (12-12) êáé (12-14), áöïý çõðüèåóç óçìáßíåé üôé � = ord(U) êáé � = ord(V ) ìå U <o V .Ôï (2) � ∈ �=⇒� v= � êáé ôï (3) � v= �=⇒� ( � Ýðïíôáé åîßóïõ åýêïëááðü ôéò (12-12) êáé (12-14) êáé èá ðáñáëåßøïõìå ôéò ëåðôïìÝñåéåò.(4) � ( �=⇒� <o �. Ç õðüèåóç ìáò äßíåé êÜðïéï ìïíïìïñöéóìü áðü ôï �óôï � (ôïí ôáõôïôéêü!), Ýôóé ðïõ � ≤o � áðü ôï Ðüñéóìá 7.32· üìùò áðü ôï� =o �, óýìöùíá ìå ôçí ¢óêçóç 12.6 ðáßñíïõìå � = � ðïõ áíôéôßèåôáé óôçíáõóôçñÞ óõìðåñßëçøç � ( � ðïõ õðïèÝóáìå, êáé Ýôóé � <o �. aÓõíçèßæåôáé íá ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá ôç äéÜôáîç ôùí äéáôáêôéêþí áñéèìþí ôïíáðëïýóôáôï óõìâïëéóìü� ≤ � ⇐⇒ïñ � ≤o � (�; � ∈ ON); (12-15)÷ùñßò âÝâáéá íá îå÷íÜìå ôïõò éóïäýíáìïýò ôïõ ÷áñáêôçñéóìïýò óôï ËÞììá (12.14).Ïé âáóéêÝò éäéüôçôåò áõôÞò ôçò óõíèÞêçò åßíáé (ôþñá) åýêïëåò.12.15. Èåþñçìá (Ç äéÜôáîç ôïõ ON). (1) Ç êëÜóç ON ôùí äéáôáêôéêþíáñéèìþí åßíáé êáëÜ äéáôåôáãìÝíç áðü ôç óõíèÞêç � ≤ �, ìå ôçí åîÞò áõóôçñÞÝííïéá: � ≤ �; � ≤ �&� ≤ 
=⇒� ≤ 
; � ≤ �&� ≤ �=⇒� = �;� < � ∨ � = � ∨ � < �;êáé ãéá êÜèå ïñéóôéêÞ óõíèÞêç P ,
(∃� ∈ ON)P (�)=⇒ (∃� ∈ ON)[P (�) & (∀� < �)¬P (�)]:Åéäéêüôåñá, äåí õðÜñ÷åé Üðåéñç, öèßíïõóá áëõóßäá äéáôáêôéêþí áñéèìþí,�0 ≥ �1 ≥ �2 ≥ · · · =⇒ (∃n)[�n = �n+1]: (12-16)¼ôáí éó÷ýåé ç P (�) ãéá êÜðïéï �, èÝôïõìå

(�� ∈ ON)P (�) = min{� ∈ ON | P (�)}: (12-17)(2) Ãéá êÜèå äéáôáêôéêü áñéèìü, õðÜñ÷åé ï åðüìåíïòS(�) =ïñ (�� ∈ ON)[� < �] = � ∪ {�}: (12-18)(3) ÊÜèå óýíïëï äéáôáêôéêþí áñéèìþí A Ý÷åé åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá,supA =ïñ (�� ∈ ON)(∀� ∈ A)[� ≤ �] =
⋃A; (12-19)ðïõ åßíáé ôï ìÝãéóôï ôïõ A (áí ôï A Ý÷åé ìÝãéóôï) êáé ôï 0 áí A = ∅.Ç áðüäåéîç áöÞíåôáé ãéá ôá ðñïâëÞìáôá, x12.1 { x12.3. a12.16. ¢óêçóç. Ãéá êÜèå ìç êåíü óýíïëï äéáôáêôéêþí áñéèìþí E ,

(�� ∈ ON)[� ∈ E ] =
⋂E :
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ÊåöÜëáéï 12. Äéáôáêôéêïß áñéèìïß 203Ïé åðüìåíïé äéáôáêôéêïß áñéèìïß (successor ordinals) åßíáé áõôïß ôçò ìïñ-öÞò S(�), êáé ïé ïñéáêïß äéáôáêôéêïß áñéèìïß (limit ordinals) åßíáé áõôïß ðïõäåí åßíáé ïýôå åðüìåíïé ïýôå ôï 0, Ýôóé ðïõ � < �=⇒S(�) < �· ïé ïñéáêïßäéáôáêôéêïß ðñïöáíþò ÷áñáêôçñßæïíôáé áðü ôçí éäéüôçôáLimit(�) ⇐⇒ � 6= 0 &� = sup {� | � < �}: (12-20)Åðßóçò ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå éäéüôçôåò ôùí äéáôáêôéêþí áñéèìþí ìå õðåñðå-ðåñáóìÝíç åðáãùãÞ êáé íá ïñßóïõìå ôåëåóôÝò ó' áõôïýò ìå õðåñðåðåñáóìÝíçáíáäñïìÞ, ùò åîÞò.12.17. Èåþñçìá (ÄéáôáêôéêÞ åðáãùãÞ). Ãéá êÜèå ìïíïìåëÞ ïñéóôéêÞ óõí-èÞêç P ,
(∀�)[(∀� < �)P (�)=⇒P (�)] =⇒ (∀�)P (�):Áðüäåéîç. Ðñïò Üôïðï, Ýóôù � ï åëÜ÷éóôïò äéáôáêôéêüò ôÝôïéïò ðïõ ¬P (�)·Ýðåôáé üôé ç P (�) éó÷ýåé ãéá êÜèå � < �, êáé åðïìÝíùò êáé ç P (�) éó÷ýåé áðüôçí õðüèåóç, ðïõ åßíáé Üôïðï. a12.18. Èåþñçìá (ÄéáôáêôéêÞ áíáäñïìÞ). Ãéá êÜèå äéìåëÞ ïñéóôéêü ôåëå-óôÞ H, õðÜñ÷åé ìïíïìåëÞò ïñéóôéêüò ôåëåóôÞò F , ðïõ éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóçF (�) = H(F ��; �) (� ∈ ON): (12-21)Åäþ ç F �� åßíáé ç óõíÜñôçóç {(�; F (�)) | � ∈ �}, ï ðåñéïñéóìüò ôçò F (�) óôï� = {� | � < �}.¼ìïéá, ìå ðáñáìÝôñïõò, ãéá äïóìÝíï H(w;�; x), õðÜñ÷åé F (�; x) Ýôóé þóôåãéá êÜèå äéáôáêôéêü � êáé êÜèå x,F (�; x) = H({(�; F (�; x)) | � < �}; �; x) (� ∈ ON):Áðüäåéîç ôçò áðëÞò åêäï÷Þò, ÷ùñßò ðáñáìÝôñïõò.Ãéá êÜèå �, áðü ôï Ðüñéóìá 11.6 óôïí êáëÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï (�;≤�),õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñôçóç f� : � →→ E� ðïõ éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóçf�(�) =H(f� �{x ∈ � | x <� �}; �) (� < �);

=H(f� ��; �); (12-22)åðåéäÞ ç <� åßíáé ï ðåñéïñéóìüò ôçò ∈ óôï � êáé ôá ìÝëç ôïõ � åßíáé äéáôáêôéêïßáñéèìïß. Õðïóôçñßæïõìå üôé:áí � < � êáé � < 
; ôüôå f�(�) = f
(�)·áí ü÷é, ôüôå õðÜñ÷åé åëÜ÷éóôï � ãéá ôï ïðïßï áõôü äåí éó÷ýåé ãéá êÜðïéá � êáé
 êáé ôüôå ç (12-22) ïäçãåß áìÝóùò óå Üôïðï. Áí ëïéðüí èÝóïõìåF (�) = fS(�)(�);ôüôå F (�) = f�(�) ãéá êÜèå � > � êáé ç (12-22) óõíåðÜãåôáé ôçí ôáõôüôçôáðïõ èÝëïõìå ãéá ôïí F .Ç áðüäåéîç ãéá ôçí Ýêäïóç ìå ðáñáìÝôñïõò ðáñïõóéÜæåé ìïíü ôå÷íéêÝò äõóêï-ëßåò óôïõò óõìâïëéóìïýò. a
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204 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÌå áõôü ôï èåþñçìá ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå áñéèìçôéêÝò ðñÜîåéò óôï ON êáéíá ìåëåôÞóïõìå ôç äïìÞ ôïõò. Èá áöÞóïõìå ôá ðåñéóóüôåñá áð' áõôÜ ãéá ðñï-âëÞìáôá, áëëÜ áîßæåé íá äéáôõðþóïõìå åäþ äýï âáóéêïýò ïñéóìïýò áõôïý ôïõåßäïõò, ùò ðáñáäåßãìáôá åöáñìïãÞò ôïõ ÈåùñÞìáôïò 12.18 êáé ãéá íá Ý÷ïõìåóôç äéÜèåóÞ ìáò ïíüìáôá ôùí áðëïýóôåñùí äéáôáêôéêþí áñéèìþí.12.19. Èåþñçìá (ÄéáôáêôéêÞ ðñüóèåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìüò). ÕðÜñ÷ïõíäéìåëåßò, ïñéóôéêïß ôåëåóôÝò � + � êáé � · � óôïõò äéáôáêôéêïýò áñéèìïýò ìåôéò åîÞò éäéüôçôåò: �+ 0 = �;�+ S(�) = S(�+ �);�+ � = sup {�+ � | � < �}; áí Limit(�): (12-23)� · 0 = 0;� · S(�) = (� · �) + �;� · � = sup {� · � | � < �}; áí Limit(�): (12-24)Áðüäåéîç. ÈÝôïõìå � + � = F (�; �), üðïõ ï F (�; �) ïñßæåôáé ìå ôçí áêü-ëïõèç áíáäñïìÞ óôï � ∈ ON, ìå ðáñÜìåôñï ôï �:
F (�; �) =







�; áí � = 0;S(F (
; �)); áí � = S(
); ãéá êÜðïéï 
;
sup{F (�; �) | � < �}; áí Limit(�):ÁöÞíïõìå ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ãéá ôï Ðñüâëçìá x12.6. a¸÷ïõìå Þäç áíáöåñèåß óôïí ! óôç (12-7), êáé áðïäåßîáìå óôçí ¢óêçóç 12.8üôé ! = ord(N;≤N). Ïé äéáôáêôéêïß áñéèìïß ðïõ ôïí áêïëïõèïýí áìÝóùò åßíáéðñïöáíþò ïé! + 1 = S(!); ! + 2 = S(! + 1); ! + 3 = S(! + 2); : : :êáé áìÝóùò ìåôÜ áð' áõôïýò Ýñ÷åôáé ï! + ! = sup {! + n | n ∈ !} = ! · 2: (12-25)Áõôüò åßíáé ï äåýôåñïò ïñéáêüò äéáôáêôéêüò, ï ðñþôïò ìåôÜ ôïí !. ÊÜèå ! · nêáôáóêåõÜæåôáé áèñïßæïíôáò ôïí ! ìå ôïí åáõôü ôïõ n öïñÝò, êáôåõèåßáí áðüôïí ïñéóìü. ÁìÝóùò ìåôÜ Ýñ÷åôáé ï!2 = sup {! · n | n < !};ìåôÜ áðü ëßãï ï !3 = !2 · !, ê.ëð.ÐïëëÝò áðü ôéò éäéüôçôåò ôçò äéáôáêôéêÞò ðñüóèåóçò êáé ôïõ ðïëëáðëáóéá-óìïý Ýðïíôáé áðü ôéò éäéüôçôåò ôùí ôåëåóôþí áõôþí óå (êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõò)÷þñïõò, üðùò ïñßóôçêáí óôá 7.37 êáé 7.38, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò åðüìåíåò ôñåéòáóêÞóåéò.12.20. ¢óêçóç. Ãéá êÜèå äéáôáêôéêü �,�+ 1 = ord(Succ(�));áðü ôïí ïñéóìü ôïõ åðüìåíïõ ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïõ ÷þñïõ Succ(P ) óôï 7.16.
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ÊåöÜëáéï 12. Äéáôáêôéêïß áñéèìïß 20512.21. ¢óêçóç. Ãéá üëïõò ôïõò äéáôáêôéêïýò �, �,�+ � = ord(�+o �);áðü ôïí ïñéóìü ôçò ðñüóèåóçò ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíùí ÷þñùí óôï 7.37. ¸ðåôáéüôé ç ðñüóèåóç äéáôáêôéêþí åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ áëëÜ ü÷é ìåôáèåôéêÞ.� < 
=⇒�+ � < �+ 
: (12-26)12.22. ¢óêçóç. Ãéá üëïõò ôïõò äéáôáêôéêïýò �, �,� · � = ord(� ·o �);ìå ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíùí ÷þñùí ðïõ ïñßóôçêå óôï 7.38.¸ðåôáé üôé ï ðïëëáðëáóéáóìüò ôùí äéáôáêôéêþí åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêüò áëëÜü÷é ìåôáèåôéêüò, êáé üôé
0 < �&� < 
=⇒� · � < � · 
: (12-27)Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ìåñéêÝò áðü ôéò éäéüôçôåò ôçò äéáôáêôéêÞò áñéèìçôéêÞòáðïäåéêíýïíôáé åõêïëüôåñá ìå äéáôáêôéêÞ åðáãùãÞ, êáôåõèåßáí áðü ôïõò áíá-äñïìéêïýò ôïõò ïñéóìïýò:12.23. ¢óêçóç (ÅðéìåñéóôéêÞ éäéüôçôá ðñïò ôá äåîéÜ). Ãéá üëïõò ôïõò äéá-ôáêôéêïýò �, �, 
, � · (� + 
) = � · � + � · 
:ÁöÞíïõìå ãéá ðñïâëÞìáôá ìåñéêÝò åðéðñüóèåôåò éäéüôçôåò ôçò ðñüóèåóçò äéá-ôáêôéêþí, ðïõ áðïäåéêíýïíôáé ìå ðáñüìïéïõò ôñüðïõò. Ðñüóåîå üôé ðÝñá áðüôç ìåôáèåôéêüôçôá, ðïëëÝò áêüìç éäéüôçôåò ôçò óõíçèéóìÝíçò áñéèìçôéêÞò äåíéó÷ýïõí ãéá ôïõò äéáôáêôéêïýò, üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá ç åðéìåñéóôéêÞ éäéüôçôááðü äåîéÜ, Ðñüâëçìá x12.13.12.24. ¼ñéá áêïëïõèéþí äéáôáêôéêþí. Ãéá êÜèå ìïíïôïíéêÞ áêïëïõèßá äéá-ôáêôéêþí áñéèìþí �0 ≤ �1 ≤ · · · , èÝôïõìå

limn �n = sup{�n | n = 0; 1; : : : }:Ï óõìâïëéóìüò åßíáé ÷ñÞóéìïò, üìùò ðñÝðåé íá åßìáóôå éäéáßôåñá ðñïóåêôéêïßìéáò êáé áõôÜ ôá üñéá äåí éêáíïðïéïýí ôá óõíçèéóìÝíá èåùñÞìáôá ôïõ áðåéñï-óôéêïý ëïãéóìïý, âë. Ðñüâëçìá x12.9.Ìéá áðü ôéò ðéï óçìáíôéêÝò åöáñìïãÝò ôùí äéáôáêôéêþí áñéèìþí åßíáé ç åðü-ìåíç, êïìøÞ ëýóç ðïõ Ýäùóå ï von Neumann óôï ðñüâëçìá áíÜèåóçò ðëçèá-ñßèìùí 4.20, ãéá êáëÜ äéáôÜîéìá óýíïëá. Ç ëýóç âáóßæåôáé óôï üôé êÜèå êáëÜäéáôÜîéìï óýíïëï åßíáé éóïðëçèéêü ìå êÜðïéïí äéáôáêôéêü áñéèìü, ËÞììá 12.9.12.25. Ïñéóìüò (ÐëçèÜñéèìïé von Neumann). ÈÝôïõìå
|A| = {

(�� ∈ ON)[A =c �]; áí ôï A åßíáé êáëÜ äéáôÜîéìï;A; áëëéþò; (12-28)
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206 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáêáé áðü äþ êáé ðÝñá èåùñïýìå üôé ï ôåëåóôÞò áíÜèåóçò ðëçèáñßèìïõ ðïõ óôáèå-ñïðïéÞóáìå óôï 4.21 ôïõ Êåöáëáßïõ 3 åßíáé áõôüò. Ïé ôéìÝò ôïõ |A| ãéá êáëÜäéáôÜîéìá A åßíáé ïé ðëçèÜñéèìïé ôïõ von Neumann,Cardv(�) ⇐⇒ ãéá êÜðïéï êáëÜ äéáôÜîéìï A; � = |A|; (12-29)êáé åýêïëá ÷áñáêôçñßæïíôáé ùò áñ÷éêïß äéáôáêôéêïß áñéèìïß:12.26. ¢óêçóç. Cardv(�) ⇐⇒ ON(�) & (∀� < �)[� 6=c �], êáé ãéá êÜèå� ∈ Cardv, |�| = �.Áðü ôï ËÞììá 9.11, Cardv(�)=⇒Cardv(�+);êáé áðü ôá ËÞììáôá 9.18 êáé 9.20, áí ôï E åßíáé ìç êåíü óýíïëï ðëçèáñßèìùí,ôüôå
(∀� ∈ E)Cardv(�)=⇒Cardv(infc(E)) êáé Cardv(supc(E))·ãéá ôçí áêñßâåéá, áìÝóùò áðü ôç (12-19) êáé ôï 12.16, áí ôï E åßíáé ìç êåíüóýíïëï ðëçèáñßèìùí von Neumann, ôüôåinfc(E) = min(E) =

⋂E ; supc(E) = supE =
⋃E :Ç êáôáóêåõÞ ôïõ von Neumann ìáò äßíåé Ýíáí éó÷õñü ôåëåóôÞ ðëçèéêüôçôáò(âë. 4.21) óôçí êëÜóç ôùí êáëÜ äéáôÜîéìùí óõíüëùí:12.27. ¢óêçóç. Áí ôá A êáé B åßíáé êáëÜ äéáôÜîéìá, ôüôåA =c |A|; êáé A =c B ⇐⇒ |A| = |B|: (12-30)ÅðéðëÝïí, ãéá êÜèå óýíïëï E áðü óýíïëá, ç êëÜóç {|X| | X ∈ E} åßíáé óýíïëï.Ç ðéü ÷ñÞóéìç éäéüôçôá ôùí ðëçèáñßèìùí von Neumann åßíáé ç áðëïýóôáôç:áí �; � ∈ Cardv; ôüôå � =c � ⇐⇒ � = �·áõôü Ýðåôáé áìÝóùò áðü ôéò ôåëåõôáßåò äýï áóêÞóåéò êáé ìåôáôñÝðåé üëåò ôéòéóïðëçèéêüôçôåò ðëçèáñßèìùí von Neumann óå åîéóþóåéò ôçò ðëçèéêÞò áñéèìç-ôéêÞò. ÅðéôÝëïõò, ãéá êáëÜ äéáôÜîéìïõò ðëçèÜñéèìïõò, ìðïñïýìå íá ãñÜöïõìå� · (�+ �) = � · �+ � · �; (��)� = ��·�;ê.ëð., ÷ùñßò ôïí åíï÷ëçôéêü äåßêôç c.12.28. ÐëçèÜñéèìïé, ÅðéëïãÞ êáé ÁíôéêáôÜóôáóç. Ìðïñåß êáíåßò íá õðï-óôçñßîåé ìå êÜðïéá óïâáñïöÜíåéá üôé ïé ìïíÜäåò ôïõ Cantor óôç äéáéóèçôéêÞðåñéãñáöÞ ôùí ðëçèáñßèìùí ðïõ áðïóðÜóáìå óôï 4.19 áðåéêïíßæïíôáé ðéóôÜáðü ôïõò äéáôáêôéêïýò áñéèìïýò ôïõ von Neumann, êáé ç ðåñéêïðÞï A áíáðôýóóåôáé (áò ôï ðïýìå Ýôóé) áðü ôï A, ìå ôÝôïéï ôñüðï þóôåêÜèå óôïé÷åßï ôïõ A íá äçìéïõñãåß ìéá åéäéêÞ ìïíÜäá
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ÊåöÜëáéï 12. Äéáôáêôéêïß áñéèìïß 207ðåñéãñÜöåé áêñéâþò ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ |A| = ord(A) = v[A] áðü êÜðïéá ÜñéóôçäéÜôáîç ôïõ A, Ðñüâëçìá x12.28. ¼ðïéá áîßá êé áí Ý÷åé Þ äåí Ý÷åé ç áíáëïãßá,óßãïõñá ç êáôáóêåõÞ ôïõ von Neumann åßíáé ðïëý ÷ñÞóéìç: ìåôáîý Üëëùí,ìåôáôñÝðåé ôï £ëïãéóìü éóïðëçèéêüôçôáò¤ ðïõ Ý÷ïõìå áíáðôýîåé óå ìéá áõèåíôéêÞáñéèìçôéêÞ ðëçèáñßèìùí | ôïõëÜ÷éóôïí áí äå÷ôïýìå ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò, Ýôóéþóôå üëá ôá óýíïëá íá Ý÷ïõí von Neumann ðëçèáñßèìïõò.¹ìáóôáí ðïëý ðñïóåêôéêïß óôç äéáôýðùóç áðïôåëåóìÜôùí ãéá ðëçèáñßèìïõòíá áðïöýãïõìå ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò üðïõ áõôü Þôáí åöéêôü, áëëÜ âÝâáéá ôï êý-ñéï áðïôÝëåóìá Þôáí íá öáíåß ðåíôáêÜèáñá ðüóï öôù÷Þ åßíáé ç ðëçèéêÞ áñéèìç-ôéêÞ ÷ùñßò åðéëïãÝò. Ôï êýñéï åìðüäéï åßíáé ç éóïäõíáìßá ôçò óõãêñéóéìüôçôáòðëçèáñßèìùí ìå ôï AC: äåí Ý÷ïõìå ïõóéáóôéêÞ áñéèìçôéêÞ ÷ùñßò óõãêñéóéìü-ôçôá, êáé äåí ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå óõãêñéóéìüôçôá ÷ùñßò íá äå÷ôïýìå (áíáãêá-óôéêÜ) ôï ðëÞñåò Áîßùìá ÅðéëïãÞò.Áí äå÷ôïýìå ôï AC, ðüóï óçìáíôéêÞ åßíáé ç ýðáñîç £áëçèéíþí ðëçèéêþíáñéèìþí¤ ðïõ éêáíïðïéïýí ôçí (12-30), êáé ðïõ áðáéôïýí åêôüò áðü ôï AC êáéôï Áîßùìá ÁíôéêáôÜóôáóçò ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôïõò; ¼÷é êáé ðïëý ìåãÜëç, ðáñÜìüíï ãé' áõôïýò ðïõ Ý÷ïõí áëëåñãßá óôïõò äåßêôåò. Èá ìðïñïýóå ßóùò êáíåßòíá èåùñÞóåé ôç ëýóç ôïõ von Neumann óôï Ðñüâëçìá ÁíÜèåóçò Ðëçèáñßèìùíêõñßùò óáí Üóêçóç ìáèçìáôéêÞò êïìøüôçôáò, êáé õðÜñ÷åé êÜðïéá äüóç áëÞèåéáòóå ìéá ôÝôïéá Üðïøç. Äåí ðñÝðåé üìùò íá âãÜëïõìå ôï óõìðÝñáóìá üôé ôïÁîßùìá ÁíôéêáôÜóôáóçò åßíáé áóÞìáíôï ãéá ôçí ðëçèéêÞ áñéèìçôéêÞ åðåéäÞ ïéâáóéêÝò ôçò ôáõôüôçôåò åßíáé èåùñÞìáôá ôçò ZDC+AC. Ôï êýñéï ðñüâëçìáåßíáé üôé ç ZDC+AC äåí ìðïñåß íá áðïäåßîåé ôçí ýðáñîç ðëçèáñßèìùí ðÜíùáðü ôçí ðñþôç, Üðåéñç áêïëïõèßá
ℵ0;ℵ1;ℵ2; : : : ;êáé ìÜëéóôá äåí ìðïñåß íá áðïäåßîåé êáí üôé áõôÞ ç áêïëïõèßá (n 7→ ℵn) õðÜñ-÷åé, Ðñüâëçìá xB.10. Åéäéêüôåñá, ç ýðáñîç éäéáæüíôùí ðëçèáñßèìùí äåí åßíáéèåþñçìá ôçò ZDC+AC, êáé åðïìÝíùò ïëüêëçñç ç èåùñßá ïìïôåëéêüôçôáò ðá-ñáìÝíåé ðéèáíüí êåíÞ ðåñéå÷ïìÝíïõ ÷ùñßò ÁíôéêáôÜóôáóç.Ôï óõìðÝñáóìá åßíáé üôé ãéá ôç äçìéïõñãßá Üîéáò ðëçèéêÞò áñéèìçôéêÞò ðñÝ-ðåé íá äå÷ôïýìå êáé ôá äýï áîéþìáôá ÅðéëïãÞò êáé ÁíôéêáôÜóôáóçò, äçëáäÞ íáåñãáóôïýìå óôçí ZFDC+AC, Þ êÜðïéá áêüìç éó÷õñüôåñç áîéùìáôéêÞ óõíï-ëïèåùñßá. Ìåñéêïß éó÷õñßæïíôáé åðßóçò, üôé êáé ç Áñ÷Þ Èåìåëßùóçò åßíáé áðá-ñáßôçôç ðñïûðüèåóç ãéá ôçí ðëçèéêÞ áñéèìçôéêÞ, áëëÜ áõôü äåí åßíáé óùóôü|áíêáé ìåñéêÝò áðü ôéò ðéï óçìáíôéêÝò åöáñìïãÝò ôùí ðëçèáñßèìùí åßíáé óôç äïìÞôïõ êüóìïõ V ôïõ von Neumann, ôùí åäñáéùìÝíùí, áãíþí óõíüëùí.12.29. Ðñüôáóç (Ôá £Üëåö¤). Ìå áíáäñïìÞ óôï äéáôáêôéêü áñéèìü � ∈ ON,èÝôïõìå

ℵ0 = |N| = !;
ℵ�+1 = ℵ+� ;
ℵ� = sup {ℵ� | � < �}; áí Limit(�): (12-31)
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208 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÊÜèå ℵ� åßíáé ðëçèÜñéèìïò ôïõ von Neumann,� < �=⇒ℵ� <c ℵ� (�; � ∈ ON);êáé êÜèå von Neumann ðëçèÜñéèìïò åßíáé ℵ� ãéá êÜðïéï �.Áðüäåéîç. Ãéá íá äåßîïõìå üôé ç � 7→ ℵ� åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá óå ðëçèéêü-ôçôá, óôáèåñïðïéïýìå ôï � êáé (ðñïò Üôïðï) åðéëÝãïõìå ôï åëÜ÷éóôï � Ýôóé þóôå� < � êáé ℵ� =c ℵ� : ôþñá � 6= �+1, ìéáò êáé ℵ� <c ℵ+� = ℵ�+1· � = 
+1 ãéáêÜðïéï 
 > � Üñá ℵ� <c ℵ
 <c ℵ� (áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ �), ðïõ åßíáé Üôïðï·êáé áí ôï � åßíáé ïñéáêü, ôüôå �+ 1 < �, êáé Ýôóé ℵ� <c ℵ�+1 <c ℵ� , ðïõ åßíáéêáé ðÜëé Üôïðï.¸ðåôáé üôé êÜèå ℵ� åßíáé ðëçèÜñéèìïò von Neumann: áõôü åßíáé Üìåóï ãéáôï 0 êáé ôïõò åðüìåíïõò äéáôáêôéêïýò· üóïí áöïñÜ ôï üñéï �, áí ôï ℵ� äåí åßíáéðëçèÜñéèìïò, ôüôå ℵ� ≤c ℵ� ãéá êÜðïéï � < �, ðïõ áíôéôßèåôáé óôï ℵ� <c ℵ�.ÔÝëïò, ãéá íá äåßîïõìå üôé êÜèå ðëçèÜñéèìïò von Neumann åßíáé êÜðïéï ℵ�,Ýóôù (ðñïò Üôïðï) � ôï åëÜ÷éóôï áíôéðáñÜäåéãìá. ÁìÝóùò áðü ôïí ïñéóìü,� 6= ! êáé � 6=c �+ ãéá ïðïéïäÞðïôå äéáôáêôéêü � < �, ìéáò êáé áðü áõôü Ýðåôáéüôé � = |�|+, ôï |�| åßíáé êÜðïéï Üëåö áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ �, êáé Ýôóé ôï � åßíáéåðßóçò Üëåö. ¸óôù � = {� ≤ � | ℵ� <c �}:Áõôü åßíáé äéáôáêôéêüò, áöïý åßíáé êëåéóôü ãéá ôï <· åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò,åðåéäÞ ℵ� < �=⇒ℵ�+1 < �· êáé áðü ôïí ïñéóìü ôïõ,� < �=⇒ℵ� < �:Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, áí ï � åßíáé ðëçèÜñéèìïò êáé � < �, ôüôå � = ℵ� ãéáêÜðïéï � < �, áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ �, Ýôóé ðïõ ôåëéêÜ� = sup{ℵ� | � < �} = ℵ� : aÏ ôåëåóôÞò � 7→ ℵ� ðñïóöÝñåé Ýíá ÷ñÞóéìï óõìâïëéóìü ãéá ôçí ðëçèéêÞáñéèìçôéêÞ, áêüìç ðåñéóóüôåñï áí äå÷ôïýìå ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò.12.30. ¢óêçóç. Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò AC åßíáé éóïäýíáìï ìå ôïí éó÷õñéóìüüôé £êÜèå Üðåéñïò ðëçèÜñéèìïò åßíáé Üëåö¤,AC ⇐⇒ (∀ Üðåéñï A)(∃� ∈ ON)[A =c |A| = ℵ�]:12.31. ¢óêçóç. (AC) Ç ÃåíéêåõìÝíç Õðüèåóç ôïõ Óõíå÷ïýò åßíáé éóïäý-íáìç ìå ôçí åîßóùóç ðëçèéêÞò áñéèìçôéêÞòGCH ⇐⇒ 2ℵ� = ℵ�+1 (� ∈ ON):12.32. Ç ÓõóóùñåõìÝíç Éåñáñ÷ßá ôùí Áãíþí, ÅäñáéùìÝíùí Óõíüëùí(Cumulative Hierarchy). Ãéá êÜèå äéáôáêôéêü áñéèìü � ïñßæïõìå ôï óýíïëï V�ìå ôçí áêüëïõèç áíáäñïìÞ óôï ON:
V0 = ∅;

V�+1 = P(V�);
V� =

⋃�<�V�; áí Limit(�):
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∅
V1

V2

V!V!+1

V�
...
...
...

ÄéÜãñáììá 12.3. ËïãáñéèìéêÞ áðüäïóç ôùí áãíþí, åäñáéù-ìÝíùí óõíüëùí.Ï êüóìïò ôïõ von Neumann åßíáé ç Ýíùóç üëùí ôùí V�,
V =ïñ ⋃�∈ONV� = {x | ãéá êÜðïéï � ∈ ON; x ∈ V�}; (12-32)êáé óå êÜèå ìÝëïò ôïõ V áíôéóôïé÷ßæïõìå ôçí ôÜîç ôïõ (rank) ìå ôïí ôåëåóôÞRank(x) = (�� ∈ ON)[x ∈ V�+1] (x ∈ V): (12-33)¸÷ïõìå Þäç ÷ñçóéìïðïéÞóåé ôï óõìâïëéóìü V ãéá ôçí êëÜóç ôùí áãíþíåäñáéùìÝíùí óõíüëùí, åðåéäÞ éó÷ýåé ôï åîÞò:12.33. Èåþñçìá. (1) ÊÜèå V� åßíáé áãíü, ìåôáâáôéêü, åäñáéùìÝíï óýíïëïêáé � ≤ �=⇒V� ⊆ V� :(2) ÊÜèå V� ìå ïñéáêü � ≥ ! · 2 åßíáé êüóìïò ôïõ Zermelo.(3) Ãéá êÜèå áãíü A, A ⊆ V =⇒A ∈ V.(4) Ï êüóìïò V ôïõ von Neumann áðïôåëåßôáé áêñéâþò áðü ôá áãíÜ, åäñáéù-ìÝíá óýíïëá.Áðüäåéîç. Ôá (1) êáé (2) áðïäåéêíýïíôáé ìå ôá ßäéá åðé÷åéñÞìáôá ðïõ ÷ñçóé-ìïðïéÞóáìå ãéá íá äåßîïõìå ôéò áíÜëïãåò éäéüôçôåò ôùí âáóéêþí êëåéóôïôÞôùíM(I) ãéá ìåôáâáôéêü I óôï ËÞììá x9.6, êáé äåí èá ôá åðáíáëÜâïõìå.(3) ¸óôù A ⊆ V êáé Rank[A] = {Rank(x) | x ∈ A} ç åéêüíá ôïõ A áðü ôïíôåëåóôÞ ôÜîçò. Áõôü åßíáé óýíïëï äéáôáêôéêþí áñéèìþí, Üñá õðÜñ÷åé äéáôáêôé-êüò áñéèìüò � ãíÞóéá ìåãáëýôåñïò áð' üëá ôá ìÝëç ôïõ,x ∈ A=⇒Rank(x) < �=⇒x ∈ V�;êáé (÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áãíüôçôá ôïõ A),A = {x ∈ V� | x ∈ A} ∈ V�+1:
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210 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá(4) Èá åðéêáëåóôïýìå ôï ëåãüìåíï £áíôéèåôïáíôßóôñïöï¤ ôçò óõíåðáãùãÞò(3), ôçí ðñüôáóç äçëáäÞ üôé ãéá êÜèå áãíü A,A =∈ V =⇒ (∃x ∈ A)[x =∈ V ]: (12-34)ÕðïèÝôïõìå ðñþôá üôé ôï M åßíáé áãíü, ìåôáâáôéêü êáé åäñáéùìÝíï óýíïëïáëëÜ M =∈ V . Ç ìåôáâáôéêüôçôá ôïõ M êáé ç (12-34) ìáò äßíïõí ôçí
(∀x ∈M \ V)(∃y ∈M \ V)[y ∈ x];êáé ôï DC ôþñá óõíåðÜãåôáé ôçí ýðáñîç öèßíïõóáò ∈-áëõóßäáò, åíÜíôéá óôçíõðüèåóç üôé ôï M åßíáé åäñáéùìÝíï. ¢ñá êÜèå áãíü, ìåôáâáôéêü, åäñáéùìÝíïóýíïëï áíÞêåé óôïí V , åðïìÝíùò, ãéá êÜèå áãíü, åäñáéùìÝíï A, ç ìåôáâáôéêÞêëåéóôüôçôá TC(A) ∈ V · êáé ôåëéêÜ A ∈ V , áöïý A ∈ TC(A) êáé ç V åßíáéìåôáâáôéêÞ. aÈõìßóïõ üôé áðü ôï Èåþñçìá 11.34, ôï V åßíáé ZFDC-êüóìïò, êáé ìÜëéóôáZFC-êüóìïò áí äå÷ôïýìå ôï AC.12.34. Ç äéáéóèçôéêÞ Ýííïéá ôïõ áãíïý, åäñáéùìÝíïõ óõíüëïõ. Ó÷ï-ëéÜæïíôáò ôçí Áñ÷Þ Èåìåëßùóçò óôï 11.32, éó÷õñéóôÞêáìå üôé ï ïñéóìüò ôïõåëÜ÷éóôïõ êüóìïõ Z ôïõ Zermelo êáé ïé áðïäåßîåéò ôùí âáóéêþí ôïõ éäéïôÞ-ôùí êáôáíïïýíôáé Üìåóá, áðëÜ, üðùò óõíÞèùò êáôáëáâáßíïõìå ôá ìáèçìáôéêÜ,êáé ðñïóöÝñïõí ìéá ðåéóôéêÞ, äéáéóèçôéêÞ ðåñéïñéóìÝíç Ýííïéá £óõíüëïõ¤ ðïõäéêáéþíåé ôá áîéþìáôá ôçò ZDC+AC êáé ôçí Áñ÷Þ Èåìåëßùóçò. Ìå ôïí ßäéïôñüðï ìðïñïýìå íá éó÷õñéóôïýìå üôé ç £êáôáóêåõÞ¤ ôïõ êüóìïõ V ôïõ vonNeumann óôï 12.32 êáé óôï Èåþñçìá 12.33 êáôáíïåßôáé Üìåóá êáé áðëÜ, îÝ-÷ùñá áðü ôéò ëåðôïìÝñåéåò ïðïéáóäÞðïôå óõãêåêñéìÝíçò áîéùìáôïðïßçóçò, êáéüôé ðñïôåßíåé ìéá öõóéêÞ, äéáéóèçôéêÞ Ýííïéá £áãíïý, åäñáéùìÝíïõ óõíüëïõ¤ ðïõäéêáéþíåé ôá áîéþìáôá ôçò ZFC. Ôá åðé÷åéñÞìáôá áõôÜ áîßæïõí ìéá ðéï ðñïóå-êôéêÞ åîÝôáóç.Ç êáôáóêåõÞ ôïõ Z îåêéíÜ ìå ôï Üðåéñï óýíïëï

N0 = {∅; {∅}; {{∅}}; : : : }êáé åðáíáëáìâÜíåé ôïí ôåëåóôÞ äõíáìïóõíüëïõ P(A) Üðåéñá ðïëëÝò öïñÝò. Åöü-óïí ôï £Üðåéñï¤ ôùí åðáíáëÞøåùí äåí åßíáé ïýôå ðåñéóóüôåñï ïýôå ëéãüôåñï áðüôï £Üðåéñï¤ ðïõ ðåñéÝ÷åôáé óôï áñ÷éêü óýíïëï N0, ìðïñïýìå íá éó÷õñéóôïýìåüôé ãéá íá óõëëÜâïõìå ôï Z ðñÝðåé íá óõëëÜâïõìå äýï Üðåéñá ðñÜãìáôá: ôïóýíïëï N0 (âáóéêÜ ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò) êáé ôïí ôåëåóôÞ ôïõ äõíáìïóõíü-ëïõ.Ç êáôáóêåõÞ ôïõ V áñ÷ßæåé ìå ôï ôßðïôá, ôï êåíü, áëëÜ åðáíáëáìâÜíåé ôïíôåëåóôÞ ôïõ äõíáìïóõíüëïõ P(A) óå üëïõò ôïõò äéáôáêôéêïýò áñéèìïýò. Ìåôçí ßäéá áíÜëõóç, ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé ãéá íá óõëëÜâïõìå ôï V ðñÝðåé íáóõëëÜâïõìå ôçí êëÜóç ôùí äéáôáêôéêþí áñéèìþí ON êáé ôïí ôåëåóôÞ äõíá-ìïóõíüëïõ. Ìðïñïýìå âÝâáéá íá åðé÷åéñÞóïõìå ðåñáéôÝñù £åýãëùôôç¤ áíÜëõóçôçò Ýííïéáò ôïõ £äéáôáêôéêïý áñéèìïý¤ êáé íá ðñïóðáèÞóïõìå íá ôç £äéêáéþ-óïõìå¤, üðùò ìðïñïýìå åðßóçò íá ðñïóðáèÞóïõìå íá äéêáéþóïõìå ôéò Ýííïéåòôùí öõóéêþí êáé ôïõ äõíáìïóõíüëïõ. Èá ðñÝðåé íá åßíáé êáôáöáíÝò üìùò üôé
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ÊåöÜëáéï 12. Äéáôáêôéêïß áñéèìïß 211ïé äéáôáêôéêïß áñéèìïß áðïôåëïýí ìéá äéáöïñåôéêÞ, íÝá ðñþôç ýëç ðïõ åßíáé áðá-ñáßôçôç ãéá ôç äéáéóèçôéêÞ êáôáíüçóç ôïõ V , êáé ðïõ äåí ìðïñåß íá áíá÷èåß óôï
N0 êáé ôá äõíáìïóýíïëá. Áð' áõôÞ ôç óêïðéÜ, ç äéêáßùóç ôùí áîéùìÜôùí ôçòZFC ðïõ ðñïóöÝñåé áõôÞ ç äéáéóèçôéêÞ êáôáóêåõÞ åßíáé óçìáíôéêÜ áóèåíÝóôåñçôçò äéêáßùóçò ôçò ZDC+AC áðü ôï Z.Óôï ÐáñÜñôçìá B èá åéóáãÜãïõìå åíáëëáêôéêïýò êüóìïõò óõíüëùí, êáé óåðéï ðñï÷ùñçìÝíá âéâëßá ìðïñåß êáíåßò íá âñåé ìéá ðëçèþñá áðü ãïçôåõôéêÜ ðñü-ôõðá ôçò óõíïëïèåùñßáò, êáôáóêåõáóìÝíá (êõñßùò) ìå ðáñáëëáãÝò êáé åðåêôÜ-óåéò ôùí ìåèüäùí êáôáóêåõáóéìüôçôáò ôïõ G�odel êáé áíáãêáóìïý ôïõ Cohen.¸íáò áðü ôïõò ëüãïõò ðïõ åñãáóôÞêáìå åäþ ìå ôá ó÷åôéêÜ áóèåíÞ áîéùìá-ôéêÜ óõóôÞìáôá ZDC êáé ZFDC, åßíáé ãéá íá âåâáéþóïõìå üôé ôá óôïé÷åéþäçáðïôåëÝóìáôá ôïõ êëÜäïõ ðïõ êáëýøáìå Ý÷ïõí Üìåóç åöáñìïãÞ óå üëá (ó÷å-äüí) áõôÜ ôá ðñüôõðá. ¼ìùò üëá áõôÜ ôá ðñüôõðá êáôáóêåõÜæïíôáé ìå âÜóçêÜðïéï £äïóìÝíï¤ ðñüôõðï ôçò ZFC, êáé äåí öáßíåôáé åöéêôÞ ç äçìéïõñãßá îå-÷ùñéóôþí, äéáéóèçôéêþí åííïéþí ôïõ ôé åßíáé óýíïëï ðïõ íá äéêáéþíïõí Üìåóáôá áîéþìáôá ôá ïðïßá éêáíïðïéïýí.Öáßíåôáé üôé (ôïõëÜ÷éóôïí ìÝ÷ñé ôþñá), ç äéáéóèçôéêÞ Ýííïéá ôïõ áãíïý,åäñáéùìÝíïõ óõíüëïõ ðïõ ãåííéÝôáé áðü ôç ìáèçìáôéêÞ áíÜëõóç ôùí 12.32êáé 12.33, åßíáé ïðùóäÞðïôå ç ðëÝïí öõóéêÞ åíáëëáêôéêÞ Ýííïéá ðïõ Ý÷ïõìåãéá ôçí áðåñéüñéóôç (êáé áíôéöáôéêÞ) £óõìðåñßëçøç óå ïëüôçôá ïñéóôéêþí êáéäéáêåêñéìÝíùí áíôéêåéìÝíùí¤ ôïõ Cantor.12.35. Ó÷åôéêÜ ìå Üôïìá êáé åöáñìïãÝò. Óôï 3.25 õðïóôçñßîáìå (ìáæßìå ôï Zermelo) üôé åßíáé ÷ñÞóéìï íá åðéôñÝøïõìå Üôïìá óôçí áîéùìáôéêÞ óõíï-ëïèåùñßá, Ýôóé ðïõ ôá èåùñÞìáôÜ ìáò íá åöáñìüæïíôáé êáôåõèåßáí óå óýíïëááðü ðëáíÞôåò Þ âáôñÜ÷éá, êáèþò åðßóçò êáé óôá áãíÜ, åäñáéùìÝíá óýíïëá ðïõöôéÜ÷íïõìå áðü ôï ôßðïôá. Ìðïñåß ç ãåíéêÜ áðïäåêôÞ, êáèéåñùìÝíç èåùñßáZFC ðïõ áðáãïñåýåé ôçí ýðáñîç áôüìùí íá äéêáéïëïãßóåé ôéò åöáñìïãÝò ôçòóõíïëïèåùñßáò; ÕðÜñ÷ïõí äýï áîéüëïãåò áðáíôÞóåéò óå áõôü ôï åñþôçìá.Ðñþôïí, ìðïñïýìå íá ìïíôåëïðïéÞóïõìå ôá öõóéêÜ áíôéêåßìåíá êáé ôéò ó÷Ý-óåéò áíÜìåóá ôïõò ìå äïìÝò áðü áãíÜ óýíïëá, üðùò ìïíôåëïðïéïýìå (ìÝ÷ñé éóï-ìïñöéóìïýò) ôá äéáôåôáãìÝíá æåýãç, ôéò óõíáñôÞóåéò, ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò,ê.ëð. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ãéá íá ìåëåôÞóïõìå ôç óõìðåñéöïñÜ åíüò óõóôÞìáôïòïõñáíßùí óùìÜôùí P1; : : : ; Pk ðïõ áëëçëåðéäñïýí ìåôáîý ôïõò ìå ôç âáñýôçôá,ìðïñïýìå íá áíáðáñáóôÞóïõìå êáèÝíá áðü áõôÜ ìå ìéá óõíÜñôçóç P i : R→ R7,ðïõ áíáèÝôåé óå êÜèå ðñáãìáôéêü áñéèìü t ∈ R ôç ìÜæá, ôç èÝóç êáé ôçí ôá÷ý-ôçôá ôïõ Pi, ìå êÜðïéï óôáèåñü óýóôçìá áíáöïñÜò, áîþíùí êáé ìïíÜäùí. Ïéíüìïé ôçò êßíçóçò èá êáèïñßóïõí ôéò óõíáñôÞóåéò áõôÝò· êáé ôïí öõóéêü äåí ôïíåíäéáöÝñåé áí ôá óõíïëïèåùñçôéêÜ áíôéêåßìåíá ðïõ ìïíôåëïðïéïýí ôéò óõíáñôÞ-óåéò P 1; : : : ; P k åßíáé áãíÜ Þ ü÷é|áõôü ðïõ ôïí íïéÜæåé åßíáé ïé ìåôáîý ôïõòó÷Ýóåéò, ðïõ ìðïñïýí ôüôå íá åñìçíåõôïýí óáí ó÷Ýóåéò áíÜìåóá óå ðëáíÞôåòôéò ïðïßåò åßíáé óå èÝóç íá åëÝãîåé ìå ðáñáôçñÞóåéò êáé ðåéñÜìáôá.Äåýôåñïí, áí ìáò åíäéáöÝñåé íá ìðïñïýìå íá ìéëÜìå ãéá ðëáíÞôåò êáôåõèåßáíìÝóá óôç óõíïëïèåùñßá, ìðïñïýìå íá åðéôñÝøïõìå ìéá êëÜóç áôüìùí K êáé
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212 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá

KV1[K]
V2[K]

V![K]
V!+1[K]

V�[K]

...

...
...

ÄéÜãñáììá 12.4. Áðüäïóç ôùí åäñáéùìÝíùí óõíüëùí óôï K.íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôï V ìå ôçí êëÜóç V [K] ôùí åäñáéùìÝíùí óõíüëùí ðïõóôçñßæïíôáé áðü ôï K üðùò ôï ïñßóôçêå óôï 11.38. ÁõôÞ ç êëÜóç åßíáé ZFDC-êüóìïò áðü ôï Ðñüâëçìá x11.22· éêáíïðïéåß ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò· êáé, óôçíåíäéáöÝñïõóá ðåñßðôùóç üðïõ ôï K åßíáé óýíïëï, ìïéÜæåé ðÜñá ðïëý ìå ôï Vêáé Ý÷åé ïõóéáóôéêÜ üëåò ôéò éäéüôçôÝò ôïõ, êáé ìÜëéóôá ìå ôéò ßäéåò áðïäåßîåéò,âë. x12.32. Ìðïñåß íá êáôáóêåõáóôåß óôç ZFDC ìå ôç äéáôáêôéêÞ áíáäñïìÞ
V0[K] = K;

V�+1[K] = P(V�[K]);
V�[K] =

⋃�<�V�[K]; áí Limit(�);
V [K] =

⋃�V�[K]:Ôï èÝìá åßíáé üôé ï öõóéêüò äåí åíäéáöÝñåôáé ãéá ôç äéáöïñÜ áíÜìåóá óôéòäýï áõôÝò ðñïóåããßóåéò, êáé ðéèáíüôáôá ïýôå êáí ôçí áíôéëáìâÜíåôáé: ãéáôß ôïìüíï ðïõ Ý÷åé óçìáóßá óôç óõãêåêñéìÝíç åöáñìïãÞ ôùí ìáèçìáôéêþí, åßíáé ïéóõíáñôÞóåéò P i ðïõ êùäéêïðïéïýí ôéò éäéüôçôåò ôùí ðëáíçôþí, üðùò áêñéâþò ôïìüíï ðïõ Ý÷åé óçìáóßá ãéá ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò åßíáé üôé áðïôåëïýí óýóôçìáPeano|ôï ôé áêñéâþò åßíáé äåí åðçñåÜæåé ôßðïôá. Êáé Ýôóé, åí ôÝëåé, åßíáé ÷ñç-óéìüôåñï íá £áðáãïñåýóïõìå¤ ôá Üôïìá êáé íá äå÷èïýìå ôçí áðëïýóôåñç ZFCóáí ôç `standard' áîéùìáôéêÞ óõíïëïèåùñßá, ðïõ ãßíåôáé ó÷åäüí ÷ùñßò åîáßñåóçóå ðñï÷ùñçìÝíï åðßðåäï óôç èåùñßá óõíüëùí.
ÐñïâëÞìáôá ãéá ôï ÊåöÜëáéï 12x12.1. Äåßîå ôï (1) ôïõ ÈåùñÞìáôïò 12.15.x12.2. Äåßîå ôï (2) ôïõ ÈåùñÞìáôïò 12.15.
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ÊåöÜëáéï 12. Äéáôáêôéêïß áñéèìïß 213x12.3. Äåßîå ôï (3) ôïõ ÈåùñÞìáôïò 12.15.
∗ x12.4. ×áñáêôçñéóìüò ôùí äéáôáêôéêþí áñéèìþí ôïõ von Neumann.¸óôù ïñéóôéêüò ôåëåóôÞò �(V ) óôïõò êáëÜ äéáôåôáãìÝíïõò ÷þñïõò ðïõ éêáíï-ðïéåß ôéò åîÞò óõíèÞêåò: V =o �(V );U ≤o V =⇒�(U) v �(V );Field(�(V )) = {Field(�(U)) | U <o V }:Äåßîå üôé ord(V ) = �=⇒�(V ) = (�;≤�):x12.5. Ç êëÜóç ON äåí åßíáé óýíïëï.x12.6. Äéêáéïëüãçóå ôïí ïñéóìü ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý óôïõò äéáôáêôéêïýò,ôïõ ÈåùñÞìáôïò 12.19.x12.7. Ãéá üëïõò ôïõò äéáôáêôéêïýò �, �, 
, Æ,

0 + � = �; êáé ! ≤ �=⇒ 1 + � = �;
0 < �=⇒� < �+ �;� ≤ �& 
 ≤ Æ=⇒�+ 
 ≤ � + Æ;� ≤ �& 
 < Æ=⇒�+ 
 < � + Æ:Äåßîå åðßóçò üôé, ãåíéêÜ,ç � < � äåí óõíåðÜãåôáé ôçí �+ 
 < � + 
:x12.8. ¸óôù �0 < �1 < · · · ìéá áõóôçñÜ áýîïõóá áêïëïõèßá äéáôáêôéêþí.Ôüôå ôï üñéï limn �n åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò.x12.9. Äþóå ðáñáäåßãìáôá áêïëïõèéþí äéáôáêôéêþí ðïõ íá åßíáé áõóôçñÜ áý-îïõóåò êáé ôÝôïéåò ðïõ

limn(�n + �) 6= limn �n + �;
limn(�n + �n) 6= limn �n + limn �n:x12.10. Ãéá üëïõò ôïõò äéáôáêôéêïýò �, �, 
, Æ,

0 · � = 0

0 < �& 1 < �=⇒� < � · �� ≤ �& 
 ≤ Æ=⇒� · 
 ≤ � · Æ
0 < � ≤ �& 
 < Æ=⇒� · 
 < � · Æ:Äåßîå üôé áêüìá êé áí 
 > 0, ãåíéêÜ,ç � < � äåí óõíåðÜãåôáé ôçí � · 
 < � · 
:
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214 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáx12.11 (Íüìïé áðëïðïßçóçò). Ãéá üëïõò ôïõò äéáôáêôéêïýò �, �, 
,�+ � < �+ 
 =⇒ � < 
;�+ � = �+ 
 =⇒ � = 
;� · � < � · 
 =⇒ � < 
;
0 < �&� · � = � · 
 =⇒ � = 
:Äåßîå åðßóçò üôé, ãåíéêÜ,ç 0 < �&� · � = 
 · � äåí óõíåðÜãåôáé ôçí � = 
:x12.12. Ãéá üëá ôá � ≥ ! êáé n < !,n+ � = �;
(�+ 1) · n = � · n+ 1 (n > 1);
(�+ 1) · ! = � · !:x12.13. Âñåò ôñåéò äéáôáêôéêïýò áñéèìïýò �, �, 
, ìå ôçí éäéüôçôá

(�+ �) · 
 6= � · 
 + � · 
:Õðüäåéîç. ×ñçóéìïðïßçóå ôï ðñïçãïýìåíï ðñüâëçìá.x12.14. Áí n < m, ôüôå !n + !m = !m.x12.15 (Áöáßñåóç äéáôáêôéêþí). Áí � ≤ 
, ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò äéáôáêôé-êüò � ôÝôïéïò ðïõ 
 = �+ �.x12.16. ÊÜèå äéáôáêôéêüò áñéèìüò � < !2 ìðïñåß íá ãñáöôåß ìå ìïíáäéêüôñüðï óôç ìïñöÞ � = ! · x+ y (x; y < !):
∗ x12.17. Ãéá êÜèå äéáôáêôéêü � < !N , õðÜñ÷ïõí ìïíáäéêÜ n < N , x < !,� < !n Ýôóé þóôå � = !n · x + �. Õðüäåéîç. ÐÜñå ôï ìåãáëýôåñï n ìå!n ≤ �, êáé ôï ìåãáëýôåñï x ìå !n · x ≤ �.x12.18. Áí N > 0, êÜèå � < !N ãñÜöåôáé ìïíáäéêÜ óôç ìïñöÞ� = !n1 · x1 + !n2 · x2 + · · ·+ !ns · xs + xs+1; (12-35)ìå N > n1 > n2 > · · · > ns êáé x1; : : : ; xs+1 < !. Õðüäåéîç. ×ñçóéìïðïßçóååðáãùãÞ óôï N êáé ôï ðñïçãïýìåíï ðñüâëçìá.12.36. Ïñéóìüò (Öõóéïëïãéêïß ôåëåóôÝò). Ï ìïíïìåëÞò, ïñéóôéêüò ôåëåóôÞòF óôïõò äéáôáêôéêïýò åßíáé öõóéïëïãéêüò (normal), áí åßíáé áõóôçñÜ áýîùí,� < �=⇒F (�) < F (�);êáé óõíå÷Þò óôïõò ïñéáêïýò äéáôáêôéêïýò, äçëáäÞF (�) = sup{F (�) | � < �}; áí Limit(�):x12.19. Áí ï F : ON → ON åßíáé öõóéïëïãéêüò ôåëåóôÞò, ôüôå ãéá êÜèå �,� ≤ F (�), êáé ãéá êÜèå ïñéáêü äéáôáêôéêü �, ôï F (�) åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò.
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ÊåöÜëáéï 12. Äéáôáêôéêïß áñéèìïß 215x12.20. Ãéá êÜèå �, ïé ôåëåóôÝòS�(�) = �+ �; P�(�) = � · �ôïõ \ðñïóèÝôïíôáò óôï" êáé \ðïëëáðëáóéÜæïíôáò áðü áñéóôåñÜ ìå ôï" � åßíáéöõóéïëïãéêïß.x12.21. Ç óýíèåóç F (�) = G(H(�)) öõóéïëïãéêþí ôåëåóôþí åßíáé öõóéïëïãé-êüò ôåëåóôÞò.x12.22. Äþóå áõóôçñü ïñéóìü ôçò äéáôáêôéêÞò äýíáìçò (ordinal exponenta-tion) �� (ãéá � > 1), Ýôóé þóôå�0 = 1;�S(�) = �� · �;�� = sup {�� | � < �}; áí Limit(�):Äåßîå ôá áêüëïõèá:(1) Áí � < 
, ôüôå �� < �
 .(2) Ãéá êÜèå � > 1, ï ôåëåóôÞò E�(�) = �� åßíáé öõóéïëïãéêüò.(3) �(�+
) = �� · �
 .(4) (��)

= ��·
 .Õðüäåéîç. Ïé ÁóêÞóåéò x12.20 êáé x12.21 êáé ôï (2) áðëïðïéïýí áñêåôÜ ôéòáðïäåßîåéò ôùí (3) êáé (4).

∗ x12.23. Áí � > 0, ôüôå õðÜñ÷åé ìÝãéóôï � ìå !� ≤ �, êáé ãéá áõôü ôï �,� = !�+
 ìå êÜðïéï 
 < �. Õðüäåéîç. ×ñçóéìïðïßçóå ôï Ðñüâëçìá x12.15ãéá íá âñåéò ôï 
, êáé äåßîå üôé 
 < !�+1, ðïõ áíôéôßèåôáé óôï 
 ≥ �.
∗ x12.24. (1) Áí � < 
, ôüôå !� + !
 = !
 .(2) ÊÜèå äéáôáêôéêüò � > 0 ìðïñåß íá ãñáöôåß ìå ìïíáäéêü ôñüðï óôç ìïñöÞ� = !� + 
 ìå 
 < �.
∗ x12.25 (Ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ Cantor). ÊÜèå äéáôáêôéêüò � > 0 ìðïñåß íá ãñá-öôåß ìïíáäéêÜ óáí ðåðåñáóìÝíï Üèñïéóìá áðü öèßíïõóåò äõíÜìåéò ôïõ !, óõì-âïëéêÜ � = !�1 + !�2 + · · ·+ !�s (�1 ≥ �2 ≥ · · · ≥ �s); (12-36)Þ, éóïäýíáìá,� = !�1 · n1 + !�2 · · ·n2 + ·+ !�t · nt

(�1 > �2 > · · · > �t; ni < !; ni 6= 0): (12-37)Õðüäåéîç. Ãéá ôç ìïíáäéêüôçôá, äåßîå ðñþôá üôéáí � ≥ �1 ≥ �2 ≥ · · · ≥ �s êáé 
 = !�1 + !�2 + · · ·+ !�s ;ôüôå 
 < !� + 
;ìå åðáãùãÞ óôï s.
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216 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÓôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï �0 åßíáé ôï åëÜ÷éóôï óôáèåñü óçìåßï ôïõ öõóéïëïãéêïýôåëåóôÞ (� 7→ !�), ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ Cantor ôïõ åßíáé ç Ü÷ñçóôç�0 = !"0 = !!"0 = · · · :¼ìùò ïé äéáôáêôéêïß ðïõ åßíáé ìéêñüôåñïé áðü ôïí "0 Ý÷ïõí ìç ôåôñéììÝíåòêáíïíéêÝò ìïñöÝò Cantor ðïõ äßíïõí áðëÝò êáé (ìåñéêÝò öïñÝò) ÷ñÞóéìåò áíá-ðáñáóôÜóåéò ôïõò.x12.26. Âñåò ôç êáíïíéêÞ ìïñöÞ Cantor ôïõ ! · (!! + 1) + (!! + 1) · !.
∗ x12.27. Ïé ìüíïé äéáôáêôéêïß áñéèìïß ðïõ áíÞêïõí óôïí åëÜ÷éóôï êüóìï ôïõZermelo Z åßíáé ïé ðåðåñáóìÝíïé.x12.28. Áí ç ≤ åßíáé Üñéóôç äéÜôáîç ôïõ A, ôüôå |A| = vU [A], äçëáäÞ ï ðëç-èÜñéèìïò |A| åßíáé ï äéáôáêôéêüò áñéèìüò ðïõ áíôéóôïé÷ßæåôáé óôïí êáëÜ äéáôå-ôáãìÝíï ÷þñï (A;≤) áðü ôç von Neumann áðåéêüíéóÞ ôïõ.x12.29. Ç êëÜóç Cardv ôùí von Neumann ðëçèáñßèìùí äåí åßíáé óýíïëï.x12.30. (AC) Ï ïñéóôéêüò ôåëåóôÞò i� (ôï i äéáâÜæåôáé £ìðåè¤) ïñßæåôáé ìåôçí åîÞò áíáäñïìÞ óôï ON:

i0 = ℵ0 = |N| = !;
i�+1 = 2i� ;

i� = sup {i� | � < �}; áí Limit(�): (12-38)Äåßîå üôé ãéá êÜèå äéáôáêôéêü áñéèìü �,
|V!+�| = i�:x12.31. Ãéá êÜèå äéáôáêôéêü áñéèìü �, Rank(�) = �.x12.32. Ãéá êÜèå óýíïëï áðü Üôïìá K, ç éåñáñ÷ßá (� 7→ V�[K]) Ý÷åé ôéò áêü-ëïõèåò éäéüôçôåò:(1) ÊÜèå V�[K] åßíáé ìåôáâáôéêü êáé åäñáéùìÝíï óýíïëï, óôçñßæåôáé áðü ôïK, êáé � ≤ �=⇒V�[K] ⊆ V� [K]:(2) Áí ï � åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò, � ≥ ! · 2, ôüôå ôï V�[K] åßíáé êüóìïòôïõ Zermelo.(3) Ãéá êÜèå óýíïëï A ðïõ óôçñßæåôáé áðü K, A ⊆ V [K]=⇒A ∈ V [K].(4) Ï êüóìïò V [K] áðïôåëåßôáé áêñéâþò áðü ôá åäñáéùìÝíá óýíïëá ðïõ óôç-ñßæåé ôï K.x12.33. Ãéá êÜèå óýíïëï áôüìùí K êáé êÜèå äéáôáêôéêü áñéèìü �,

V� = V�[K] ∩ {x | ôï x åßíáé áãíü}:
∗ x12.34. ¸óôù � : K �→ K ìéá ìåôÜèåóç êÜðïéïõ óõíüëïõ áôüìùí K. Äåßîåüôé õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ åðÝêôáóç �∗ : V [K] �→ V [K] ôçò �, ðïõ íá åßíáé áõôï-ìïñöéóìüò óôï V [K], äçëáäÞ,x ∈ y ⇐⇒ �∗(x) ∈ �∗(y) (x; y ∈ V [K]):
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ÊåöÜëáéï 12. Äéáôáêôéêïß áñéèìïß 21712.37. Ïñéóìüò (ÊëåéóôÝò ìç öñáãìÝíåò êëÜóåéò). Ìéá êëÜóç äéáôáêôéêþíM ⊆ON åßíáé ìç öñáãìÝíç (unbounded) áí
(∀� ∈ ON)(∃� ∈ ON)[� < �&� ∈M ]·êáé êëåéóôÞ (closed) áí ãéá êÜèå óýíïëï äéáôáêôéêþí A 6= ∅,A ⊆M =⇒ supA ∈M:12.38. ¢óêçóç. ¸óôù M ìéá êëåéóôÞ êëÜóç äéáôáêôéêþí êáé�0 < �1 < · · · (�n ∈M)ìéá áõóôçñÜ áýîïõóá áêïëïõèßá äéáôáêôéêþí óôç M . Äåßîå üôé limn �n ∈M .

∗ x12.35. Ç ôïìÞ M1 ∩M2 äýï êëåéóôþí êáé ìç öñáãìÝíùí êëÜóåùí M1 êáéM2 åßíáé åðßóçò êëåéóôÞ êáé ìç öñáãìÝíç.
∗ x12.36. ÊÜèå öõóéïëïãéêüò ôåëåóôÞò óôïõò äéáôáêôéêïýò Ý÷åé óôáèåñü óçìåßï,äçëáäÞ ãéá êÜðïéï äéáôáêôéêü �, F (�) = �· ãéá ôçí áêñßâåéá, ç êëÜóçfp(M) = {� ∈ ON | F (�) = �}ôùí óôáèåñþí óçìåßùí ôïõ F åßíáé êëåéóôÞ êáé ìç öñáãìÝíç. Õðüäåéîç.Ãéá íá âñåéò Ýíá óôáèåñü óçìåßï, èÝóå �0 = 0, �n+1 = F (�n), êáé äåßîå üôéF (limn �n) = limn �n.x12.37. (1) ÕðÜñ÷åé ðëçèÜñéèìïò von Neumann �, ìå� = ℵ�:(2) (AC) ÕðÜñ÷åé ðëçèÜñéèìïò von Neumann �, ìå� = i�:12.39. Ïñéóìüò. ÕðïèÝôïõìå üôé ïé � ≤ � åßíáé Üðåéñïé, ïñéáêïß äéáôáêôéêïßáñéèìïß. Ìéá óõíÜñôçóç f : �→ � åßíáé ïìïôåëéêÞ (co�nal) áísup {f(�) | � < �} = �:Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç ôáõôïôéêÞ (� 7→ �) åßíáé ïìïôåëéêÞ óõíÜñôçóç ãéá êÜèåïñéáêü äéáôáêôéêü áñéèìü, áëëÜ êáé ç (n 7→ ℵn) åßíáé ïìïôåëéêÞ, áðü ôïí !óôïí ℵ!.Ôï åðüìåíï ðñüâëçìá ìáò äßíåé Ýíá ÷ñÞóéìï ÷áñáêôçñéóìü ôïõ ôåëåóôÞ ïìï-ôåëéêüôçôáò (âë. 9.23), ðïõ óå ðïëëÜ âéâëßá åéóÜãåôáé ìå áõôü ôïí ôñüðï.x12.38. Ãéá êÜèå ðëçèÜñéèìï von Neumann �,cf(�) = min{� | õðÜñ÷åé ïìïôåëéêÞ f : �→ �}:x12.39. Äåßîå üôé ãéá üëïõò ôïõò von Neumann ðëçèáñßèìïõò � ≤ �, õðÜñ÷åéïìïôåëéêÞ óõíÜñôçóç f : �→ � áí êáé ìüíïí áí cf(�) = cf(�).x12.40. Ãéá êÜèå êáíïíéêü �, cf(ℵ�) = �, êáé åðïìÝíùò õðÜñ÷ïõí ðëçèÜñéèìïéêÜèå êáíïíéêÞò ïìïôåëéêüôçôáò.
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218 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá
∗ x12.41. Äåßîå üôé õðÜñ÷ïõí éäéÜæïíôåò, von Neumann ðëçèÜñéèìïé êÜèå êáíï-íéêÞò ïìïôåëéêüôçôáò.x12.42. Ãéá êÜèå von Neumann ðëçèÜñéèìï � ìå cf(�) ≥ ℵ1, ôï óýíïëï V�åßíáé êüóìïò ôïõ Zermelo, ðïõ åðéðëÝïí éêáíïðïéåß ôçí åîÞò åéäéêÞ ðåñßðôùóçôïõ Áîéþìáôïò ÁíôéêáôÜóôáóçò: ãéá êÜèå ìïíïìåëÞ, ïñéóôéêü ôåëåóôÞ F , áíx ∈ V�=⇒F (x) ∈ V�; ôüôå ç åéêüíá F [A] êÜèå áðáñéèìçôïý A ∈ V� åðßóçòáíÞêåé óôï V�.12.40. Ïñéóìüò. (AC) Ï áíáðáñßèìçôïò ðëçèÜñéèìïò � åßíáé éó÷õñÜ áðñü-óéôïò (strongly inaccessible) áí åßíáé êáíïíéêüò êáé� < �=⇒ 2� < �:
∗ x12.43. (AC) Áí ï � åßíáé éó÷õñÜ áðñüóéôïò, ôüôå ôï V� åßíáé ZFC-êüóìïò.
∗ x12.44. (AC) Áí ôï áãíü êáé åäñáéùìÝíï óýíïëï M åßíáé ZFDC-êüóìïò,ôüôå M = V�, ãéá êÜðïéïí éó÷õñÜ áðñüóéôï ðëçèÜñéèìï �.12.41. ÐëçèÜñéèìïé êáôÜ ôïí Frege. Óýìöùíá ìå ôïí Cantor, ôïí ïðïßïÝ÷ïõìå áêïëïõèÞóåé, ç âáóéêÞ éäéüôçôá ôùí ðëçèáñßèìùí åßíáé üôé åßíáé óýíïëá,êáé üôé ãéá êÜèå A, A =c |A|: (12-39)ÕðÜñ÷åé êáé ìéá Üëëç ðñüóâáóç óôçí Ýííïéá ôïõ ðëçèáñßèìïõ, áõôÞ ôïõ Frege,ìå ôçí ïðïßá ï ðëçèÜñéèìïò |A| äåí åßíáé óýíïëï £ìïíÜäùí¤ éóïðëçèéêü ìå ôï A,áëëÜ ç áöçñçìÝíç Ýííïéá ôïõ £åßíáé éóïðëçèéêü ìå ôï A¤. Ï Frege, ð.÷. èåùñåßôïí áñéèìü 1 ùò ôçí êïéíÞ éäéüôçôá üëùí ôùí ìïíïóõíüëùí. Ãéá íá áðåéêïíß-óïõìå óôç óõíïëïèåùñßá áõôÞ ôçí Ýííïéá, äåí åßíáé áðáñáßôçôï íá ïñßóïõìå ôïí
|A| Ýôóé ðïõ íá åßíáé éóïðëçèéêüò ìå ôï A, êáé ìÜëéóôá äåí åßíáé êáí áðáñáßôçôïãéá ôïí |A| íá åßíáé óýíïëï! Ç ìüíç óçìáíôéêÞ éäéüôçôá ðëçèáñßèìùí åßíáé çôåëåõôáßá, A =c B ⇐⇒ |A| = |B|; (12-40)ðïõ (ðñáêôéêÜ) áðáéôåß íá åßíáé ï ôåëåóôÞò |A| £ðñïóäéïñéóôéêüò åðéìïñöéóìüò¤ôçò £óõíèÞêçò éóïäõíáìßáò¤ =c, êáé ç êëÜóç ôùí ðëçèáñßèìùí íá åßíáé ôï £ðç-ëßêï¤ ôçò =c, ìå ôç öõóéêÞ åðÝêôáóç ôçò ïñïëïãßáò ôïõ x4.5 óå óõíèÞêåò. ÏFrege ðñïóðÜèçóå íá ïñßóåé áõóôçñÜ áõôÞ ôçí Ýííïéá èÝôïíôáò

|A| = {X | X =c A}; (12-41)áëëÜ ç êëÜóç {X | X =c A} äåí åßíáé óýíïëï (áí A 6= ∅, åýêïëá) êáé ç (áðá-ñáßôçôç ãéá ôç èåùñßá) õðüèåóç ôïõ Frege üôé åßíáé ôïí ïäÞãçóå óå áíôéíïìßá.Ïé ðëçèÜñéèìïé ôïõ von Neumann Ý÷ïõí êáé ôéò äýï âáóéêÝò éäéüôçôåò (12-39)êáé (12-40), êáé ì' áõôü ôïí ôñüðï áðåéêïíßæïõí óõã÷ñüíùò ôéò äéáéóèÞóåéò ôïõCantor êáé ôïõ Frege, áëëÜ ï ïñéóìüò ôïõò óôçñßæåôáé êáé óôá äýï áîéþìáôá Åðé-ëïãÞò êáé ÁíôéêáôÜóôáóçò. Ôï Ðñüâëçìá x12.46 õðïäåéêíýåé ìéá åíáëëáêôéêÞðñüóâáóç óôï èÝìá, ôïõ Scott, ðïõ äßíåé éêáíïðïéçôéêü ïñéóìü ôùí ðëçèáñßèìùíêáôÜ ôïí Frege ÷ùñßò åðßêëçóç ôïõ Áîéþìáôïò ÅðéëïãÞò, áí êáé (ïõóéáóôéêÜ)
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ÊåöÜëáéï 12. Äéáôáêôéêïß áñéèìïß 219ìüíï ãéá ôá áãíÜ, åäñáéùìÝíá óýíïëá. Ç êáôáóêåõÞ ôïõ Scott åßíáé óçìáíôéêÞ,ü÷é ôüóï åðåéäÞ £áðáëëÜóóåé¤ ôçí éäÝá ôïõ Frege áðü ôï AC (ç ðëçèéêÞ áñéèìç-ôéêÞ ÷ùñßò ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò åßíáé ðåíé÷ñÞ), áëëÜ ãéá ôçí áðëüôçôá êáé ôçíêïìøüôçôá ôçò ìåèüäïõ, ðïõ Ý÷åé ðïëëÝò åöáñìïãÝò Üó÷åôåò ìå ôïõò ðëçèáñßè-ìïõò. Åîçãïýìå ðñþôá ôç ãåíéêÞ ìÝèïäï, êáé ìåôÜ ôçí åöáñìïãÞ ôçò óôïõòðëçèáñßèìïõò Frege.12.42. Ïñéóìüò. ÓõíèÞêç éóïäõíáìßáò (equivalence condition) óå ìéá êëÜóçA åßíáé ìéá äéìåëÞò ïñéóôéêÞ óõíèÞêç ∼ ðïõ Ý÷åé ôéò éäéüôçôåò ó÷Ýóçò éóïäõíá-ìßáò, äçëáäÞ ãéá üëá ôá áíôéêåßìåíá x; y; z ∈ Ax ∼ x; x ∼ y=⇒ y ∼ x; x ∼ y& y ∼ z=⇒ x ∼ z:Ï ìïíïìåëÞò ïñéóôéêüò ôåëåóôÞò F åßíáé ðñïóäéïñéóôéêüò ãéá ôçí ∼, áíx ∼ y ⇐⇒ F (x) = F (y) (x; y ∈ A)·ç êëÜóç ôéìþí ôïõ F ãéá ôéìÝò ôçò ìåôáâëçôÞò ôïõ óôçí A åßíáé ç êëÜóçðçëßêïõ (ôï ðçëßêï) ôçò A áðü ôç óõíèÞêç ∼, ðïõ ðñïóäéïñßæåôáé áðü ôïí FF [A] =ïñ {F (x) | x ∈ A}:Ð.÷. ç óõíèÞêç ïìïéüôçôáò =o åßíáé óõíèÞêç éóïäõíáìßáò óôçí êëÜóç ôùí êáëÜäéáôåôáãìÝíùí ÷þñùí, êáé ï ôåëåóôÞò ôïõ von Neumann ord(U) åßíáé ðñïó-äéïñéóôéêüò ãé' áõôÞí, ìå ðçëßêï ôçí êëÜóç ON ôùí äéáôáêôéêþí áñéèìþí. Çéóïðëçèéêüôçôá =c åßíáé óõíèÞêç éóïäõíáìßáò óôçí êëÜóç ôùí êáëÜ äéáôÜîéìùíóõíüëùí, êáé ï ôåëåóôÞò ôïõ von Neumann |A| åßíáé ðñïóäéïñéóôéêüò ãé' áõôÞí,ìå ðçëßêï ôçí êëÜóç ôùí von Neumann ðëçèáñßèìùí.Ç ðñüèåóÞ ìáò åßíáé íá ìåëåôÞóïõìå ìéá óõíèÞêç éóïäõíáìßáò ∼ óôçí êëÜóçA, óáí íá Þôáí ç A óýíïëï êáé ç ∼ ⊆ A×A ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ó' áõôü. ÄåíõðÜñ÷åé üìùò åýêïëïò ôñüðïò íá ïñßóïõìå ðñïóäéïñéóôéêü ôåëåóôÞ ãéá ôçí ∼,åðåéäÞ ç êëáóéêÞ êáôáóêåõÞ ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò ôïõ 4.12 ðñÜãìáôé ïäçãåßóå £êëÜóåéò¤ ó' áõôÞ ôç ãåíßêåõóç, êëÜóåéò ðïõ äåí åßíáé óýíïëá: áõôü áêñéâþòåßíáé ôï ðñüâëçìá ìå ôïí ïñéóìü ôïõ Frege ãéá ôïí áñéèìü 1 ðïõ ðáñáèÝóáìåðéï ðÜíù.x12.45. (Scott) ¸óôù ∼ óõíèÞêç éóïäõíáìßáò óå ìéá êëÜóç A áãíþí, åäñáéù-ìÝíùí óõíüëùí, êáé ãéá êÜèå x ∈ A, Ýóôù�(x) =ïñ (�� ∈ ON)(∃y ∈ V�)[y ∼ x];F (x) =ïñ {y ∈ V�(x) | y ∼ x}:Äåßîå üôé ï F åßíáé ðñïóäéïñéóôéêüò ôåëåóôÞò ãéá ôçí ∼ óôï A.x12.46. (Scott) Äþóå ïñéóìü ôïõ ðëçèáñßèìïõ Scott |A|s ãéá êÜèå óýíïëïA ðïõ åßíáé éóïðëçèéêü ìå êÜðïéï áãíü, åäñáéùìÝíï óýíïëï, Ýôóé ðïõ ãéá üëáôá óýíïëá A kai B ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá,A =c B ⇐⇒ |A|s = |B|s:
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ÐÁÑÁÑÔÇÌÁ A
ÏÉ ÐÑÁÃÌÁÔÉÊÏÉ ÁÑÉÈÌÏÉ

Ó' áõôü ôï ðáñÜñôçìá èá äåßîïõìå üôé ïé ñçôïß êáé ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß ìðï-ñïýí íá áðåéêïíéóôïýí ðéóôÜ óôç óõíïëïèåùñßá üðùò êáé ïé öõóéêïß áñéèìïß:äçëáäÞ èá äéáôõðþóïõìå ÷áñáêôçñéóôéêÝò, óõíïëïèåùñçôéêÝò éäéüôçôåò áõôþíôùí óõóôçìÜôùí êáé èá áðïäåßîïõìå áðü ôá áîéþìáôá ôçò ZDC ôçí ýðáñîç êáéôç ìïíáäéêüôçôá (ìÝ÷ñé éóïìïñöéóìïý) äïìçìÝíùí óõíüëùí ìå áõôÝò ôéò éäéü-ôçôåò. Ïé áðïäåßîåéò åßíáé ó÷åôéêÜ áðëÝò üóïí áöïñÜ ôç óõíïëïèåùñßá, áëëÜ÷ñçóéìïðïéïýí éäÝåò áðü ôçí Üëãåâñá êáé ôçí áíÜëõóç ðïõ èá ôéò åîçãÞóïõìåêÜðùò ðåñéëçðôéêÜ.Âáóéêü åñãáëåßï ãéá ôéò áðïäåßîåéò ðïõ èá äþóïõìå åßíáé ç êáôáóêåõÞ ôïõðçëßêïõ åíüò óõíüëïõ A áðü ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôï A ðïõ ðåñéãñÜøáìå óôïÐñüâëçìá x4.5. Ìå ôçí ïñïëïãßá áõôïý ôïõ ðñïâëÞìáôïò, ðñïóäéïñéóìüò ôçò
∼ óôï A åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò � : A→→ B;ôÝôïéïò þóôå ãéá üëá ôá x; y ∈ A,x ∼ y ⇐⇒ �(x) = �(y):¼ôáí áõôü éó÷ýåé, êáëïýìå ôï B ðçëßêï ôïõ A áðü ôçí ∼. Ï êáíïíéêüòåðéìïñöéóìüò (canonical surjection) ôçò ∼ åßíáé ç áðåéêüíéóçx 7→ [x=∼]; (x ∈ A)ìå ðçëßêï ôï óýíïëï ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò [[A=∼]], áëëÜ óõ÷íÜ õðÜñ÷ïõíÜëëá ðçëßêá, ðéï ÷ñÞóéìá ãéá ôçí êáôáíüçóç ôïõ èÝìáôïò ðïõ ìåëåôÜìå, ð.÷.áõôÜ óôá ÐñïâëÞìáôá x4.6, x4.7, x4.8. Ïé ðñïóäéïñéóìïß åßíáé åéäéêÜ ÷ñÞóéìïéóôç ìåëÝôç ó÷Ýóåùí ïìïéüôçôáò.A.1. Ïñéóìüò. ¸óôù ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ∼ óôï óýíïëï A êáé äéìåëÞò óõíÜñ-ôçóç f : A×A→ A

Áõôü ôï ÐáñÜñôçìá ìðïñåß íá äéáâáóôåß áìÝóùò ìåôÜ ôï ÊåöÜëáéï 10, áëëÜ ôï õðüëïéðïáõôþí ôùí Óçìåéþóåùí äåí áíáöÝñåôáé ó' áõôü. Ç êáôáíüçóÞ ôïõ áðáéôåß êÜðïéá èåùñçôéêÞãíþóç ôïõ Ëïãéóìïý. 221



222 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáóôï A. Êáëïýìå ôçí ∼ ó÷Ýóç ïìïéüôçôáò (congruence) ãéá ôçí f , áí ãéá üëáôá x; x′; y; y′ ∈ A, x ∼ x′ & y ∼ y′=⇒ f(x; y) ∼ f(x′; y′):Ìå ôïí ßäéï ôñüðï, ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç ïìïéüôçôáò ãéá ìéá äéìåëÞ ó÷Ýóç P ⊆A×A; áí ãéá üëá ôá x; x′; y; y′;x ∼ x′ & y ∼ y′=⇒ [xP y ⇐⇒ x′P y]:Åßíáé ðñïöáíÝò ðþò ãåíéêåýåôáé ç Ýííïéá óå ó÷Ýóåéò ïìïéüôçôáò ãéá óõíáñôÞ-óåéò êáé ó÷Ýóåéò ïóïíäÞðïôå ìåôáâëçôþí.Ç êáôáóêåõÞ óôï åðüìåíï èåþñçìá åßíáé áðü ôéò ðëÝïí âáóéêÝò ôçò Üëãåâñáò.A.2. Èåþñçìá. ¸óôù ðñïóäéïñéóìüò � : A→→ B ôçò ó÷Ýóçò éóïäõíáìßáò ∼,Ýôóé ðïõ ãéá üëá ôá x; y óôï A, x ∼ y ⇐⇒ �(x) = �(y):(1) Áí ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç ïìïéüôçôáò ãéá ìéá óõíÜñôçóç f : A×A→ A; ôüôåõðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñôçóç f� : B×B → B óôï ðçëßêï B ðïõ éêáíïðïéåßôçí ôáõôüôçôá f�(�(x); �(y)) = �(f(x; y)); (x; y ∈ A):(2) Áí ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç ïìïéüôçôáò ãéá ìéá ó÷Ýóç P ⊆ A×A; ôüôå õðÜñ÷åéáêñéâþò ìßá ó÷Ýóç P� ⊆ B ×B óôï ðçëßêï B ðïõ éêáíïðïéåß ôçí éóïäõíáìßá�(x)P��(y) ⇐⇒ xP y; (x; y ∈ A):Áðüäåéîç. . Ôï ðïëý ìßá óõíÜñôçóç éêáíïðïéåß ôçí A.2, ðñïöáíþò áðü ôçìïñöÞ ôçò, Ýôóé þóôå áñêåß íá êáôáóêåõÜóïõìå ìßá ëýóç. ÈÝôïõìåf� =ïñ {((�(x); �(y)); �(z)) | x; y; z ∈ A & f(x; y) = z}:Ãéá íá äåßîïõìå üôé ôï óýíïëï æåõãþí f� åßíáé óõíÜñôçóç, ðñÝðåé íá åðáëçèåý-óïõìå ôçí
((u; v); w); ((u; v); w′) ∈ f� =⇒w = w′:Áðü ôçí õðüèåóç ôçò A.2 êáé ôïí ïñéóìü ôçò f�, õðÜñ÷ïõí x; y; z ∈ A ôÝôïéáþóôå u = �(x); v = �(y); w = �(z); f(x; y) = zêáé åðßóçò x′; y′; z′ ∈ A, ôÝôïéá þóôåu = �(x′); v = �(y′); w′ = �(z′); f(x′; y′) = z′:Ðñïêýðôåé üôé�(x) = �(x′); �(y) = �(y′); �(f(x; y)) = �(f(x′; y′))áöïý ç ∼ ðñïóäéïñßæåôáé áðü ôçí � êáé åßíáé ó÷Ýóç ïìïéüôçôáò ãéá ôçí f , êáé çôåëåõôáßá áð' áõôÝò ôéò åîéóþóåéò ìáò äßíåé ôçí w = w′ ðïõ èÝëïõìå.Ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá A.2 ôçò f� áêïëïõèåß áìÝóùò áðü ôïí ïñéóìü ôçòêáé ç áðüäåéîç ôïõ ìÝñïõò (2) åßíáé ðáñüìïéá. aA.3. ¢óêçóç. Äåßîôå ôï ìÝñïò (2) ôïõ A.2.
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ÐáñÜñôçìá A. Ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß 223Ïé áîéùìáôéêïß ÷áñáêôçñéóìïß ôùí ñçôþí êáé ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí óôç-ñßæïíôáé óôç Ýííïéá ôïõ äéáôåôáãìÝíïõ óþìáôïò, ðïõ êùäéêïðïéåß ôéò âáóéêÝòéäéüôçôåò ôçò ðñüóèåóçò, ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý êáé ôçò äéÜôáîçò ó' áõôÜ ôááñéèìçôéêÜ óõóôÞìáôá.A.4. Ïñéóìüò. Óþìá (�eld) åßíáé Ýíá äïìçìÝíï óýíïëï
(F; 0; 1;+; ·)ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò.(F1) 0; 1 ∈ F , 0 6= 1, êáé ïé +, · åßíáé äéìåëåßò óõíáñôÞóåéò (ðñÜîåéò) óôï F .(F2) Ç ðñüóèåóç + éêáíïðïéåß ôéò ôáõôüôçôåò1. (x+ y) + z = x+ (y + z),2. x+ y = y + x,3. x+ 0 = x,êáé åðéðëÝïí, ãéá êÜèå x õðÜñ÷åé êÜðïéï x′ ôÝôïéï þóôå x+ x′ = 0.(F3) O ðïëëáðëáóéáóìüò · éêáíïðïéåß ôéò ôáõôüôçôåò1. (x · y) · z = x · (y · z),2. x · y = y · x,3. x · 1 = x,êáé åðéðëÝïí, ãéá êÜèå x 6= 0 õðÜñ÷åé êÜðïéï x′′ ôÝôïéï þóôå x · x′′ = 1.(F4) Ç ðñüóèåóç êáé ï ðïëëáðëáóéáóìüò ìáæß éêáíïðïéïýí ôçí ôáõôüôçôáx · (y + z) = x · y + x · z:A.5. ËÞììá. ÊÜèå óþìá F éêáíïðïéåß ôá åîÞò.(1) Ãéá êÜèå x õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá x′ ôÝôïéï þóôå x+x′ = 0, êáé ôï êáëïýìå

−x. Åðßóçò, ãéá êÜèå x 6= 0 õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá x′′ ôÝôïéï þóôå x · x′′ = 1êáé ôï êáëïýìå x−1.(2) x · 0 = 0.(3) x · y = 0=⇒x = 0 ∨ y = 0:(4) (−x) · y = −(x · y).Áðüäåéîç. . (1) Áí x+ x′ = 0 êáé x+ y = 0, ôüôå áðü ôá áîéþìáôá,y = y + 0 = 0 + y = (x+ x′) + y = x+ (x′ + y)
= x+ (y + x′) = (x+ y) + x′
= 0 + x′ = x′ + 0 = x′:Ç áðüäåéîç ãéá ôï x−1 åßíáé ðáñüìïéá.(2) x · 0 = x · (0 + 0) = x · 0 + x · 0, êáé åðïìÝíùò

0 = x · 0 +−(x · 0) = (x · 0 + x · 0) +−(x · 0)
= x · 0 + ((x · 0) +−(x · 0)) = x · 0 + 0 = x · 0:(3) Áí y 6= 0, ôüôå õðÜñ÷åé y−1 ôÝôïéï þóôå y · y−1 = 1, êáé åðïìÝíùòx = x · 1 = x · (y · y−1) = (x · y) · y−1 = 0 · y−1 = y−1 · 0 = 0:(4) x · y + (−x) · y = y · x+ y · (−x) = y · (x+ (−x)) = y · 0 = 0, êáé áðü ôï(1) óõíÜãåôáé üôé (−x) · y = −(x · y). a
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224 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÁõôÞ ôçí áðüäåéîç ôç äþóáìå ãéá ðáñÜäåéãìá, ôåëåßùò áíáëõôéêÜ, óôçñßæïíôáòôï êÜèå âÞìá óå Ýíá áðü ôá áîéþìáôá ôïõ óþìáôïò. Óôï ìÝëëïí èá äßíïõìåáðïäåßîåéò áðëþí ôáõôïôÞôùí ó' Ýíá óþìá ðïëý óõíïðôéêÜ Þ (ðéï óõ÷íÜ) èá÷ñçóéìïðïéïýìå ôáõôüôçôåò ðïõ ðñïöáíþò éó÷ýïõí ó' üëá ôá óþìáôá ÷ùñßòáðüäåéîç Þ éäéáßôåñç ìíåßá.A.6. ¢óêçóç. ÊÜèå óþìá F éêáíïðïéåß ôçí ôáõôüôçôá
(x+ y)2 = x2 + 2xy + y2;üðïõ 2 = 1 + 1. (Äþóôå ëåðôïìåñÞ áðüäåéîç.)A.7. ¢óêçóç. Ôï äéóýíïëï {0; 1} ôùí äýï ðñþôùí öõóéêþí áñéèìþí åßíáéóþìá, ìå ôéò ðñïöáíåßò ðñÜîåéò, êáé ó' áõôü ôï óþìá 1 + 1 = 0. (¢ñá ôááîéþìáôá ôïõ óþìáôïò äåí óõíåðÜãïíôáé üôé 1 + 1 6= 0 êáé óõíåðþò ðñÝðåé íáåßìáóôå ðñïóå÷ôéêïß!)A.8. Ïñéóìüò. ÄéáôåôáãìÝíï óþìá (ordered �eld) åßíáé Ýíá äïìçìÝíï óý-íïëï

(F; 0; 1;+; ·;≤)üðïõ ôï (F; 0; 1;+; ·) åßíáé óþìá, ç äéìåëÞò ó÷Ýóç ≤ åßíáé ãñáììéêÞ äéÜôáîç ôïõF êáé ïé åîÞò óõíèÞêåò éó÷ýïõí ãéá üëá ôá x; y; z ∈ F :x ≤ y =⇒ x+ z ≤ y + zz > 0 & x ≤ y =⇒ z · x ≤ z · y;üðïõ âÝâáéá z > 0 åßíáé óõíôüìåõóç ôïõ 0 ≤ z & z 6= 0.A.9. ¢óêçóç. Óå êÜèå äéáôåôáãìÝíï óþìá,z > 0 & x < y=⇒ z · x < z · y:A.10. ËÞììá. ÊÜèå óôïé÷åßï x äéáôåôáãìÝíïõ óþìáôïò F éêáíïðïéåß ôçí áíé-óüôçôá x · x = x2 ≥ 0, Üñá 0 < 1 êáé ãéá êÜèå x, x > 0=⇒x+ 1 > 0.Áðüäåéîç. . Áí x = 0, ôüôå x2 = 0 ≥ 0, êáé áí x > 0, ôüôå x ·x ≥ x · 0 = 0,Ýôóé þóôå ç ìüíç åíäéáöÝñïõóá ðåñßðôùóç åßíáé üôáí x < 0. ÐñïóèÝôïíôáò ôï
−x êáé óôá äýï ìÝëç áõôÞò ôçò áíéóüôçôáò Ý÷ïõìå 0 < −x, Ýôóé ðïõ ìðïñïýìåíá ðïëëáðëáóéÜóïõìå ôçí x < 0 ìå ôï −x êáé Ý÷ïõìå (−x) · x < (−x) · 0,äçëáäÞ −(x2) < 0 áðü ôï ðñïçãïýìåíï ËÞììá, êáé ðñïóèÝôïíôáò x2 ó' áõôÞôçí áíéóüôçôá Ý÷ïõìå 0 < x2. Ôï óõìðÝñáóìá 0 < 1 áêïëïõèåß åðåéäÞ 0 6= 1êáé 1 = 12, êáé ç ôåëåõôáßá ðñüôáóç éó÷ýåé åðåéäÞ 0 < x=⇒ 1 < x + 1 êáéåðïìÝíùò 0 < x+ 1 áðü ôç ìåôáâáôéêüôçôá ôçò ≤. aÔï ËÞììá äéåõêñéíßæåé üôé óôá äéáôåôáãìÝíá óþìáôá äåí èá âñïýìå ôçí áíù-ìáëßá 1 + 1 = 0 ôçò ¢óêçóçò A.7. ÐñÜãìáôé áëçèåýåé êÜôé éó÷õñüôåñï.A.11. ËÞììá. Áí ôï F åßíáé äéáôåôáãìÝíï óþìá êáéNF =

⋂ {X ⊆ F | 0 ∈ X & (∀x)[x ∈ X =⇒ x+ 1 ∈ X]};ôüôå ôï äïìçìÝíï óýíïëï (NF ; 0; (x 7→ x+1)) åßíáé óýóôçìá öõóéêþí áñéèìþí.Ôá ìÝëç ôïõ NF åßíáé ïé öõóéêïß áñéèìïß ôïõ F .
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ÐáñÜñôçìá A. Ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß 225Áðüäåéîç. . Ìå (x 7→ x + 1) åííïïýìå âÝâáéá ôç óõíÜñôçóç S ðïõ áíôé-óôïé÷ßæåé óå êÜèå x ∈ NF ôï óôïé÷åßï x + 1 ðïõ êé áõôü áíÞêåé óôï NF áðüôïí ïñéóìü. Ôá ðñþôá ôñßá áîéþìáôá ôïõ Peano åßíáé ðñïöáíÞ êáé ôï ôÝôáñôï(x+ 1 6= 0) éó÷ýåé åðåéäÞ áðü ôïí ïñéóìü,NF ⊆ {x ∈ F | 0 ≤ x}êáé áðü ôï ËÞììá x ≥ 0=⇒x + 1 ≥ 1 > 0. Ôï Áîßùìá ÅðáãùãÞò ðñïêýðôåéáìÝóùò áðü ôïí ïñéóìü ôïõ NF ùò ôïìÞ. aA.12. ¢óêçóç. ¸óôù F äéáôåôáãìÝíï óþìá, N = NF ôï óýíïëï ôùí öõóé-êþí áñéèìþí ôïõ F êáé +N , ·N , ≤N ç ðñüóèåóç, ï ðïëëáðëáóéáóìüò êáé çêáëÞ äéÜôáîç óôï N üðùò ôéò ïñßóáìå óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï. Äåßîôå üôéáõôÝò ïé óõíáñôÞóåéò êáé ç ó÷Ýóç ≤N óõìöùíïýí ìå ôá áíôßóôïé÷á áíôéêåßìåíáôïõ óþìáôïò, ð.÷.
(∀x; y ∈ N)[x+N y = x+ y]:Ç âáóéêÞ éäÝá ãéá ôïí áîéùìáôéêü ÷áñáêôçñéóìü ôùí ñçôþí áñéèìþí åßíáé üôéáðïôåëïýí äéáôåôáãìÝíï óþìá êáé üôé êÜèå êëÜóìá åßíáé ðçëßêï áêåñáßùí,u− vm = m−1 · (u− v);üðïõ ïé m;u; v åßíáé öõóéêïß áñéèìïß êáé m 6= 0. Ç áðëÞ áõôÞ ðáñáôÞñçóç èáìáò äþóåé ü÷é ìüíï ôá áîéþìáôá ãéá ôïõò ñçôïýò áñéèìïýò, áëëÜ åðßóçò êáé ôéòáðïäåßîåéò ôçò ìïíáäéêüôçôáò êáé ôçò ýðáñîÞò ôïõò.A.13. Ïñéóìüò. Óýóôçìá ñçôþí áñéèìþí åßíáé Ýíá äéáôåôáãìÝíï óþìá Fðïõ éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç

(∀x)(∃m;u; v ∈ NF )[m 6= 0 & x = m−1 · (u− v)]:A.14. Èåþñçìá. Ìïíáäéêüôçôá ôùí ñçôþí áñéèìþí. Ãéá äýï óõóôÞìáôáñçôþí áñéèìþí F 1, F 2 õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá áíôéóôïé÷ßá� : F 1 �→ F 2ðïõ åßíáé éóïìïñöéóìüò, äçëáäÞ:1. �(01) = 02, �(11) = 12.2. �(x+1 y) = �(x) +2 �(y), �(x ·1 y) = �(x) ·2 �(y).3. x ≤1 y ⇐⇒ �(x) ≤2 �(y).Óôç äéáôýðùóç ôïõ èåùñÞìáôïò äéáêïóìÞóáìå ôá äéÜöïñá áíôéêåßìåíá ôùíóùìÜôùí ìå ôïõò åêèÝôåò 0 Þ 1 ãéá íá îåêáèáñßóïõìå óå ðïéï óþìá áíÞêïõí,ð.÷. +1 åßíáé ç ðñüóèåóç óôï F 1 êáé 02 åßíáé ôï ìçäÝí ôïõ F 2. Áõôü åßíáéÜâïëï êáé ü÷é áðáñáßôçôï, åðåéäÞ åßíáé ðÜíôá ðñïöáíÝò ðïéïò åêèÝôçò ÷ñåéÜ-æåôáé: ð.÷. ç åîßóùóç �(0) = 0 äåí ìðïñåß íá óçìáßíåé ôßðïôå Üëëï áðü ôï�(01) = 02, áöïý ç � åßíáé óõíÜñôçóç ìå ðåäßï ïñéóìïý ôï F 1 êáé ðåäßï ôéìþíôï F 2. Óôçí áðüäåéîç êáé óôç óõíÝ÷åéá, èá áêïëïõèÞóïõìå ôçí êáèéåñùìÝíçôáêôéêÞ ôçò Üëãåâñáò, üðïõ ôá ìçäåíéêÜ üëùí ôùí óùìÜôùí óõìâïëßæïíôáé ìå
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226 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá
0, üëåò ïé ðñïóèåôéêÝò ðñÜîåéò óõìâïëßæïíôáé ìå + ê.ëð. Åðßóçò èá áñ÷ßóïõìåíá ðáñáëåßðïõìå óõóôçìáôéêÜ ôï · ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý,xy =ïñ x · y:Áðüäåéîç. . Áðü ôç ìïíáäéêüôçôá ôùí öõóéêþí áñéèìþí êáé ôï A.11 îÝ-ñïõìå üôé õðÜñ÷åé Ýíáò £êáíïíéêüò¤ éóïìïñöéóìüò� : N1 �→ N2;üðïõ N1 êáé N2 åßíáé ôá óýíïëá öõóéêþí ôùí äýï óùìÜôùí F 1, F 2. ÈÝôïõìå� = {(m−1(u− v); �(m)−1(�(u)− �(v))) | m;u; v ∈ N1;m 6= 0};Ýôóé þóôå � ⊆ (F 1 × F 2), êáé áñêåß íá áðïäåßîïõìå ðñþôá üôé ç � åßíáé óõíÜñ-ôçóç, ìåôÜ üôé åßíáé (Ýíá-ðñïò-Ýíá) áíôéóôïé÷ßá, êáé ôåëéêÜ üôé åßíáé éóïìïñöé-óìüò, üðùò áõôüò ïñßæåôáé óôç äéáôýðùóç ôïõ èåùñÞìáôïò.Ãéá íá áðïäåßîïõìå ðñþôá üôé ç � åßíáé óõíÜñôçóç, äå÷üìáóôå üôém−1

1 (u1 − v1) = m−1
2 (u2 − v2);êáé ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé�(m1)

−1(�(u1)− �(v1)) = �(m2)
−1(�(u2)− �(v2)):Ôá áîéþìáôá ôïõ óþìáôïò óõíåðÜãïíôáé åýêïëá üôé ïé A.14, A.14 åßíáé éóï-äýíáìåò áíôßóôïé÷á ìå ôéòm2u1 +m1v2 =m1u2 +m2v1;�(m2)�(u1) + �(m1)�(v2) = �(m1)�(u2) + �(m2)�(v1);ç ðñþôç áðü áõôÝò ìáò äßíåé áìÝóùò�(m2u1 +m1v2) = �(m1u2 +m2v1);êáé áõôÞ ìå ôç óåéñÜ ôçò óõíåðÜãåôáé ôç äåýôåñç åðåéäÞ ç � åßíáé éóïìïñöéóìüòôïõ N1 ìå ôï N2 êáé óÝâåôáé ôçí ðñüóèåóç êáé ôïí ðïëëáðëáóéáóìü, Ðñüâëçìáx5.4.Ç êáôÜöáíç éäÝá áõôÞò ôçò áðüäåéîçò äßíåé åîßóïõ åýêïëá ôá åðéðñüóèåôáóõìðåñÜóìáôá, üôé ç � åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, ìåôÜ åðéìïñöéóìüò êáé åðïìÝíùòéóïìïñöéóìüò. aA.15. ¢óêçóç. Êáôåñãáóôåßôå ôéò ëåðôïìÝñåéåò ôùí áðïäåßîåùí üôé�(x+ y) = �(x) + �(y);x ≤ y ⇐⇒ �(x) ≤ �(y):A.16. Èåþñçìá. ¾ðáñîç ôùí ñçôþí áñéèìþí. ÕðÜñ÷åé Ýíá óýóôçìá ñçôþíáñéèìþí.Áðüäåéîç. . Áí Ý÷ïõìå ôïõò ñçôïýò áñéèìïýò, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôïóýíïëï ôñéÜäùí öõóéêþí áñéèìþíA = {(m;u; v) | m;u; v ∈ N & m 6= 0}
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ÐáñÜñôçìá A. Ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß 227êáé ó' áõôü ôç ó÷Ýóç
(m;u; v) ∼ (m′; u′; v′) ⇐⇒ïñ m′u+mv′ = mu′ +m′v;áðü ôá ïðïßá óõíÜãåôáé (åýêïëá) üôé

(m;u; v) ∼ (m′; u′; v′) ⇐⇒ u− vm =
u′ − v′m′

:Óõíåðþò ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôï A ðïõ ðñïóäéïñßæåôáé áðü ôïí åðé-ìïñöéóìü � : A→→ Q; �(m;u; v) =
u− vm :Ôïõò ñçôïýò áñéèìïýò äåí ôïõò Ý÷ïõìå áêüìç, áëëÜ Ý÷ïõìå ôï A êáé ôçí ∼: çéäÝá ôçò áðüäåéîçò åßíáé íá ôïõò ïñßóïõìå ùò ðçëßêï ôïõ A áðü ôçí ∼, Ýôóé ðïõíá éó÷ýåé ç A.16. Ðñþôá ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé(1) ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, åðáëçèåýïõìå üôé ç ∼ åßíáéìåôáâáôéêÞ. Áðü ôïí ïñéóìü, áí

(m1; u1; v1) ∼ (m2; u2; v2) & (m2; u2; v2) ∼ (m3; u3; v3);ôüôå éó÷ýïõí óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò ïé éóüôçôåòm2u1 +m1v2 =m1u2 +m2v1m3u2 +m2v3 =m2u3 +m3v2;êáé áí ðïëëáðëáóéÜóïõìå ôçí ðñþôç áð' áõôÝò ìå ôï m3 êáé ôç äåýôåñç ìå ôïm1 êáé ìåôÜ ôéò ðñïóèÝóïõìå, Ý÷ïõìå ôçím3m2u1 +m3m1v2 +m1m3u2 +m1m2v3
= m3m1u2 +m3m2v1 +m1m2u3 +m1m3v2.Ôþñá áöáéñïýìå ôám3m1v2 êáém1m3u2 áðü ôéò äýï ðëåõñÝò êáé ìåôÜ äéáéñïýìåìå ôï m2, ðïõ ìáò äßíåém3u1 +m1v3 = m1u3 +m3v1;äçëáäÞ (m1; u1; v1) ∼ (m3; u3; v3). Ïé åðáëçèåýóåéò ôùí Üëëùí éäéïôÞôùí ó÷Ý-óçò éóïäõíáìßáò åßíáé ðáñüìïéåò.(2) Ïñéóìüò ôùí ñçôþí. Áöïý ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò, õðÜñ÷åé åðéìïñ-öéóìüò � : A→→ Qóå êÜðïéï óýíïëï Q ðïõ ðñïóäéïñßæåé ôçí ∼, äçëáäÞ:

(m1; u1; v1) ∼ (m2; u2; v2) ⇐⇒ �(m1; u1; v1) = �(m2; u2; v2):Áõôü ôï Q åßíáé ôï óýíïëï ôùí ñçôþí áñéèìþí óôï óýóôçìá ðïõ êáôáóêåõÜ-æïõìå, êáé áðïìÝíåé ìüíï íá ïñßóïõìå ôá 0 êáé 1, ìéá ðñüóèåóç, Ýíáí ðïëëáðëá-óéáóìü êáé ìéá äéÜôáîç óôï Q, êáé íá áðïäåßîïõìå üôé ôï üëï êáôáóêåýáóìáéêáíïðïéåß ôá áîéþìáôá óõóôÞìáôïò ñçôþí áñéèìþí. Ãéá íá âïçèÞóïõìå ôçí
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228 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáêáôáíüçóç ôçò êáôáóêåõÞò èá áñ÷ßóïõìå áìÝóùò íá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï óõìâï-ëéóìü u− vm =ïñ �(m;u; v)óõìâáôéêÜ, ÷ùñßò äçëáäÞ íá ïñßóïõìå îå÷ùñéóôÜ ôçí £áöáßñåóç¤ Þ ôç £äéáßñåóç¤.Ôï ìçäÝí êáé ôï Ýíá ïñßæïíôáé ìå ôïõò ðñïöáíåßò ôýðïõò
0 =

0− 0

1
=ïñ �(1; 0; 0); 1 =

1− 0

1
=ïñ �(1; 1; 0):(3) Ðñüóèåóç ñçôþí áñéèìþí. Ìå ôçí áðåéêüíéóç ôùí ñçôþí áñéèìþí ùòðçëßêá äéáöïñÜò öõóéêþí ìå öõóéêü áñéèìü ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå, ï êëáóéêüòôýðïò ãéá ôçí ðñüóèåóç ðáßñíåé ôç ìïñöÞu1 − v1m1

+
u2 − v2m2

=
(m2u1 +m1u2)− (m2v1 +m1v2)m1m2

:Ïñßæïõìå ëïéðüí ðñþôá óôï óýíïëï A ôç äéìåëÞ óõíÜñôçóç f+ ðïõ áíôéóôïé÷åßó' áõôü ôïí ôýðï,f+((m1; u1; v1); (m2; u2; v2)) = (m1m2; (m2u1 +m1u2); (m2v1 +m1v2)):Ìå ëßãç áñéèìçôéêÞ ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå üôé ãéá üëá ôá x; y; x′; y′ ∈ A,x ∼ x′ & y ∼ y′=⇒ f+(x; y) ∼ f+(x′; y′);äçëáäÞ ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç ïìïéüôçôáò ãéá ôçí f+. Óõíåðþò, áðü ôï A.2, õðÜñ÷åé(áêñéâþò) ìßá óõíÜñôçóç
+ : Q×Q→ Qðïõ éêáíïðïéåß ôçí ôáõôüôçôá�(x) + �(y) = �(f+(x; y)); (�(x); �(y) ∈ Q):Ôá áîéþìáôá (F2) ãéá ôçí ðñüóèåóç ÷ñåéÜæïíôáé áêüìç ëßãç áñéèìçôéêÞ, ð.÷. çóõíèÞêç ãéá ôï 0 åðáëçèåýåôáé ìå ôïí õðïëïãéóìü�(m;u; v) + �(1; 0; 0) = �(m · 1; 1 · u+m · 0; 1 · v +m · 0) = �(m;u; v):(4) Ðïëëáðëáóéáóìüò ñçôþí áñéèìþí. Ìå ôïí ßäéï ôñüðï ïñßæïõìå ðñþôáôç óõíÜñôçóç f· : A × A → A ðïõ áíôéóôïé÷åß óôïí ðïëëáðëáóéáóìü üôáíáðåéêïíßæïõìå ôïõò ñçôïýò áñéèìïýò ìå ôñéÜäåò öõóéêþí áñéèìþí,f·((m1; u1; v1); (m2; u2; v2)) =ïñ (m1m2; u1u2 + v1v2; u1v2 + u2v1);åðáëçèåýïõìå ìåôÜ üôé ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç ïìïéüôçôáò ãéá ôçí f· êáé ïñßæïõìå ôïíðïëëáðëáóéáóìü · ìå ôï A.2 Ýôóé þóôå íá éêáíïðïéåß ôçí ôáõôüôçôá�(x) · �(y) = �(f·(x; y)); (�(x); �(y) ∈ Q):Ôá áîéþìáôá (F3) êáé (F4) áêïëïõèïýí åýêïëá.(5) ÄéÜôáîç ñçôþí áñéèìþí. Ç óçìáíôéêÞ éóïäõíáìßá ãé' áõôÞ ôçí ðåñßðôùóçåßíáé ç u1 − v1m1

≤ u2 − v2m2
⇐⇒ m1v2 +m2u1 ≤ m2v1 +m1u2:
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ÐáñÜñôçìá A. Ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß 229Ïñßæïõìå ëïéðüí ðñþôá ôç ó÷Ýóç P ⊆ A×A ìå ôïí ôýðï
(m1; u1; v1)P (m2; u2; v2) ⇐⇒ïñ m1v2 +m2u1 ≤ m2v1 +m1u2;âåâáéþíïõìå üôé ç ∼ åßíáé ó÷Ýóç ïìïéüôçôáò ãéá ôçí P , êáé áðü ôïA.2 ïñßæïõìåôçí ≤ óôï ðçëßêï Q Ýôóé þóôå�(x) ≤ �(y) ⇐⇒ xP y; (�(x); �(y) ∈ Q):Ôï ðùò ç ≤ åßíáé ãñáììéêÞ äéÜôáîç êáé ôï

(Q; 0; 1;+; ·;≤)åßíáé äéáôåôáãìÝíï óþìá áêïëïõèïýí åýêïëá.Ôï ìüíï ðïõ ìÝíåé åßíáé íá åðáëçèåýóïõìå üôé ôï Q åßíáé óýóôçìá ñçôþíáñéèìþí.ËÞììá. Ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü k, �(1; k; 0) ∈ NQ, äçëáäÞ ï ñçôüò áñéèìüò�(1; k; 0) áíÞêåé óôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò ôïõ äéáôåôáãìÝíïõ óþìáôïò Q.Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ óôï k, �(1; 0; 0) = 0 (åî ïñéóìïý) êáé áðü ôïí ïñéóìüôçò ñçôÞò ðñüóèåóçò (åýêïëá),�(1; Sk; 0) = �(1; k; 0) + 1;Ýôóé þóôå �(1; k; 0) ∈ NQ=⇒�(1; Sk; 0) ∈ NQ.ËÞììá. Ãéá êÜèå (m;u; v) ∈ A,�(m;u; v) = �(1;m; 0)−1(�(1; u; 0)− �(1; v; 0));üðïõ âÝâáéá ïé ðñÜîåéò −1 êáé − åßíáé áõôÝò ôïõ óþìáôïò Q.Áðüäåéîç. ¸÷ïíôáò Þäç áðïäåßîåé üôé ôï Q åßíáé óþìá, îÝñïõìå üôé ç A-0åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí�(1;m; 0)�(m;u; v) + �(1; v; 0) = �(1; u; 0);êáé áõôÞ ç ôåëåõôáßá åîßóùóç âåâáéþíåôáé ìå Ýíáí áêüìç áðëü õðïëïãéóìü.Ôá äýï ËÞììáôá ìáæß äåß÷íïõí üôé ôï äïìçìÝíï óýíïëï (Q; 0; 1;+; ·;≤) éêá-íïðïéåß ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá óõóôÞìáôïò ñçôþí áñéèìþí êáé ôåëåéþíïõíôçí áðüäåéîç. a¼ðùò êÜíáìå êáé ìå ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò, êáèïñßæïõìå ôþñá êÜðïéï óõ-ãêåêñéìÝíï óýóôçìá ñçôþí áñéèìþí
(Q; 0; 1;+; ·;≤)ôá ìÝëç ôïõ ïðïßïõ èá êáëïýìå áðëÜ ñçôïýò áñéèìïýò. Áõôü âïëåýåé, ãéá íáìçí åßìáóôå áíáãêáóìÝíïé íá ëÝìå óõíå÷þò £ôõ÷üí óýóôçìá ñçôþí áñéèìþí¤êáé Üëëá ôÝôïéá. ÐñïóÝîôå üìùò üôé ôï óçìáíôéêü ìáèçìáôéêü ãåãïíüò åßíáé çýðáñîç êáé ç ìïíáäéêüôçôá ìÝ÷ñéò éóïìïñöéóìïý åíüò ôÝôïéïõ óõóôÞìáôïò: áêñé-âþò áõôÜ ôá ìáèçìáôéêÜ ãåãïíüôá ãéá ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò ÷ñåéáóôÞêáìåóôéò áðïäåßîåéò áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ, ü÷é ôç óõãêåêñéìÝíç åðéëïãÞ £öõóéêþíáñéèìþí¤.A.17. ¢óêçóç. Ôï óýíïëï Q ôùí ñçôþí áñéèìþí åßíáé áñéèìÞóéìï.
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230 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáA.18. ¢óêçóç. Óôçí áðüäåéîç ôïõ ìÝñïõò (1) ôïõ èåùñÞìáôïò £áöáéñÝóáìå¤ôïí ßäéï öõóéêü áðü ìéáí éóüôçôá, êáé ìåôÜ £äéáéñÝóáìå¤ ìéáí éóüôçôá ìå ôïíßäéï öõóéêü. ÄéêáéïëïãÞóôå áõôÜ ôá âÞìáôá áðïäåß÷íïíôáò ôéò åîÞò äýï éäéü-ôçôåò ôùí öõóéêþí áñéèìþí: x+ y = x+ z =⇒ y = z;c · x = c · y & c 6= 0 =⇒ x = y:A.19. ¢óêçóç. Ãéá êÜèå äéáôåôáãìÝíï óþìá F õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá åìöý-ôåõóç ôùí ñçôþí áñéèìþí óôï F , äçëáäÞ Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò� : Q� Fðïõ éêáíïðïéåß ôéò ôáõôüôçôåò�(0) = 0; �(1) = 1;�(x+ y) = �(x) + �(y); �(xy) = �(x)�(y);x ≤ y ⇐⇒ �(x) ≤ �(y):Áð' áõôÜ ðñïêýðôåé üôé ç åéêüíá �[Q] ⊆ F ôçò � åßíáé óýóôçìá ñçôþí áñéèìþí(ìå ôï 0 êáé ôï 1 ôïõ F êáé ôïõò ðåñéïñéóìïýò ôùí ðñÜîåùí êáé ôçò äéÜôáîçòôïõ F ).Ï Cantor áðÝäåéîå Ýíáí ùñáéüôáôï ÷áñáêôçñéóìü ôçò äéÜôáîçò ôùí ñçôþíáñéèìþí áíåîÜñôçôá áðü ôçí áëãåâñéêÞ ôïõò äïìÞ. ×ñåéáæüìáóôå ìåñéêïýò ïñé-óìïýò ãéá ôç äéáôýðùóÞ ôïõ.A.20. Ïñéóìüò. ¸óôù ãñáììéêÞ äéÜôáîç ≤ óôï óýíïëï A êáé B ⊆ A. Ôï Båßíáé ðõêíü óôï A (dense) áí
(∀x; y ∈ A)[x < y=⇒ (∃b ∈ B)[x < b & b < y]]:Ç ãñáììéêÞ äéÜôáîç ≤ ôïõ A åßíáé ðõêíÞ óôïí åáõôü ôçò áí ôï A åßíáé ðõêíüóôï A.A.21. ¢óêçóç. Ç äéÜôáîç êÜèå äéáôåôáãìÝíïõ óþìáôïò åßíáé ðõêíÞ óôïíåáõôü ôçò êáé äåí Ý÷åé åëÜ÷éóôï Þ ìÝãéóôï óôïé÷åßï.A.22. Èåþñçìá. (Cantor) ÊÜèå ãñáììéêÞ, ðõêíÞ óôïí åáõôü ôçò äéÜôáîç ≤A÷ùñßò åëÜ÷éóôï Þ ìÝãéóôï óçìåßï óå Ýíá áñéèìÞóéìï óýíïëï A, åßíáé üìïéá ìåôç äéÜôáîç ≤Q ôùí ñçôþí áñéèìþí, äçëáäÞ õðÜñ÷åé ìïíïôïíéêÞ (Ýíá-ðñïò-Ýíá)áíôéóôïé÷ßá f : Q�→ A.Áðüäåéîç. . Áðü ôçí õðüèåóç êáé ôï ãåãïíüò üôé ôï Q åßíáé áñéèìÞóéìï,õðÜñ÷ïõí áðáñéèìÞóåéò ÷ùñßò åðáíáëÞøåéòQ = {r0; r1; : : : ; }; A = {a0; a1; : : : }ôïõ Q êáé ôïõ A. Èá ïñßóïõìå áíáäñïìéêÜ ìéáí áêïëïõèßáf0; f1; : : : ;ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò, ãéá êÜèå n ∈ N .
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ÐáñÜñôçìá A. Ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß 2311. Ç fn åßíáé ðåðåñáóìÝíç, ìåñéêÞ óõíÜñôçóç áðü ôï Q óôï A, äçëáäÞFunction(fn) & fn ⊆ Q × A êáé ç fn åßíáé ðåðåñáóìÝíç óáí óýíïëïæåõãþí.2. Ç fn åßíáé ìïíïôïíéêÞ êáé Ýíá-ðñïò-Ýíá óôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò, äçëáäÞ:x; y ∈ Domain(fn) & x <Q y=⇒ fn(x) <A fn(y):3. fn ⊆ fn+1.4. {r0; r1; : : : ; rn} ⊆ Domain(fn).5. {a0; a1; : : : ; an} ⊆ Image(fn).Áí åðéôý÷ïõìå ó' áõôü, ôüôå ç Ýíùóç f =ïñ ⋃ n=∞n=0 fn åßíáé (åýêïëá) óõíÜñôçóçáðü ôï (3), åßíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá êáé ìïíïôïíéêÞ áðü ôï (2) êáéDomain(f) = Q; Image(f) = Aáðü ôá (4), (5).Óôç âÜóç ôïõ áíáäñïìéêïý ïñéóìïý îåêéíÜìå ìå ôçíp0 = {(r0; a0)};üðïõ üëåò ïé óõíèÞêåò éó÷ýïõí ôåôñéììÝíá.ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé Ý÷ïõìå Þäç ïñßóåé ôçí fn êáé áðáñéèìïýìå ôï ðåðåñá-óìÝíï ðåäßï ïñéóìïý ôçò êáé ôï åðßóçò ðåðåñáóìÝíï ðåäßï ôéìþí ôçò óå áýîïõóåòáêïëïõèßåò: Dn = {x0 <Q x1 <Q · · · <Q xm};In = {y0 <A y1 <A · · · <A ym}:ÅðåéäÞ ç fn åßíáé ìïíïôïíéêÞ, Ý÷ïõìåfn(xi) = yi; (i = 0; : : : ;m):ÊáôáóêåõÜæïõìå ôçí åðüìåíç fn+1 óå äýï âÞìáôá, äçëáäÞ ðñþôá èá ïñßóïõìåìßá f ′n+1 ⊇ fn ðïõ éêáíïðïéåß ôéò óõíèÞêåò (1)-(4) êáé ìåôÜ ôçí fn+1 ⊇ f ′n+1ðïõ éêáíïðïéåß üëåò ôéò óõíèÞêåò (1) - (5).ÂÞìá 1. Áí rn+1 ∈ Domain(fn), èÝôïõìå f ′n+1 = fn. Áëëéþò ðñïêýðôïõíôñåéò ðåñéðôþóåéò.Ðåñßðôùóç 1. rn+1 <Q x0. Ó' áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç âñßóêïõìå êÜðïéï y′ ∈ AôÝôïéï þóôå y′ <A y0 (ðïõ õðÜñ÷åé åðåéäÞ ôï A äåí Ý÷åé åëÜ÷éóôï óçìåßï) êáéèÝôïõìå f ′n+1 = fn ∪ {(rn+1; y′)}:Ðåñßðôùóç 2. rn+1 >Q xm. Ó' áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç âñßóêïõìå êÜðïéï y′ ∈ AôÝôïéï þóôå y′ >A ym (ðïõ õðÜñ÷åé åðåéäÞ ôï A äåí Ý÷åé ìÝãéóôï óçìåßï) êáéèÝôïõìå f ′n+1 = fn ∪ {(rn+1; y′)}:Ðåñßðôùóç 3. Ãéá êÜðïéï i, xi <Q rn+1 <Q xi+1. Ó' áõôÞ ôçí ðåñßðôùóçâñßóêïõìå êÜðïéï y′ ∈ A ôÝôïéï þóôå yi <A y′ <A yi+1 (ðïõ õðÜñ÷åé åðåéäÞ ôïA åßíáé ðõêíü óôïí åáõôü ôïõ) êáé èÝôïõìåf ′n+1 = fn ∪ {(rn+1; y′)}:
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232 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÓ' üëåò ôéò ðåñéðôþóåéò, ç áðüäåéîç üôé ç f ′n+1 éêáíïðïéåß ôéò óõíèÞêåò (1) -(4) åßíáé áðëÞ.Óôï äåýôåñï âÞìá ôçò êáôáóêåõÞò èåùñïýìå ôï óôïé÷åßï an+1 ôïõ A êáéîå÷ùñßæïõìå ðÜëé ðåñéðôþóåéò: ðñþôá áí an+1 ∈ Image(f ′n+1) (ïðüôå èÝôïõìåfn+1 = f ′n+1) êáé áí ü÷é ôñåéò ðåñéðôþóåéò, óõììåôñéêÜ ìå ôçí êáôáóêåõÞ óôïðñþôï âÞìá. Ðáñáëåßðïõìå ôéò ëåðôïìÝñåéåò. aÇ èåìåëéáêÞ äéáßóèçóç ãéá ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò åßíáé üôé áðü ôç ìéáìåñéÜ áðïôåëïýí äéáôåôáãìÝíï óþìá, Ýôóé ðïõ ç áñéèìçôéêÞ ôïõò íá õðáêïýåéôïõò ßäéïõò íüìïõò ìå ôçí áñéèìçôéêÞ ôùí ñçôþí áñéèìþí, êáé áðü ôçí Üëëçâñßóêïíôáé óå Ýíá-ðñïò-Ýíá áíôéóôïé÷ßá ìå ôá óçìåßá ôçò £ðëÞñïõò¤ ãåùìåôñéêÞòåõèåßáò, Ýôóé ðïõ íá ìçí õðÜñ÷ïõí £êåíÜ¤ áíÜìåóÜ ôïõò. Óôç óõíïëïèåùñçôéêÞäéáôýðùóç ôçò ðëçñüôçôáò áêïëïõèïýìå ôïí Dedekind.A.23. Ïñéóìüò. Ç ãñáììéêÞ äéÜôáîç ≤ óôï óýíïëï A åßíáé ðëÞñçò áí êÜèåìç êåíü, Üíù öñáãìÝíï õðïóýíïëï ôïõ A Ý÷åé åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá.Óýóôçìá ðñáãìáôéêþí áñéèìþí åßíáé Ýíá ðëÞñåò äéáôåôáãìÝíï óþìá,äçëáäÞ äéáôåôáãìÝíï óþìá ôïõ ïðïßïõ ç äéÜôáîç åßíáé ðëÞñçò.A.24. ¢óêçóç. Ç äéÜôáîç ôùí ñçôþí áñéèìþí äåí åßíáé ðëÞñçò, åðåéäÞ ôïóýíïëï X = {r | r2 < 2}åßíáé Üíù öñáãìÝíï áëëÜ äåí Ý÷åé åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá.A.25. ËÞììá. ÊÜèå ðëÞñåò äéáôåôáãìÝíï óþìá F Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôïõ Áñ-÷éìÞäç
(∀x ∈ F )(∃n ∈ N)[x < n];äçëáäÞ ôï óýíïëï N = NF ôùí öõóéêþí áñéèìþí óôï F äåí Ý÷åé Üíù öñÜãìá.Áðüäåéîç. . ÕðïèÝôïõìå üôé ôï óýíïëï N åßíáé Üíù öñáãìÝíï, ïðüôå Ý÷åéåëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá x = supN . Ôï óôïé÷åßï x− 1 äåí åßíáé Üíù öñÜãìá ôïõN áöïý x − 1 < x, åðïìÝíùò õðÜñ÷åé êÜðïéï n ∈ N ôÝôïéï þóôå x − 1 < n:áëëÜ áõôü óõíåðÜãåôáé x < n+ 1, ðïõ áíôéôßèåôáé óôçí õðüèåóç üôé ôï x åßíáéÜíù öñÜãìá ôïõ N . aA.26. ¢óêçóç. Óå êÜèå ðëÞñåò äéáôåôáãìÝíï óþìá F ,� > 0=⇒ (∃n ∈ N)[

1n+ 1
< �]:A.27. ¢óêçóç. Óå êÜèå ðëÞñåò äéáôåôáãìÝíï óþìá F ,x < y=⇒ (∃r ∈ Q)[x < r & r < y];üðïõ Q = QF åßíáé ôï óýíïëï ôùí ñçôþí áñéèìþí óôï F . (Ðõêíüôçôá ôùíñçôþí áñéèìþí.)Ï êýñéïò åðüìåíïò óôü÷ïò ìáò åßíáé íá áðïäåßîïõìå üôé õðÜñ÷åé Ýíá |êáéìÝ÷ñé éóïìïñöéóìïý ìüíï Ýíá| ðëÞñåò äéáôåôáãìÝíï óþìá. ÅðåéäÞ ç éäéüôçôáôçò ðëçñüôçôáò åßíáé ãåùìåôñéêÞ (Þ £ôïðïëïãéêÞ¤), ïé áðïäåßîåéò ôçò ýðáñîçò
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ÐáñÜñôçìá A. Ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß 233êáé ôçò ìïíáäéêüôçôáò óõóôÞìáôïò ðñáãìáôéêþí áñéèìþí óôçñßæïíôáé óå ãåù-ìåôñéêÝò éäÝåò. ÓõãêåêñéìÝíá, ÷ñåéáæüìáóôå ìåñéêïýò âáóéêïýò ïñéóìïýò êáéáðïôåëÝóìáôá áðü ôç èåùñßá ïñßùí, ãíùóôÜ óå ðïëëïýò áðü ôï ëïãéóìü. ÁõôÜèá ôá áíáóêïðÞóïõìå åäþ êÜðùò óõíïðôéêÜ, áëëÜ ÷ùñßò íá ðåñéïñéóôïýìå ó'Ýíáí åëÜ÷éóôï êáôÜëïãï ôùí áðïôåëåóìÜôùí ðïõ åßíáé áðïëýôùò áðáñáßôçôá ãéáôéò áðïäåßîåéò ôçò ýðáñîçò êáé ôçò ìïíáäéêüôçôáò: ðïëëÜ áðü ôá ËÞììáôá êáéôéò ÁóêÞóåéò Ý÷ïõí óõìðåñéëçöèåß åäþ åðåéäÞ ìáñôõñïýí üôé ç Ýííïéá ôïõ ðëÞ-ñïõò, äéáôåôáãìÝíïõ óþìáôïò áðåéêïíßæåé ðéóôÜ ôéò ãåùìåôñéêÝò ìáò äéáéóèÞóåéòãéá ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò.Ãéá ôïõò ðïëëïýò õðïëïãéóìïýò ðïõ ðñÝðåé íá êÜíïõìå ìå Üðåéñåò áêïëïõèßåò,èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí áðëïðïéçìÝíï óõìâïëéóìü ôçò áíÜëõóçò, ðïõ áðïöåý-ãåé ôçí åéóáãùãÞ äéáöïñåôéêïý ïíüìáôïò ãéá êÜèå áêïëïõèßá êáé ôïðïèåôåß ôçìåôáâëçôÞ ùò äåßêôç, Ýôóé þóôå ç áêïëïõèßá (n 7→ an) íá óõìâïëßæåôáé ìå 〈an〉Þ 〈a0; a1; : : : 〉;. Ð.÷. ç áêïëïõèßá
〈 1n+ 1

〉 = 〈1
1
; 1
2
; 1
3
; : : : 〉åßíáé ç óõíÜñôçóç f : N → Q ðïõ ïñßæåôáé ìå ôïí ôýðïf(n) =

1n+ 1
:Ç óõíÜñôçóç ôçò áðüëõôçò ôéìÞò ïñßæåôáé óå êÜèå äéáôåôáãìÝíï óþìá ìåôïí óõíçèéóìÝíï ôñüðï,

|x| =ïñ max{x;−x} =

{ x; áí x ≥ 0;
−x áí x < 0:A.28. Ïñéóìüò. ¸óôù äéáôåôáãìÝíï óþìá (F; 0; 1;+; ·;≤).(1) Ç áêïëïõèßá 〈xn〉 óôïé÷åßùí ôïõ F óõãêëßíåé óôï x ∈ F Þ Ý÷åé ôï üñéïx, áí

(∀� ∈ F; � > 0)(∃K ∈ N)(∀n ∈ N)[n ≥ K =⇒|x− xn| < �]:×ñçóéìïðïéïýìå ôï óõìâïëéóìü:xn → x ⇐⇒ïñ ç 〈xn〉 óõãêëßíåé óôï x:(2) Ç áêïëïõèßá 〈xn〉 Ý÷åé ôçí éäéüôçôá Cauchy Þ (áðëïýóôåñá) åßíáé Cauchyáí
(∀� ∈ F; � > 0)(∃K ∈ N)(∀n;m ∈ N)[n;m ≥ K =⇒|xn − xm| < �]:A.29. Ïñéóìüò. Ãéá üëá ôá óçìåßá a < b äéáôåôáãìÝíïõ óþìáôïò F , ôï óý-íïëï

(a; b) =ïñ {x ∈ F | a < x < b}åßíáé ôï áíïéêôü äéÜóôçìá ìå Üêñá a; b. Ôï óýíïëï G ⊆ F åßíáé áíïéêôü áíåßíáé (ðéèáíÜ êåíÞ) Ýíùóç áíïéêôþí äéáóôçìÜôùí, äçëáäÞ áíx ∈ G=⇒ (∃a < b)[x ∈ (a; b) ⊆ G]:
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234 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÈá ÷ñçóéìïðïéïýìå åðßóçò ôïõò óõíçèéóìÝíïõò óõìâïëéóìïýò ãéá ôá êëåéóôÜêáé çìßêëåéóôá äéáóôÞìáôá, ð.÷.
(a; b] = {x ∈ F | a < x ≤ b}:A.30. ¢óêçóç. Äåßîôå üôé ç ïéêïãÝíåéá áíïéêôþí óõíüëùí óå Ýíá äéáôåôáã-ìÝíï óþìá åßíáé ôïðïëïãßá, êáé üôé ï ïñéóìüò ïñßùí ãéá áêïëïõèßåò óôï A.28åßíáé éóïäýíáìïò ìå ôïí ôïðïëïãéêü ïñéóìü ïñßùí ôïõ 10.42.Ïé ïñéóìïß áõôïß åßíáé äéáâüçôïé ãéá ôç äõóêïëßá ôïõò óôçí êáôáíüçóç êáéóôç ÷ñÞóç. Ôïíßæïõìå ðÜëé üôé åäþ ôïõò ìåëåôÜìå óôï ðëáßóéï êÜðïéïõ äéáôå-ôáãìÝíïõ óþìáôïò ðïõ ðéèáíüí íá ìçí åßíáé ðëÞñåò, üðùò ïé ñçôïß áñéèìïß. Èáôï âñïýìå ÷ñÞóéìï íá äéáôõðþóïõìå Ýííïéåò éóïäýíáìåò ìå ôç óýãêëéóç êáé ôçíéäéüôçôá Cauchy, ìå âÜóç ôçí åîÞò ïñéóìü.A.31. Ïñéóìüò. Ç áêïëïõèßá 〈xn〉 êáôáëÞãåé (settles) óôï áíïéêôü äéÜóôçìá

(a; b), áí ìåôÜ áðü êÜðïéï óôÜäéï üëá ôçò ôá óôïé÷åßá áíÞêïõí óå êÜðïéï êëåéóôüäéÜóôçìá [a′; b′] ⊆ (a; b):
〈xn〉 (a; b) ⇐⇒ïñ (∃K; a′; b′)(∀n ≥ K)[a < a′ ≤ xn ≤ b′ < b]:Ðáñáôçñïýìå üôé áí 〈xn〉  (a; b), ôüôå üëá ôá óôïé÷åßá ôçò 〈xn〉 ìåôÜ áðüêÜðïéï óôÜäéï áíÞêïõí óôï (a; b),

〈xn〉 (a; b)=⇒ (∃K)(∀n ≥ K)[a < xn < b]·óå ðïëëÝò åöáñìïãÝò ÷ñçóéìïðïéïýìå ìüíïí áõôü ôï áóèåíÝò ðüñéóìá ôïõ ïñé-óìïý ôçò óõíèÞêçò 〈xn〉 (a; b).A.32. ¢óêçóç. 〈xn〉 (a; b) ôüôå êáé ìüíïí áí õðÜñ÷åé êÜðïéï Æ > 0 ôÝôïéïþóôå a+Æ < b−Æ êáé ôï óýíïëï {n ∈ N | xn =∈ [a+Æ; b−Æ]} åßíáé ðåðåñáóìÝíï.A.33. ¢óêçóç. Ãéá üëá ôá áíïéêôÜ äéáóôÞìáôá I; J , 〈xn〉 I & I ⊆ J =⇒〈xn〉 J .A.34. ¢óêçóç. Ãéá üëá ôá áíïéêôÜ äéáóôÞìáôá I; J ,
〈xn〉 I & 〈xn〉 J =⇒〈xn〉 I ∩ J =⇒ I ∩ J 6= ∅:A.35. ¢óêçóç. Áí ç 〈xn〉 êáôáëÞãåé ó' Ýíá áíïéêôü äéÜóôçìá (a; b) ôüôå ç

〈xn〉 åßíáé öñáãìÝíç, äçëáäÞ
(∃w)(∀n)[xn ≤ w]:Ôï åðüìåíï ËÞììá èá ìáò åðéôñÝøåé óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò íá áðïöýãïõìåôç ëåãüìåíç £åøéëïíéêÞ¤ ìÝèïäï, ôçò ïðïßáò ôõðéêü ðáñÜäåéãìá åßíáé áêñéâþò çáðüäåéîç áõôïý ôïõ ËÞììáôïò.A.36. ËÞììá. Ãéá êÜèå áêïëïõèßá óå ôõ÷üí äéáôåôáãìÝíï óþìá F :(1) Ç 〈xn〉 óõãêëßíåé óôï x ôüôå êáé ìüíïí áí ç 〈xn〉 êáôáëÞãåé óå êÜèåáíïéêôü äéÜóôçìá ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï x:xn → x ⇐⇒ (∀a; b ∈ F )[a < x < b=⇒〈xn〉 (a; b)]:
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ÐáñÜñôçìá A. Ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß 235(2) Ç 〈xn〉 åßíáé Cauchy ôüôå êáé ìüíïí áí ãéá êÜèå � > 0, õðÜñ÷åé áíïéêôüäéÜóôçìá (a; b) ìå (b− a) ≤ �, ôÝôïéï þóôå ç 〈xn〉 íá êáôáëÞãåé óôï (a; b):
〈xn〉 is Cauchy ⇐⇒ (∀� > 0)(∃a; b)[a < b ≤ a+ � & 〈xn〉 (a; b)]Áðüäåéîç. . (1) Áí xn → x êáé a < x < b, ôüôå ï ïñéóìüò ôçò óýãêëéóçòìå � =

min(x− a; b− x)
2ìáò äßíåé Ýíá K ôÝôïéï þóôån ≥ K =⇒|x− xn| < min(x− a; b− x)

2
;áðü ôï ïðïßï ðñïêýðôåé (ìå ëßãç åñãáóßá) üôén ≥ K =⇒ a < a′ =

a+ x
2

< xn < x+ b
2

= b′ < b;Üñá 〈xn〉 (a; b). Ãéá ôçí Üëëç êáôåýèõíóç, ãéá êÜèå � > 0, 〈xn〉 (x−�; x+�),êáé åðïìÝíùò õðÜñ÷åé êÜðïéï K, ôÝôïéï þóôån ≥ K =⇒|x− xn| < �:(2) Áí ç 〈xn〉 åßíáé Cauchy, ôüôå ãéá êÜèå � > 0 õðÜñ÷åé K ôÝôïéï þóôån;m ≥ K =⇒|xn−xm| < �
4 , áðü ôï ïðïßï ðñïêýðôåé åýêïëá üôé 〈xn〉 (xK −�

2 ; xK + �
2 ), êáé áõôü ôï äéÜóôçìá Ý÷åé ìÞêïò �. Ãéá ôçí áíôßèåôç êáôåýèõíóç,ãéá êÜèå � > 0 õðÜñ÷åé êÜðïéï (a; b) ìå (b− a) ≤ �, Ýôóé ðïõ 〈xn〉 (a; b), Üñáãéá êÜðïéï K,n;m ≥ K =⇒ [a < xn < b & a < xm < b=⇒|xn − xm| < b− a ≤ �];êé åðïìÝíùò ç 〈xn〉 åßíáé Cauchy. aA.37. Ðüñéóìá. Áí ç 〈xn〉 óõãêëßíåé óå êÜðïéï x, ôüôå åßíáé Cauchy.Áðüäåéîç. . Ãéá êÜèå � > 0, 〈xn〉  (x − �

2 ; x + �
2 ) áðü ôï (1) ôïõ A.36,Üñá ç 〈xn〉 åßíáé Cauchy áðü ôï (2) ôïõ A.36. aA.38. ¢óêçóç. xn → x & xn → y=⇒x = y. Áõôü ìáò åðéôñÝðåé íá åéóáãÜ-ãïõìå ôïí êëáóéêü óõìâïëéóìüx = limn xn ⇐⇒ïñ xn → x:A.39. ËÞììá. Áí ç 〈xn〉 åßíáé Cauchy óå Ýíá ðëÞñåò äéáôåôáãìÝíï óþìá F ,ôüôå ç 〈xn〉 Ý÷åé üñéï, äçëáäÞ xn → x ãéá êÜðïéï x.Áðüäåéîç. . Ïñßæïõìå ôï óýíïëïX =ïñ {u ∈ F | (∃v)[u < v & 〈xn〉 (u; v)]}:Åöüóïí ç 〈xn〉 åßíáé Cauchy, õðÜñ÷åé êÜðïéï (c; d) ôÝôïéï þóôå 〈xn〉  (c; d),êáé åðïìÝíùò u ∈ X =⇒u ≤ d;
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236 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáåðåéäÞ d < u=⇒〈xn〉 (c; d)∩ (u; v) = ∅ ðïõ åßíáé Üôïðï. ¢ñá ôï X åßíáé ÜíùöñáãìÝíï êáé Ý÷åé åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìáx = supX:Èá áðïäåßîïõìå üôé a < x < b=⇒〈xn〉 (a; b)ðïõ óõíåðÜãåôáé xn → x áðü ôï A.36. Áðü ôçí õðüèåóç a < x < b êáé üôé ç
〈xn〉 åßíáé Cauchy, âñßóêïõìå ðñþôá êÜðïéï (u; v) ôÝôïéï þóôåv − u < min(x− a; b− x); 〈xn〉 (u; v):Áðü ôïí ïñéóìü u ∈ X, êáé åðïìÝíùò (a) u ≤ x åðåéäÞ ôï x åßíáé Üíù öñÜãìáôïõ X. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ôï v åßíáé åðßóçò Üíù öñÜãìá ôïõ X (åðåéäÞ çõðüèåóç 〈xn〉 (u′; v′) ìå v < u′ óõíåðÜãåôáé üôé ç 〈xn〉 êáôáëÞãåé óå äýï îÝíáäéáóôÞìáôá), êáé åðïìÝíùò (b) x ≤ v, áöïý ôï x åßíáé åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá ôïõX. Ïé (a) êáé (b) ìáæß äßíïõí (c) u ≤ x ≤ v, ðïõ ìáæß ìå ôçí A.39 óõíåðÜãåôáéa < u ≤ x ≤ v < b, Ýôóé þóôå 〈xn〉 (a; b). aÔá åðüìåíá äýï âáóéêÜ èåùñÞìáôá óõíäÝïõí ôçí ðëçñüôçôá üðùò ôçí ïñßóáìå(êáôÜ Dedekind) ìå ôçí Ýííïéá ðëçñüôçôáò éóôïñéêÜ óõíäåäåìÝíç ìå ôï üíïìáôïõ Cantor.A.40. Èåþñçìá. Áñ÷Þ ôïõ Êéâùôéóìïý. ÕðïèÝôïõìå üôé êÜèå Cauchy áêï-ëïõèßá óôï äéáôåôáãìÝíï óþìá F óõãêëßíåé, êáé üôé ç

[x0; y0] ⊇ [x1; y1] ⊇ · · ·åßíáé öèßíïõóá áêïëïõèßá êëåéóôþí äéáóôçìÜôùí, ôÝôïéá þóôå
limn (yn − xn) = 0·ðñïêýðôåé üôé ç ôïìÞ ⋂ n[xn; yn] åßíáé ìïíïóýíïëï
⋂ n[xn; yn] = {w};êáé ôï ìïíáäéêü ôçò ìÝëïò åßíáé êïéíü üñéï ôùí áêïëïõèéþí 〈xn〉; 〈yn〉,w = limn xn = limn yn:Áðüäåéîç. . Ç âáóéêÞ ðáñáôÞñçóç åßíáé üôé 〈xn〉  [xK − Æ; yK + Æ] ãéáêÜèå öõóéêü áñéèìü K êáé êÜèå Æ > 0, áðü ôçí A.40. ¢ñá áðü ôçí A.40,ç 〈xn〉 åßíáé Cauchy, êáé åðïìÝíùò xn → x ãéá êÜðïéï x, áðü ôçí õðüèåóç.ÅðéðëÝïí x < xK =⇒〈xn〉  (x − 1; xK) áðü ôï A.36, ðïõ áíôéôßèåôáé óôéòâáóéêÝò éäéüôçôåò ôçò ó÷Ýóçò , åðåéäÞ (x−1; xK)∩ [xK ; yK ] = ∅, Üñá xK ≤ x,ãéá êÜèå K. Ìå áíÜëïãï óõëëïãéóìü, x ≤ yK , ãéá êÜèå K, Ýôóé ðïõ ôåëéêÜx ∈ ⋂ n[xn; yn]. ÓõììåôñéêÜ, ç 〈yn〉 óõãêëßíåé, y = limn yn ∈ ⋂ n[xn; yn], êáéãéá êÜèå n, |x − y| ≤ (yn − xn) ðïõ óõíåðÜãåôáé üôé x = y áðü ôçí A.40 êáéôåëåéþíåé ôçí áðüäåéîç. aA.41. Èåþñçìá. ¸íá äéáôåôáãìÝíï óþìá F åßíáé ðëÞñåò ôüôå êáé ìüíïí áíÝ÷åé ôçí éäéüôçôá ôïõ Áñ÷éìÞäç (A.25) êáé êÜèå Cauchy áêïëïõèßá óôï F Ý÷åéüñéï.
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ÐáñÜñôçìá A. Ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß 237Áðüäåéîç. . Ç ìéá êáôåýèõíóç åßíáé Þäç ãíùóôÞ áðü ôá ËÞììáôá A.25 êáéA.39, êáé áñêåß íá äåßîïõìå üôé áí ôï F Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôïõ Áñ÷éìÞäç êáéêÜèå Cauchy áêïëïõèßá óôï F Ý÷åé üñéï, ôüôå ôï F åßíáé ðëÞñåò.¸óôù X ìç êåíü, Üíù öñáãìÝíï óýíïëï óôï F , äçëáäÞ õðÜñ÷ïõí x0 ∈ Xêáé êÜðïéï Üíù öñÜãìá y0 ôïõ X. Îåêéíþíôáò ìå ôï [x0; y0], ïñßæïõìå áíáäñï-ìéêÜ ìéáí áêïëïõèßá êëåéóôþí äéáóôçìÜôùí [xn; yn] ðïõ éêáíïðïéïýí ôéò åîÞòóõíèÞêåò:1. xn ≤ xn+1 < yn+1 ≤ yn,2. (yn − xn) = 2−n(y0 − x0),3. [xn; yn] ∩X 6= ∅,4. (∀x ∈ X)[x ≤ yn].ÓõãêåêñéìÝíá, ãéá íá ïñßóïõìå ôï [xn+1; yn+1] îå÷ùñßæïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:áí ôï w = 1
2 (xn + yn) åßíáé Üíù öñÜãìá ôïõ X èÝôïõìå [xn+1; yn+1] = [xn; w],áëëéþò [xn+1; yn+1] = [w; yn+1]. Ç áðüäåéîç üôé ôï [xn+1; yn+1] éêáíïðïéåß ôéò(1) - (4) åßíáé ôåôñéììÝíç.ËÞììá. limn(yn − xn) = 0.Áðüäåéîç. Ç éäéüôçôá ôïõ Áñ÷éìÞäç óõíåðÜãåôáé üôé ãéá êÜèå � > 0, õðÜñ÷åéöõóéêüò áñéèìüò K > 0 ôÝôïéïò þóôåy0 − x0� < K ≤ 2K ;üðïõ ç áíéóüôçôá K ≤ 2K åðáëçèåýåôáé åýêïëá (ìå åðáãùãÞ!). Ðñïêýðôåé üôéãéá êÜèå n ≥ K,

(yn − xn) = 2−n(y0 − x0) ≤ 2−K(y0 − x0) < �;ðïõ ôåëåéþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ ËÞììáôïò.Ôï A.40 óõíåðÜãåôáé ôþñá üôé
⋂

[xn; yn] = {w}üðïõ w = limn xn = limn yn, êáé áñêåß íá åðáëçèåýóïõìå üôé áõôü ôï êïéíüüñéï w åßíáé ôï åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá ôïõ X. Õðïëïãßæïõìå:w < t =⇒ 〈yn〉 (w − 1; t) åðåéä limn yn = w=⇒ yn < t ãéá êðïéï n=⇒ t =∈ X åðåéä ôï yn åíáéíù öñãìá ôïõ X;êáé åðïìÝíùò ôï w åßíáé Üíù öñÜãìá ôïõ X. Åðßóçò:t < w =⇒ 〈xn〉 (t; w + 1) åðåéä limn xn = w=⇒ t < xn ãéá êðïéï n=⇒ (∃x ∈ X)[t < x] áð ôïí ïñéóì ôùí xn;Üñá äåí õðÜñ÷åé Üíù öñÜãìá ôïõ X ìéêñüôåñï ôïõ w. aÅßíáé áîéïóçìåßùôï üôé õðÜñ÷ïõí äéáôåôáãìÝíá óþìáôá ðïõ åßíáé ðëÞñç êáôÜôïí Cauvhy áëëÜ äåí Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá ôïõ Áñ÷éìÞäç, Ðñüâëçìá xA.2.
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238 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÁêïëïõèþíôáò (ìÝ÷ñéò åíüò óçìåßïõ) ôïí Cantor, èá êáôáóêåõÜóïõìå ÝíáðëÞñåò äéáôåôáãìÝíï óþìá ùò ðçëßêï ôïõ óõíüëïõ ôùí áêïëïõèéþí Cauchyóôïõò ñçôïýò áñéèìïýò ìå ôçí åîÞò öõóéêÞ ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò.A.42. Ïñéóìüò. Äýï áêïëïõèßåò 〈xn〉 êáé 〈yn〉 åßíáé áóõìðôùôéêÜ éóïäýíá-ìåò áí ç äéáöïñÜ ôïõò óõãêëßíåé óôï 0, óõìâïëéêÜ
〈xn〉 ≈ 〈yn〉 ⇐⇒ïñ (xn − yn)→ 0:A.43. Èåþñçìá. (1) Äýï Cauchy áêïëïõèßåò 〈xn〉 êáé 〈yn〉 åßíáé áóõìðôùôéêÜéóïäýíáìåò ôüôå êáé ìüíïí áí êáôáëÞãïõí óôá ßäéá áíïéêôÜ äéáóôÞìáôá:

〈xn〉 ≈ 〈yn〉 ⇐⇒ (∀a < b)[〈xn; 〉 (a; b) ⇐⇒ 〈yn; 〉 (a; b)]:(2) Áí ïé 〈xn〉, 〈yn〉 åßíáé Cauchy, ôüôå
〈xn〉 6≈ 〈yn〉 =⇒ (õðñ÷ïõí áíïéêô äéáóôìáôá I; J)

[I ∩ J = ∅ & 〈xn〉 I & 〈yn〉 J ]:(3) Ç ó÷Ýóç ≈ åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôï óýíïëï
C(F ) =ïñ {〈xn〉 | ç 〈xn〉 åíáé Cauchy óôï F}:Áðüäåéîç. . (1) ÕðïèÝôïõìå ðñþôá üôé 〈xn〉 ≈ 〈yn〉 êáé 〈xn〉  (a; b), êáéåðïìÝíùò õðÜñ÷åé êÜðïéïò K0 êáé êÜðïéï Æ > 0, ôÝôïéá þóôån ≥ K0 =⇒ a+ Æ ≤ xn ≤ b− Æ:ÅðåéäÞ 〈xn〉 ≈ 〈yn〉, õðÜñ÷åé åðßóçò K1 ôÝôïéïò þóôån ≥ K1 =⇒ |xn − yn| < Æ

2=⇒ xn +
Æ
2
< yn < xn +

Æ
2
;êáé áð' áõôÝò ôéò äýï óõíåðáãùãÝò ðñïêýðôåé åýêïëá üôén ≥ max(K0;K1)=⇒ a+

Æ
2
≤ yn ≤ b− Æ

2
;Ýôóé ðïõ 〈yn〉  (a; b). Ãéá ôçí Üëëç êáôåýèõíóç, ãéá êÜèå � > 0 õðÜñ÷åéäéÜóôçìá (a; b) ìå b−a ≤ � êáé ôÝôïéï þóôå 〈xn〉 (a; b) áðü ôï (2) ôïõ A.36·åðïìÝíùò, áðü ôçí õðüèåóç, åðßóçò 〈yn〉 (a; b)· Üñá, ãéá êÜðïéï K,n ≥ K =⇒ [a < xn < b & a < yn < b]=⇒|yn − xn| < �]:(2) Êáôåõèåßáí áðü ôïí ïñéóìü ôçò óýãêëéóçò,

¬[(xn − yn)→ 0]=⇒ (∃� > 0)(∀K)(∃n;m ≥ K)[|xn − ym| ≥ �]:Áðü ôï A.36 õðÜñ÷ïõí áíïéêôÜ äéáóôÞìáôá I, J ìÞêïõò < �
2 (ãé' áõôü ôï �)ôÝôïéá þóôå 〈xn〉  I êáé 〈yn〉  J . Áí õðÞñ÷å êÜðïéï z ∈ I ∩ J , ôüôå ãéá KáñêåôÜ ìåãÜëï Ýôóé ðïõ íá éêáíïðïéåßôáé çn;m ≥ K =⇒xn ∈ I & ym ∈ J;
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ÐáñÜñôçìá A. Ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß 239èá åß÷áìån;m ≥ K =⇒|xn − ym| ≤ |xn − z|+ |z − ym| < �
2

+
�
2

= �;ðïõ áíôéôßèåôáé óôçí A-0.(3) Ç áõôïðÜèåéá êáé ç óõììåôñéêüôçôá ôçò ≈ åßíáé ôåôñéììÝíåò. Ãéá ôçìåôáâáôéêüôçôá, áðü ôçí õðüèåóç êáé ôï (3) ôïõ ËÞììáôïò A.36, ãéá êÜèå
(a; b),

〈xn〉 (a; b) ⇐⇒ 〈yn〉 (a; b) ⇐⇒ 〈zn〉 (a; b);Ýôóé þóôå áðü ôï (1), 〈xn〉 ≈ 〈zn〉. aA.44. ¢óêçóç. Áí ïé 〈xn〉, 〈yn〉 åßíáé Cauchy êáé xn → x, ôüôå
〈xn〉 ≈ 〈yn〉 ⇐⇒ yn → x:Èá ìðïñïýóáìå ôþñá íá åðéêáëåóôïýìå ôçí ýðáñîç êÜðïéïõ ðçëßêïõ B ôïõóõíüëïõ

C = C(Q) =ïñ {〈rn〉 | ç 〈rn〉 åßíáé Cauchy óôï óþìá ôùí ñçôþí áñéèìþí}ìå ôçí ≈ êáé íá ïñßóïõìå ôéò áðáñáßôçôåò ðñÜîåéò êáé êÜðïéá äéÜôáîç óôï BÝôóé ðïõ íá ãßíåé ðëÞñåò, äéáôåôáãìÝíï óþìá. ÁõôÞ åßíáé ìßá áðü ôéò êëáóéêÝòáðïäåßîåéò ôçò ýðáñîçò ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí óõíäåäåìÝíç ìå ôï üíïìá ôïõCantor. Áíô' áõôïý èá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá óõãêåêñéìÝíï ðçëßêï ôïõ C ìåôçí ≈ ðïõ áðëïðïéåß êÜðùò ôçí áðüäåéîç êáé (ôï êõñéüôåñï) óõíäÝåé áõôÞ ôçíêáôáóêåõÞ ìå ôçí Üëëç êëáóéêÞ áðüäåéîç ýðáñîçò ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí,êáôÜ ôïí Dedekind. Ç âáóéêÞ éäÝá ôïõ Dedekind Þôáí üôé Ýíáò ðñáãìáôéêüòáñéèìüò x êáèïñßæåôáé áðü ôï óýíïëï
(−∞; x) ∩Q =ïñ {r ∈ Q | r < x}ôùí ìéêñüôåñþí ôïõ ñçôþí áñéèìþí, êáé åðïìÝíùò ìðïñåß íá £ôáõôéóôåß¤ ìåáõôü ôï óýíïëï· åðéðëÝïí, ôá óýíïëá ôçò ìïñöÞò (−∞; x)∩Q ÷áñáêôçñßæïíôáéåýêïëá ìå ôñåéò áðëÝò óõíèÞêåò.A.45. Ïñéóìüò. ÔïìÞ Dedekind åßíáé Ýíá óýíïëï ñçôþí X ðïõ éêáíïðïéåßôéò åîÞò óõíèÞêåò.1. X 6= ∅, (Q \X) 6= ∅.2. r < q & q ∈ X =⇒ r ∈ X.3. q ∈ X =⇒ (∃r)[q < r & r ∈ X].ÈÝôïõìå

D =ïñ {X ⊆ Q | X åíáé ôïì Dedekind}:A.46. ¢óêçóç. ¸íá óýíïëï X ⊆ Q åßíáé ôïìÞ Dedekind ôüôå êáé ìüíïí áíåßíáé ìç êåíü, Üíù öñáãìÝíï, ÷ùñßò ìÝãéóôï ìÝëïò êáé £êëåéóôü ðñïò ôá êÜôù¤,äçëáäÞ r < q & q ∈ X =⇒ r ∈ X.Ôï åðüìåíï èåþñçìá åßíáé âáóéêü ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò ýðáñîçò ôùí ðñáãìá-ôéêþí áñéèìþí.
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240 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáA.47. Èåþñçìá. Óå êÜèå áêïëïõèßá Cauchy 〈xn〉 ñçôþí áñéèìþí áíôéóôïé÷ß-æïõìå ôï óýíïëï�(〈xn〉) =ïñ {a ∈ Q | (∃b)[a < b & 〈xn〉 (a; b)]}·ðñïêýðôåé üôé êÜèå ôéìÞ �(〈xn〉) åßíáé ôïìÞ Dedekind, êáé üôé ç óõíÜñôçóç� : C →→ Dåßíáé åðéìïñöéóìüò ðïõ ðñïóäéïñßæåé ôç ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ≈, äçëáäÞ ôï Dåßíáé ðçëßêï ôïõ C.Áðüäåéîç. . Ôï ðùò êÜèå �(〈xn〉) åßíáé ôïìÞ Dedekind åßíáé ó÷åôéêÜ åý-êïëï, áðü ôïõò ïñéóìïýò êáé ôéò ãåíéêÝò éäéüôçôåò ôçò ó÷Ýóçò  , êáé ç éóïäõ-íáìßá
〈xn〉 ≈ 〈yn〉 ⇐⇒ �(〈xn〉) = �(〈yn〉)åßíáé Üìåóï ðüñéóìá ôïõ A.43. Ôï ìüíï ðïõ äåí åßíáé ôåëåßùò ðñïöáíÝò åßíáéüôé ãéá êÜèå ôïìÞ Dedekind X õðÜñ÷åé êÜðïéá áêïëïõèßá Cauchy 〈xn〉 ∈ Cóôïõò ñçôïýò áñéèìïýò ôÝôïéá þóôå �(〈xn〉) = X. Ãé' áõôü êáôáóêåõÜæïõìå ìéáöèßíïõóá áêïëïõèßá êëåéóôþí äéáóôçìÜôùí óôïõò ñçôïýò áñéèìïýò

[x0; y0] ⊇ [x1; y1] ⊇ · · ·áêñéâþò üðùò óôçí áðüäåéîç ôïõ A.41, îåêéíþíôáò ìå êÜðïéï x0 ∈ X êáéêÜðïéï y0 =∈ X, Ýôóé ðïõ ôï y0 åßíáé êáé Üíù öñÜãìá ôïõ X. Ìå ôç ìÝèïäïôçò áðüäåéîçò ôïõ A.41, äåß÷íïõìå üôé ç ìç öèßíïõóá áêïëïõèßá 〈xn〉 Ý÷åé ôçíéäéüôçôá Cauchy, êáé åðéðëÝïí, ãéá êÜèå n,xn ∈ X & yn =∈ X;åðåéäÞ ôï X åßíáé êëåéóôü ðñïò ôá êÜôù êáé äåí Ý÷åé ìÝãéóôï óôïé÷åßï. Õðïëï-ãßæïõìå: a ∈ �(〈xn〉) =⇒ (∃b)[a < b & 〈xn〉 (a; b)]=⇒ (∃n)[a < xn]=⇒ a ∈ X åðåéä xn ∈ X:Ãéá íá äåßîïõìå üôé X ⊆ �(〈xn〉), ðáñáôçñïýìå üôé áí a ∈ X, ôüôå ðñÝðåé íáõðÜñ÷åé êÜðïéïò öõóéêüò áñéèìüò K ôÝôïéïò þóôå a < xK , åðåéäÞ ç áíôßèåôçõðüèåóç (∀n)[xn ≤ a] ïäçãåß (åýêïëá) óôï Üôïðï óõìðÝñáóìá üôé ôï a åßíáé ôïìÝãéóôï óôïé÷åßï ôïõ X. Ðñïêýðôåé üôé ãéá êÜèå n ≥ K, xK ≤ xn ≤ yK , Üñá
〈xn〉 (xK ; yK + 1) êáé ôåëéêÜ a ∈ �(〈xn〉). aA.48. Èåþñçìá. ¾ðáñîç ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí. ÕðÜñ÷åé äéáôåôáã-ìÝíï óþìá ðïõ åßíáé ðëÞñåò.Áðüäåéîç. . Ùò óýíïëï óôïé÷åßùí ðáßñíïõìå ôï óýíïëï D ôùí ôïìþíDedekind êáé ãéá ôï 0 êáé ôï 1 äßíïõìå ôïõò ðñïöáíåßò ïñéóìïýò:

0 =ïñ {r ∈ Q | r < 0} = �(〈0〉);
1 =ïñ {r ∈ Q | r < 1} = �(〈1〉):
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ÐáñÜñôçìá A. Ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß 241Ãéá íá ïñßóïõìå ôçí ðñüóèåóç êáé ôïí ðïëëáðëáóéáóìü óôï D ÷ñåéáæüìáóôå ôáåîÞò äýï ËÞììáôá, üðïõ üëåò ïé áêïëïõèßåò åßíáé Cauchy óôïõò ñçôïýò áñéè-ìïýò.
〈xn〉 ≈ 〈x′n〉 & 〈yn〉 ≈ 〈y′n〉 (A-1)=⇒〈xn + yn〉 ≈ 〈x′n + y′n〉
〈xn〉 ≈ 〈x′n〉 & 〈yn〉 ≈ 〈y′n〉 (A-2)=⇒〈xn · yn〉 ≈ 〈x′n · y′n〉ÁõôÝò åßíáé ïé êáôÜëëçëåò åñìçíåßåò ôùí êëáóéêþí èåùñçìÜôùí áðü ôçí èåùñßáïñßùí

limn (xn + yn) = limn xn + limn yn;
limn (xn · yn) = limn xn · limn yn;óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç üðïõ ôá üñéá ìðïñåß íá ìçí õðÜñ÷ïõí áöïý ïé áêï-ëïõèßåò åßíáé óôï ìç ðëÞñåò óþìá ôùí ñçôþí áñéèìþí. Äåí åßíáé äýóêïëï íááðïäåé÷ôïýí Ýðåéôá áð' üëç ôçí ðñïåñãáóßá ðïõ Ý÷ïõìå êÜíåé êáé èá ðáñáëåß-øïõìå ôéò ëåðôïìÝñåéåò. Áðü ôéò A-1, A-2 óõíÜãåôáé üôé ç éóïäõíáìßá ≈ åßíáéó÷Ýóç ïìïéüôçôáò óôï C ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò

(〈xn〉; 〈yn〉) 7→ 〈xn + yn〉;
(〈xn〉; 〈yn〉) 7→ 〈xn · yn〉;Ýôóé þóôå áðü ôï A.2 õðÜñ÷ïõí áíôßóôïé÷åò óõíáñôÞóåéò + êáé · óôï ðçëßêï Dðïõ éêáíïðïéïýí ôéò ôáõôüôçôåò:�(〈xn〉) + �(〈yn〉) = �(〈xn + yn〉);�(〈xn〉) · �(〈yn〉) = �(〈xn · yn〉):Äå÷üìáóôå áõôÝò ôéò +, · ãéá ðñÜîåéò ðñüóèåóçò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý óôï D.Ôï åðüìåíï âÞìá åßíáé íá äåßîïõìå üôé ôï (D; 0; 1;+; ·) åßíáé óþìá, áëëÜó' áõôü ôï óçìåßï ç áðüäåéîç åßíáé ôåôñéììÝíç, áí êáé êÜðùò êïõñáóôéêÞ óôéòëåðôïìÝñåéÝò ôéò (ðïõ èá ôéò ðáñáëåßøïõìå). Ç ýðáñîç áíôßóôñïöïõ ãéá ôçíðñüóèåóç ð.÷. áêïëïõèåß áðü ôï ðñïöáíÝò�(〈xn〉) + �(〈−xn〉) = �(〈xn + (−xn)〉) = �(〈0〉) = 0;üðïõ ôï ìüíï £ëåðôü¤ óçìåßï åßíáé ç ðáñáôÞñçóç üôé áí ç 〈xn〉 åßíáé Cauchy,åðßóçò Cauchy åßíáé êáé ç 〈−xn〉. Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôçí áíôßóôïé÷ç éäéüôçôáãéá ôïí ðïëëáðëáóéáóìü, èÝôïõìå ãéá êÜèå 〈xn〉 6≈ 〈0〉yn =ïñ {

1=xn; áí xn 6= 0;
1; áí xn = 0;åðáëçèåýïõìå ðñþôá üôé ç 〈yn〉 åßíáé Cauchy êáé ôåëåéþíïõìå ìå ôïí õðïëïãéóìü�(〈xn〉) · �(〈yn〉) = �(〈xn · yn〉) = �(〈1〉) = 1:
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242 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÇ âáóéêÞ ðáñáôÞñçóç åßíáé üôé (áðü ôï (2) ôïõ A.43)
〈xn〉 6≈ 〈0〉 =⇒ (∃Æ > 0)[〈xn〉 6 (−Æ; Æ)]=⇒ (∃Æ > 0;K)(∀n ≥ K)|xn| ≥ Æìå ôçí ïðïßá áñ÷ßæïõìå ôçí áðüäåéîç üôé ç 〈yn〉 åßíáé Cauchy, áëëÜ ôïõëÜ÷éóôïíëßãá åøéëïíéêÜ åßíáé åäþ áðáñáßôçôá. Ôï áíôßóôïé÷ï èåþñçìá áðü ôç èåùñßáïñßùí åßíáé ôï

limn xn 6= 0=⇒ limn (
1xn ) =

1

limn xn ;ðáñáäïóéáêÜ ãíùóôü ùò Ýíá áðü ôá ðñþôá äýóêïëá èåùñÞìáôá ôïõ Ëïãéóìïýüôáí áõôüò äéäÜóêåôáé èåùñçôéêÜ.Ïñßæïõìå ôþñá óôï D ôç ó÷ÝóçX ≤ Y ⇐⇒ïñ X ⊆ Y;ðïõ åßíáé êáôáñ÷Þí ìåñéêÞ äéÜôáîç åðåéäÞ ç ⊆ åßíáé ìåñéêÞ äéÜôáîç óå êÜèåïéêïãÝíåéá óõíüëùí. Ç ãñáììéêüôçôá ôçò ≤ óõíÜãåôáé áðü ôçí ðáñáôÞñçóç üôéãéá êÜèå äýï ôïìÝò Dedekind X, Y , êáôåõèåßáí áðü ôïí ïñéóìü,r ∈ (Y \X) =⇒ (∀q ∈ X)[q < r] & (∀q < r)[q ∈ Y ]=⇒ X ⊆ Y;êáé âÝâáéá, X 6= Y =⇒ (∃r)[r ∈ (X \ Y )] ∨ [r ∈ (Y \X)]. Åðßóçò ìðïñïýìå íáåðáëçèåýóïõìå åýêïëá áðü ôïí ïñéóìü ôùí ôïìþí Dedekind üôéI ⊆ D=⇒⋃ I = Q ∨⋃ I ∈ D:(Ð.÷. áí ôï r Þôáí ìÝãéóôï óçìåßï ôçò Ýíùóçò ⋃ I, ôüôå r ∈ X ãéá êÜðïéïX ∈ I êáé âÝâáéá ôï r èá Þôáí ìÝãéóôï óôï X ⊆ I, ðïõ äåí Ý÷åé ìÝãéóôï.) Áðüôçí A-2 óõìðåñáßíïõìå áìÝóùò üôé êÜèå Üíù öñáãìÝíï I ⊆ D Ý÷åé åëÜ÷éóôïÜíù öñÜãìá, åðåéäÞ
(∀X ∈ I)[X ≤ Z]=⇒⋃ I ⊆ Z ( Q=⇒⋃ I ∈ D;êáé ç ⋃ I åßíáé ðñïöáíþò ôï åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá ôïõ I óôç ó÷Ýóç ≤ = ⊆.ÐáñáìÝíåé ìüíï íá åðáëçèåýóïõìå üôé ãéá üëá ôá X;Y; Z ∈ DX < Y =⇒ X + Z < Y + Z; (A-3)

[Z > 0 & X < Y ] =⇒ Z ·X < Z · Y; (A-4)áðü ôéò ïðïßåò ðñïêýðôïõí áìÝóùò ïé áíôßóôïé÷åò éäéüôçôåò ôçò ≤. Ãéá ôçí ðéïäýóêïëç A-4, ð.÷., åðéëÝãïõìå ðñþôá áêïëïõèßåò Cauchy ôÝôïéåò þóôå�(〈zn〉) = Z; �(〈xn〉) = X; �(〈yn〉) = Y;êáé âåâáéþíïõìå åýêïëá áðü ôïõò ïñéóìïýò (êáé ôï A.43) üôé õðÜñ÷ïõí ñçôïßáñéèìïß x0 < x1 < y0 < y1ôÝôïéïé þóôå
〈xn〉 (x0; x1); 〈yn〉 (y0; y1);
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ÐáñÜñôçìá A. Ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß 243êáé üôé ãéá êÜèå � > 0 ìðïñïýìå íá âñïýìå ñçôïýò áñéèìïýò z0; z1 ôÝôïéïõòþóôå
0 < z0 < z1; (z1 − z0) < �; 〈zn〉 (z0; z1):ÅðïìÝíùò

〈zn · xn〉 (z0 · x0; z1 · x1); 〈zn · yn〉 (z0 · y0; z1 · y1);êáé èá Ý÷ïõìå (åýêïëá) ôï óõìðÝñáóìá Z ·X < Z · Y áí ìðïñÝóïõìå íá äéáëÝ-îïõìå ôá z0; z1 Ýôóé þóôå z1x1 < z0y0;Þ éóïäýíáìá, x1(z1 − z0) < z0(y0 − x1):ÇA-4 åßíáé ðñïöáíÞò áí x1 ≤ 0, åðåéäÞ ôüôå x1(z1−z0) ≤ 0 åíþ z0(y0−x1) > 0.Áí x1 > 0, âñßóêïõìå ðñþôá êÜðïéï Æ > 0 ôÝôïéï þóôå 〈zn〉 (Æ;∞) êáé ìåôÜêÜðïéï z0; z1 ôÝôïéï þóôå
0 < Æ < z0 < z1; 〈zn〉 (z0; z1); (z1 − z0) < Æ(y0 − x1)x1ôá ïðïßá óõíåðÜãïíôáé ôçí A-4:x1(z1 − z0) < x1 Æ(y0 − x1)x1

≤ z0(y0 − x1):Ç åðáëÞèåõóç ôçò A-3 åßíáé óçìáíôéêÜ åõêïëüôåñç êáé ôåëåéþíåé ôçí áðüäåéîçôïõ èåùñÞìáôïò. aA.49. ¢óêçóç. Äåßîôå üôé ãéá üëåò ôéò ôïìÝò Dedekind X, Y , Z:X · (Y + Z) = X · Y +X · Z:(×ñçóéìïðïéÞóôå ôïí ôõðéêü ïñéóìü ôùí + êáé · ðïõ äþóáìå óôçí áðüäåéîçôïõ A.48.)A.50. ¢óêçóç. Äåßîôå ôéò A-1 êáé A-2.A.51. ¢óêçóç. Äåßîôå üôé áí ç 〈xn〉 åßíáé Cauchy óå Ýíá äéáôåôáãìÝíï óþìáêáé 〈xn〉 6≈ 〈0〉, ôüôå ç áêïëïõèßá 〈yn〉 ïñéóìÝíç áðü ôçí A-2 åßíáé Cauchy êáé
〈xnyn〉 ≈ 〈1〉.A.52. Èåþñçìá. Ìïíáäéêüôçôá ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí. Áí F 1 êáéF 2 åßíáé ðëÞñç äéáôåôáãìÝíá óþìáôá, ôüôå õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá áíôéóôïé÷ßá�∗ : F 1 �→ F 2ðïõ åßíáé éóïìïñöéóìüò, äçëáäÞ:1. �∗(0) = 0; �∗(1) = 1.2. �∗(x+ y) = �∗(x) + �∗(y); �∗(xy) = �∗(x)�∗(y).3. x ≤ y ⇐⇒ �∗(x) ≤ �∗(y).
ÐñïêáôáñôêôéêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜôç ëÜèç, ÌÜñôéïò 2007



244 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÁðüäåéîç. . Áðü ôç ìïíáäéêüôçôá ôùí ñçôþí áñéèìþí A.14, õðÜñ÷åé (áêñé-âþò Ýíáò) éóïìïñöéóìüò � : Q1 �→ Q2;üðïõ Q1, Q2 ôá óýíïëá ôùí ñçôþí áñéèìþí óôá äýï óþìáôá F 1, F 2, êáé ôïðñüâëçìá åßíáé íá åðåêôåßíïõìå ôçí � ó' ïëüêëçñï ôï F 1.ËÞììá 1. Ãéá êÜèå x ∈ F 1, õðÜñ÷åé áêïëïõèßá 〈xn〉 ñçôþí óôï F 1, ôÝôïéáþóôå limn xn = x.Áðüäåéîç. Áðü ôçí ðõêíüôçôá ôùí ñçôþí áñéèìþí (¢óêçóçA.27) ðñïêýðôåéüôé ãéá êÜèå n ∈ N , õðÜñ÷åé êÜðïéïò ñçôüò áñéèìüò xn ∈ Q1 ôÝôïéïò þóôå
|x − xn| < 1=(n + 1), êáé áð' áõôü (åýêïëá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ¢óêçóçA.26), limn xn = x.ËÞììá 2. Ãéá êÜèå áêïëïõèßá 〈xn〉 ñçôþí áñéèìþí óôï F 1,

(∃x ∈ F 1)[ limn = x]=⇒ (∃x∗ ∈ F 2)[ limn �(xn) = x∗]:Áðüäåéîç. Ðñïöáíþòu < v ⇐⇒ �(u) < �(v); (u; v ∈ Q1)åðåéäÞ ç � åßíáé éóïìïñöéóìüò êáé åðïìÝíùò, ãéá êÜèå a; b ∈ Q1, a < b:
〈xn〉 (a; b) ⇐⇒ 〈�(xn)〉 (�(a); �(b)):Áí ç 〈xn〉 óõãêëßíåé, ôüôå åßíáé Cauchy, ïðüôå êáé ç 〈�(xn)〉 åßíáé Cauchy áðüôçí A.52 êáé ôï A.36 (÷ñçóéìïðïéþíôáò ðÜëé ôçí A.26), Üñá êáé ç 〈�(xn)〉óõãêëßíåé áöïý ôï F 2 åßíáé ðëÞñåò.Ìå ôïí ßäéï áðëü ôñüðï ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå êáé ôï ôñßôï âáóéêü ãåãïíüòðïõ ÷ñåéáæüìáóôå:ËÞììá 3. Ãéá äýï Cauchy áêïëïõèßåò óôïõò ñçôïýò áñéèìïýò ôïõ F 1,
[ limn xn = limn yn]=⇒ limn �(xn) = limn �(yn):Áðü ôá ËÞììáôá óõíÜãåôáé üôé ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ãéá êÜèå x ∈ F 1, ÷ùñßòóýã÷õóç, �∗(x) =ïñ limn �(xn); ðïõ limn xn = x; ìå xn ∈ Q1:Ãéá êÜèå ñçôü áñéèìü x ∈ Q1, limn x = x, Üñá�∗(x) = limn �(x) = �(x);Üñá ç �∗ åßíáé åðÝêôáóç ôçò �. ÁðïìÝíåé ìüíï íá äåßîïõìå üôé ç �∗ åßíáééóïìïñöéóìüò ôïõ F 1 ìå ôï F 2.ÕðïèÝôïõìå ðñþôá üôéx = limn xn; y = limn yn; xn; yn ∈ Q1; x < y;ðïõ óõíåðÜãåôáé áìÝóùò áðü ôï A.36 üôé õðÜñ÷ïõí ñçôïß áñéèìïß a; b; c; d Ýôóéþóôå
〈xn〉 (a; b); 〈yn〉 (c; d); b < c;
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ÐáñÜñôçìá A. Ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß 245êáé åðïìÝíùò áðü ôçí A.52
〈�(xn)〉 (�(a); �(b)); 〈�(yn)〉 (�(c); �(d)):Ðñïêýðôåé üôé �∗(x) = limn �(xn) < limn �(yn) = �∗(y)áöïý �(b) < �(c), êáé Ý÷ïõìå äåßîåé üôé ç �∗ óÝâåôáé ôç ó÷Ýóç <:x < y=⇒�∗(x) < �∗(y):Áõôü óõíåðÜãåôáé áìÝóùò üôé ç �∗ åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé óÝâåôáé ôç äéÜôáîç,x ≤ y ⇐⇒ �∗(x) ≤ �∗(y):Ôá õðüëïéðá åßíáé ôåôñéììÝíá (áí êáé êÜðùò êïõñáóôéêÜ) êáé óôçñßæïíôáéêõñßùò óôá èåùñÞìáôá ïñßùí ôïõ Ëïãéóìïý ðïõ éó÷ýïõí óå êÜèå ðëÞñåò äéá-ôåôáãìÝíï óþìá | êáé åðáëçèåýïíôáé åýêïëá ìå ôï ìç÷áíéóìü ðïõ Ý÷ïõìåäçìéïõñãÞóåé. Ãéá ðáñÜäåéãìá:�∗(x+ y) =ïñ limn �(xn + yn); ðïõ xn → x; yn → y; xn; yn ∈ Q1;

= limn [�(xn) + �(yn)]

= limn �(xn) + limn �(yn)

= �∗(x) + �∗(y):Ôï êñßóéìï âÞìá ó' áõôü ôïí õðïëïãéóìü åßíáé ôï
limn [�(xn) + �(yn)] = limn �(xn) + limn �(yn):Èá ðáñáëåßøïõìå ôéò ëåðôïìÝñåéåò. aA.53. ¢óêçóç. Êáôåñãáóôåßôå ôéò ëåðôïìÝñåéåò ôçò áðüäåéîçò ôïõ�∗(x+ y) = �∗(x) + �∗(y):A.54. Ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß. ¼ðùò êÜíáìå ìå ôïõò öõóéêïýò êáé ôïõò ñçôïýòáñéèìïýò, êáèïñßæïõìå ôþñá êÜðïéï ðëÞñåò, äéáôåôáãìÝíï óþìá

(R; 0; 1;+; ·;≤);ôá ìÝëç ôïõ ïðïßïõ èá êáëïýìå ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò. Ôïíßæïõìå êáé ðÜëéüôé ç óõãêåêñéìÝíç åðéëïãÞ ôïõ R åßíáé Üíåõ óçìáóßáò: ôï èåìåëéáêü, ìáèç-ìáôéêü ãåãïíüò ãéá ôçí êëáóéêÞ áíÜëõóç åßíáé üôé õðÜñ÷åé Ýíá |êáé ìÝ÷ñééóïìïñöéóìïý| ìüíï Ýíá ðëÞñåò äéáôåôáãìÝíï óþìá.A.55. ¢óêçóç. Äåßîôå ôï Ðüñéóìá 2.14 ôïõ Êåöáëáßïõ 2 áðü ôá áîéþìáôá.Ôá áíïéêôÜ óýíïëá ðñáãìáôéêþí áñéèìþí ðïõ ïñßóáìå óôï A.29 åßíáé ôïðï-ëïãßá áðü ôçí åýêïëç ¢óêçóçA.30, Ýôóé þóôå Ý÷ïõìå öõóéêÝò Ýííïéåò óõíüëùíBorel ðñáãìáôéêþí áñéèìþí êáé Borel-ìåôñÞóéìùí óõíáñôÞóåùí áðü ôïõò ðñáã-ìáôéêïýò áñéèìïýò óå Üëëïõò ôïðïëïãéêïýò ÷þñïõò êáé ôáíÜðáëéí áðü ôá 10.25,10.39. Óôï 10.40 ïñßóáìå ôç âáóéêÞ Ýííïéá ôïõ Borel éóïìïñöéóìïý áíÜìåóá
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246 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáóå äýï ôïðïëïãéêïýò ÷þñïõò. Ôï åðüìåíï èåþñçìá ìáò åðéôñÝðåé íá ìåôáöÝ-ñïõìå áðïôåëÝóìáôá áðü ôï ÷þñï ôïõ Baire óôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò, êáéåßíáé ôï âáóéêü åñãáëåßï ãéá ôçí áíÜëõóç ôùí óõíïëïèåùñçôéêþí éäéïôÞôùí ôïõ
R. Èá ðáñáëåßøïõìå ôçí áðüäåéîç ðïõ åðéêáëåßôáé ôá ÐñïâëÞìáôá x10.12,x10.13, êáé åßíáé ó÷åôéêÜ áðëÞ.A.56. Èåþñçìá. Ùò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò, ï R åßíáé Borel éóïìïñöéêüò ìå ôï÷þñï ôïõ Baire N .
ÐñïâëÞìáôá ãéá ôï ÊåöÜëáéï A

∗ xA.1. ¸óôù F ôï óýíïëï ôùí ñçôþí óõíáñôÞóåùí ìå áêÝñáéïõò óõíôåëåóôÝòóôï R (äçëáäÞ ôùí óõíáñôÞóåùí óôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò ðïõ åßíáé ðçëßêáðïëõùíýìùí ìå áêÝñáéïõò óõíôåëåóôÝò) êáé äåßîå üôé åßíáé óþìá ìå ôéò ðñïöáíåßòðñÜîåéò. Äåßîå üôé ç ó÷Ýóçf ≤ g ⇐⇒ïñ (∃x)(∀y ≥ x)[f(y) ≤ g(y)]åßíáé äéÜôáîç ôïõ F , ôÝôïéá þóôå ôï F íá åßíáé äéáôåôáãìÝíï óþìá ÷ùñßò ôçíéäéüôçôá ôïõ Áñ÷éìÞäç.
∗ xA.2. Äåßîå üôé õðÜñ÷åé äéáôåôáãìÝíï óþìá ðïõ äåí åßíáé ðëÞñåò, áëëÜ óôïïðïßï êÜèå Cauchy áêïëïõèßá Ý÷åé üñéï. Õðüäåéîç. Äåßîå üôé êÜèå äéáôåôáã-ìÝíï óþìá åðéäÝ÷åôáé Cauchy ðëÞñùóç.xA.3. ÊÜèå áíïéêôü óýíïëï ðñáãìáôéêþí áñéèìþí åßíáé áñéèìÞóéìç Ýíùóç îÝ-íùí áíÜ äýï áíïéêôþí äéáóôçìÜôùí.xA.4. ÊÜèå êëåéóôü äéÜóôçìá ðñáãìáôéêþí áñéèìþí [a; b] åßíáé óõìðáãÝò, ìåôïí ôïðïëïãéêü ïñéóìü 10.43.xA.5. ÊÜèå êëåéóôü óýíïëï ðñáãìáôéêþí áñéèìþí åßíáé áñéèìÞóéìç Ýíùóç óõ-ìðáãþí óõíüëùí.xA.6. ÊÜèå êëåéóôü óýíïëï ðñáãìáôéêþí áñéèìþí äéáóðÜôáé ìå Ýíáí ìüíïôñüðï ùò îÝíç Ýíùóç åíüò ôÝëåéïõ êáé åíüò áðáñéèìçôïý óõíüëïõ.
∗ xA.7. Äåßîå ôï Èåþñçìá A.56.
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ÐÁÑÁÑÔÇÌÁ B
ÁÎÉÙÌÁÔÁ ÊÁÉ ÐÑÏÔÕÐÁ

Ãéá ôç óõóôçìáôéêÞ ìåëÝôç ãåíéêþí ðñïôýðùí ôçò áîéùìáôéêÞò óõíïëïèåùñßáò÷ñåéÜæïíôáé ìÝèïäïé ôçò ìáèçìáôéêÞò ëïãéêÞò, ðïõ åßíáé Ýîù áðü ôï ðëáßóéïáõôþí ôùí Óçìåéþóåùí.32 Åäþ èá ðåñéïñéóôïýìå óôïõò Êüóìïõò Óõíüëùí,ãåíéêåýóåéò ôùí Zermelo êáé Z-F êüóìùí ôïõ Êåöáëáßïõ 11, ôïõò ïðïßïõòìðïñïýìå íá ìåëåôÞóïõìå ìå êëáóéêÝò, ìáèçìáôéêÝò ìåèüäïõò, üðùò ìåëåôÜìåóþìáôá Þ ôïðïëïãéêïýò ÷þñïõò. Èá äåßîïõìå ðñþôá üôé êÜèå Zermelo êü-óìïò åßíáé ðñüôõðï ôçò ZDC, êáé êÜèå Z-F êüóìïò åßíáé ðñüôõðïôçò ZFDC. Áõôü ôï áðïôÝëåóìá èá ìáò äþóåé ìéá êáëýôåñç êáôáíüçóç áõôþíôùí êüóìùí, êáé ìåñéêÜ, áðëÜ ÈåùñÞìáôá ÓõíÝðåéáò êáé Áíåîáñôçóßáòãéá ôéò áîéùìáôéêÝò èåùñßåò ZDC êáé ZFDC. Óôï êýñéï ìÝñïò ôïõ ÐáñáñôÞ-ìáôïò èá êáôáóêåõÜóïõìå ìåñéêïýò íÝïõò êüóìïõò ìå ðïëý äéáöïñåôéêÝò éäéü-ôçôåò, êáé éäéáßôåñá ôïí ÁíôéèåìåëéùìÝíï Êüóìï ôïõ Aczel, ðïõ ðåñéÝ÷åéìéá ðëïýóéá óõëëïãÞ ìç åäñáéùìÝíùí óõíüëùí. Èá óõìðåñÜíïõìå ðÜëé ìåñéêÜáðïôåëÝóìáôá óõíÝðåéáò êáé áíåîáñôçóßáò, áëëÜ ï êýñéïò óôü÷ïò ìáò åßíáé íáäéåñåõíÞóïõìå äéÜöïñåò, åíáëëáêôéêÝò Ýííïéåò óõíüëïõ êáé íá ôéò óõãêñßíïõìåìå ôçí êëáóéêÞ Ýííïéá ôùí áãíþí, åäñáéùìÝíùí óõíüëùí ôïõ 12.34.Áñ÷ßæïõìå ì' Ýíá áðïôÝëåóìá ãéá ôïí åëÜ÷éóôï êüóìï ôïõ Zermelo Z ðïõåßíáé êÜðùò áðñïóäüêçôï, éäéáßôåñá ìåôÜ áðü ôçí åðé÷åéñçìáôïëïãßá óôï 11.25üôé äÞèåí ï Z ðåñéÝ÷åé üëá ôá áíôéêåßìåíá ìåëÝôçò ôùí êëáóéêþí ìáèçìáôéêþí.B.1. Èåþñçìá. Ôï óýíïëï V! ôùí áãíþí, åäñáéùìÝíùí óõíüëùí äåí áíÞêåéóôï Z, êáé ìÜëéóôá äåí õðÜñ÷åé óýíïëï A ∈ Z ôÝôïéï þóôå
∅ ∈ A & (∀X)[X ∈ A=⇒P(X) ∈ A]:

32Ãé' áõôïýò ðïõ îÝñïõí ëïãéêÞ, ðáñáôçñïýìå üôé ç ðéï öõóéêÞ ôõðïðïßçóç ôùí áîéùìáôéêþíóõóôçìÜôùí áõôþí ôùí Óçìåéþóåùí åßíáé óå óýóôçìá ðñùôïâÜèìéáò ëïãéêÞò ìå ðïëëÜ åßäçêáé ôáõôüôçôá, ðïõ íá Ý÷åé îå÷ùñéóôÝò ìåôáâëçôÝò ãéá áíôéêåßìåíá, ïñéóôéêÝò óõíèÞêåò êáéïñéóôéêïýò ôåëåóôÝò ïóïíäÞðïôå ìåôáâëçôþí, êáé ôéò ðñùôüãïíåò ó÷Ýóåéò Set and ∈. Ðáñáôç-ñïýìå åðßóçò üôé äåí óõìðåñéëÜâáìå óôï 3.18 áîéþìáôá Ýêôáóçò ãéá óõíèÞêåò êáé ôåëåóôÝò,êáé ðïôÝ äåí ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôÝôïéá áîéþìáôá. Áõôü óçìáßíåé üôé ãéá íá öôÜóïõìå óôçíêëáóéêÞ èåùñßá G�odel-Bernays áðü ôçí ZFC ôïõ 11.31, ðñÝðåé íá ðñïóèÝóïõìå áîéþìáôáÝêôáóçò ãéá óõíèÞêåò. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, áêñéâþò åðåéäÞ äåí áðáéôÞóáìå áîéþìáôá Ýêôá-óçò ãéá óõíèÞêåò, ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ôçí ZFC ôïõ 11.31 ùò áêñéâþò (åêôüò áðü ôïóõìâïëéóìü) ôçí êëáóéêÞ èåùñßá Zermelo-Fraenkel Theory, åñìçíåýïíôáò ôéò £óõíèÞêåò¤ ùò£ôýðïõò¤, ìå ðáñáìÝôñïõò. 247



248 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÁðüäåéîç. . Ãéá êÜèå x ∈ Z, èÝôïõìålevel(x) = ôï åëÜ÷éóôï n ôÝôïéï þóôå x ∈ Zn;Ýôóé ðïõ ôá ìÝëç ôïõ N0 Ý÷ïõí åðßðåäï (level) 0, áëëÜlevel(x) > 0=⇒ level({x}) = level(x) + 1·åðåéäÞ x ∈ Zn=⇒{x} ∈ Zn+1, êé áí {x} ∈ Zn ãéá êÜðïéï n > 0, ôüôå {x} ⊆
Zn−1 áðü ôçí 11-20, êáé åðïìÝíùò x ∈ Zn−1. Ìå áíáäñïìÞ óôï n ïñßæïõìå ôáóýíïëá A0 = {∅; {∅}}; An+1 = {An}:Ðñïöáíþò An ∈ V!, level(A0) = 1, áöïý A0 ⊆ N0 áëëÜ A0 =∈ N0, êáé åðáãù-ãéêÜ, level(An) = n+ 1.Ðñïò áðáãùãÞ óå Üôïðï, Ýóôù A ∈ Z ôÝôïéï þóôå íá éó÷ýåé ç B.1. Ðáñáôç-ñïýìå üôé A0 ∈ P(P(∅)) ∈ A, êáé áð' áõôü, åðáãùãéêÜ, ãéá êÜèå n, An ∈ A. ÁíA ∈ Zm, ôüôå êÜèå An ∈ Zm åðåéäÞ ôï Zm åßíáé ìåôáâáôéêü, Üñá level (An) ≤ mãéá êÜèå n, êé áõôü áíôéôßèåôáé óôï óõìðÝñáóìá ôçò áìÝóùò ðñïçãïýìåíçò ðá-ñáãñÜöïõ. aÌå ôïí ßäéï ôñüðï ìðïñïýìå íá äåßîïõìå üôé áí ôá ÊáñôåóéáíÜ ãéíüìåíá ïñé-óôïýí ìå âÜóç ôï æåýãïò Kuratowski, ôüôå ⋃∞n=2{N0}n =∈ Z, Ðñüâëçìá xB.2.ÐñÜãìáôé, ðïëëÜ áðëÜ óýíïëá äåí áíÞêïõí óôïí êüóìï Z, áëëÜ ôï ãåãïíüò üôéV! =∈ Z åßíáé ç ðéï äñáìáôéêÞ Ýíäåéîç ôçò áíåðÜñêåéÜò ôïõ ùò êüóìïõ ìáèçìá-ôéêþí áíôéêåéìÝíùí. Ç êáôáóêåõÞ ôïõ V! åßíáé ôüóï ðåéóôéêÞ, äéêáéïëïãåßôáéìå ôüóç öõóéêüôçôá áðü ôéò ðéï âáóéêÝò ìáò äéáéóèÞóåéò ãéá ôá óýíïëá, ðïõåßíáé äýóêïëï íá ðéóôÝøïõìå üôé äçìéïõñãÞóáìå üëç áõôÞ ôç óõíïëïèåùñßá óôáÊåöÜëáéá 3 - 10 êáé ôï ÐáñÜñôçìá A ìå âÜóç áîéþìáôá ðïõ äåí åããõþíôáéôçí ýðáñîÞ ôïõ. Ìðïñåß âÝâáéá êáíåßò íá ðáñáâëÝøåé ôï öáéíüìåíï óáí ðáñá-äñïìÞ ôïõ Zermelo êáé íá ðñïóèÝóåé óôá áîéþìáôá êÜôé åëÜ÷éóôï ðïõ íá áñêåßãéá ôçí áðüäåéîç ôçò ýðáñîçò ôïõ V!, áëëÜ áõôü äåí åßíáé ç óùóôÞ åðéëïãÞ.Áöåíüò îÝñïõìå ôç óùóôÞ åðéëïãÞ, åßíáé ç ðñüóèåóç ôïõ Áîéþìáôïò ÁíôéêáôÜ-óôáóçò ðïõ äéêáéïëïãåßôáé ìå åðé÷åéñÞìáôá öéëïóïöéêÜ áäéá÷þñéóôá áð' áõôÜìå ôá ïðïßá óôçñßîáìå ôï Áîßùìá Äéá÷ùñéóìïý. Êáé áöåôÝñïõ, ç éäéáßôåñç áîßáôçò ZAC åßíáé áêñéâþò üôé Ý÷åé áõôÜ ôá äýï áíôéêñïõüìåíá ÷áñáêôçñéóôéêÜ,íá áðïäåß÷íåé ôüóï ìåãÜëï ìÝñïò áðü ôá êëáóéêÜ ìáèçìáôéêÜ êáé óõã÷ñüíùòíá åðéäÝ÷åôáé åñìçíåßá óå ôüóï áðëÜ, åýêïëá óôç óýëëçøç ðñüôõðá üðùò ôï
Z. ÏðïéåóäÞðïôå áðùèçìÝíåò áìöéâïëßåò ãéá ôçí ïñèüôçôá ôçò óõíïëïèåùñßáòßóùò ðáñÝìåéíáí áðü ôá ðáñÜäïîá, èá ðñÝðåé ôïõëÜ÷éóôïí íá ìåôñéáóôïýí áðüôï óèÝíïò ôçò ZAC êáé ôçí åõêïëßá åñìçíåßáò ôçò.ÌÝ÷ñé ôþñá äåí Ý÷ïõìå áêüìç äþóåé áõóôçñü ïñéóìü ôçò Ýííïéáò ìå ôçí ïðïßáôï Z åßíáé £ðñüôõðï¤ ôçò ZDC. ºóùò ç áðëïýóôåñç ðñüóâáóç óôï ðñüâëçìáíá åßíáé ç åîÞò åñìçíåßá ôïõ B.1, ùò èåùñÞìáôïò áíåîáñôçóßáò.B.2. Èåþñçìá; Äåí åßíáé äõíáôü íá áðïäåßîïõìå áðü ôá áîéþìáôá ôçò ZDCüôé õðÜñ÷åé óýíïëï A, ôÝôïéï ðïõ íá ðåñéÝ÷åé ôï êåíü êáé íá åßíáé êëåéóôü ãéáôïí ôåëåóôÞ ôïõ äõíáìïóõíüëïõ.
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ÐáñÜñôçìá B. Áîéþìáôá êáé ðñüôõðá 249Áðüäåéîç. . ÓõìâïëéêÜ, ç ðñüôáóç ðïõ èÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå áíåîÜñôçôçôçò ZDC åßíáé ç åîÞò:� ⇐⇒ïñ (∃A)[∅ ∈ A & (∀X)[X ∈ A=⇒P(X) ∈ A]]:Áò äå÷ôïýìå, ðñïò áðáãùãÞ óå Üôïðï, üôé ç � åßíáé èåþñçìá ôçò ZDC. ÅðåéäÞôï åëÜ÷éóôï ðñüôõðï ôïõ Zermelo Z Ý÷åé üëåò ôéò éäéüôçôåò êëåéóôüôçôáò ðïõáðáéôïýí ôá áîéþìáôá ôçò ZDC, êÜèå áðüäåéîç ôçò � áð' áõôÜ ôá áîéþìáôáìåôáöñÜæåôáé óå áðüäåéîç ôçò åñìçíåßáò ôçò � óôï Z, ðïõ åßíáé�(Z) ⇐⇒ (∃A ∈ Z)[∅ ∈ A & (∀X ∈ Z)[X ∈ A=⇒P(X) ∈ A]]:¢ñá ç �(Z) áëçèåýåé, äçëáäÞ õðÜñ÷åé óýíïëï A ∈ Z ôÝôïéï þóôå
∅ ∈ A & (∀X ∈ Z)[X ∈ A=⇒P(X) ∈ A];ðïõ åîáéôßáò ôçò ìåôáâáôéêüôçôáò ôïõ Z åßíáé éóïäýíáìï ìå ôçí
∅ ∈ A & (∀X)[X ∈ A=⇒P(X) ∈ A]·áëëÜ ôï B.1 åããõÜôáé áêñéâþò üôé êáíÝíá A ∈ Z äåí éêáíïðïéåß ôçí B.2, êáéöôÜóáìå óå Üôïðï. aÔï åðé÷åßñçìá Ý÷åé êÜðùò ðáñÜîåíç õöÞ, åêôüò áí îÝñåéò ËïãéêÞ, êáé ïðùó-äÞðïôå äåí åßíáé ðëÞñåò, ìüíï óêéáãñáößá. Áõôü ðïõ ìáò ëåßðåé åßíáé áõóôçñüòïñéóìüò ôçò åñìçíåßáò ìéáò ðñüôáóçò óôï Z ðïõ åðéêáëåóôÞêáìå óôçí êßíçóçáðü ôçí � óôçí �(Z), êáé êáëü åßíáé íá îåêéíÞóïõìå ìå Ýíá ðáñÜäåéãìá. ÁòõðïèÝóïõìå üôé Ý÷ïõìå âñåé êÜðïéïí ðáñáäïóéáêü, êëáóéêü ìáèçìáôéêü, ßóùòÝíáí áíáëýóôá ôçò ðáëéÜò ó÷ïëÞò ðïõ äåí åíäéáöÝñåôáé ãéá ôç ãåíéêÞ óõíïëï-èåùñßá· Ý÷åé äéáâÜóåé ôá ÊåöÜëáéá 3 - 10 êáé ôï ÐáñÜñôçìá A êáé Ý÷åé ðåéóôåßüôé üëá ôá áíôéêåßìåíá ðïõ ÷ñåéÜæåôáé ãéá ôç äïõëåéÜ ôïõ æïõí óôï Z. Óå ìéáðñïóðÜèåéá íá áðëïðïéÞóåé ôïí êüóìï ôïõ, âãÜæåé äçìüóéá áíáêïßíùóç üôé áðüäù êáé ìðñïò, üôáí ëÝåé £áíôéêåßìåíï¤ èá åííïåß £ìÝëïò ôïõ Z¤, ôï Z åßíáé ïêüóìïò ôïõ. Áò õðïèÝóïõìå åðßóçò üôé áõôü ôï ðñüóùðï ôþñá áðáããÝëëåé ôïÁîßùìá Äõíáìïóõíüëïõ êáé äçëþíåé üôé ôï ðéóôåýåé. Ôé áêñéâþò åííïåß; ¼ðùòôï åêöñÜóáìå óôï ÊåöÜëáéï 3, ôï áîßùìá ëÝåé ôï åîÞò:(IV) : Ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï A, õðÜñ÷åé óýíïëï B, ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå X,X ∈ B ⇐⇒ Set(X) & (∀t)[t ∈ X =⇒ t ∈ A]:Áí áíôéêáôáóôÞóïõìå £áíôéêåßìåíï¤ ìå £ìÝëïò ôïõ Z¤ ó' áõôÞ ôçí ðñüôáóç,Ý÷ïõìå êÜôé äéáöïñåôéêü:(IV)(Z) : Ãéá êÜèå A ∈ Z, õðÜñ÷åé óýíïëï B ∈ Z, ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèåX ∈ Z, X ∈ B ⇐⇒ Set(X) & (∀t ∈ Z)[t ∈ X =⇒ t ∈ A]:Áõôü åßíáé ðïõ ï ößëïò ìáò åííïåß üôáí éó÷õñßæåôáé üôé êÜèå óýíïëï Ý÷åé äõíáìï-óýíïëï, êáé äéáöÝñåé áñêåôÜ áðü ôï Áîßùìá Äõíáìïóõíüëïõ þóôå íá ìçí åßíáéáìÝóùò ðñïöáíÝò. Ãéá íá ôï áðïäåßîïõìå, ãéá êÜèå A ∈ Z, öõóéêÜ åðéëÝãïõìåB = P(A), ðïõ åßíáé åðßóçò ìÝëïò ôïõ Z. Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá êÜèå X ∈ Z,

(∀t ∈ Z)[t ∈ X =⇒ t ∈ A] ⇐⇒ (∀t)[t ∈ X =⇒ t ∈ A];
ÐñïêáôáñôêôéêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜôç ëÜèç, ÌÜñôéïò 2007



250 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáåýêïëá, áðü ôç ìåôáâáôéêüôçôá ôïõ Z. ¢ñá ç B åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçíX ∈ B ⇐⇒ Set(X) & (∀t)[t ∈ X =⇒ t ∈ A];ðïõ éó÷ýåé ãéá êÜèå X, êáé åðïìÝíùò (åéäéêüôåñá) ãéá êÜèå X ∈ Z.ÐñÜãìáôé, üëá ôá áîéþìáôá ôçò ZAC áðïöÝñïõí áëçèåßò ðñïôÜóåéò áí áíôé-êáôáóôÞóïõìå ó' áõôÜ £áíôéêåßìåíï¤ ìå £ìÝëïò ôïõ Z¤ ì' áõôü ôïí ôñüðï. Óõ-íåðþò üëá ôá èåùñÞìáôá ðïõ óõíÜãïíôáé áðü ôá áîéþìáôá ôçò ZAC ìüíï ìå ôçëïãéêÞ áðïöÝñïõí áëçèåßò ðñïôÜóåéò üôáí ôá åñìçíåýóïõìå óôï Z ìå ôïí ßäéïôñüðï êáé ï êëáóéêüò áíáëýóôáò ôçò öáíôáóßáò ìáò ìðïñåß íá åñãáóôåß óôçíZAC ìå áóöÜëåéá, êáé ìå ôç óéãïõñéÜ üôé áðïäåß÷íåé ðñïôÜóåéò ðïõ áëçèåýïõíóôïí êüóìï ôïõ. Áõôü ôï ü÷é ôüóï ôåôñéììÝíï áðïôÝëåóìá åêöñÜæåé ôï ãåãïíüòüôé ôï Z åßíáé £ðñüôõðï¤ ôçò ZAC, ðïõ ïñßæåôáé áõóôçñÜ ùò åîÞò.B.3. Êüóìïò óõíüëùí (set universe) M åßíáé ôñéÜäá M;S;E, ìéáò êëÜóçò(ßóùò óõíüëïõ) M , ìéáò £õðïêëÜóçò¤ S ⊆ M êáé ìéáò äéìåëïýò, ïñéóôéêÞòóõíèÞêçò E ôÝôïéáò þóôå E(x; y)=⇒x; y ∈M êáé ãéá êÜèå x ∈M ,bM(x) =ïñ {t | tEx} åßíáé óýíïëï;ðïõ óçìáßíåé üôé ãéá êÜðïéï óýíïëï X êáé êÜèå t,t ∈ X ⇐⇒ E(t; x):×ñçóéìïðïéïýìå óõíþíõìá ôïõò óõìâïëéóìïýòtEx ⇐⇒ E(t; x)ãéá ôç óõíèÞêç E ðïõ åñìçíåýåé ôç óõíèÞêç ∈ óôïM, êáé êáëïýìå ôï óýíïëïbM(x), óþìá ôïõ x, ãéá êÜèå x ∈ M . Ôá M-áíôéêåßìåíá åßíáé ôá ìÝëç ôïõM êáé ôáM-óýíïëá åßíáé ôá ìÝëç ôïõ S. Ìéá n-áäéêÞ ïñéóôéêÞ óõíèÞêç åßíáé
M-óõíèÞêç áí éó÷ýåé ìüíï ãéá áíôéêåßìåíá ôïõ M , äçëáäÞP (x1; : : : ; xn)=⇒x1; : : : ; xn ∈M·êáé Ýíáò ôåëåóôÞò F n ìåôáâëçôþí åßíáé M-ôåëåóôÞò, áí áíôéóôïé÷ßæåé M-áíôéêåßìåíá óåM-áíôéêåßìåíá, äçëáäÞx1; : : : ; xn ∈M =⇒F (x1; : : : ; xn) ∈M:Ï êüóìïòM åßíáé öõóéêüò (natural) áí ç êëÜóç M åßíáé ìåôáâáôéêÞ êáé ïéS, E åßíáé ïé óõíÞèåéò óõíèÞêåò ôïõ £åßíáé óýíïëï¤ êáé £áíÞêåéí¤, äçëáäÞX ∈M =⇒ X ⊆M;x ∈ S ⇐⇒ x ∈M & Set(x);xEy ⇐⇒ x; y ∈M & x ∈ y:¸íáò öõóéêüò êüóìïòM êáèïñßæåôáé áðü ôç ìåôáâáôéêÞ êëÜóçM ôùí áíôéêåé-ìÝíùí ôïõ êáé èá ôïí ôáõôßóïõìå ì' áõôÞ ôçí êëÜóç, äçëáäÞ üôáí áíáöåñüìáóôåóôïí êüóìïM ãéá ìéá ìåôáâáôéêÞ êëÜóçM , èá åííïïýìå ôïí öõóéêü êüóìï ìåáíôéêåßìåíá ôá ìÝëç ôçò M . Ôï óþìá áíôéêåéìÝíïõ ó' Ýíá öõóéêü êüóìï åßíáéôï óýíïëï ôùí ìåëþí ôïõ,bM (x) = {t | t ∈ x}; (x ∈M)·
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ÐáñÜñôçìá B. Áîéþìáôá êáé ðñüôõðá 251Ýôóé bM (x) = x, áí ôï x åßíáé óýíïëï, áëëÜ bM (x) = ∅ áí ôï x åßíáé Üôïìï.Ç ó÷åôéêïðïßçóç (relativization) ó' Ýíáí êüóìïM ìéáò ðñüôáóçò � åßíáé çðñüôáóç �(M) ðïõ ðñïêýðôåé áí áíôéêáôáóôÞóïõìå óôçí � £áíôéêåßìåíï¤ ìå £M-áíôéêåßìåíï¤, £óýíïëï¤ ìå £M-óýíïëï¤, £x ∈ y¤ ìå £xEy¤, £óõíèÞêç¤ ìå £M-óõíèÞêç¤ êáé £ôåëåóôÞò¤ ìå £M-ôåëåóôÞò¤, ìå óõíÝðåéá, óå üëåò ôéò åìöáíßóåéòáõôþí ôùí åêöñÜóåùí óôçí �. Áí ç ðñüôáóç �(M) áëçèåýåé, ëÝìå üôé ç �áëçèåýåé óôïí êüóìï M Þ üôé ï êüóìïò M éêáíïðïéåß ôçí �.Ï êüóìïòM åßíáé ðñüôõðï Þ ìïíôÝëï (model) åíüò áîéùìáôéêïý óõóôÞìá-ôïò T, áí êÜèå áîßùìá ôïõ T áëçèåýåé óôïí M, äçëáäÞ áí ç ó÷åôéêïðïßçóç�(M) êÜèå áîéþìáôïò � ôïõ T åßíáé áëçèéíÞ ðñüôáóç. Ó' áõôÞ ôçí ðåñßðôùóçêáëïýìå åðßóçò ôïíM êüóìï ôïõ T Þ áðëïýóôåñá T-êüóìï.B.4. ÐñïôÜóåéò êáé ó÷åôéêïðïéÞóåéò. Ðñüôáóç (proposition) åßíáé ìéá ïñéóôéêÞ,ìáèçìáôéêÞ äÞëùóç, Ýíáò ëåêôéêüò éó÷õñéóìüò üðùò ôá áîéþìáôá, èåùñÞìáôáêáé åéêáóßåò ôá ïðïßá ìåëåôÜìå. Áõôüò äåí åßíáé âÝâáéá áõóôçñüò ïñéóìüò, êáéäåí ìðïñåß íá åßíáé, åöüóïí ç êáèçìåñéíÞ ãëþóóá ôùí ìáèçìáôéêþí äåí åßíáéáõóôçñÜ ðñïóäéïñéóìÝíç. Óôçí ïõóßá äå÷üìáóôå üôé ãéá üëá ôá áíôéêåßìåíáx, y, ïé åêöñÜóåéò x = y, x ∈ y êáé Set(x) åßíáé ðñïôÜóåéò· üôé ãéá êÜèåïñéóôéêÞ óõíèÞêç P êáé üëá ôá áíôéêåßìåíá x1; : : : ; xn, ç Ýêöñáóç P (x1; : : : ; xn)åßíáé ðñüôáóç· êáé üôé ïé ðñïôÜóåéò óõíåíþíïíôáé ìå ôéò èåìåëéáêÝò ðñÜîåéò ôçòëïãéêÞò ¬,∨, ∃ ê.ëð. Ç ó÷åôéêïðïßçóç33 ìéáò ðñüôáóçò ó' Ýíáí êüóìï óõíüëùí
M õðïëïãßæåôáé ìå ôï öõóéêü ôñüðï, ð.÷.

(x = y)(M)
: x = y;Set(x )(M) : x ∈ S;

(x ∈ y)(M) : xEy;P (x1; : : : ; xn)
(M)

: P (x1; : : : ; xn);
(¬�)(M) : ¬(�(M));

(� &  )
(M)

: �(M) &  (M);
((∀x)�)(M) : (∀x ∈M)�(M);
((∀P )�)(M) : (∀P )[(∀x; y)[P (x; y)=⇒x; y ∈M ]=⇒�(M)];

33Ïé ãíþóôåò ôõðéêÞò ëïãéêÞò ßóùò åéêÜóïõí üôé ï ôåëåßùò áêñéâÞò (óõíôáêôéêüò) ìåôá-ó÷çìáôéóìüò ó÷åôéêïðïßçóçò ôýðùí åßíáé åõêïëüôåñïò óôçí êáôáíüçóç áð' áõôüí ðïõ ÷ñçóé-ìïðïéïýìå, ðïõ ïñßæåôáé êáôåõèåßáí óå ðñïôÜóåéò ôçò £ìáèçìáôéêÞò, êïéíÞò ãëþóóáò¤. ÁëëÜðñéí åöáñìüóïõìå ôïí ôõðéêü ìåôáó÷çìáôéóìü ó÷åôéêïðïßçóçò, ðñÝðåé íá £ôõðïðïéÞóïõìå¤ôéò ðñïôÜóåéò ôçò êáèçìåñéíÞò ãëþóóáò ðïõ óå ôåëåõôáßá áíÜëõóç ìáò åíäéáöÝñïõí, êáé ëßãçóêÝøç ðåßèåé üôé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò ôõðïðïßçóçò åßíáé áêñéâþò ôüóï £áóáöÞò¤ üóï êáé ïäéáéóèçôéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò ó÷åôéêïðïßçóçò ðïõ äå÷üìáóôå åäþ. Ìðïñåß êáíåßò íá õðï-óôçñßîåé ôçí éäÝá, üôé êáôáëáâáßíïõìå ðþò íá ôõðïðïéÞóïõìå ìéá ðñüôáóç ôüôå êáé ìüíïí áíãíùñßæïõìå ðþò íá ôçí åñìçíåýóïõìå óå êÜèå äïìÞ, äçëáäÞ áêñéâþò áí êáôáëáâáßíïõìå ôéòäéáéóèçôéêÝò ôçò ó÷åôéêïðïéÞóåéò.
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252 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáüðïõ ç P åßíáé äéìåëÞò, ïñéóôéêÞ óõíèÞêç ê.ëð. Óôéò áðïäåßîåéò ðïõ áêïëïõèïýíèá äéáôõðþóïõìå ó÷ïëáóôéêÜ ôç ó÷åôéêïðïßçóç êÜèå ðñüôáóçò ìå ôçí ïðïßá èááó÷ïëçèïýìå: áõôü èá ìáò äþóåé ðïëëÜ ðáñáäåßãìáôá ðïõ åßíáé ÷ñÞóéìá ãéáôçí êáôáíüçóç ôçò Ýííïéáò, áëëÜ åðßóçò èá ìáò åîáóöáëßóåé üôé ôá óõãêåêñé-ìÝíá áðïôåëÝóìáôá ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí åßíáé áõóôçñÜ äéáôõðùìÝíá êáé áðï-äåéãìÝíá. Ç óçìáóßá üìùò ôùí áðïôåëåóìÜôùí óôçñßæåôáé óôçí åîÞò, ãåíéêÞáñ÷Þ, ðïõ ëÝåé áðëþò üôé ëïãéêÜ åðáêüëïõèá áëçèþí (óôï M) ðñïôÜóåùí åðß-óçò áëçèåýïõí (óôï M), êáé éó÷ýåé âÝâáéá ãéá üëá ôá ðñüôõðá ïðïéáóäÞðïôåáîéùìáôéêÞò èåùñßáò, ü÷é ìüíï êüóìïõò óõíüëùí.B.5. Áñ÷Þ Ïñèüôçôáò ËïãéêÞò ÓõíÝðåéáò. Áí ìéá ðñüôáóç � åßíáé èåþñçìááîéùìáôéêïý óõóôÞìáôïò T (äçëáäÞ áðïäåß÷íåôáé áðü ôá áîéþìáôá ôïõ T ìüíïìå ôç ëïãéêÞ), ôüôå êÜèå êüóìïò ôçò T éêáíïðïéåß ôçí �.B.6. Êüóìïé êáé ãåíéêÜ ðñüôõðá. Óýìöùíá ìå ôçí áíÜëõóç óôï 8.22, ãéá íáïñßóïõìå ðñüôõðï áîéùìáôéêÞò óõíïëïèåùñßáò ðñÝðåé íá êáèïñßóïõìå Ýíá ðåäßïáíôéêåéìÝíùí, íá ïñßóïõìå ó' áõôü ôéò âáóéêÝò óõíèÞêåò ôïõ £íá åßíáé óýíïëï¤êáé £íá áíÞêåé¤, êáé åðßóçò íá êáèïñßóïõìå ðïéåò óõíèÞêåò êáé ðïéïé ôåëåóôÝòóôï ðåäßï èá äå÷ôïýìå ùò ïñéóôéêïýò. Ïé êüóìïé óõíüëùí åßíáé åéäéêÜ ðñüôõðáãéá äýï óçìáíôéêïýò ëüãïõò.(1) ¼ôáí èåùñïýìå Ýíáí êüóìï óõíüëùí M ùò ðñüôõðï êÜðïéáò áîéùìáôé-êÞò óõíïëïèåùñßáò, äå÷üìáóôå ùò ïñéóôéêÝò óõíèÞêåò ôïõM üëåò ôéò ïñéóôéêÝòóõíèÞêåò ôïõ âáóéêïý ìáò êüóìïõ W , êáé äå÷üìáóôå ùò ïñéóôéêïýò ôåëåóôÝòôïõ M üëïõò ôïõò M-ôåëåóôÝò, äçëáäÞ ôïõò ïñéóôéêïýò ôåëåóôÝò ôïõ W ðïõáíôéóôïé÷ßæïõíM-áíôéêåßìåíá óåM-áíôéêåßìåíá.34 Åßíáé ðïëý åýêïëï íá äåß-îïõìå üôé üëá ôá áîéþìáôá ãéá ïñéóôéêÝò óõíèÞêåò êáé ôåëåóôÝò ðïõ áðáñéèìÞ-óáìå óôï 3.18 éó÷ýïõí ì' áõôÞ ôçí åñìçíåßá, Ðñüâëçìá xB.1: åðïìÝíùò, ãéáíá äåßîïõìå üôé Ýíáò êüóìïò óõíüëùíM åßíáé ðñüôõðï (áò ðïýìå) ôçò ZFDC,áñêåß íá áðïäåßîïõìå ôéò ó÷åôéêïðïéÞóåéò óôïíM ôùí áîéùìÜôùí (I) - (VIII).(2) ÅðåéäÞ äå÷üìáóôå åî ïñéóìïý üôé ãéá êÜèå x ∈M , ôï óþìá bM(x) åßíáéóýíïëï, ôá M-óýíïëá äåí åßíáé £ìåãáëýôåñá¤ áðü ôá áëçèéíÜ óýíïëá óôï W ,ð.÷. äåí ìðïñåß íá õðÜñ÷åéM-óýíïëï x ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå t, tEx.Ïé öõóéêïß êüóìïé åßíáé áêüìç åéäéêüôåñïé, áöïý ðåñéïñßæïõí ìüíï ôï ðåäßïáíôéêåéìÝíùí óå êÜðïéá ìåôáâáôéêÞ êëÜóç | êáé áõôü äéåõêïëýíåé óçìáíôéêÜôçí êáôáíüçóç ôçò ó÷åôéêïðïßçóçò ãé' áõôïýò. Áðü ôç ìáèçìáôéêÞ óêïðéÜ, ïéöõóéêïß êüóìïé åßíáé õðïêüóìïé ôïõW êáé £êëçñïíïìïýí¤ ôç äïìÞ ôïõò áðü ôïí
W , üðùò ïé õðïïìÜäåò, ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíïé õðï÷þñïé, ôïðïëïãéêïß õðï÷þñïé,ê.ëð. êáèïñßæïíôáé áðü êÜðïéï õðïóýíïëï äïóìÝíïõ ÷þñïõ êáé êëçñïíïìïýíáð' áõôüí ôçí áíÜëïãç äïìÞ. Ç åðéðñüóèåôç ëåðôüôçôá óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñß-ðôùóç åßíáé üôé ðñÝðåé íá åñìçíåýóïõìå (íá ó÷åôéêïðïéÞóïõìå) ó' áõôïýò ôïõòõðïêüóìïõò(!) ðñïôÜóåéò ðïõ åßíáé ëïãéêÜ ðåñßðëïêåò, ðïëý ðéï ðåñßðëïêåò áðü

34Ìå ó÷ïëáóôéêüôçôá, ïé ïñéóôéêÝò óõíèÞêåò ôïõ M åßíáé ïé ðåñéïñéóìïß óôçí êëÜóç Môùí ïñéóôéêþí óõíèçêþí ôïõ W, êáé áíÜëïãá ãéá ôïõò ôåëåóôÝò.
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ÐáñÜñôçìá B. Áîéþìáôá êáé ðñüôõðá 253ôéò áðëÝò åîéóþóåéò Þ óõìðåñéëÞøåéò ðïõ ôõðéêÜ ìåëåôÜìå óôçí ¢ëãåâñá Þ ôçíÔïðïëïãßá.Áñ÷ßæïõìå ìå ôçí åðáëÞèåõóç áîéùìÜôùí ðïõ Ý÷ïõìå Þäç ìåëåôÞóåé, óå êü-óìïõò ðïõ Ý÷ïõìå Þäç åéóáãÜãåé, üðïõ ïé Ýííïéåò åßíáé ïéêåßåò.B.7. ËÞììá. ÊÜèå ìåôáâáôéêÞ êëÜóç éêáíïðïéåß ôï Áîßùìá ¸êôáóçò.Áðüäåéîç. . Ç ó÷åôéêïðïßçóç óôïM ôïõ Áîéþìáôïò ¸êôáóçò åßíáé ç åîÞò:(I)(M) : Ãéá üëá ôá óýíïëá A;B ∈M ,A = B ⇐⇒ (∀x ∈M)[x ∈ A ⇐⇒ x ∈ B]:Áí A = B, ôüôå ôá A êáé B Ý÷ïõí ôá ßäéá ìÝëç, þóôå óßãïõñá Ý÷ïõí ôá ßäéá ìÝëçóôï M . Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôï áíôßóôñïöï, ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé áí A 6= B,ôüôå õðÜñ÷åé êÜðïéï x ∈ M , ôÝôïéï þóôå åßôå x ∈ A \ B Þ x ∈ B \ A· áëëÜ áíA 6= B, ôüôå óßãïõñá õðÜñ÷åé êÜðïéïx ∈ (A \B) ∪ (B \A) ⊆ A ∪B;êáé A;B ⊆M åðåéäÞ ôï M åßíáé ìåôáâáôéêÞ êëÜóç, Üñá áõôü ôï x åßíáé åðßóçòìÝëïò ôïõ M . aB.8. ËÞììá. ÊÜèå êüóìïò ôïõ Zermelo åßíáé öõóéêüò êüóìïò ôùí áîéùìÜôùí(I) - (VI).Áðüäåéîç. . Èåùñïýìå óôç óåéñÜ êáèÝíá áðü ôá áîéþìáôá (I) - (VI), åêôüòáðü ôï (I) (ðïõ ìüëéò äåßîáìå) êáé ôï (IV) ãéá ôï ïðïßï äþóáìå ôçí áðüäåéîç óôïðáñÜäåéãìá ðéï ðÜíù. Ï óïâáñüò ìáèçôÞò ðñÝðåé íá óõãêñßíåé ôç ó÷åôéêïðïßçóçêÜèå áîéþìáôïò óôïM ðïõ ðñÝðåé íá áðïäåßîïõìå ìå ôçí áñ÷éêÞ äéáôýðùóç ôïõßäéïõ áîéþìáôïò óôï ÊåöÜëáéï 3.(II)(M) : Êåíü óýíïëï êáé æåýãïò. (a) ÕðÜñ÷åé êÜðïéï åéäéêü áíôéêåßìåíïy ∈M ðïõ åßíáé óýíïëï áëëÜ äåí Ý÷åé ìÝëç óôï M . (b) Ãéá üëá ôá áíôéêåßìåíáx; y ∈M , õðÜñ÷åé óýíïëï z ∈M ôÝôïéï þóôå
(∀t ∈M)[t ∈ z ⇐⇒ t = x ∨ t = y]:(a) ∅ ∈ M áðü ôçí õðüèåóç, äåí Ý÷åé êáíÝíá ìÝëïò, êáé åðïìÝíùò äåí Ý÷åéêáíÝíá ìÝëïò óôï M . (b) Áí x; y ∈M , ôüôå z = {x; y} ∈M áðü ôçí õðüèåóç,êáé ðñïöáíþò áõôü ôï z éêáíïðïéåß ôçí B.8, åöüóïí éêáíïðïéåß ôçí éó÷õñüôåñç

(∀t)[t ∈ z ⇐⇒ [t = x ∨ t = y]:(III)(M) : Áîßùìá Äéá÷ùñéóìïý. Ãéá êÜèå A ∈ M êáé êÜèå ìïíïìåëÞ,ïñéóôéêÞ óõíèÞêç P , õðÜñ÷åé óýíïëï B ∈M ðïõ éêáíïðïéåß ôçí éóïäõíáìßá
(∀x ∈M)[x ∈ B ⇐⇒ x ∈ A & P (x)]:¸óôù A ∈M . Áðü ôï Áîßùìá Äéá÷ùñéóìïý õðÜñ÷åé êÜðïéï B ðïõ éêáíïðïéåßôçí

(∀x)[x ∈ B ⇐⇒ x ∈ A & P (x)]:Ðñïöáíþò B ⊆ A, Üñá B ∈ P(A) ∈ M , Üñá B ∈ M , áöïý ôï M åßíáé ìåôáâá-ôéêü, êáé ç B.8 óõíåðÜãåôáé ôçí áóèåíÝóôåñç B.8.
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254 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßá(V)(M) : Áîßùìá ¸íùóçò. Ãéá êÜèå E ∈ M , õðÜñ÷åé óýíïëï B ∈ M ðïõéêáíïðïéåß ôçí éóïäõíáìßá
(∀t ∈M)[t ∈ B ⇐⇒ (∃X ∈M)[X ∈ E & t ∈ X]]:ÈÝôïõìå B =
⋃E , ðïõ åßíáé ìÝëïò ôïõ M áðü ôçí õðüèåóç êáé éêáíïðïéåß ôçíéóïäõíáìßá

(∀t)[t ∈ B ⇐⇒ (∃X)[X ∈ E & t ∈ X]]:Áðü ôç ìåôáâáôéêüôçôá ôïõ M ãéá ìéá áêüìç öïñÜ, ãéá êÜèå t,
(∃X)[X ∈ E & t ∈ X] ⇐⇒ (∃X ∈M)[X ∈ E & t ∈ X]];Üñá ç B.8 åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí

(∀t ∈M)[t ∈ B ⇐⇒ (∃X)[X ∈ E & t ∈ X]ðïõ Ýðåôáé áðü ôçí éó÷õñüôåñç B.8.(VI)(Z) : Áîßùìá Áðåßñïõ. ÕðÜñ÷åé óýíïëï I ∈ Z ôÝôïéï þóôå
∅ ∈ I & (∀x ∈ Z)[x ∈ I =⇒{x} ∈ I]:Áõôü åßíáé áðëü, ðáßñíïíôáò I = N0 ∈M . aB.9. Èåþñçìá. (1) ÊÜèå êüóìïò ôïõ Zermelo åßíáé öõóéêüò êüóìïò ôçò ZDC,êáé êÜèå Z-F êüóìïò åßíáé öõóéêüò êüóìïò ôçò ZFDC.(2) (AC) ÊÜèå Zermelo êüóìïò åßíáé öõóéêüò êüóìïò ôçò ZAC, êáé êÜèåZ-F êüóìïò åßíáé öõóéêüò êüóìïò ôçò ZFAC.Åéäéêüôåñá, ôï Z êáé êÜèå M(I) ôÝôïéï þóôå N0 ⊆ I åßíáé öõóéêïß êüóìïéôçò ZDC Þ ôçò ZAC, áí äå÷ôïýìå ôï AC.(3) (von Neumann) (AC) Ï êüóìïò ôïõ von Neumann V åßíáé öõóéêüòêüóìïò ôçò ZFC.Áðüäåéîç. . Ïé ó÷åôéêïðïéÞóåéò ôùí DC êáé AC áðïäåß÷ôçêáí óôï 11.23,êáé ç ó÷åôéêïðïßçóç ôïõ Áîéþìáôïò ÁíôéêáôÜóôáóçò åßíáé áêñéâþò áõôü ðïõáðáéôÞóáìå áðü ôïõò Z-F êüóìïõò óôïí ïñéóìü ôïõò 11.33. Ãéá ôï (3) Ý÷ïõìåÞäç äåßîåé üôé ç êëÜóç V åßíáé Z-F êüóìïò óôï 11.34, Ýôóé ðïõ áðïìÝíåé ìüíïíá åðáëçèåýóïõìå ôéò ó÷åôéêïðïéÞóåéò óôçí V ôùí Áñ÷þí Áãíüôçôáò 3.25 êáéÈåìåëßùóçò, 11.29. Ç ðñþôç áð' áõôÝò åßíáéÁãíôçôá(V) : Ãéá êÜèå x ∈ V, Set(x),êáé áëçèåýåé áðëþò åðåéäÞ êÜèå áíôéêåßìåíï óôçí V åßíáé óýíïëï, êáé ç åñìçíåßáôïõ £íá åßíáé óýíïëï¤ óôïí V åßíáé áõôÞ ôïõW . Ãéá ôçí Áñ÷Þ Èåìåëßùóçò åßíáéåõêïëüôåñï íá ó÷åôéêïðïéÞóïõìå ôçí áðëÞ ôçò åêäï÷Þ ôïõ 11.30.Èåìåëùóç(V) : ÊÜèå óýíïëï X ∈ V Ý÷åé êÜðïéï ìÝëïò m ∈ X ôÝôïéï þóôåç ôïìÞ m ∩X íá åßíáé êåíÞ óôï V, äçëáäÞ

(∀t ∈ V)[t =∈ m ∨ t =∈ X]:Ôï áíôßèåôï áõôÞò ôçò ðñüôáóçò ìáò äßíåé êÜðïéá X ∈ V êáé a ∈ X, ôÝôïéáþóôå
(∀m ∈ X)(∃t ∈ X)[t ∈ m];

ÐñïêáôáñôêôéêÞ 2ç Ýêäïóç, ãåìÜôç ëÜèç, ÌÜñôéïò 2007



ÐáñÜñôçìá B. Áîéþìáôá êáé ðñüôõðá 255ðïõ áðü ôï DC (üðùò êáé óôçí áðüäåéîç ôïõ 11.30) óõíåðÜãåôáé üôé ôï X äåíåßíáé åäñáéùìÝíï, ãåãïíüò ðïõ áíôéôßèåôáé óôçí õðüèåóç üôé X ∈ V . aÁðü ôçí Ïñèüôçôá ËïãéêÞò ÓõíÝðåéáò B.5 êáé ôï B.9 ðñïêýðôïõí åýêïëáðïëëÜ áðëÜ áëëÜ åíäéáöÝñïíôá áðïôåëÝóìáôá áíåîáñôçóßáò ãéá ôéò èåùñßåò ZDCêáé ZAC: ãéá íá äåßîïõìå ð.÷. üôé ìéá ðñüôáóç � äåí åßíáé èåþñçìá ôçò ZDC,áñêåß íá âñïýìå êÜðïéï I ⊇ N0, ôÝôïéï þóôå ç �(M(I)) íá ìçí áëçèåýåé. Áêñé-âþò ì' áõôÞ ôç ìÝèïäï áðïäåßîáìå ôï B.2, êÜðùò áäÝîéá ÷ùñßò ôïõò áõóôçñïýòïñéóìïýò. Ôá ðñïâëÞìáôá äéåñåõíïýí ìåñéêÜ ðáñáäåßãìáôá ôÝôïéùí áðïôåëå-óìÜôùí.Ìå ôïí ßäéï ôñüðï óõëëïãéóìïý, áðü ôï (3) ôïõ ÈåùñÞìáôïò B.9 óõìðåñáß-íïõìå üôé ïé Áñ÷Ýò Áãíüôçôáò êáé Èåìåëßùóçò äåí äéáøåýäïíôáé áðü ôç èåùñßáZFAC, åðåéäÞ ï êüóìïò V åßíáé ðñüôõðï ôçò ZFAC ðïõ éêáíïðïéåß åðéðëÝïíáõôÝò ôéò áñ÷Ýò. Èá Ýðñåðå íá åßíáé åîßóïõ ðñïöáíÝò üôé êé áõôÝò ïé áñ÷Ýò äåíåßíáé èåùñÞìáôá ôçò ZFAC, áëëÜ ãéá íá ôï áðïäåßîïõìå áõôü áõóôçñÜ ðñÝ-ðåé íá êáôáóêåõÜóïõìå êüóìïõò ôçò ZFAC ðïõ äåí åßíáé öõóéêïß. Ôï âáóéêüåñãáëåßï ãéá ôÝôïéåò êáôáóêåõÝò åßíáé ç åîÞò áðëÞ Ýííïéá.B.10. Ïñéóìüò. ¸íáò êüóìïò óõíüëùí M = M;S;E, åßíáé êüóìïò ôïõRieger áí ãéá êÜèå óýíïëï Y ⊆M , õðÜñ÷åé áêñéâþò ÝíáM-óýíïëï X ôÝôïéïþóôå Y = bM(X). Ãéá êÜèå Y ⊆M èÝôïõìå�M(Y ) =ïñ ôï ìïíáäéêü X ∈ S ôÝôïéï þóôå bM(X) = Y;Ýôóé ðïõ ï �M íá åßíáé ïñéóôéêüò ôåëåóôÞò, êáé åî ïñéóìïý, ãéá êÜèå Y ⊆M ,X = �M(Y ) ⇐⇒ X ∈ S & bM(X) = Y; (B-1)tE�M(Y ) ⇐⇒ t ∈ Y: (B-2)B.11. Èåþñçìá ôïõ Rieger. ÊÜèå êüóìïò ôïõ Rieger åßíáé êüóìïò ôçò ZFDC.Áðüäåéîç. . ¸óôù M = M;S;E êüóìïò óõíüëùí ìå ôçí éäéüôçôá ôïõRieger, êáé Ýóôù b(x) = bM(x), ðáñáëåßðïíôáò ôïí äåßêôç åöüóïí èá áíáöåñ-èïýìå ìüíï óôïí M. Åðáëçèåýïõìå óôç óåéñÜ ôéò ó÷åôéêïðïéÞóåéò üëùí ôùíáîéùìÜôùí ôçò ZFDC.(I)(M) Áîßùìá ¸êôáóçò : Ãéá üëá ôá A;B ∈M , áí S(A) êáé S(B), ôüôåA = B ⇐⇒ (∀x ∈M)[xEA ⇐⇒ xEB]:Áí A = B, ôüôå âÝâáéá, ãéá êÜèå x, xEA ⇐⇒ xEB. Áíôéóôñüöùò, áí ãéáêÜèå x ∈ M , xEA ⇐⇒ xEB, ôüôå b(A) = b(B)· áðü ôçí éäéüôçôá ôïõRieger, õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá C ∈ S ôÝôïéï þóôå b(A) = b(C), Üñá C = A êáéåðßóçò C = B, Üñá A = B.(II)(M) Áîßùìá ôïõ Êåíïý êáé ôïõ Æåýãïõò: (a) ÕðÜñ÷åé Ýíá åéäéêü áíôé-êåßìåíï y ∈ S ôÝôïéï þóôå (∀t ∈ M)¬tE y. (b) Ãéá üëá ôá x; y ∈ M , õðÜñ÷åéêÜðïéï z ∈ S ôÝôïéï þóôå
(∀t ∈M)[tEz ⇐⇒ t = x ∨ t = y]:
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256 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÁðü ôçí éäéüôçôá ôïõ Rieger, ãéá ôï (a), Ýóôù y ôÝôïéï þóôå y ∈ S êáé b(y) = ∅,êáé ãéá ôï (b), Ýóôù z ∈ S ôÝôïéï þóôå b(z) = {x; y}. Ãéá ôçí ðåñßðôùóç (b)ð.÷., õðïëïãßæïõìå:tEz ⇐⇒ t ∈ b(z) ⇐⇒ [t = x ∨ t = y]:(IV)(M) Áîßùìá Äõíáìïóõíüëïõ : Ãéá êÜèå A ∈M , õðÜñ÷åé B ∈ S, ôÝôïéïþóôå ãéá êÜèå X ∈M ,XEB ⇐⇒ X ∈ S & (∀t ∈M)[tEX =⇒ tEA]:¸óôù A ∈M . Áðü ôçí éäéüôçôá Rieger, õðÜñ÷åé êÜðïéï B ∈ S ôÝôïéï þóôåb(B) = {�(Y ) | Y ⊆ b(A)};üðïõ �(Y ) = �M(Y ) åßìáé ï ôåëåóôÞò ôïõ Rieger ãéá ôïí êüóìïM ðïõ õðÜñ÷åéáðü ôï B.10. Õðïëïãßæïõìå:XEB ⇐⇒ X ∈ b(B):
⇐⇒ (∃Y )[Y ⊆ b(A) & X = �(Y )];
⇐⇒ (∃Y )[Y ⊆ b(A) & [X ∈ S & b(X) = Y ]];áðü ôçí B− 1;
⇐⇒ X ∈ S & b(X) ⊆ b(A)

⇐⇒ X ∈ S & (∀t ∈M)[tEX =⇒ tEA]:Ïé áðïäåßîåéò ôùí õðüëïéðùí áîéùìÜôùí óôïíM åßíáé ðáñüìïéåò, áêïëïõèþíôáòôéò éäÝåò ôçò áðüäåéîçò ôïõ ÈåùñÞìáôïò B.9. Ôéò áöÞíïõìå ãéá áóêÞóåéò. aB.12. ¢óêçóç. Äåßîôå üôé Ýíáò êüóìïò óõíüëùí M = M;S;E åßíáé êüóìïòôïõ Rieger ôüôå êáé ìüíïí áí (1) ïM éêáíïðïéåß ôï Áîßùìá ¸êôáóçò, êáé (2)ãéá êÜèå Y ⊆M , õðÜñ÷åé X ∈ S ôÝôïéï þóôå bM(X) = Y .B.13. ¢óêçóç. ÊÜèå êüóìïò ôïõ Rieger åßíáé ðñüôõðï ôùí ÁîéùìÜôùí Äéá-÷ùñéóìïý (III) êáé ÁíôéêáôÜóôáóçò (VIII).B.14. ¢óêçóç. (AC) ÊÜèå êüóìïò ôïõ Rieger åßíáé ðñüôõðï ôçò ZFAC.B.15. Ó÷åôéêïðïßçóç £ðéóôÜ áðåéêïíéóìÝíùí¤ åííïéþí. Ïé áõóôçñÝò äéáôõðþ-óåéò ôùí Áñ÷þí ÅðéëïãÞò DC êáé AC ÷ñçóéìïðïéïýí ôéò Ýííïéåò ôçò £óõíÜñ-ôçóçò¤, ðïõ ïñßóáìå óôï ÊåöÜëáéï 4 ìå áíáöïñÜ óå êÜðïéïí £êáèïñéóìÝíï¤ôåëåóôÞ äéáôåôáãìÝíïõ æåýãïõò 4.1, êáé ôïõ £óõóôÞìáôïò öõóéêþí áñéèìþí¤,ðïõ åðßóçò åßíáé £êáèïñéóìÝíï¤ äïìçìÝíï óýíïëï ìå óõãêåêñéìÝíåò éäéüôçôåò,5.9. Ç ó÷åôéêïðïßçóç ôÝôïéùí £ðéóôÜ áðåéêïíéóìÝíùí¤ åííïéþí äåí åßíáé ôå-ëåßùò ðñïöáíÞò, åöüóïí (ð.÷.) ï äïóìÝíïò êüóìïòM ìðïñåß íá ìçí åßíáé êáíêëåéóôüò ãéá ôïí êáèïñéóìÝíï ôåëåóôÞ æåýãïõò. Óôá 11.23 êáé B.9 áðïöýãáìåôï ðñüâëçìá áðáéôþíôáò áðü ôïí êáèïñéóìÝíï ôåëåóôÞ æåýãïõò íá åßíáé áõôüòôïõ Kuratowski, ãéá ôïí ïðïßï êÜèå êüóìïò ðïõ éêáíïðïéåß ôá (I)- (VI) åßíáéêëåéóôüò, áëëÜ ßóùò êÜðïéá áâåâáéüôçôá íá Ý÷åé ðáñáìåßíåé ãéá ôï ðþò (êáé áí)ìðïñïýìå íá áíôéìåôùðßóïõìå áõôü ôï ðñüâëçìá óå üëç ôïõ ôç ãåíéêüôçôá. Ãéá
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ÐáñÜñôçìá B. Áîéþìáôá êáé ðñüôõðá 257ôïõò êüóìïõò ôïõ Rieger, õðÜñ÷åé ìéá áðëÞ ëýóç, ðïõ óêéáãñáöïýìå óôá Ðñï-âëÞìáôá xB.13, xB.14. ¼ôáí áíáöåñüìáóôå óå êüóìïõò ôïõ Rieger, èá õðï-èÝôïõìå ðÜíôá, ÷ùñßò éäéáßôåñç ìíåßá, üôé Ý÷ïõìå åðéëÝîåé êÜðïéï óõãêåêñéìÝíïôåëåóôÞ æåýãïõò, Ýíá óýóôçìá öõóéêþí áñéèìþí, ê.ëð., êáé üôé õðïëïãßæïõìåó÷åôéêïðïéÞóåéò ðñïôÜóåùí ðïõ áíáöÝñïíôáé ó' áõôÝò ôéò áðåéêïíéóìÝíåò Ýí-íïéåò ìå áíáöïñÜ ó' áõôÜ ôá êáèïñéóìÝíá áíôéêåßìåíá. Ôá ÐñïâëÞìáôá xB.13,xB.14 îåêáèáñßæïõí üôé ïé óõãêåêñéìÝíåò åðéëïãÝò ðïõ Ý÷ïõìå êÜíåé äåí åðç-ñåÜæïõí ôá áðïôåëÝóìáôá.B.16. Ðñüôáóç. ÕðÜñ÷åé êüóìïò ôïõ Rieger Ma óôïí ïðïßï êÜèå óýíïëïåßíáé éóïðëçèéêü ìå êÜðïéï óýíïëï áôüìùí· åéäéêüôåñá, äåí ìðïñïýìå íá áðï-äåßîïõìå óôçí ZFDC üôé êÜèå óýíïëï åßíáé áãíü.Áðüäåéîç. . Ç éäÝá åßíáé íá áðåéêïíßóïõìå êÜèå óýíïëï A ìå ôï æåýãïò
(0; A) óôïí êüóìïMa êáé íá äçëþóïõìå üôé êÜèå áíôéêåßìåíï ðïõ äåí áðåéêï-íßæåé óýíïëï ì' áõôü ôïí ôñüðï åßíáé Üôïìï. ÈÝôïõìå:x ∈Ma ⇐⇒ïñ x = x; Ýôóé ðïõ Ma =W ;x ∈ Sa ⇐⇒ïñ (∃A)[Set(A) & x = (0; A)];xEa (0; A) ⇐⇒ïñ x ∈ A;êáé áðïìÝíåé íá äåßîïõìå üôé ç ôñéÜäáMa = Ma; Sa; Ea åßíáé êüóìïò óõíüëùí,üôé Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôïõ Rieger êáé üôé éêáíïðïéåß ôçí ðñüôáóç £êÜèå óýíïëïåßíáé éóïðëçèéêü ìå êÜðïéï óýíïëï áôüìùí¤.Ðáñáëåßðïíôáò ôïí äåßêôçMa, ðñïöáíþòb(x) =

{
∅; áí ãéá êÜèå óýíïëï A; x 6= (0; A);A; áí ãéá êÜðïéï (êáé åðïìÝíùò ìüíï Ýíá) óýíïëï A; x = (0; A);Üñá ôï b(x) åßíáé óýíïëï. Ãéá ôçí éäéüôçôá ôïõ Rieger, ðáñáôçñïýìå ðñþôáüôé ãéá êÜèå óýíïëï A ⊆ Ma, (0; A) ∈ Sa êáé b((0; A)) = A· áí x ∈ S êáéb(x) = A, ôüôå x = (0; B) êáé b(x) = B ãéá êÜðïéï óýíïëï B, åî ïñéóìïý,Ýôóé þóôå A = B êáé x = (0; A), üðùò ôï áðáéôåß ï ïñéóìüò. Ï ôåëåóôÞò ôïõRieger åßíáé ðïëý áðëüò ó' áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç,�(Y ) = (0; Y ):Ç ó÷åôéêïðïßçóç óôïí Ma ôçò ðñüôáóçò £êÜèå óýíïëï åßíáé éóïðëçèéêü ìåêÜðïéï óýíïëï áôüìùí¤ åßíáé ç áðáßôçóç üôé ãéá êÜèåMa-óýíïëï (0; A), õðÜñ-÷åé áíôéóôïé÷ßá óôïí Ma áíÜìåóá óôï (0; A) êáé êÜðïéï Ma-óýíïëï áôüìùí

(0; B). ÈÝôïõìå B =ïñ {(1; t) | t ∈ A}·ðñïöáíþò (0; B) ∈ Sa êáé åî ïñéóìïý,xEa (0; B)=⇒x ∈ B=⇒ (∀y)[x 6= (0; y)]=⇒x =∈ Sa;äçëáäÞ êÜèå Ma-ìÝëïò ôïõ (0; B) åßíáé Üôïìï óôïí Ma. Áí (x; y)a åßíáé ïôåëåóôÞò äéáôåôáãìÝíïõ æåýãïõò óôïíMa êáéf =ïñ �{(t; (1; t))a | t ∈ A};
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258 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáôüôå ï êüóìïòMa áíáãíùñßæåé ôï f ùò áíôéóôïé÷ßá ôùí äýïMa-óõíüëùí (0; A)êáé (0; B). aÌå ôçí áíèñùðïìïñöéêÞ Ýêöñáóç £ï Ma áíáãíùñßæåé ôï f : : : ¤ åííïïýìåüôé áí A′ = (0; A) êáé B′ = (0; B) åßíáé ôá áíôéêåßìåíá ðïõ åêðñïóùðïýí óôïMa ôá óýíïëá A, B, êé áí èÝóïõìå� ⇐⇒ïñ f ⊆ A×B & (∀x ∈ A′)(∃y ∈ B′)(x; y) ∈ f
& (∀y ∈ B′)(∃!x ∈ A′)[(x; y) ∈ f ];ôüôå ç ó÷åôéêïðïßçóç �(Ma) ôçò � óôïí Ma áëçèåýåé. Õðïëïãéóìïß ó÷åôéêï-ðïéÞóåùí óáí áõôÞ åßíáé ðåñßðëïêïé, êáé åßíáé ÷ñÞóéìï íá äçìéïõñãÞóïõìå ôçíêáôÜëëçëç £ôå÷íïëïãßá¤ ðïõ èá ìáò åðéôñÝøåé íá áðïäåß÷íïõìå éäéüôçôÝò ôïõò ìåôïõò åëÜ÷éóôïõò ñçôïýò õðïëïãéóìïýò. Ãé' áõôü ôï óêïðü, ôï öõóéêü åñãáëåßïåßíáé ï åîÞò ðáñáäïóéáêüò óõìâïëéóìüò áðü ôç ãåíéêÞ èåùñßá ðñïôýðùí: áí ï

M åßíáé êüóìïò óõíüëùí êáé ç � ðñüôáóç, èÝôïõìå
M |= � ⇐⇒ïñ ç � áëçèåýåé óôïíM ⇐⇒ �(M):Ç Ýêöñáóç M |= � äéáâÜæåôáé £ï M åßíáé ðñüôõðï ôçò �¤, áëëÜ åðßóçò £ï Máíáãíùñßæåé üôé �¤, £ï M ðéóôåýåé üôé �¤, ê.ëð., üðùò áêïýãåôáé êáëýôåñá.Ð.÷. ãéá êÜèå æåýãïò êëÜóåùí M , S êáé êÜèå äéìåëÞ óõíèÞêç E, ÝóôùSetuniv(M;S;E) ⇐⇒ïñ (∀u; v)[uEv=⇒u; v ∈M ]

& (∀t)[t ∈ S=⇒ t ∈M ]

& (∀x)[x ∈M =⇒
(∃X)[Set(X) & (∀t)[t ∈ X ⇐⇒ tEx]]ç êÜðùò ðåñßðëïêç ðñüôáóç ðïõ åêöñÜæåé üôé ïé M , S, E áðïôåëïýí êüóìïóõíüëùí. ¸óôù åðßóçòRieger(M;S;E) ⇐⇒ïñ (∀Y )[(Set(Y ) & Y ⊆M)=⇒ (∃!X ∈ S)[Y = bM(X)]]

⇐⇒ (∀Y )[(Set(Y ) & Y ⊆M)=⇒ (∃!X ∈ S)(∀t ∈M)[t ∈ Y ⇐⇒ tEX]];ç ðñüôáóç ðïõ åêöñÜæåé üôé ïM åßíáé êüóìïò ôïõ Rieger. Åßíáé ðñïôÜóåéò ãéáôéò M , S êáé E, ïé ïðïßåò ìðïñåß íá áëçèåýïõí Þ íá ìçí áëçèåýïõí, åîáñôÜôáé·åßôå áëçèåýïõí åßôå ü÷é, ïé åñìçíåßåò (ó÷åôéêïðïéÞóåéò) ôïõò ó' Ýíáí êüóìïM′Ý÷ïõí íüçìá, êáé ìáæß åêöñÜæïõí üôé ïM′ ðéóôåýåé üôé ïé M , S, E áðïôåëïýíêüóìï ôïõ Rieger! Ðñïêýðôåé áð' áõôÜ ìéá ðñïöáíÞò åñþôçóç, ðïõ Ý÷åé áðëÞêáé ÷ñÞóéìç áðÜíôçóç, ùò åîÞò.B.17. Èåþñçìá. ¸óôù êüóìïò ôïõ Rieger M1 = M1; S1; E, êëÜóåéò S2 ⊆M2 ⊆M1, êáé ìéá äéìåëÞò óõíèÞêç E2, ôÝôïéá þóôå xE2 y=⇒ x; y ∈M2· áí
M1 |= Setuniv(M2; S2; E2) & Rieger(M2; S2; E2);ôüôå ï M2 = M2; E2; E2 åßíáé ðñÜãìáôé êüóìïò ôïõ Rieger.
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ÐáñÜñôçìá B. Áîéþìáôá êáé ðñüôõðá 259Áðüäåéîç. . Ãéá íá äåßîïõìå ðñþôá üôé ïM2 åßíáé êüóìïò óõíüëùí, ðñÝðåéíá åðáëçèåýóïõìå üôé ãéá êÜèå x ∈M2,
(∃Y ∈ Set)(∀t)[t ∈ Y ⇐⇒ t ∈M2 & tE2x]:¸óôù x ∈M2. Ç ðñüôáóç B.17 áëçèåýåé óôïíM1, åöüóïí

M1 |= Setuniv(M2; S2; E2);ðïõ óçìáßíåé üôé õðÜñ÷åé êÜðïéï Y1 ∈ S1 ôÝôïéï þóôå ãéá üëá ôá t ∈M1,tE1Y1 ⇐⇒ t ∈M2 & tE2x·êáé áöïý ï M1 åßíáé êüóìïò óõíüëùí, õðÜñ÷åé êÜðïéï óýíïëï Y ôÝôïéï þóôåãéá üëá ôá t, t ∈ Y ⇐⇒ t ∈M1 & tE1Y1·ôåëéêÜ, ïé B.17 êáé B.17 ìáæß óõíåðÜãïíôáé áõôü ðïõ áðáéôåß ç B.17 ãéá ôïäïóìÝíï x ∈M2 êáé êÜðïéï Y .Ãéá íá äåßîïõìå üôé ïM2 åßíáé êüóìïò ôïõ Rieger, ðñÝðåé ðñþôá íá âåâáéþ-óïõìå üôé áí Y ⊆ M2, ôüôå õðÜñ÷åé êÜðïéï X2 ∈ S2 ôÝôïéï þóôå ãéá üëá ôát ∈M2, t ∈ Y ⇐⇒ tE2X2;êáé êáôüðéí íá åðáëçèåýóïõìå üôé ìüíïí Ýíá ôÝôïéï X2 õðÜñ÷åé. ÅðåéäÞ Y ⊆M2 ⊆ M1 êáé ï M1 åßíáé êüóìïò ôïõ Rieger, õðÜñ÷åé êÜðïéï X1 ∈ S1 ôÝôïéïþóôå ãéá üëá ôá t ∈M1, t ∈ Y ⇐⇒ tE1X1·åñãáæüìåíïé óôïí M1, åöáñìüæïõìå ôçí éäéüôçôá ôïõ Rieger ãéá ôïí M2 óôï
M1-óýíïëï X1, êé áõôü ìáò äßíåé êÜðïéï X2 ∈ S2, ôÝôïéï þóôå

M1 |= (∀t)[t ∈M2 =⇒ [t ∈ X1 ⇐⇒ tE2X2]]·áðü ôïí õðïëïãéóìü áõôÞò ôçò ó÷åôéêïðïßçóçò ðñïêýðôåé üôé
(∀t ∈M1)[t ∈M2 =⇒ [tE1X1 ⇐⇒ tE2X2]]:Õðïëïãßæïõìå ôþñá ãéá ôï ôõ÷üí t ∈M2 ⊆M1:t ∈ Y ⇐⇒ tE1X1;áðü ôçí B.17;

⇐⇒ tE2X2 áðü ôçí B.17;ðïõ ôåëåéþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ B.17. Ôï ãåãïíüò üôé ôï ðïëý Ýíá X2 ∈ S2éêáíïðïéåß ôçí B.17 ãéá êÜèå t ∈M2 äåß÷íåôáé ìå ôïí ßäéï ôñüðï. aÐáñáôÞñçóç: Óôç ó÷åôéêïðïßçóç ôçò B.17 äåí áëëÜîáìå êáèüëïõ ôçí ðñü-ôáóç t ∈M2. ÃåíéêÜ, ç ó÷åôéêïðïßçóç ìéáò £ðñùôüãïíçò¤ ðñüôáóçò ôçò ìïñöÞòP (x1; : : : ; xn) (ðïõ åêöñÜæåé üôé ç ïñéóôéêÞ óõíèÞêç P éêáíïðïéåßôáé áðü ôááíôéêåßìåíá x1; : : : ; xn) åßíáé ç ßäéá ç P (x1; : : : ; xn).Ì' áõôü ôï áðëü èåþñçìá ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå êüóìïõò ìÝóá óåêüóìïõò, ìÝóá óå êüóìïõò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò óå êÜèå óôÜäéï ôçò êáôáóêåõÞò
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260 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáéäéüôçôåò ôïõ ðñüôõðïõ ðïõ ìüëéò êáôáóêåõÜóáìå. Ãéá ðáñÜäåéãìá, èåùñïýìåôï åîÞò Ðüñéóìá ôïõ B.16.B.18. Ðñüôáóç. ÕðÜñ÷åé Z-F êüóìïò M ðïõ Ý÷åé áêñéâþò Ýíá Üôïìï.Áðüäåéîç. . ¸óôù c Üôïìï, êáé ÝóôùMc =ïñ {x | (∀t ∈ TC(x))[¬Set(t)=⇒ t = c]}ç êëÜóç áíôéêåéìÝíùí ðïõ óôçñßæïíôáé áðü ôï {c}, üðùò ïñßóáìå áõôÞ ôçí Ýí-íïéá óôï Ðñüâëçìá 11.38. Åßíáé åýêïëï íá äåßîïõìå üôé ç êëÜóç Mc åßíáéìåôáâáôéêÞ, êáé üôé ãéá êÜèå óýíïëï X,X ⊆Mc=⇒X ∈Mc;äçëáäÞ üôé ï öõóéêüò êüóìïò Mc Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôïõ Rieger êáé áðü ôï B.11åßíáé ðñüôõðï ôçò ZFDC· êáé ðñïöáíþò, ï Mc Ý÷åé áêñéâþò Ýíá Üôïìï, ôï c.Åýêïëç áðüäåéîç, åöüóïí õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá Üôïìï, ðïõ ßóùò íá õðÜñ-÷åé áëëÜ êáé ßóùò íá ìçí õðÜñ÷åé óôï èåìåëéáêü ìáò ðåäßïW . ÐÜíôùò õðÜñ÷ïõíðïëëÜ Üôïìá óôïí êüóìï ôïõ RiegerMa ôïõ B.16, êé áõôü ðïõ ðñÝðåé íá êÜ-íïõìå åßíáé íá åñìçíåýóïõìå ôçí áðüäåéîç ôçò ðñïçãïýìåíçò ðáñáãñÜöïõ óôïíêüóìï Ma. Ç ðëÞñçò áðüäåéîç åßíáé ùò åîÞò.¸óôù �(M;S;E; c) ⇐⇒ïñ Setuniv(M;S;E) & Rieger(M;S;E) (B-3)
&¬Set(c) & (∀t ∈M)[t =∈ S=⇒ t = c]ç ðñüôáóç ðïõ áðáéôåß áðü ôá M;S;E; c íá Ý÷ïõí ôéò éäéüôçôåò ðïõ ìáò åíäéá-öÝñïõí, êáé Ýóôù � ⇐⇒ïñ (∃M)(∃S)(∃E)(∃c)�(M;S;E; c)ç ðñüôáóç ðïõ åêöñÜæåé üôé õðÜñ÷ïõí êÜðïéá M;S;E; c ì' áõôÝò ôéò éäéüôçôåò.Áðïäåßîáìå ôçí � áðü ôçí õðüèåóç üôé õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá Üôïìï êáé (âÝ-âáéá) ôá áîéþìáôá ôçò ZFDC. ¢ñá áõôÞ ç � áëçèåýåé óå êÜèå êüóìï ôçò ZFDCðïõ Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá Üôïìï, êáé åéäéêüôåñá óôïíMa, äçëáäÞ
Ma |= �:Áõôü óçìáßíåé üôé õðÜñ÷ïõíMa-êëÜóåéò M;S, ìéá äéìåëÞòMa-óõíèÞêç E êáéêÜðïéïMa-áíôéêåßìåíï c, ôÝôïéá þóôå

Ma |= �(M;S;E; c);êáé åéäéêüôåñá,
Ma |= Setuniv(M;S;E) & Rieger(M;S;E)·Üñá, áðü ôï B.17, ç ôñéÜäáM = M;S;E åßíáé êüóìïò ôïõ Rieger. ÅðéðëÝïí,
Ma |= ¬Set(c) & (∀t ∈M)[t =∈ S=⇒ t = c];ðïõ óçìáßíåé áêñéâþò üôé
M |= ¬Set(c) & (∀t)[¬Set(t)=⇒ t = c];
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ÐáñÜñôçìá B. Áîéþìáôá êáé ðñüôõðá 261
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ÄéÜãñáììá B.1. Äýï äéáêïóìçìÝíá, ìç åäñáéùìÝíá ãñáöÞìáôá.ôï óõìðÝñáóìá ðïõ èÝëáìå, üôé äçëáäÞ ï êüóìïò M £ðéóôåýåé¤ üôé õðÜñ÷åéáêñéâþò Ýíá Üôïìï. aÌå äéÜöïñïõò, áðëïýò óõíäõáóìïýò ôçò ôå÷íéêÞò ôçò áðüäåéîçò ôïõ B.16êé áõôÞò ôïõ B.17, ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå êüóìïõò ôïõ Rieger ðïõÝ÷ïõí ìç åäñáéùìÝíá óýíïëá äéáöüñùí ôýðùí. ÌåñéêÜ áðü ôá ðñïâëÞìáôá äß-íïõí ðáñáäåßãìáôá ôÝôïéùí êüóìùí. Åäþ èá ðåñéïñéóôïýìå óôçí êáôáóêåõÞ ôïõÁíôéèåìåëéùìÝíïõ Êüóìïõ A ôïõ Aczel, ðïõ ðåñéÝ÷åé ìéá ðëïýóéá ðïéêéëßá ìçåäñáéùìÝíùí óõíüëùí ìå öõóéêÞ êáé åõêïëïíüçôç äïìÞ.Ç áöåôçñßá ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ A åßíáé ôï ËÞììá Óõìðßåóçò 11.36 ôïõMostowski, ðïõ äßíåé Ýíá £äïìéêü¤ ÷áñáêôçñéóìü ôùí áãíþí, åäñáéùìÝíùí óõíü-ëùí. Óýìöùíá ìå ôï 11.35, äéáêüóìçóç ãñáöÞìáôïò G åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüòd : G→→ d[G] ôÝôïéïò þóôåd(x) = {d(y) | y ← x}; (x ∈ G);üðïõ → åßíáé ç ó÷Ýóç áêìþí ôïõ G êáé ← ç áíôßóôñïöç ó÷Ýóç,y ← x ⇐⇒ ôï y åßíáé ðáéäß ôïõ x ⇐⇒ x→ y:ÊÜèå åäñáéùìÝíï ãñÜöçìá G åðéäÝ÷åôáé áêñéâþò ìßá äéáêüóìçóç dG, êáé ôááãíÜ, åäñáéùìÝíá óýíïëá åßíáé áêñéâþò üëåò ïé ôéìÝò dG(x) áõôþí ôùí äéáêï-óìÞóåùí. ÌÞðùò åßíáé äõíáôü íá £äéáêïóìÞóïõìå¤ ôïõò êüìâïõò ìç åäñáéù-ìÝíùí ãñáöçìÜôùí, êáé íá êáôáóêåõÜóïõìå ì' áõôü ôïí ôñüðï ìç åäñáéùìÝíáóýíïëá ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ôá ìç åäñáéùìÝíá ãñáöÞìáôá áêñéâþò üðùò ôá áãíÜ,åäñáéùìÝíá óýíïëá ó÷åôßæïíôáé ìå ôá åäñáéùìÝíá ãñáöÞìáôá;B.19. Áñ÷Þ Áíôéèåìåëßùóçò, AFA. ÊÜèå ãñÜöçìá åðéäÝ÷åôáé äéáêüóìçóç.Óôï ÄéÜãñáììá B.1 Ý÷ïõìå ðñïóêïëëÞóåé óôïõò êüìâïõò äýï ìç åäñáéùìÝ-íùí ãñáöçìÜôùí ôéò ôéìÝò ôùí ìïíáäéêþí ôïõò äéáêïóìÞóåùí, äå÷üìåíïé üôéõðÜñ÷ïõí ôÝôïéåò ìïíáäéêÝò äéáêïóìÞóåéò. Áðü ôïí ïñéóìü £äéáêüóìçóçò¤,
Ω = {Ω}; Ω1 = {∅;Ω2}; Ω2 = {Ω1};äçëáäÞ ôá Ω, Ω1, Ω2 åßíáé ôá £ôñáãéêÜ áðïãïçôåõôéêÜ äþñá¤ ôïõ 11.32. Áíá-öåñüìáóôå åäþ £óôá¤ áðïãïçôåõôéêÜ äþñá êáé ü÷é £óå êÜðïéá¤ áðïãïçôåõôéêÜäþñá, åðåéäÞ ïé åîéóþóåéò B-3|Þ ôá ãñáöÞìáôá ôïõB.1| ÷áñáêôçñßæïõí áõôÜôá óýíïëá áðü ôï AFA, ùò åîÞò.B.20. Ðñüôáóç. (AFA) (1) ÕðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá óýíïëï Ω ðïõ åßíáé ôï ìï-íïóýíïëï ôïõ åáõôïý ôïõ. (2) ÕðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá æåýãïò óõíüëùí Ω1, Ω2ôÝôïéùí þóôå Ω1 = {∅;Ω2}, Ω2 = {Ω1}.
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262 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÁðüäåéîç. . (1) Áí X = {X} êáé Y = {Y }, ôüôå ìðïñïýìå íá äéáêïóìÞ-óïõìå ôïí ìüíï êüìâï ôïõ ãñáöÞìáôïò óôï ÄéÜãñáììá B.1 åßôå ìå ôï X Þìå ôï Y · åöüóïí áõôü ôï ãñÜöçìá åðéäÝ÷åôáé áêñéâþò ìßá äéáêüóìçóç áðü ôïAFA, óõìðåñáßíïõìå üôé X = Y . Ç áðüäåéîç ôïõ (2) åßíáé ðáñüìïéá. aÇ £ìïíáäéêüôçôá¤ ôçò Áñ÷Þò Áíôéèåìåëßùóçò AFA ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ó'áõôÞ ôçí áðüäåéîç ìáò åðéôñÝðåé íá êáèïñßóïõìå êáé íá ìåëåôÞóïõìå ôç äïìÞ ìçåäñáéùìÝíùí óõíüëùí ìå äéÜöïñåò éäéüôçôåò, êé áð' áõôÞí ðñïêýðôåé ôï êýñéïðëåïíÝêôçìá ôïõ áíôéèåìåëéùìÝíïõ êüóìïõ A Ýíáíôé ðïëëþí Üëëùí ðñïôýðùíðïõ ðåñéÝ÷ïõí ìç åäñáéùìÝíá óýíïëá. Ðñï÷ùñïýìå ôþñá óôçí êáôáóêåõÞ ôïõ.B.21. Ïñéóìüò. ÔïíéóìÝíï ãñÜöçìá (pointed graph) åßíáé Ýíá æåýãïò (G; pG)ãñáöÞìáôïò êáé êüìâïõ ôïõ, ëåðôïìåñÝóôåñá Ýíá äïìçìÝíï óýíïëï (G;→G; pG), üðïõ pG ∈ G êáé ç→G åßíáé äéìåëÞò ó÷Ýóç óôï ðåäßï G. Ï äéáêåêñéìÝíïòêüìâïò pG åßíáé ï ôüíïò Þ ôï óçìåßï ôïõ ôïíéóìÝíïõ ãñáöÞìáôïò.B.22. Åéêüíåò. ¸íá ôïíéóìÝíï ãñÜöçìá (G; p) åßíáé åéêüíá óõíüëïõ A, áíõðÜñ÷åé êÜðïéá äéáêüóìçóç d : G → d[G] ôïõ G ôÝôïéá þóôå dG(p) = A. ÇêáíïíéêÞ åéêüíá áãíïý óõíüëïõ A åßíáé ôï ôïíéóìÝíï ãñÜöçìá (TC(A);3; A),üðïõ ôï TC(A) åßíáé ç ìåôáâáôéêÞ êëåéóôüôçôá ôïõ A êáé ç 3 åßíáé ï ðåñéïñéóìüòôïõ áíôßóôñïöïõ ôçò óõíèÞêçò ∈ óôï TC(A). Åßíáé åéêüíá ôïõ A áõôü ôïäïìçìÝíï óýíïëï, åðåéäÞ ç óõíÜñôçóç ôáõôüôçôáò d(x) = x ðñïöáíþò åßíáéäéáêüóìçóÞ ôïõ, A ∈ TC(A) êáé d(A) = A.B.23. Éóïìïñöéóìüò ìåôáîý äýï ãñáöçìÜôùí G, H åßíáé ìéá áíôéóôïé÷ßá � :G�→ H ôÝôïéá þóôåx→G y ⇐⇒ �(x)→H �(y); (x; y ∈ G);êáé éóïìïñöéóìüò ôïíéóìÝíùí ãñáöçìÜôùí (G; p), (H; q) åßíáé Ýíáò éóïìïñöé-óìüò � : G→ H ôùí ãñáöçìÜôùí, ôÝôïéïò þóôå �(p) = q. Ôï G åßíáé éóïìïñ-öéêü ìå ôï H áí õðÜñ÷åé éóïìïñöéóìüò � : G�→ H ôïõ êáôÜëëçëïõ åßäïõò.ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÜ ðáñáäåßãìáôá ìç éóïìïñöéêþí, åäñáéùìÝíùí, ôïíéóìÝíùíãñáöçìÜôùí ðïõ åéêïíßæïõí ôï ßäéï óýíïëï, ð.÷. áõôÜ óôï ÄéÜãñáììá B.2,üðïõ Ý÷ïõìå ðñïóêïëëÞóåé óå êÜèå êüìâï ôçí ôéìÞ ôçò ìïíáäéêÞò äéáêüóìç-óçò. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, áí Ýíá ôïíéóìÝíï ãñÜöçìá (G; p) åðéäÝ÷åôáé ìüíï ìßáäéáêüóìçóç dG, ôüôå ôï óýíïëï A = dG[G] èá ðñÝðåé íá £áíôéêáôïðôñßæåé¤ êÜ-ðïéá óçìáíôéêÞ óôáèåñÜ ôïõ (G; p). Ï åðüìåíïò âáóéêüò ïñéóìüò óõëëáìâÜíåéáõôÞ ôç óôáèåñÜ.B.24. Ïñéóìüò. Ðñïóïìïßùóç (bisimulation) (ìåôáîý) äýï ôïíéóìÝíùí ãñá-öçìÜôùí (G;→G; pG) êáé (H;→H ; pH) åßíáé ìéá ó÷Ýóç R ⊆ G×H ðïõ óõó÷å-ôßæåé ôïõò ôüíïõò, äçëáäÞ pGRpH , êáé åðßóçò éêáíïðïéåß ôç óõíåðáãùãÞxRy =⇒ (∀u G← x)(∃v H← y)uRv (B-4)
& (∀v H← y)(∃u G← x)uRv:
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ÄéÜãñáììá B.3. ÐïëëÝò åéêüíåò ôïõ Ω : ôï (L; a) êáé êÜèå (N;n).Ôá ôïíéóìÝíá ãñáöÞìáôá G, H åßíáé ðñïóüìïéá (bisimilar) áí õðÜñ÷åé ðñïóï-ìïßùóç ìåôáîý ôïõò,G =bs H ⇐⇒ïñ (∃R ⊆ G×H)[ç R åßíáé ðñïóïìïßùóç]:¼ðùò ðÜíôá ìå äïìçìÝíá óýíïëá, èá áíáöåñüìáóôå óôï £ôïíéóìÝíï ãñÜöçìáG¤, ÷ùñßò ñçôÞ ìíåßá ôçò ó÷Ýóçò áêìþí →G Þ ôïõ ôüíïõ, üôáí áõôÜ åßíáéðñïöáíÞ Þ Üíåõ éäéáßôåñçò óçìáóßáò | üðùò Þäç êÜíáìå óôçí B-4.B.25. ¢óêçóç. ÉóïìïñöéêÜ, ôïíéóìÝíá ãñáöÞìáôá åßíáé ðñïóüìïéá, üðùò åðß-óçò ðñïóüìïéá åßíáé êáé ôá ìç éóïìïñöéêÜ, åäñáéùìÝíá êáé ôïíéóìÝíá ãñáöÞ-ìáôá ôïõ ÄéáãñÜììáôïò B.2.B.26. ¢óêçóç. Áí ï a åßíáé åëá÷éóôéêüò êüìâïò ôïõ ãñáöÞìáôïò G êáé ï båëá÷éóôéêüò ôïõ H, ôüôå ôï {(a; b)} åßíáé ðñïóïìïßùóç ìåôáîý ôùí ôïíéóìÝíùíãñáöçìÜôùí (G; a) êáé (H; b).B.27. ¢óêçóç. ¸óôù L ôï ãñÜöçìá £ìßáò èçëéÜò¤ óôï ìïíïóýíïëï {a} ìåôç ìïíáäéêÞ áêìÞ (a; a), êáé Ýóôù óôï óýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí N ç ó÷Ýóçáêìþí ôïõ åðüìåíïõ, n→s m ⇐⇒ïñ n+ 1 = m:Äåßîôå üôé ç ó÷Ýóç {(a; i) | i ∈ N} åßíáé ðñïóïìïßùóç ìåôáîý ôùí (L; a) êáé
(N;n), ãéá êÜèå n.B.28. ËÞììá. Ç óõíèÞêç =bs åßíáé óõíèÞêç éóïäõíáìßáò óôçí êëÜóç üëùíôùí ôïíéóìÝíùí ãñáöçìÜôùí.Áðüäåéîç. . Áðü ôéò ôñåéò ÷áñáêôçñéóôéêÝò éäéüôçôåò óõíèÞêçò éóïäõíáìßáò(üðùò ôçí ïñßóáìå óôï 12.42), ìüíï ç ìåôáâáôéêüôçôá ôçò =bs äåí åßíáé ðñï-öáíÞò. Ãéá ôñßá ôïíéóìÝíá ãñáöÞìáôá G1, G2, G3, êáé äïóìÝíåò ðñïóïìïéþóåéò
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264 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáR1 ìåôáîý ôùí G1 êáé G2 êáé R2 ìåôáîý ôùí G2 êáé G3, ÝóôùxRz ⇐⇒ïñ (∃y)[xR1 y & yR2 z]ôï £ãéíüìåíï¤ ôùí ó÷Ýóåùí R1 êáé R2. Ðñïöáíþò ç R óõó÷åôßæåé ôïõò ôüíïõòp1 êáé p3 ôùí G1 êáé G3, åðåéäÞ p1R1p2 êáé p2R2p3. Áí xRz, ôüôå õðÜñ÷åéêÜðïéï y ∈ G2 ôÝôïéï þóôå xR1y êáé yR2 z· ãéá êÜèå u 1← x, õðÜñ÷åé (áðü ôçíB-4 ãéá ôçí R1) êÜðïéï v 2← y ôÝôïéï þóôå uR1 v· êáé áðü ôçí B-4 ãéá ôçí R2,õðÜñ÷åé êÜðïéï w 3← z ôÝôïéï þóôå vR2w, ðïõ ìáæß ìå ôçí uR1v âåâáéþíåéüôé uRw. Ôï åðé÷åßñçìá äåß÷íåé ôï ìéóü ôçò B-4, êáé ôï Üëëï ìéóü åßíáé åîßóïõåýêïëï. aÏðëéóìÝíïé ì' áõôïýò ôïõò ïñéóìïýò, ìðïñïýìå ôþñá íá äåßîïõìå üôé ãéáêÜèå åäñáéùìÝíï ãñÜöçìá G êáé êÜèå êüìâï p ∈ G, ïé éäéüôçôåò ôïõ (G; p)ðïõ áíôéêáôïðôñßæïíôáé óôçí ôéìÞ dG(p) ôçò ìïíáäéêÞò ôïõ äéáêüóìçóçò åßíáéáêñéâþò ïé éäéüôçôåò ôéò ïðïßåò óÝâåôáé ç óõíèÞêç ðñïóïìïßùóçò ôïíéóìÝíùíãñáöçìÜôùí.B.29. Èåþñçìá. Ãéá üëá ôá åäñáéùìÝíá ãñáöÞìáôá G, H ìå äéáêïóìÞóåéòdG, dH , êáé ãéá üëïõò ôïõò êüìâïõò p ∈ G êáé q ∈ H,dG(p) = dH(q) ⇐⇒ (G; p) =bs (H; q):Áðüäåéîç. . Ðñþôá äåß÷íïõìå üôé ç ó÷ÝóçR = {(x; y) ∈ G×H | dG(x) = dH(y)}éêáíïðïéåß ôçí B-4:xRy =⇒ {dG(u) | u G← x} = {dH(v) | v H←} áðü ôïí ïñ. äéáêüóìçóçò;=⇒ (∀u G← x)(∃v H← y)[dG(u) = dH(v)]
& (∀v H← y)(∃u G← x)[dG(u) = dH(v)]=⇒ (∀u G← x)(∃v H← y)uRv
& (∀v H← y)(∃u G← x)uRv:ÓõíÜãåôáé üôé áí p ∈ G, q ∈ H êáé dG(p) = dH(q), ôüôå ç ó÷Ýóç R ôçò B.29öáíåñþíåé üôé (G; p) =bs (H; q).Ãéá ôï áíôßóôñïöï, õðïèÝôïõìå ðñïò áðáãùãÞ óå Üôïðï üôé ôï p åßíáé åëá-÷éóôéêü óôï G ôÝôïéï ðïõ íá õðÜñ÷åé êÜðïéï q ∈ H êáé êÜðïéá ðñïóïìïßùóçR ìåôáîý ôùí ôïíéóìÝíùí ãñáöçìÜôùí (G; p) êáé (H; q), áëëÜ dG(p) 6= dH(q).Áðü ôïí ïñéóìü ðñïóïìïßùóçò, (∀u G← p)(∃v H← q)uRv, Üñá

(∀u G← p)(∃v H← q)[dG(u) = dH(v)]áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ p, êáé ìå ôïí ßäéï ôñüðï, (∀v H← q)(∃u G← p)[dG(u) =dH(v)]. Ðñïêýðôåé üôé dG(p) = dH(q), ðïõ áíôéôßèåôáé óôçí åðéëïãÞ ôïõ p. a×áñáêôçñéóôéêü ôçò áñ÷Þò AFA åßíáé üôé äßíåé ôï ßäéï áðïôÝëåóìá, áëëÜ ìåôåëåßùò äéáöïñåôéêÞ áðüäåéîç,
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ÐáñÜñôçìá B. Áîéþìáôá êáé ðñüôõðá 265B.30. Èåþñçìá. (Aczel) (AFA) Ãéá üëá ôá ãñáöÞìáôá G, H ìå áíôßóôïé÷åò(ìïíáäéêÝò) äéáêïóìÞóåéò dG, dH , êáé ãéá üëïõò ôïõò êüìâïõò p ∈ G êáéq ∈ H, dG(p) = dH(q) ⇐⇒ (G; p) =bs (H; q):Áðüäåéîç. . Ç êáôåýèõíóç áðü ôá áñéóôåñÜ óôá äåîéÜ ôçò óõíåðáãùãÞòB.30 äåß÷íåôáé áêñéâþò üðùò óôï B.29, åöüóïí áõôü ôï ìÝñïò ôçò áðüäåéîçòäåí ÷ñçóéìïðïßçóå ôç èåìåëßùóç ôùí äïóìÝíùí ãñáöçìÜôùí.Ãéá ôçí Üëëç êáôåýèõíóç, õðïèÝôïõìå üôé ïé ó÷Ýóåéò áêìþí ôùí G êáé Håßíáé ïé →G, →H êáé üôé ç R ⊆ G × H åßíáé ðñïóïìïßùóç ìåôáîý ôùí G êáéH. Èåùñïýìå ôï óýíïëï R ùò ôïíéóìÝíï ãñÜöçìá, ìå ôüíï ôïí êüìâï (pG; pH)êáé ó÷Ýóç áêìþí ôï ãéíüìåíï ôùí →G êáé →H :
(p; q)→ (u; v) ⇐⇒ïñ p→G u & q →H v:Ç áñ÷Þ AFA åããõÜôáé üôé õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá äéáêüóìçóç dG ôïõ ãñáöÞìáôïòG, ì' áõôÞí ïñßæïõìå óôï R ôç óõíÜñôçóçdRG(p; q) =ïñ dG(p);êáé õðïëïãßæïõìå:x ∈ dRG(p; q) ⇐⇒ x ∈ dG(p)
⇐⇒ (∃u G← p)[x = dG(u)]
⇐⇒ (∃u G← p)(∃v H← q)[uRv & x = dG(u)] (B-5)
⇐⇒ (∃(u; v) ← (p; q))[x = dRG(u; v)];üðïõ ç éóïäõíáìßá-êëåéäß B-5 éó÷ýåé åðåéäÞ ç R åßíáé ðñïóïìïßùóç, pRq, êáéåðïìÝíùò ãéá êÜèå u G← p, õðÜñ÷åé êÜðïéï v H← q ôÝôïéï þóôå uRv. ÓõíÜ-ãåôáé üôé ç óõíÜñôçóç dRG åßíáé äéáêüóìçóç ôïõ R, êáé ç áíôßóôïé÷ç åðÝêôáóçdRH(p; q) =ïñ dH(q)ôçò äéáêüóìçóçò dH ôïõ H åßíáé åðßóçò äéáêüóìçóç ôïõ R, ìå áíÜëïãç áðü-äåéîç. ¢ñá, áðü ôï AFA, ãéá êÜèå (p; q) ∈ R,dG(p) = dRG(p; q) = dRH(p; q) = dH(q);ðïõ ôåëåéþíåé ôçí áðüäåéîç. aÁõôüò ï ÷áñáêôçñéóìüò ôùí éäéïôÞôùí ôïõ (G; p) ðïõ áíôéêáôïðôñßæïíôáé óôçíôéìÞ dG(p) õðïäåß÷íåé ôïí öõóéêü ôñüðï êáôáóêåõÞò ôïõ êüóìïõ A.B.31. Ï ÁíôéèåìåëéùìÝíïò (antifounded) Êüóìïò. ¸óôù

A0 =ïñ {(G;→G; pG) ∈ V |→G ⊆ G×G & pG ∈ G}ç êëÜóç ôùí ôïíéóìÝíùí ãñáöçìÜôùí óå áãíÜ, åäñáéùìÝíá óýíïëá. Óôçí A0ïñßæïõìå ôç óõíèÞêç
(G; pG)"0 (H; pH) ⇐⇒ïñ (∃q ∈ H)[q H← pH & (G; pG) =bs (H; q)];ðáñáëåßðïíôáò ôéò ó÷Ýóåéò áêìþí áðü ôï óõìâïëéóìü.
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266 Óçìåéþóåéò óôç ÓõíïëïèåùñßáÐáñáôçñïýìå ðñþôá üôé ç "0 óÝâåôáé ôçí ðñïóïìïßùóç:G1 "0H1 & G1 =bs G2 & H1 =bs H2 =⇒G2 "0H2:Ãéá ôçí áðüäåéîç, õðïèÝôïõìå üôé ïé →1, p1 åßíáé ç ó÷Ýóç áêìþí êáé ï ôüíïòôïõ H1, êáé ðáñïìïßùò ìå ôá →2, p2 ãéá ôï H2. Ç õðüèåóç ôçò B.31 ìáò äßíåéêÜðïéï q1 1← p1 ôÝôïéï þóôåG2 =bs G1 =bs (H1; q1);êáé êÜðïéá ðñïóïìïßùóç R ìåôáîý ôùí (H1; p1) êáé (H2; p2). Áðü ôç âáóéêÞéäéüôçôá ðñïóïìïéþóåùí, õðÜñ÷åé q2 2← H2 ôÝôïéï þóôå q1Rq2· Üñá ç R åß-íáé ðñïóïìïßùóç ìåôáîý ôùí (H1; q1) êáé (H2; q2), êáé áðü ôçí B.31 êáé ôçìåôáâáôéêüôçôá ôçò óõíèÞêçò =bs, G2 =bs (H2; q2), Üñá G2 "0H2.ÊÜèå G ∈ A0 åßíáé áãíü, åäñáéùìÝíï óýíïëï (ìéá ôñéÜäá óôï V), áêüìç êéáí åßíáé ìç åäñáéùìÝíï ùò ãñÜöçìá, êáé ç óõíèÞêç ðñïóïìïßùóçò =bs åßíáéóõíèÞêç éóïäõíáìßáò óôçí êëÜóç A0 áðü ôï B.28. ¢ñá, áðü ôï Ðñüâëçìáx12.45 ðñïêýðôåé üôé õðÜñ÷åé ïñéóôéêüò ôåëåóôÞò � ðïõ åßíáé ðñïóäéïñéóôéêüòãéá ôçí =bs, äçëáäÞ ãéá üëá ôá G;H ∈ A0,G =bs H ⇐⇒ �(G) = �(H):Ôï ðåäßï ôïõ áíôéèåìåëéùìÝíïõ êüóìïõ åßíáé ç êëÜóç-ðçëßêï ôçò A0 áðü ôçí
=bs,

A =ïñ {�(G) | G ∈ A0}:ÈÝôïõìå x"y ⇐⇒ïñ (∃G;H)[x = �(G) & y = �(H) & G"0H];ìå åðßêëçóç ôïõ B.31, êáé ôåëéêÜ ïñßæïõìå ôïí Áãíü ÁíôéèåìåëéùìÝíï Êüóìïùò ôçí ôñéÜäá A;A; " . Èá áíáöåñüìáóôå ó' áõôüí ìå ôï üíïìá ôïõ ðåäßïõ ôïõ
A, ðïõ åßíáé åðßóçò êáé ç êëÜóç óõíüëùí ôïõ | äåí õðÜñ÷ïõí Üôïìá óôïí A.B.32. Èåþñçìá. (Aczel) (AC) Ï A åßíáé êüóìïò ôïõ Rieger, ðïõ éêáíïðïéåßåðéðëÝïí ôçí Áñ÷Þ Áíôéèåìåëßùóçò AFA, ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò AC êáé ôçíÁñ÷Þ Áãíüôçôáò.Áðüäåéîç. . Ç éäéüôçôá-êëåéäß ôïõ A åßíáé üôé ãéá êÜèå ãñÜöçìá H ∈ V ìåó÷Ýóç áêìþí →H êáé êÜèå êüìâï p ∈ H,bA(�(H; p)) = {�(H; q) | q H← p};ðïõ äåß÷íåôáé ì' Ýíáí áðëü õðïëïãéóìü:x ∈ bA(�(H; p)) ⇐⇒ (∃G ∈ A0)(∃q H← p)[x = �(G) & G =bs (H; q)]

⇐⇒ (∃q H← p)[x = �(H; q)]:Áð' áõôü ðñïêýðôåé áìÝóùò üôé êÜèå bA(x) åßíáé óýíïëï, êáé åðïìÝíùò ç ôñéÜäá
A åßíáé êüóìïò óõíüëùí.Ãéá íá äåßîïõìå ôçí éäéüôçôá ôïõ Rieger, õðïèÝôïõìå üôé Y ⊆ A êáé (áðü ôïAC), åðéëÝãïõìå ãéá êÜèå y ∈ Y êÜðïéï ôïíéóìÝíï ãñÜöçìá Gy ∈ A0 ôÝôïéïþóôå (1) �(Gy) = y. Áíôéêáèéóôþíôáò êÜèåGy ìå êÜðïéï éóïìïñöéêü áíôßãñáöï
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ÐáñÜñôçìá B. Áîéþìáôá êáé ðñüôõðá 267(áí ÷ñåéÜæåôáé), ìðïñïýìå íá âåâáéþóïõìå åðéðëÝïí üôé (2) y 6= z=⇒Gy∩Gz =
∅, êáé ãéá êÜèå y ∈ Y , (3) ∅ =∈ Gy. ¸óôùH =ïñ ⋃ {Gy | y ∈ Y } ∪ {∅};u→H v ⇐⇒ïñ (∃y ∈ Y )[u→y v ∨ (u = ∅ & v = py)];üðïõ ôá →y êáé py åßíáé ç ó÷Ýóç áêìÞò êáé ï ôüíïò ôïõ Gy.Ôï ôïíéóìÝíïãñÜöçìá H ìå ó÷Ýóç áêìÞò →H êáé ôüíï ∅ áíÞêåé ðñïöáíþò óôçí êëÜóç A0,êáé ãéá êÜèå y ∈ Y ,

(H; py) =bs Gyáðü ôçí (ôåôñéììÝíç, ôáõôïôéêÞ) ðñïóïìïßùóç
{(u; v) ∈ H ×Gy | u = v}·Üñá, áðü ôçí B.32 êáé ôïí ïñéóìü,bA(�(H; ∅)) = {�(H; q) | q H← ∅}

= {�(H; py) | y ∈ Y }
= {�(Gy) | y ∈ Y } by B-5;
= Y:Ãéá íá äåßîïõìå ôç ìïíáäéêüôçôá ôïõ �(H), õðïèÝôïõìå üôé ôï H ′ åßíáé ôïíé-óìÝíï ãñÜöçìá óôçí A0 ìå ó÷Ýóç áêìþí →′ êáé ôüíï q′, ôÝôïéï þóôåG"0H ′ ⇐⇒ �(G) ∈ Y:Áðü ôçí B.32 ðÜëé,bA(�(H ′; q′)) = {�(H ′; q) | q ′← q′}

= {�(H; py) | y ∈ Y };áðü ôçí õðüèåóç.¢ñá, ãéá êÜèå y ∈ Y , y = �(Gy) = �(H; py)"�(H ′);êáé (ìå åðßêëçóç ôïõ AC) ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå êÜðïéï qy ′← q′ êáé êÜðïéáðñïóïìïßùóç Sy ìåôáîý ôùí (H; py) êáé (H ′; qy)· êáé áíôéóôñüöùò, ìå ôï ßäéïåðé÷åßñçìá, ãéá êÜèå q ′← q′ ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå êÜðïéï yq ∈ Y êáé êÜðïéáðñïóïìïßùóç Tq ìåôáîý ôùí (H; qy) êáé (H ′; q). Ì' áõôÝò ôéò åðéëïãÝò åßíáéåýêïëï íá åðáëçèåýóïõìå üôé ç ÝíùóçR =
⋃ {Sy | py H← ∅} ∪ {Tq | q ′← q′} ∪ {(∅; q′)}åßíáé ðñïóïìïßùóç ìåôáîý ôùí H êáé H ′, äçëáäÞ �(H) = �(H ′).ÔåëéêÜ, ãéá íá äåßîïõìå üôé ï êüóìïò A éêáíïðïéåß ôçí áñ÷Þ AFA, Ýóôù GãñÜöçìá óôïíA ìå ó÷Ýóç áêìþí→G ∈ A. Ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå äéáêüóìçóçôïõ G óôïí A, áñêåß íá ïñßóïõìå Ýíáí A-ôåëåóôÞ Æ, ôÝôïéïí þóôå
A |= (∀p ∈ G)[Æ(p) = {Æ(q) | q G← p}];
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268 Óçìåéþóåéò óôç Óõíïëïèåùñßáåöüóïí ï A åßíáé Z-F êüóìïò êáé £ãíùñßæåé¤ áðü ôçí B-5 üôé ï ðåñéïñéóìüò ôïõÆ óôï G åßíáé óõíÜñôçóç, êáé åðïìÝíùò äéáêüóìçóç ôïõ G. ÈÝôïõìåH =ïñ bA(G) ∈ V ;êáé ïñßæïõìå óôï H ôç ó÷Ýóç áêìþíx→H y ⇐⇒ïñ A |= x→G y; (x; y ∈ H);ðïõ åðßóçò áíÞêåé óôçí V . Ãéá êÜèå p ∈ H, èÝôïõìåÆ(p) =ïñ �(H; p) ∈ A; (p ∈ H)êáé õðïëïãßæïõìå:bA(Æ(p)) = {�(H; q) | q H← p}; áðü ôçí B.32;
= {�(H; q) | A |= q G← p}by B-5;
= {Æ(q) | A |= q G← p} áðü ôçí B-5:Ìå Üëëá ëüãéá, ãéá êÜèå p"G,x"Æ(p) ⇐⇒ A |= (∃q G← p)[x = Æ(q)];ðïõ åßíáé éóïäýíáìï ìå ôçí B-5.ÁðïìÝíåé íá äåßîïõìå üôé ôï G åðéäÝ÷åôáé ôï ðïëý ìßá äéáêüóìçóç óôïí A,êáé ãé' áõôü áñêåß (üðùò ðéï ðÜíù) íá âåâáéþóïõìå üôé áí ï Æ′ åßíáé A-ôåëåóôÞòôÝôïéïò þóôå

A |= (∀p ∈ G)[Æ′(p) = {Æ′(q) | q G← p}];ôüôå Æ′(p) = Æ(p), ãéá êÜèå p ∈ H. ÕðïèÝôïõìå üôé ï Æ′ éêáíïðïéåß ôçí B-5,åðéëÝãïõìå (áðü ôï AC) ôïíéóìÝíï ãñÜöçìá H ′p ìå ôüíï rp ãéá êÜèå p ∈ H,ôÝôïéï þóôå Æ′(p) = �(H ′p); (p ∈ H);êáé åðéðëÝïí ñõèìßæïõìå ôéò åðéëïãÝò üðùò óôçí áðüäåéîç ôçò éäéüôçôáò ôïõRieger Ýôóé ðïõ áõôÜ ôá ãñáöÞìáôá íá åßíáé îÝíá áíÜ äýï. Áí H ′ =
⋃{H ′p |p ∈ H} åßíáé ç ÝíùóÞ ôïõò, ôüôåÆ′(p) = �(H ′; rp); (p ∈ H);åöüóïí ç ôáõôïôéêÞ ó÷Ýóç {(q; q) | q ∈ H} åßíáé ðñïóïìïßùóç ìåôáîý ôùí

(H ′p; rp) êáé (H; rp). Áñêåß ôþñá íá äåßîïõìå üôé ç ó÷ÝóçR =ïñ {(p; s) ∈ H ×H ′ | �(H ′; s) = Æ′(p)}åßíáé ðñïóïìïßùóç ìåôáîý ôùí (H; p) êáé (H ′; rp), ãéá êÜèå p ∈ H: áõôü èáôåëåéþóåé ôçí áðüäåéîç, åðåéäÞ ãéá êÜèå p ∈ H, �(H ′; rp) = Æ′(p), Üñá pRrp,êáé åðïìÝíùò Æ(p) = �(H; p) = �(H ′; rp) = Æ′(p):
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ÐáñÜñôçìá B. Áîéþìáôá êáé ðñüôõðá 269Ãéá íá äåßîïõìå ôï ëéãüôåñï åýêïëï ìÝñïò ôçò ðñüôáóçò óôá ðëÜãéá, Ýóôù →′ç ó÷Ýóç áêìÞò ôïõ H ′ êáé Ýóôù pRs. Õðïëïãßæïõìå:t ′← s =⇒ �(H ′; t)"�(H ′; s)=⇒ �(H ′; t)"Æ′(p); åðåéäÞ pRs;=⇒ ãéá êÜðïéï q H← p; �(H ′; t) = Æ′(q);áðü ôçí B-5;=⇒ ãéá êÜðïéï q H← p; qRt:Ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò óõíÜãåôáé áðü ôï B.14 êáé ç Áñ÷Þ Áãíüôçôáò åßíáé ôå-ôñéììÝíç. a

ÐñïâëÞìáôá ãéá ôï ÊåöÜëáéï BxB.1. Äåßîå üôé ãéá êÜèå êüóìï óõíüëùí M = M;S;E, ôá áîéþìáôá ãéáïñéóôéêÝò óõíèÞêåò êáé ôåëåóôÝò ôïõ 3.18 áëçèåýïõí, áí áíôéêáôáóôÞóïõìå ó'áõôÜ £óõíèÞêç¤ ìå £M-óõíèÞêç¤, £ôåëåóôÞò¤ ìå £M-ôåëåóôÞò¤, ∈ ìå E, Set ìåS êáé (∀y) ìå (∀y ∈M).
∗ xB.2. ÕðïèÝôïõìå üôé æåýãç êáé ÊáñôåóéáíÜ ãéíüìåíá Ý÷ïõí ïñéóôåß ìå ôïæåýãïò Kuratowski ôïõ 4.2. Äåßîå üôé ⋃∞n=2{N0}n =∈ Z êáé óõìðÝñáíå üôé çáêüëïõèç ðñüôáóç äåí åßíáé èåþñçìá ôçò ZDC: ãéá êÜèå óýíïëï A, õðÜñ÷åéóõíÜñôçóç f : N → f [A] ôÝôïéá þóôåf(0) = A×A; f(n+ 1) = f(n)×A:
∗ xB.3. Äþóå ïñéóìü ôåëåóôÞ (x; y)′ ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò: (1) (x; y)′ åßíáé ôåëå-óôÞò æåýãïõò, äçëáäÞ éêáíïðïéåß ôéò OP1 êáé OP2. (2) Áí X;Y ∈ Z, ôüôå êáéôï ãéíüìåíï X × Y áíÞêåé óôï Z. (3) Ãéá êÜèå A ∈ Z, áí ïñßóïõìå ôçí Ýíùóç
⋃∞n=2An ì' áõôü ôïí ôåëåóôÞ æåýãïõò, ôüôå ⋃∞n=2An ∈ Z.

∗ xB.4. Äåßîå üôé ç óõíåðáãùãÞ OP1=⇒OP2 äåí åßíáé èåþñçìá ôçò ZDC ãéáêÜèå ïñéóôéêü ôåëåóôÞ (x; y).
∗ xB.5. Äåßîå üôé áí ôï I åßíáé ìåôáâáôéêü óýíïëï, ôüôåA ∈M(I)=⇒TC(A) ∈M(I):xB.6. Ãéá êÜèå I, ïñßæïõìå ôá óýíïëá Kn(I) ìå ôçí áíáäñïìÞK0(I) = I; Kn+1(I) = Kn(I) ∪ P(Kn(I)):Äåßîå üôé Mn(I) ⊆ Kn(TCn+1(I)) ⊆M(I);üðïõ ôï TCn(I) êáé ôï Mn(I) ïñßæïíôáé áðü ôçí 11-16 êáé ôçí 11-18 áíôß-óôïé÷á.
∗ xB.7. Âñåò êÜðïéï I ⊃ N0 ôÝôïéï þóôå TC(I) =∈M(I). ÓõìðÝñáíå üôé ç ZDCäåí áðïäåß÷íåé üôé £êÜèå óýíïëï Ý÷åé ìåôáâáôéêÞ êëåéóôüôçôá¤.
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∗ xB.8. Ç óõíåðáãùãÞ C1=⇒C3 äåí áðïäåß÷íåôáé ãéá êÜèå ïñéóôéêü ôåëåóôÞðëçèéêüôçôáò |A| óôçí ZDC.
∗ xB.9. Ç éóïäõíáìßá óôï Ðñüâëçìá x11.7 äåí åßíáé èåþñçìá ôçò ZDC.
∗ xB.10. Äå÷üìáóôå ôï ðëÞñåò Áîßùìá ÅðéëïãÞò êáé ôç ÃåíéêåõìÝíç Õðüèåóçôïõ Óõíå÷ïýò, Ýôóé ðïõ ãéá üëïõò ôïõò ðëçèáñßèìïõò �, 2� =c �+. Äåßîå üôé

(n 7→ ℵn) ⊆ Z; (n 7→ ℵn) =∈ Z:ÓõìðÝñáíå üôé ç ZAC äåí áðïäåß÷íåé ôçí ýðáñîç Üðåéñçò, áýîïõóáò áêïëïõèßáòÜðåéñùí ðëçèáñßèìùí, äçëáäÞ ôçí ðñüôáóç� : (∃f : N → f [N ])(∀n ∈ N)[N ≤c f(n) <c f(n+ 1)]:
∗ xB.11. Äåßîå üôé ç ZDC äåí áðïäåß÷íåé ôçí ðñüôáóç £ï êáëÜ äéáôåôáãìÝ-íïò ÷þñïò ôùí öõóéêþí áñéèìþí N åßíáé üìïéïò ìå êÜðïéï äéáôáêôéêü áñéèìü¤.Õðüäåéîç: ×ñçóéìïðïßçóå ôï x12.27. Ôï ëéãüôåñï åýêïëï ìÝñïò ôçò áðü-äåéîçò åßíáé ï õðïëïãéóìüò ôçò ó÷åôéêïðïßçóçò áõôÞò ôçò êÜðùò ðåñßðëïêçòðñüôáóçò Þ ðþò íá áðïöåõ÷èåß áõôü.
∗ xB.12. (AC) Äåßîå üôé ç ZFC äåí áðïäåß÷íåé ôçí ýðáñîç éó÷õñÜ áðñüóéôùíðëçèáñßèìùí. Õðüäåéîç: Ðñïò áðáãùãÞ óå Üôïðï, åñìÞíåõóå ôï Ðñüâëçìáóôïí êüóìï V�, üðïõ � åßíáé ï åëÜ÷éóôïò, éó÷õñÜ áðñüóéôïò ðëçèÜñéèìïò.xB.13. ÔåëåóôÞò äéáôåôáãìÝíïõ æåýãïõò óôïí êüóìï ôïõ RiegerM, åßíáéÝíáò äéìåëÞòM-ôåëåóôÞò C ôÝôïéïò þóôå ãéá üëá ôá x; y; x′; y′ ∈M ,C(x; y) = C(x′; y′) ⇐⇒ x = x′ & y = y′:ÊáñôåóéáíÜ ãéíüìåíá êáé óõíáñôçóéáêïß ÷þñïé ïñßæïíôáé ìå ôïí öõóéêü ôñüðï,ó÷åôéêÜ ìå ôïí C:A×C B =ïñ �{C(x; y) | xEA; yEB};

(A→C B) =ïñ �{f ∈M | (∀tE f)[tEA×C B]

& (∀xEA)(∃!yEB)[C(x; y)Ef ]};üðïõ �(Y ) åßíáé ï ôåëåóôÞò ôïõ Rieger ãéá ôïí M, ðïõ ïñßóáìå óôçí B.10.Äåßîå üôé áõôïß ïé ïñéóìïß Ý÷ïõí íüçìá (äçëáäÞ ï � ÷ñçóéìïðïéåßôáé óùóôÜ),êáé åðïìÝíùò ïé A×C B êáé A→C B åßíáéM-ôåëåóôÝò.
∗ xB.14. ¼ñéóå ôñéÜäåò, äïìçìÝíá óýíïëá êáé óõóôÞìáôá öõóéêþí áñéèìþí óåäïóìÝíï êüóìï ôïõ RiegerM, ó÷åôéêÜ ìå äïóìÝíï ôåëåóôÞ æåýãïõò C(x; y) ôïõ
M. Äéáôýðùóå ôéò Áñ÷Ýò ÅðéëïãÞò DC, ACN êáé AC ì' áõôÝò ôéò Ýííïéåò, êáéäåßîå üôé ï êüóìïò ôïõ Rieger M éêáíïðïéåß ôçí DC, êé áí ôï AC áëçèåýåé,ôüôå ïM åðßóçò éêáíïðïéåß ôï AC.xB.15. Äåßîå üôé ï êüóìïò ôïõ RiegerMa ôïõ B.16 Ý÷åé Ýíáí ôåëåóôÞ æåýãïõòC ôÝôïéïí þóôå ãéá üëá ôá x; y, ôï £æåýãïò¤ C(x; y) íá åßíáé Üôïìï.
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∗ xB.16. (AC) Êáôáóêåýáóå Ýíáí êüóìï RiegerM ðïõ íá éêáíïðïéåß ôéò åîÞòäýï áðáéôÞóåéò.(a) ÕðÜñ÷åé äéìåëÞò, ïñéóôéêÞ óõíèÞêç ≤a ðïõ äéáôÜóóåé êáëÜ ôçí êëÜóç ôùíáôüìùí, äçëáäÞ ôÝôïéá þóôå (1) ãéá üëá ôá Üôïìá a, b, c,a ≤ a; [a ≤ b & b ≤ c]=⇒ a ≤ c; [a ≤ b & b ≤ a]=⇒ a = c;(2) ãéá üëá ôá Üôïìá a, b, åßôå a ≤ b Þ b ≤ a, êáé (3) êÜèå ìç êåíü óýíïëïáôüìùí Ý÷åé ≤-åëÜ÷éóôï ìÝëïò.(b) ÊÜèå óýíïëï X åßíáé éóïðëçèéêü ìå êÜðïéï ≤-áñ÷éêü ôìÞìá áôüìùí,äçëáäÞ ãéá êÜðïéï Üôïìï b, X =c {a | Atom(a) & a < b}. Õðüäåéîç: ÊÜíåôïõò äéáôáêôéêïýò áñéèìïýò Üôïìá óå êÜðïéï êüóìï ôïõ Rieger.
∗ xB.17. ¼ñéóå Ýíáí êüóìï ôïõ Rieger ðïõ íá Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí äýï äéáöïñåôéêÜ£áõôïìïíïóýíïëá¤, äçëáäÞ óýíïëá a, b ôÝôïéá þóôå a 6= b, a = {a}, b = {b}.Õðüäåéîç: ¢ñ÷éóå ìå êÜðïéï êüóìï ðïõ íá Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí äýï Üôïìá êáéìéìÞóïõ ôçí êáôáóêåõÞ áíôéêáôïðôñéóìïý ôïõ B.16.
∗ xB.18. ¼ñéóå Ýíá êüóìï ôïõ Rieger ðïõ íá ðåñéÝ÷åé ìéáí Üðåéñç áêïëïõèßáäéáöïñåôéêþí óõíüëùí x0; x1; : : : ôÝôïéùí þóôå ãéá êÜèå i, xi = {xi+1}.xB.19. ¸óôù ãñÜöçìá G êáé p ∈ G Ýíáò êüìâïò ôïõ, êáé ÝóôùG�p = {x ∈ G | x = p ∨ p⇒ x}ôï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï p êáé üëïõò ôïõò êüìâïõò óå êÜðïéï ìïíïðÜôé ôïõãñáöÞìáôïò ðïõ áñ÷ßæåé ìå ôï p. Èåùñïýìå ôï G �p ùò £õðïãñÜöçìá¤ ôïõ G,ìå ôïí ðåñéïñéóìü ôçò ó÷Ýóçò áêìþí →G óôï G�p. Äåßîå üôé

(G; p) =bs (G�p; p):B.33. Ïñéóìüò. ÌåñéêÞ (partial) ðñïóïìïßùóç ìåôáîý äýï ãñáöçìÜôùí G,H åßíáé ìéá ó÷Ýóç R ⊆ G ×H ðïõ åßíáé ðñïóïìïßùóç ìåôáîý ôùí ôïíéóìÝíùíãñáöçìÜôùí (G; p), (H; q), ãéá êÜèå (p; q) ∈ R· åßíáé ïëéêÞ (total) ðñïóï-ìïßùóç, áí åðéðëÝïí
(∀p ∈ G)(∃q ∈ H)pRq & (∀q ∈ H)(∃p ∈ G)pRq:Äýï ãñáöÞìáôá åßíáé ðñïóüìïéá (bisimilar) áí õðÜñ÷åé ïëéêÞ ðñïóïìïßùóçìåôáîý ôïõò.xB.20. Ãéá êÜèå æåýãïò ãñáöçìÜôùí G, H õðÜñ÷åé ìÝãéóôç (óýìöùíá ìå ôçí

⊆) ðñïóïìïßùóç R ìåôáîý ôùí G êáé H, êáé G =bs H ôüôå êáé ìüíïí áí áõôÞç ìÝãéóôç ðñïóïìïßùóç åßíáé ïëéêÞ.xB.21. Äýï ãñáöÞìáôáG,H åßíáé ðñïóüìïéá ôüôå êáé ìüíïí áí ãéá êÜèå p ∈ GõðÜñ÷åé êÜðïéï q ∈ H ôÝôïéï þóôå ôá ôïíéóìÝíá ãñáöÞìáôá (G; p) êáé (H; q) íáåßíáé ðñïóüìïéá, êáé áíôßóôñïöá, êÜèå (H; q) åßíáé ðñïóüìïéï ìå êÜðïéï (G; p).xB.22. (AFA) Äåßîå üôé õðÜñ÷ïõí äéáöïñåôéêÜ áãíÜ óýíïëá x; y; z ôÝôïéá þóôåx 3 y 3 z 3 x;êáé ó÷åäßáóå åéêüíåò ôïõò.
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∗ xB.23. (AFA) Äåßîå üôé õðÜñ÷ïõí ìüíï äýï ìåôáâáôéêÜ, áãíÜ ìïíïóýíïëá.Ðüóá ìåôáâáôéêÜ, áãíÜ äéóýíïëá õðÜñ÷ïõí; Ó÷åäßáóå åéêüíåò ôïõò.xB.24. (AFA) Ìå ôï æåýãïò Kuratowski, äåßîå üôé õðÜñ÷åé áãíü óýíïëï x,ôÝôïéï þóôå x = (∅; x);êáé ó÷åäßáóå åéêüíá ôïõ.xB.25. (AFA) Ìå ôï æåýãïò Kuratowski, äåßîå üôé õðÜñ÷åé áãíü óýíïëï xôÝôïéï x = {(n; x) | n ∈ N};êáé ó÷åäßáóå åéêüíá ôïõ.
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ËÕÓÅÉÓ ÔÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ ÓÔÁ ÊÅÖÁËÁÉÁ 1 - 12
2.5. Ç ôáõôïôéêÞ óõíÜñôçóç (x 7→ x) öáíåñþíåé üôé A ≤c A. Áí f : A� Bêáé g : B � C, ôüôå ç óýíèåóç h(x) = g(f(x)) åßíáé ìïíïìïñöéóìüò áðü ôï Aóôï C, Üñá A ≤c C.2.8. Áðü ôçí õðüèåóç Ý÷ïõìå A ≤c N êáé B ≤c A, Ýôóé ðïõ B ≤c N.2.9. Áí ôï A åßíáé êåíü, ôüôå B = f [∅] = ∅. Áí ôï A äåí åßíáé êåíü,ôüôå õðÜñ÷åé åðéìïñöéóìüò � : N →→ A, ç óýíèåóç h(i) = f(�(i)) åßíáé åðßóçòåðéìïñöéóìüò áðü ôï N åðß ôïõ B, êáé åðïìÝíùò ôï B åßíáé áñéèìÞóéìï.2.20. ¸óôù f : A�→ B áíôéóôïé÷ßá, êáé � : P(A)→ P(B) ç óõíÜñôçóç�(X) = f [X] (X ⊆ A):Ãéá íá äåßîïõìå üôé ç � åßíáé éóïìïñöéóìüò, áñêåß íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé áíx ∈ X \ Y , ôüôå f(x) ∈ f [X] üìùò äå ãßíåôáé íá Ý÷ïõìå êáé f(x) ∈ f [Y ]· äéüôéáí f(x) = f(y) ãéá êÜðïéï y ∈ Y , ôüôå y = x áöïý ç f åßíáé éóïìïñöéóìüò êáéÝôóé x = y ∈ Y , ðïõ äåí éó÷ýåé. ¢ñáx ∈ X \ Y =⇒ f(x) ∈ f [X] \ f [Y ];êáé óõììåôñéêÜ, y ∈ Y \X =⇒ f(y) ∈ f [Y ] \ f [X]:Áðü ôéò äýï óõíåðáãùãÝò Ýðåôáé üôéX 6= Y =⇒ f [X] 6= f [Y ];äçëáäÞ ç � åßíáé éóïìïñöéóìüò.Ãéá íá äåßîïõìå üôé åßíáé êáé åðéìïñöéóìüò, ãéá äïóìÝíï Y ⊆ B, Ýóôù X =f−1[Y ] ïðüôå áìÝóùò ðáßñíïõìå f [X] ⊆ Y · üìùò, åðåéäÞ ç f åßíáé åðéìïñöéóìüò,êÜèå y ∈ Y åßíáé ç ôéìÞ f(x) êÜðïéïõ x ∈ A, êáé Ýôóé x = f−1(y) ∈ X, ïðüôåf [X] = Y .2.23. ¸óôù áíôéóôïé÷ßåò f : A1 �→ A2 êáé g : B1 �→ B2. Ãéá êÜèåp : A1 → B1, èÝôïõìå�(p) = q üðïõ ãéá êÜèå x ∈ A2; q(x) = g(p(f−1(x))):273
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p q = �(p)
ÄéÜãñáììá 1. ÄéÜãñáììá ãéá ôçí ¢óêçóç 2.23.Ìå ëßãá ëüãéá, ç q åßíáé ç ìïíáäéêÞ óõíÜñôçóç ðïõ êÜíåé ôï äéÜãñáììá óôçíÅéêüíá 1 ìåôáèåôéêü, äçëáäÞg(p(x)) = q(f(x)) (x ∈ A1):ÐáñáèÝôïõìå ôéò ëåðôïìÝñåéåò ôïõ éó÷õñéóìïý (ðïõ öáßíïíôáé áðü ôï äéÜãñáììá)ãéá íá åßíáé ðëÞñçò ç áðüäåéîç,Ãéá íá åëÝãîïõìå üôé áí p : A1 → B1, ôüôå �(p) = q : A2 → B2, õðïëïãß-æïõìå:x ∈ A2 =⇒ f−1(x) ∈ A1=⇒ p(f−1(x)) ∈ B1 =⇒ q(x) = g(p(f−1(x))) ∈ B2:Ç áðüäåéîç üôé ç � åßíáé áíôéóôïé÷ßá åßíáé ðáñüìïéá ìå áõôÞí óôçí ¢óêçóç 2.20ãéá ôá äõíáìïóýíïëá, üìùò ëßãï ðéï áðëÞ.Áñ÷éêÜ, áí p1; p2 : A1 → B1 êáé p1 6= p2, ôüôå õðÜñ÷åé êÜðïéï y ∈ A1 ôÝôïéïðïõ p1(y) 6= p2(y). Áí x = f(y), ôüôå ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ãåãïíüò üôé ç f−1åßíáé éóïìïñöéóìüò,p1(f−1(x)) = p1(y) 6= p2(y) = p2(f−1(x));êáé Ýôóé, åöáñìüæïíôáò ôçí g êáé óôéò äýï ìåñéÝò êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ãå-ãïíüò üôé åßíáé éóïìïñöéóìüò, óõíÜãïõìå üôé�(p1)(x) 6= �(p2)(x);êáé åðïìÝíùò �(p1) 6= �(p2). ¸ôóé, ç � åßíáé éóïìïñöéóìüò. Ãéá íá åëÝãîïõìåüôé åßíáé êáé åðéìïñöéóìüò, ïñßæïõìå ãéá êÜèå q : A2 → B2 ôç óõíÜñôçóçp(y) = g−1(q(f(y))) (y ∈ A1);Ýôóé ðïõ p : A1 → B1, êáé ãéá êÜèå x ∈ A2,�(p)(x) = g(p(f−1(x))) = g(g−1(q(f(f−1(x))))) = q(x):ÔåëéêÜ �(p) = q êáé ç � åßíáé åðéìïñöéóìüò.3.9. ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé áõôÜ ôá äýï óýíïëá äåí Ý÷ïõí ôá ßäéá ìÝëç, ðïõéó÷ýåé åðåéäÞ ∅ ∈ {∅} åíþ ∅ =∈ ∅.3.13. Ôï êåíü óýíïëï åßíáé õðïóýíïëï êÜèå óõíüëïõ, êé Ýôóé ∅ ∈ P(∅)· êéáí X ⊆ ∅, ôüôå ôï X ðñÝðåé íá åßíáé êåíü, áöïý êÜèå ìÝëïò ôïõ X èá Ýðñåðåíá åßíáé êáé ìÝëïò ôïõ ∅|ðñÜãìá áäýíáôï. Ãéá ôïí äåýôåñï éó÷õñéóìü, åßíáé
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Ëýóåéò ôùí áóêÞóåùí óôá ÊåöÜëáéá 1 - 12 275ðÜëé Üìåóï üôé ãéá êÜèå óýíïëï A, ∅; A ⊆ A, êé Ýôóé {∅; {∅}} ⊆ P({∅})· ãéáôçí Üëëç êáôåýèõíóç, áí X ⊆ {∅}, ôüôå ôï X ìðïñåß íá Ý÷åé ìüíï Ýíá ìÝëïò,ôï ∅, êé Üñá X = ∅ Þ X = {∅}.3.14. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôá áîéþìáôá ôïõ Äõíáìïóõíüëïõ êáé ôïõ Äéá÷ùñé-óìïý, èÝôïõìå B = {X ∈ P(A) | (∃t ∈ A)[X = {t}]}:3.16. Ôï êåíü óýíïëï äåí Ý÷åé ìÝëç, êé Üñá ⋃∅ = ∅· êáé ôï ìïíáäéêü ìÝëïòôïõ ìïíïóõíüëïõ {∅} åßíáé ôï ∅, ôï ïðïßï, îáíÜ, äåí Ý÷åé ìÝëç, Üñá êáé ðÜëé
⋃{∅} = ∅.3.20. Ç ìïíïìåëÞò óõíèÞêç P ðïõ ïñßæåôáé ìåP (x) ⇐⇒ x ∈ Aåßíáé éóïìåëÞò ìå ôï A, êé Üñá áðü ôçí (3-10), {x | x ∈ A} = A. Ïìïßùò, áíQ(X) ⇐⇒ Set(X) &X ⊆ A;ôüôå Q =e P(A), êé Ýôóé áðü ôçí (3-10), {X | Set(X) &X ⊆ A} = P(A).3.21. Ôï üôé ç Set äåí åßíáé óýíïëï áðïäåß÷èçêå óôï Èåþñçìá 3.11. Ãéá ôç
W ÷ñçóéìïðïéïýìå åéò Üôïðï áðáãùãÞ: áí Þôáí óýíïëï, ôüôå óýíïëï èá Þôáíêáé ç Set áðü ôï Áîßùìá Äéá÷ùñéóìïý, áöïý Set = {x ∈ W | Set(x)}.3.22. Áí ôï A = {w | ôï w åßíáé ìïíïóýíïëï} Þôáí óýíïëï, ôüôå ç ÝíùóÞ ôïõ
⋃A èá Þôáí åðßóçò óýíïëï· üìùò êÜèå áíôéêåßìåíï x åßíáé ìÝëïò ôïõ ìïíïóõíü-ëïõ ôïõ {x}, êé Ýôóé ⋃A =W , ôï ïðïßï äåí åßíáé óýíïëï áðü ôçí ðñïçãïýìåíç¶óêçóç.3.23. ÁõôÞ ç Üóêçóç åßíáé áðëÞ åöáñìïãÞ ôçò ïñïëïãßáò ìáò, êáé èá áðïäåß-îïõìå ôéò óõíåðáãùãÝò êõêëéêÜ. ¸óôù A êëÜóç.Áí ç A åßíáé óýíïëï, ôüôå A ∈ {A} êáé ôï ìïíïóýíïëï {A} åßíáé åðßóçòóýíïëï, êé Üñá êáé êëÜóç, êé Ýôóé ôï A áíÞêåé óå êÜðïéá êëÜóç.Áí ç A áíÞêåé óå êÜðïéá êëÜóç B, ôüôå ðñÝðåé íá åßíáé áíôéêåßìåíï (ÜôïìïÞ óýíïëï, áöïý ìüíï áíôéêåßìåíá ôïðïèåôïýíôáé óå êëÜóåéò áðü ôçí (3-8)· êéáöïý ç A åßíáé êëÜóç áðü ôçí õðüèåóç, äåí åßíáé Üôïìï êé Üñá ðñÝðåé íá åßíáéóýíïëï. ¸ðåôáé üôé A ⊆ A, êé Ýôóé ôï A åßíáé õðïóýíïëï êÜðïéïõ óõíüëïõ.ÔÝëïò, Ýóôù A êëÜóç êáé A ⊆ X, ãéá êÜðïéï óýíïëï X. Áí ç A åßíáé óýíïëï,ôåëåéþóáìå· äéáöïñåôéêÜ, áðü ôçí (3-10), A = P ãéá êÜðïéá ïñéóôéêÞ óõíèÞêçP , üìùò A ⊆ X, Ýôóé ðïõ ìüíï ìÝëç ôïõ X ìðïñïýí íá éêáíïðïéïýí ôçí P êáéA = {x ∈ X | P (x)}. Áðü ôï Áîßùìá Äéá÷ùñéóìïý, ôï A åßíáé óýíïëï, Üôïðïáðü ôçí õðüèåóç.4.3. Áí Pair(z), ôüôå z = (x; y) ãéá êÜðïéá x; y, êáé áðü ôïõò ïñéóìïýò,x = First(z); y = Second(z);êé áí z = (First(z); Second(z)), ôüôå z = (x; y) ãéá áõôÜ ôá x; y, êé Ýôóé éó÷ýåéç Pair(x; y).
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276 Óçìåéþóåéò óôç óõíïëïèåùñßá4.4. Áí (x; y; z) = (x; (y; z)) = (x′; (y′; z′)) = (x′; y′; z′), ôüôå áðü ôç âáóéêÞéäéüôçôá ôïõ æåýãïõò Ý÷ïõìå x = x′ êáé (y; z) = (y′; z′), êáé åöáñìüæïíôáò ðÜëéôçí ßäéá éäéüôçôá, óõíÜãïõìå üôé y = y′ êáé z = z′. Ç Üëëç êáôåýèõíóç åßíáéôåôñéììÝíç.4.6. A ] ∅ = {(êõáíü; x) | x ∈ A}, êáé (êõáíü; x) ∈ A ] B ãéá êÜèå x ∈ Aêáé êÜèå B. Ãéá ôïí äåýôåñï éó÷õñéóìü, áñêåß íá ðáñáôçñÞóåé êáíåßò üôé ãéáïðïéáäÞðïôå óýíïëá A;B, ôá ìÝëç ôïõ A ] B åßíáé äéáôåôáãìÝíá æåýãç· üìùòãéá A = B = {∅}, (ìå ôï æåýãïò Kuratowski) ôï ∅ äåí åßíáé äéáôåôáãìÝíïæåýãïò êé Üñá äåí éó÷ýåé üôé {∅} ⊆ {∅} ] {∅}.4.9. Ïýôå êáé ãéá ôï (2) ÷ñåéÜæåôáé äïõëåéÜ, áöïý ôï PA;B åßíáé óýíïëï áðüôï Áîßùìá Äéá÷ùñéóìïý (III) êáé åßíáé õðïóýíïëï ôïõ A×B åî ïñéóìïý|Üñáåßíáé ó÷Ýóç óôá A;B.4.11. Ãéá ôá äýï ðñþôá ðáñáäåßãìáôá, ï éó÷õñéóìüò åßíáé ôåôñéììÝíïò. Ãéáôï ôñßôï, ôï üôé ç ∼A=B åßíáé áõôïðáèÞò êáé óõììåôñéêÞ åßíáé åðßóçò ôåôñéììÝíï.Ãéá ôç ìåôáâáôéêüôçôá, ðáñáôçñïýìå áñ÷éêÜ üôé
[x ∼A=B y& y = z]=⇒ x ∼A=B z:Áõôü éó÷ýåé áöïý áðü ôçí õðüèåóç Ý÷ïõìå ðùò åßôå x = y, ïðüôå áðü ôçí y = zÝðåôáé üôé x = z êé Üñá x ∼A=B z· åßôå x; y ∈ B, ïðüôå ðÜëé áðü ôçí y = zÝ÷ïõìå x; z ∈ B, äçëáäÞ x ∼A=B z. ÕðïèÝôïõìå ôþñá ðùò x ∼A=B y êáéy ∼A=B z, ìå x; y; z äéáöïñåôéêÜ áíÜ äýï, áöïý áëëéþò, ïðïéáäÞðïôå áðü ôéòx = y, y = z Þ y = z ìáò ïäçãåß áìÝóùò óôï x ∼A=B z áðü ôçí ðñïçãïýìåíçðáñáôÞñçóç. ¼ìùò áí x 6= y êáé y 6= z, ôüôå áðü ôçí ðñþôç õðüèåóç y ∼A=B zóõíÜãïõìå üôé x ∈ B& y ∈ B, êáé áðü ôç äåýôåñç õðüèåóç y ∼A=B z óõíÜãïõìåüôé y ∈ B& z ∈ B, äçëáäÞ Ý÷ïõìå üôé x ∈ B& z ∈ B êáé ôåëéêÜ x ∼A=B z.4.13. ¸óôù =A ï ðåñéïñéóìüò ôçò ó÷Ýóçò éóüôçôáò óôï óýíïëï A. ÔüôåêÜèå x ∈ A åßíáé éóïäýíáìï ìüíï ìå ôïí åáõôü ôïõ êé Üñá [x==A] = {x}. Ãéá ôçêáèïëéêÞ ó÷Ýóç ∼A ìå x ∼A y ãéá üëá ôá x; y ∈ A, ðñïöáíþò [x=∼A] = A ãéáïðïéïäÞðïôå x ∈ A. ÔÝëïò, ãéá ôçí ðéï ðåñßðëïêç ∼A=B , Ý÷ïõìå [x=∼A=B ] =

{x} áí x ∈ A \B êáé [x=∼A=B ] = B áí x ∈ B.4.15. Áí ç f åßíáé óõíÜñôçóç, ôüôå (åî' ïñéóìïý) õðÜñ÷ïõí óýíïëá A;BôÝôïéá þóôå f ⊆ A×B, êé ÜñáDomain(f) = {x ∈ A | (∃y)[(x; y) ∈ f ]}êáé ôï Domain(f) åßíáé óýíïëï áðü ôï Áîßùìá Äéá÷ùñéóìïý (III). Ìå ôï ßäéïóêåðôéêü äåß÷íïõìå ðùò êáé ç Image(f) åßíáé óýíïëï (õðïóýíïëï ôïõ B). Ïôåëåõôáßïò éó÷õñéóìüò åßíáé ôåôñéììÝíïò.4.17. Ç áðüäåéîç åßíáé áêñéâþò ç ßäéá ìå áõôÞ óôçí ¢óêçóç 2.20, êé Üñá ôïóçìáíôéêü åßíáé íá äéáâÜóïõìå ôïí éó÷õñéóìü ðñïóåêôéêÜ êáé íá áíáãíùñßóïõìåáêñéâþò ðïéÜ áîéþìáôá ÷ñçóéìïðïéïýìå óôçí áðüäåéîÞ ôïõ. Èõìßóïõ ðùò çéóïðëçèéêüôçôá áíÜìåóá óôá P(A) êáé P(B) öáßíåôáé áðü ôç óõíÜñôçóç åéêüíáò�(X) = f [X] (X ⊆ A);
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Ëýóåéò ôùí áóêÞóåùí óôá ÊåöÜëáéá 1 - 12 277êé Üñá ðñÝðåé íá åëÝãîïõìå ðïéÜ áîéþìáôá ÷ñåéÜæïíôáé ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôçòóáí óýíïëï äéáôåôáãìÝíùí æåõãþí. Áñ÷éêÜ, ïé ôéìÝò ôçò åßíáé óýíïëá áðü ôïÁîßùìá Äéá÷ùñéóìïý (III) áöïýf [X] = {y ∈ B | (∃x ∈ X)[(x; y) ∈ f ]}·üìùò åäþ ÷ñçóéìïðïéïýìå êÜðïéïí ôåëåóôÞ äéáôåôáãìÝíïõ æåýãïõò êé Ýôóé Ýì-ìåóá óôçñéæüìáóôå óå üëá ôá áîéþìáôá ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé óôçí êáôáóêåõÞ åíüòôÝôïéïõ ôåëåóôÞ, äçëáäÞ óå áõôÜ ðïõ åðéêáëåóôÞêáìå óôçí áðüäåéîç ôïõ ËÞììá-ôïò 4.2. ÅîåôÜæïíôÜò ôçí ðñïóåêôéêÜ, ÷ñåéáæüìáóôå ôï Áîßùìá Æåýãïõò (II)ãéá íá ïñßóïõìå ôïí ôåëåóôÞ Kuratowski· ôï Áîßùìá ¸êôáóçò (I) ãéá íáäåßîïõìå ðùò ï ôåëåóôÞò áõôüò éêáíïðïéåß ôçí (OP1)· êáé ãéá íá áðïäåß-îïõìå ôçí (OP2), ÷ñåéáæüìáóôå áñ÷éêÜ ôá Áîéþìáôá Æåýãïõò êáé ¸íùóçò (II)and (V) ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå ôo A ∪ B, êé Ýðåéôá ôï Áîßùìá Äõíáìïóõíü-ëïõ (IV). Ìå ëßãá ëüãéá, ãéá íá äåßîïõìå áõóôçñÜ üôé áí f : A → B, ôüôå çåéêüíá f [X] ïðïéïõäÞðïôå X ⊆ A åßíáé óýíïëï, ÷ñåéáæüìáóôå üëá ôá áîéþìáôáåêôþò áðü ôï Áîßùìá ôïõ Áðåßñïõ (VI).Ãéá íá ïëïêëçñþóïõìå ôçí áðüäåéîç, ïñßæïõìå ôçí � óáí óýíïëï äéáôåôáãìÝ-íùí æåõãþí:� = {(X;Y ) ∈ P(A)× P(B) | (∀y)[y ∈ Y ⇐⇒ (∃x ∈ X)[(x; y) ∈ f ]]}:Áõôü åßíáé óýíïëï áðü ôï Áîßùìá Äéá÷ùñéóìïý (III) îáíÜ, áöïý Ý÷ïõìå ôéòâáóéêÝò éäéüôçôåò ôïõ ôåëåóôÞ äéáôåôáãìÝíïõ æåýãïõò, üðùò êáé ðñéí.4.18. Ïé ëåðôïìåñåßò áðïäåßîåéò ôçò Üóêçóçò áõôÞò åßíáé ó÷åäüí ßäéåò ìå áõôÝòôçò ¢óêçóçò 4.17 êáé äåí õðÜñ÷åé ëüãïò íá åðáíáëçöèïýí. Èá áñêåóôïýìåóôï íá ïñßóïõìå óõíáñôÞóåéò ðïõ öáíåñþíïõí ôéò éóïðëçèéêüôçôåò áõôÝò, ìåôçí õðüèåóç üôé f : A�→ A′ êáé g : B�→ B′.Ãéá íá äåßîïõìå üôé A ]B =c A′ ]B′, èÝôïõìå
�((i; x)) =

{

(êõáíü; f(x)); áí i = êõáíü;
(ëåõêü; g(x)); áëëéþò, äçëáäÞ áí i = ëåõêü:Ãéá íá äåßîïõìå üôé A×B =c A′ ×B′ èÝôïõìå�((x; y)) = (f(x); g(y)):ÔÝëïò, ãéá íá äåßîïõìå üôé (A→ B) =c (A′ → B′), èÝôïõìå ãéá p : A→ B,�(p) = {(x; y) ∈ A′ ×B′ | y = g(p(f−1(x)))};áêïëïõèþíôáò ôçí áðüäåéîç óôçí ¢óêçóç 2.23.4.22. ×ñçóéìïðïéüíôáò äéáäï÷éêÜ ôçí (C1), ôçí õðüèåóç êáé ôçí (C1) îáíÜ,A =c |A| = |B| =c B:
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278 Óçìåéþóåéò óôç óõíïëïèåùñßá4.23. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôéò áíôéóôïé÷ßåò f : A �→ |A| êáé g : B �→ |B|,ïñßæïõìå h : A ∪B� A ]B ìåh(x) =

{

(êõáíü; f(x)); áí x ∈ A;
(ëåõêü; g(x)); áëëéþò (äçëáäÞ áí x ∈ B \A):Áí A ∩ B = ∅, ôüôå ïé äýï ðåñéðôþóåéò óôïí ïñéóìü ôçò h äåí åðáëçèåýïíôáéôáõôü÷ñïíá, êé Ýôóé ç h åßíáé áíôéóôïé÷ßá ðïõ öáíåñþíåé ôçíA ∪B =c A ]B =c |A|+ |B|:4.24. Ïé ôáõôüôçôåò áõôÝò åßíáé Üìåóåò áðü ôïõò ïñéóìüõò, ôç âáóéêÞ (C1)êáé ôçí ¢óêçóç 4.18: äçëáäÞ,�1 + �2 =c �1 ] �2 =c �1 ] �2 (áðü ôçí ¢óêçóç 4.18) =c �1 + �2:4.26. Áí ï � åßíáé ðëçèÜñéèìïò, ôüôå � = |A| ãéá êÜðïéï óýíïëï A, êáé áðüôçí (C1), � =c A· ôüôå üìùò áðü ôçí (C2) (ðïõ éó÷ýåé ãéá éó÷õñïýò ôåëåóôÝòðëçèéêüôçôáò) Ýðåôáé üôé |�| = |A|, äçëáäÞ |�| = �. Ãéá ôç ìç ôåôñéììÝíçêáôåýèõíóç ôïõ äåýôåñïõ éó÷õñéóìïý: áí � =c �, ôüôå |�| = |�| áðü ôçí (C2),êé Üñá � = � áðü ôïí ðñþôï éó÷õñéóìü.4.27. Åî ïñéóìïý, êÜèå ìÝëïò ôïõ K ] (L ]M) Ý÷åé áêñéâþò ìßá áðü ôéòáêüëïõèåò ìïñöÝò, üðïõ ôá k; l;m åßíáé óõãêåêñéìÝíá óôïé÷åßá ôùí K;L;Máíôßóôïé÷á:x = (êõáíü; k); Þ x = (ëåõêü; (êõáíü; l)); Þ x = (ëåõêü; (ëåõêü;m)):¼ìïéá, êÜèå ìÝëïò ôïõ (K]L)]M Ý÷åé áêñéâþò ìßá áðü ôéò áêüëïõèåò ìïñöÝò,üðïõ ôá k; l;m åßíáé óõãêåêñéìÝíá óôïé÷åßá ôùí K;L;M áíôßóôïé÷á:y = (êõáíü; (êõáíü; k)); Þ y = (êõáíü; (ëåõêü; l)); Þ y = (ëåõêü;m):Ç æçôïýìåíç áíôéóôïé÷ßá f : K ] (L]M)�→ (K ]L)]M ðñïêýðôåé áíôéóôïé-÷ßæïíôáò ìå ôïí ðñïöáíÞ ôñüðï ôá óôïé÷åßá ôùí äýï óõíüëùí:f(êõáíü; k) = (êõáíü; (êõáíü; k));f(ëåõêü; (êõáíü; l)) = (êõáíü; (ëåõêü; l));f(ëåõêü; (ëåõêü;m)) = (ëåõêü;m):4.28. Áí L ∩M = ∅, ôüôå ìðïñïýìå íá äéáóðÜóïõìå ôï (L ∪M) ×K óôáäýï îÝíá óýíïëá L×K êáé M ×K, êé Ýôóé êÜèå óõíÜñôçóç f ⊆ (L ∪M)×Käéá÷ùñßæåôáé óå äýï óõíáñôÞóåéòfL = f ∩ (L×K) : L→ K; fM = f ∩ (M ×K) : M → K:¸ôóé ç áðåéêüíéóç � : ((L ∪M) → K) → (L → K) × (M → K) ïñßæåôáé ìåôïí ôýðï �(f) = (fL; fM );êáé åßíáé ðïëý åýêïëï íá åëÝãîïõìå üôé åßíáé üíôùò áíôéóôïé÷ßá.
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ÄéÜãñáììá 2. ¢óêçóç 4.28.Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôçí ôáõôüôçôá ôùí ðëçèáñßèìùí (4-17) áðü áõôü, ÷ñçóé-ìïðïéïýìå ôç � ] � = L ∪M ìå L = {êõáíü} × � êáé M = {ëåõêü} × �, Ýôóéþóôå L ∩M = ∅ êáé � =c L, � =c M . Õðïëïãßæïõìå:�(�+�) =c (L ∪M)→ K (ïñéóìüò, (C1) êáé 4.18)

=c (L→ K)× (M → K)

=c �� · �� (ïñéóìüò, (C1) êáé 4.18):5.18. Áðïäåéêíýïõìå ìå åðáãùãÞ óôï n üôé êÜèå óõíÜñôçóçfn(s) = n+ såßíáé ìïíïìïñöéóìüò. Óôç âÜóç åßíáé ôåôñéììÝíï áöïý f0(s) = s, êáé óôï åðá-ãùãéêü âÞìá, fn+1(s) = (n+ 1) + s = (n+ s) + 1 = fn(s) + 1;Ýôóé ðïõ ç fn+1 åßíáé óýíèåóç ôçò fn êáé ôçò óõíÜñôçóçò åðïìÝíïõ. Êáé ïé äýïáõôÝò óõíáñôÞóåéò åßíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá, Üñá ôï ßäéï êáé ç fn+1.5.25. Ãéá ôïí ðñþôï éó÷õñéóìü, õðïèÝôïõìå ðùò õðÜñ÷åé k ∈ [n; n), Ýôóé þóôåíá õðÜñ÷ïõí t êáé s ìå n+ t = k; k + s = n; k 6= n:¸ðåôáé üôé n+t+s = n, ðïõ ìå ôñåéò åöáñìïãÝò ôçò ¢óêçóçò 5.18 óõíåðÜãåôáéüôé t = 0 êáé s = 0· Ýôóé óõíÜãïõìå üôé k = n êáé êáôáëÞãïõìå óå Üôïðï.Ï äåýôåñïò éó÷õñéóìüò åßíáé ïõóéáóôéêÜ Üëëç ìïñöÞ ôïõ ËÞììáôïò 5.22.Áñ÷éêÜ õðïëïãßæïõìå:k < Sm ⇐⇒ k ≤ Sm& k 6= Sm (ïñéóìüò.);
⇐⇒ (k ≤ m ∨ k = Sm) & k 6= Sm (ËÞììá 5.22);
⇐⇒ k ≤ m
⇐⇒ (k ≤ m& k 6= m) ∨ k = m
⇐⇒ k < m ∨ k = m;üðïõ ãéá ôçí ôñßôç éóïäõíáìßá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï ãåãïíüò üôék ≤ m=⇒ k 6= Sm;
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280 Óçìåéþóåéò óôç óõíïëïèåùñßáðïõ éó÷ýåé áöïý áí äå÷ôïýìå ôçí ÜñíçóÞ ôïõ êáôáëÞãïõìå óôï Üôïðï Sm ≤ m:áí Sm+ t = m, ôüôå m+ St = m, êé Üñá St = 0 áðü ôçí ¶óêçóç 5.18, ðïõ äåíìðïñåß íá éó÷ýåé. ¸ðåôáé üôé ãéá üëá ôá k êáé n ≤ m,k ∈ [n; Sm) ⇐⇒ n ≤ k& k < Sm ⇐⇒ n ≤ k& (k < m ∨ k = m)

⇐⇒ (n ≤ k& k < m) ∨ (n ≤ k& k = m) ⇐⇒ k ∈ (

[n;m) ∪ {m});üðïõ óôï ôåëåõôáßï âÞìá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí õðüèåóç n ≤ m.6.3. Ãéá êÜèå x ∈ P , Ý÷ïõìå x ≤M áöïý ôï M åßíáé ìÝãéóôï· êáé áí ôï M ′åßíáé êÜðïéï Üíù öñÜãìá ôïõ P , ôüôå åðåéäÞ M ∈ P , Ý÷ïõìå M ≤M ′.6.4. (1) Ôï {e; f} äåí Ý÷åé Üíù öñÜãìá. (2) Ôï {a; c} Ý÷åé Üíù öñÜãìáôá(b, d, e êáé f) áëëÜ ü÷é åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá. (3) Ôï {b; d} Ý÷åé åëÜ÷éóôï ÜíùöñÜãìá (e) áëëÜ ü÷é ìÝãéóôï óôïé÷åßï.6.5. ÊÜèå ìÝëïò ôïõ P åßíáé Üíù öñÜãìá ôïõ ∅, áöïý (ôåôñéììÝíá) éêáíïðïéåßôçí áðáñáßôçôç óõíèÞêç
(∀x)[x ∈ ∅=⇒x ≤M ]·Ýðåôáé üôé ôï M åßíáé ôï åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá ôïõ ∅ áí êáé ìüíïí áí åßíáé ôïåëÜ÷éóôï óôïé÷åßï ôïõ P .6.6. ¼ëåò ïé óõíèÞêåòX ⊆ X; [X ⊆ Y &Y ⊆ Z]=⇒X ⊆ Z; [X ⊆ Y &Y ⊆ X]=⇒X = Yåßíáé ôåôñéììÝíåò. Áí ôï E ⊆ P(A) åßíáé Ýíá ïðïéïäÞðïôå óýíïëï õðïóõíüëùíôïõ A, ôüôå ç Ýíùóç ôïõ ⋃ E åßíáé Ýíá Üíù öñÜãìá ãéá ôï E , åðåéäÞ X ∈

E =⇒X ⊆ ⋃ E · êáé åßíáé ôï åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá, åðåéäÞ ãéá êÜèå M ′, áíX ⊆M ′ ãéá üëá ôá X ∈ E , ôüôå ⋃ E ⊆M ′.6.9. Áí ôï E åßíáé êåíü, ôüôå (A * E) = (A → E) = {∅} êáé ôåëåéþóáìå,ïðüôå õðïèÝôïõìå ðùò e0 ∈ E. Ãéá ôõ÷áßá f : A * E êáé X = Domain(f),èÝôïõìå f ′(x) =

{f(x); áí f(x) ↓;e0; áëëéþò;Ýôóé ðïõ f ′ : A → E êáé f ′ � X = f · êé áí f : A → E êáé X ⊆ A, ôüôåf �X : A * E ìå Domain(f �X) = X, Üìåóá áðü ôïõò ïñéóìïýò.6.11. Ôï êåíü óýíïëï ðëçñåß (áõóôçñÜ) ôç óõíèÞêç
(∀x; y)[(x ∈ ∅ & y ∈ ∅)=⇒x ≤ y ∨ y ≤ x];äçëáäÞ åßíáé áëõóßäá.6.12. Ïé ìïíáäéêÝò áëõóßäåò óå Ýíáí åðßðåäï ÷þñï åßíáé P åßíáé ôá ìïíïóý-íïëá (áêüìá êáé ôï {⊥}) êáé ôá äéóýíïëá ôçò ìïñöÞò {⊥; a}, êáé êáèÝíá áðüáõôÜ ôá óýíïëá Ý÷åé ìÝãéóôï, ðïõ åßíáé ôáõôü÷ñïíá êáé åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá.
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Ëýóåéò ôùí áóêÞóåùí óôá ÊåöÜëáéá 1 - 12 281¸íáò äéáêñéôüò ÷þñïò ìå ôïõëÜ÷éóôïí äýï óôïé÷åßá a; b, äåí ìðïñåß íá åßíáéåðáãùãéêüò· Ýôóé ôá ìïíïóýíïëá åßíáé ïé ìïíáäéêïß äéáêñéôïß ÷þñïé ðïõ åßíáéåðáãùãéêïß.6.13. ¸óôù u; v ∈ {xn | n ∈ N}. Ôüôå õðÜñ÷ïõí n;m ôÝôïéá þóôå u = xnêáé v = xm· áí n ≤ m, ôüôå u = xn ≤ xm = v, êáé ïìïßùò áí m ≤ n, ôüôåv ≤ u.6.15. Ìå ôç óõíÞèç äéÜôáîç, ï N åßíáé áëõóßäá êé ü÷é Üíù öñáãìÝíïò· êé ï÷þñïò ôïõ ÄéáãñÜììáôïò 6.2 äåí Ý÷åé åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï.6.16. Éó÷õñéæüìáóôå üôé áí X ⊆ P = E∗
⋃

(N→ E) êáé ôï X åßíáé áëõóßäá,ôüôå ç Ýíùóç ⋃X åßíáé óõíÜñôçóç ìå ðåäßï ïñéóìïý êÜðïéï õðïóýíïëï ôïõ N:åðåéäÞ áí (x; y); (x; y′) ∈ ⋃X, ôüôå õðÜñ÷ïõí p; q ∈ X ôÝôïéá þóôå (x; y) ∈ pêáé (x; y′) ∈ q· êáé áí p ⊆ q, Ý÷ïõìå (x; y); (x; y′) ∈ q Ýôóé þóôå y = y′, åíþ áíq ⊆ p Ý÷ïõìå (x; y); (x; y′) ∈ p, Ýôóé þóôå êáé ðÜëé y = y′. ÅðéðëÝïí, ôï ðåäßïïñéóìïý ôçò ⋃X åßíáé åßôå ïëüêëçñï ôï N åßôå êÜðïéï ðåðåñáóìÝíï, áñ÷éêüôìçìá ôïõ N, äéüôé åßíáé êëåéóôü ãéá ôç <:x < x′ ∈ Domain(⋃X) =⇒ ãéá êÜðïéï p ∈ X;x′ ∈ Domain(p)=⇒ x ∈ Domain(p)=⇒ x ∈ Domain(⋃X):¸ôóé, ⋃X ∈ P , êáé åßíáé öáíåñü üôé åßíáé ôï åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá ôïõ X.6.17. Ãéá ôõ÷áßá áëõóßäá ìåñéêþí ìïíïìïñöéóìþí S ⊆ (A )*B), èÝôïõìåp∗ =
⋃S = ç Ýíùóç ôïõ S. Ðñïöáíþò ôï p∗ åßíáé ôï åëÜ÷éóôï Üíù öñÜãìá ôïõS ìå ôç ⊆ , Üñá áñêåß íá äåßîïõìå üôé åßíáé ìåñéêÞ äéÜôáîç, äçëáäÞ üôé

(x; y); (x; y′) ∈ p∗=⇒ y = y; (a)
(x; y); (x′; y) ∈ p∗=⇒x = x′: (b)(a): Áðü ôçí õðüèåóç, õðÜñ÷ïõí p; p′ ∈ S ôÝôïéá ðïõ (x; y) ∈ p êáé (x; y′) ∈ p′·áí p ≤ p′, ôüôå (x; y) ∈ p′, êé áöïý ôï p′ åßíáé ìåñéêÞ óõíÜñôçóç êáé ðåñéÝ÷åé ôï

(x; y′), èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé y = y′· êé áí p ≤ p, óõììåôñéêÜ ïäçãïýìáóôå óôïßäéï óõìðÝñáóìá.¼ìïéá äåß÷íïõìå êáé ôçí (b).6.20. Áí x0 ≤P x1 ≤P · · · , ôüôå ôï óýíïëï ôéìþí X = {xn | n ∈ N}ôçò áêïëïõèßáò {xn}n∈N êáé ç åéêüíá ôïõ �[X] = {�(xn) | n ∈ N} áðü ìéáìïíïôïíéêÞ � åßíáé ìç êåíÝò, áðáñéèìçôÝò áëõóßäåò, êÜôé ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìååî' áñ÷Þò ãéá íá ïñßóïõìå ôá üñéá ìïíïôïíéêþí áêïëïõèéþí,
limn xn = supX; limn �(xn) = sup �[X]:¸ðåôáé üôé áí ç � åßíáé áñéèìÞóéìá óõíå÷Þò, ôüôå�(limn xn) = �(sup[X]) = sup�[X] = limn �(xn);êé Ýôóé Ý÷ïõìå ôç ìßá êáôåýèõíóç ôçò ¢óêçóçò. Ãéá ôçí Üëëç, õðïèÝôïõìå üôéôï S = {s0; s1; : : : ; } åßíáé ìéá ìç êåíÞ áðáñéèìçôÞ áëõóßäá ôïõ P , êáé ïñßæïõìå
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282 Óçìåéþóåéò óôç óõíïëïèåùñßáôç óõíÜñôçóç (áêïëïõèßá) x : N→ S ìå áíáäñïìÞ,x0 = s0; xn+1 = maxP (xn; sn+1):Ï ïñéóìüò áõôüò Ý÷åé íüçìá, áöïý êÜèå xn åßíáé ìÝëïò ôçò áëõóßäáò S êé Üñáóõãêñßóéìï ìå ôï sn+1. Ìå ìéá áðëÞ åðáãùãÞ óôï n,xn ∈ S; sn ≤P xn; xn ≤P xn+1;áðü üðïõ Ýðåôáé üôé
supS = sup{xn | n ∈ N} = lim xn·ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá ôéò åéêüíåò ïðïéáóäÞðïôå ìïíïôïíéêÞò �,

sup �[S] = sup{�(xn) | n ∈ N} = limn �(xn):Åôóé, áí ç � óÝâåôáé (äéáôçñåß) ôá üñéá ìïíïôïíéêþí áêïëïõèéþí, Ý÷ïõìå ôïæçôïýìåíï
sup �[S] = limn �(xn) = �(limn xn) = �[supS]:6.24. Êáôåõèåßáí áðü ôïí ïñéóìü,�(f)(n) = �(f0)(n);üðïõ f0 åßíáé ï ðåñéïñéóìüò ôçò f óôï ðåðåñáóìÝíï óýíïëï {0; : : : ; n}. Ãéá ôïäåýôåñï óêÝëïò, áí f(n) = 2n, ôüôå�(f)(2) = f(0) + f(1) + f(2) = 0 + 2 + 4 = 6:6.26. Áí ç f : X → Y åßíáé óõíå÷Þò êáé ôï F ⊆ Y åßíáé êëåéóôü, ôüôå ôïG = Y \ F åßíáé áíïéêôü, êáé F = Y \G, Üñáf−1[F ] = f−1[Y \G] = f−1[Y ] \ f−1[G] = X \ f−1[G];êé Ýôóé ôï f−1[F ] åßíáé êëåéóôü. ÓõììåôñéêÜ áðïäåéêíýïõìå üôé áí ôï f−1[F ]åßíáé êëåéóôü ãéá êÜèå êëåéóôü F ⊆ Y , ôüôå ôï f−1[G] èá åßíáé áíïéêôü ãéáêÜèå áíïéêôü G ⊆ Y , êé Ýôóé ç f åßíáé óõíå÷Þò.6.32. Êáôåõèåßáí áðü ôïí ïñéóìü,�(f)(n) = �(f0)(n);ìå f0 = {(n; 0)} áí n ∈ A, êé áí n =∈ A, ôüôåf0 = {(n; h(w)) | (n+ 1; w) ∈ f}:ÁõôÞ ç f0 åßíáé ðåðåñáóìÝíç, ãéá ôçí áêñßâåéá ïñßæåôáé óå áêñéâþò Ýíáí áñéèìüáí n ∈ A Þ áí n =∈ A& f(n + 1) ↓, åíþ óå áíôßèåôç ðåñßðôùóç, åßíáé ç êåíÞìåñéêÞ óõíÜñôçóç· Ýôóé, áðü ôçí 6.23, ç � åßíáé óõíå÷Þò áðåéêüíéóç.7.3. ¸óôù ≤C êáëÞ äéÜôáîç ôïõ C êáé f : A� C ìïíïìïñöéóìüò. ÈÝôïõìåx ≤A y ⇐⇒ f(x) ≤C f(y) (x; y ∈ A);êáé äåß÷íïõìå üôé ç ≤A åßíáé êáëÞ äéÜôáîç ôïõ A.
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Ëýóåéò ôùí áóêÞóåùí óôá ÊåöÜëáéá 1 - 12 283Ôï üôé ç ≤A åßíáé ãñáììéêÞ, áðïäåéêíýåôáé ôåôñéììÝíá, ïõóéáóôéêÜ ìå áðëüÝëåã÷ï. Ãéá ðáñÜäåéãìá,x ≤A y& y ≤A z =⇒ f(x) ≤C f(y) & f(y) ≤C f(z)=⇒ f(x) ≤C f(z) (åðåéäÞ ç ≤C åßíáé ìåôáôáâáôéêÞ)=⇒ x ≤A z (áðü ôïí ïñéóìü);êé Ýôóé ç ≤A åßíáé ìåôáâáôéêÞ.Ãéá íá äåßîïõìå üôé ç ≤A åßíáé êáëÞ äéÜôáîç ôïõ A, õðïèÝôïõìå üôé X ⊆ Aêáé X 6= ∅. ¸óôù f [X] ç åéêüíá ôïõ X· Ýôóé ôï f [X] åßíáé ìç êåíü õðïóýíïëïôïõ C, Üñá Ý÷åé åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï f(m)· Ýðåôáé üôé ôï m åßíáé ôï ≤A-åëÜ÷éóôïóôïé÷åßï ôïõ X, áöïý ãéá êÜèå x ∈ X, f(m) ≤C f(x) êáé åðïìÝíùò m ≤A x,åî ïñéóìïý.7.4. Áí (C;≤C) åßíáé êáëÜ äéáôåôáãìÝíï óýíïëï êáé f : C →→ A, ïñßæïõìåìéá £áíôßóôñïöç¤ óõíÜñôçóç g : A→ C ìåg(x) = minC{y | f(y) = x}:ÁõôÞ åßíáé ìïíïìïñöéóìüò· äéüôé áí x 6= x′, ôüôå
{y | f(y) = x} ∩ {y | f(y) = x′} = ∅;êáé ôï g(x) åßíáé ôï ðñþôï áðü áõôÜ ôá äýï óýíïëá, åíþ ôï g(x′) ôï äåýôåñï.Ôþñá åöáñìüæïõìå ôçí ¢óêçóç 7.3 ÷ñçóéìïðïéþíôáò áõôüí ôïí ìïíïìïñöé-óìü.7.6. Áõôü åßíáé ôåôñéììÝíï: ï ðåñéïñéóìüò ≤I ôçò ≤U óôï I êëçñïíïìåß ôçíáõôïðÜèåéá, ôç ìåôáâáôéêüôçôá êáé ôçí áíôéóõììåôñéêüôçôá, êáé êÜèå ìç êåíüX ⊆ I Ý÷åé åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï óôï U ðïõ åßíáé êáé ôï åëÜ÷éóôü ôïõ óôï I.7.8. Áðü ôïí ïñéóìü, seg(0) = {x ∈ U | x <U 0}, êé Üñá seg(0) = ∅ áöïýôï 0 åßíáé ôï åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï.Êáé ðÜëé áðü ôïí ïñéóìü,S(x) = min{y ∈ U |x <U y};êé Ýôóé äåí õðÜñ÷åé z ∈ U ìå x <U z <U S(x)· áõôü óçìáßíåé üôéy <U S(x) ⇐⇒ y <U x ∨ y = x;äçëáäÞ seg(S(x)) = seg(x) ∪ {x}.7.10. Áí V åßíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí áñ÷éêþí ôìçìÜôùí ôïõ U , ôüôåV = Vp ∪ {U};üðïõ ôá £ãíÞóéá¤ áñ÷éêÜ ôìÞìáôá óôï Vp åßíáé åêåßíá ðïõ ãñÜöïíôáé óáí segU (x)ìå x ∈ U . ÅðéðëÝïí, ç áðåéêüíéóçf(I) = ôï ìïíáäéêü x ∈ U ôÝôïéï ðïý I = segU (x)äéáôçñåß ðñïöáíþò ôç äéÜôáîç áðü ôï Vp óôï U|óõãêåêñéìÝíá åßíáé ïìïéü-ôçôá, êé Ýôóé ï Vp åßíáé êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò. Ôþñá, ðñïóèÝôïíôáò Ýíá óçìåßï(U) óôçí êïñõöÞ ôïõ Vp, ðáßñíïõìå ôïí V , êé Üñá åîáêïëïõèåß íá åßíáé êáëÜ
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284 Óçìåéþóåéò óôç óõíïëïèåùñßáäéáôåôáãìÝíïò|ç ëåðôïìåñÞò áðüäåéîç ãéá áõôü âñßóêåôáé óôçí ¢óêçóç 7.18ðáñáêÜôù.7.12. Áðü ôïí Ïñéóìü 6.18, ìéá áðåéêüíéóç � : P → Q åßíáé ìïíïôïíéêÞ áíx ≤ y=⇒�(x) ≤ �(y);êé Ýôóé, óÝâåôáé ôéò äéáôÜîåéò, áí åðéðëÝïí éó÷ýåé êáé ôï áíôßóôñïöï,�(x) ≤ �(y)=⇒x ≤ y:¸ôóé ïé áðåéêïíßóåéò ðïõ óÝâïíôáé ôéò äéáôÜîåéò åßíáé ìïíïôïíéêÝò. ÁíôéðáñÜ-äåéãìá ãéá ôï áíôßóôñïöï áðïôåëåß ïðïéáäÞðïôå óôáèåñÞ áðåéêüíéóç �(t) = c,åðéëÝãïíôáò ôï P þóôå íá Ý÷åé (ôïõëÜ÷éóôïí) äýï ìÝëç x 6= y· ïé óôáèåñÝòáðåéêïíßóåéò åßíáé ôåôñéììÝíá ìïíïôïíéêÝò, üìùò áõôÞ äåí ìðïñåß íá óÝâåôáéôéò äéáôÜîåéò, áöïý �(x) = �(y) = c, áðü ôï ïðïßï Ýðåôáé (áí ç � óÝâåôáé ôéòäéáôÜîåéò) üôé x ≤ y êáé y ≤ x, äçëáäÞ x = y.7.13. ÕðïèÝôïõìå (ðñïò Üôïðï) üôé ïé P êáé Q åßíáé ãñáììéêïß, üôé ç óõ-íÜñôçóç f : P → Q óÝâåôáé ôéò äéáôÜîåéò êáé üôé x <P y áëëÜ f(x) 6<Q f(y).¸ðåôáé áðü ôç ãñáììéêüôçôá ôïõ Q üôé f(y) ≤Q f(x)· üìùò áðü áõôü óõíÜ-ãïõìå üôé y ≤P x, áöïý ç f óÝâåôáé ôéò äéáôÜîåéò, ðïõ áíôéôßèåôáé óôçí õðüèåóç.Ãéá ôï áíôßóôñïöï, äå÷üìáóôå üôé ïé P êáé Q åßíáé ãñáììéêïß êáé üôé ç f åßíáéáõóôçñÜ ìïíïôïíéêÞ, áëëÜ äå óÝâåôáé ôéò äéáôÜîåéò. Áðü ôç ìïíïôïíéêüôçôá ôçf , x ≤P y=⇒ f(x) ≤Q f(y), äéáêñßíïíôáò ðåñéðôþóåéò x = y Þ x <P y, êé Ýôóé,áöïý ç f äå óÝâåôáé ôéò äéáôÜîåéò, õðÜñ÷ïõí x; y ∈ P ìå f(x) ≤Q f(y) áëëÜx 6≤P y. ¼ìùò ôüôå Ý÷ïõìå y <P x áðü ôç ãñáììéêüôçôá ôïõ P · Ýôóé, áöïýç f åßíáé áõóôçñÜ ìïíïôïíéêÞ, óõíÜãïõìå f(y) <Q f(x), åíÜíôéá óôçí õðüèåóçf(x) ≤Q f(y).7.14. Ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç �(x) = x óôï P åßíáé ïìïéüôçôá, êé ÝôóéP =o P .Ãéá ôç óõììåôñéêüôçôá, äå÷üìáóôå üôé ç � : P �→ Q åßíáé ïìïéüôçôá. Ôþñá,áí �−1 : Q�→ P åßíáé ç áíôßóôñïöç áíôéóôïé÷ßá êáé x; y ∈ Q, Ý÷ïõìå�−1(x) ≤P �−1(y) ⇐⇒ �(�−1(x)) ≤Q �(�−1(y)) ⇐⇒ x ≤P yåöüóïí �(�−1(z)) = z ãéá êÜèå z ∈ Q.Ãéá ôç ìåôáâáôéêüôçôá, ðáñáôçñïýìå üôé ç óýíèåóç áðåéêïíßóåùí ðïõ óÝâï-íôáé ôéò äéáôÜîåéò, óÝâåôáé ôéò äéáôÜîåéò:x ≤P y ⇐⇒ �(x) ≤Q �(y) ⇐⇒ �(�(x)) ≤R �(�(y)):¼ìùò ç óýíèåóç áíôéóôïé÷éþí åßíáé áíôéóôïé÷ßá, Üñá ç óýíèåóç ïìïéïôÞôùíåßíáé ïìïéüôçôá, êé Ýôóé ç =o åßíáé ìåôáâáôéêÞ.7.17. Áí ç � : P �→ Q åßíáé ïìïéüôçôá ôïõ P ìå ôïí Q, ôüôå ç åðÝêôáóÞ ôçòp ∪ {(tP ; tQ)} åßíáé åýêïëá ïìïéüôçôá ôïõ Succ(P ) ìå ôïí Succ(Q).7.18. Ôï üôé ç ≤Succ(U) åßíáé ãñáììéêÞ äéÜôáîç ôïõ Field(U) ∪ {tU} åßíáéðñïöáíÝò. Åßíáé êáé êáëÞ äéÜôáîç, áöïý áí õðïèÝôïíôáò üôé ∅ 6= X ⊆ Field(U)∪
{tU}, áí X = {tU}, ôüôå ôï tU åßíáé ôï åëÜ÷éóôï ôïõ X óôïí Succ(U), êé Üí
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Ëýóåéò ôùí áóêÞóåùí óôá ÊåöÜëáéá 1 - 12 285X ∩ Field(U) 6= ∅, ôüôå ôï ≤U -åëÜ÷éóôï ìÝëïò ôïõ óõíüëïõ áõôïý åßíáé ôï
≤Succ(U)-åëÜ÷éóôï ìÝëïò ôïõ X.7.28. ¸óôù � = �� ç óýíèåóç ôùí � êáé �, Ýôóé þóôå�(x) = �(�(x)) (x ∈ U):Ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé ç � : U →W óÝâåôáé ôéò äéáôÜîåéò, õðïëïãßæïõìå:x ≤U y ⇐⇒ �(x) ≤V �(y)

⇐⇒ �(�(x)) ≤W �(�(x))
⇐⇒ �(x) ≤W �(y):ÔåëéêÜ, ãéá íá äåßîïõìå üôé ôï �[U ] åßíáé áñ÷éêü ôìÞìá ôïõ W , õðïèÝôïõìåüôé w ∈ �[U ] = �[�[U ]], Ýôóé ðïõ w = �(v) ãéá êÜðïéï v ∈ �[U ], êáé w′ <W w.¼ìùò ç � åßíáé áñ÷éêÞ ïìïéüôçôá, êé Üñá ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé êÜðïéï v′ ∈ V ìåw′ = �(v′)· êé áöïý �(v′) <W �(v) êáé ç � óÝâåôáé ôéò äéáôÜîåéò, èá ðñÝðåé íáéó÷ýåé v′ <V v. v ∈ �[U ], êé Üñá Ý÷ïõìå êÜðïéï u ∈ U ôÝôïéï þóôåv = �(u) êáé v′ <V v:¼ìùò ç � åßíáé åðßóçò áñ÷éêÞ ïìïéüôçôá, êé Üñá (üðùò êáé ðñéí) èá õðÜñ÷åéêÜðïéï u′ <U u ìå v′ = �(u′), áðü ôï ïðïßï óõíÜãïõìå üôé�(u′) = �(�(u′)) = �(v′) = w′;êáé ôåëåéþóáìå.8.3. Ãéá ìéá ïéêïãÝíåéá E ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï ∅, äåí õðÜñ÷åé äýíïëï åðéëïãÞò,áöïý ôï S ∩ ∅ äåí åßíáé ìïíïóýíïëï. Ãéá ôï äåýôåñï ðáñÜäåéãìá, áí ôï S åßíáéóýíïëï åðéëïãÞò ãéá ôï E , ôüôå S ∩ {a} = {a} êáé åðßóçò S ∩ {b} = {b}, Ýôóéðïõ {a; b} ⊆ S, êáé ôï S ∩ {a; b} äåí åßíáé ìïíïóýíïëï.8.7. ¸óôù (∀x)(∃y)P (x; y) êáé " óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ãéá ôï B, Ýôóé þóôå

[X ⊆ B&X 6= ∅]=⇒ "(X) ∈ X:Ïñßæïõìå f : A→ B ìå f(x) = "({y | P (x; y)}):Áõôü Ý÷åé íüçìá, áöïý ãéá êÜèå x ∈ A, {y | P (x; y)} 6= ∅ áðü ôçí õðüèåóç.ÅðéðëÝïí, f(x) ∈ {y | P (x; y)} ãéá ïðïéïäÞðïôå x ∈ A, ìéáò êáé ç " åßíáéóõíÜñôçóç åðéëïãÞò ãéá ôï B, êáé Ýôóé öôÜíïõìå óôï æçôïýìåíï P (x; f(x)).8.15. ¸óôù a ∈ A, P ⊆ A×A, êáé (∀x ∈ A)(∃y ∈ A)P (x; y). ÈåùñïýìåP ∗(u; x) ⇐⇒ u ∈ A∗ &x ∈ A
&

[

[u = ∅&x = a] ∨ [lh(u) > 0 &P (u(lh(u)− 1); x)]]:Áí u = ∅, ôüôå P ∗(u; a), êáé áí u = 〈u0; : : : ; un〉 ìå n ≥ 0 êáé P (un; x), ôüôåP ∗(u; x)· Ýôóé ç õðüèåóç ãéá ôï P óõíåðÜãåôáé (∀u)(∃x)P ∗(u; x), êáé ç äïóìÝíç
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286 Óçìåéþóåéò óôç óõíïëïèåùñßáåêäï÷Þ ôïõDC ìáò äßíåé ìéá óõíÜñôçóç f : N→ A Ýôóé ðïõ (∀n)P ∗(f(n); f(n))êáé f(0) = a. ÅðéðëÝïí, áí n > 0,P ∗(f(n); f(n)) ⇐⇒ P (f(n− 1); f(n));Ýôóé þóôå (∀n > 0)P (f(n− 1); f(n)), ìå Üëëá ëüãéá (∀n)P (f(n); f(n+ 1)).8.18. ¸óôù (P;≤) ãñáììéêÞ êáé åäñáéùìÝíç, êáé X ⊆ P Ýíá ìç êåíü óýíïëïóçìåßùí· Ýðåôáé üôé õðÜñ÷åé m ∈ X ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå x ∈ X, x 6< m, ôïïðïßï áðü ôç ãñáììéêüôçôá ôïõ ≤ óçìáßíåé üôé m ≤ x, êáé Ýôóé ôï m åßíáé ôïåëÜ÷éóôï ìÝëïò ôïõ X. Áíôßóôñïöá, áí ç (P;≤) åßíáé êáëÞ äéÜôáîç êáé ôï XÝíá ìç êåíü õðïóýíïëï ôïõ P , ôüôå ôï X Ý÷åé åëÜ÷éóôï m, ðïõ åßíáé ðñïöáíþòåëá÷éóôéêü óôï X.9.4. Áí ôï u åßíáé ôåñìáôéêüò êüìâïò, ôüôå u v w=⇒w = u, Ýôóé ðïõTu = {w ∈ T | w v u}· áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ôï äåýôåñï óýíïëï óôçí (9-2) åßíáéêåíü (åðåéäÞ ôï u äåí Ý÷åé ðáéäéÜ), êáé Ýôóé ç (9-2) áëçèåýåé. Áí ôï u äåí åßíáéôåñìáôéêü, ôüôå ðñïöáíþò, ãéá êÜèå w,u v w ⇐⇒ (∃v)[ôï v åßíáé ðáéäß ôïõ u& v v w];áðü ôï ïðïßï êáé ðÜëé Ýðáéôáé ç (9-2).9.5. Áí ôï f : N→ N åßíáé Üðåéñï êëáäß, ôüôåf(0) > f(1) > · · · ;áëëÜ äåí õðÜñ÷ïõí Üðåéñåò, (ãíÞóéá) öèßíïõóåò áêïëïõèßåò öõóéêþí áñéèìþí.9.12. Ìå üëåò ôéò ëåðôïìÝñåéåò, ãíùñßæïõìå üôé � <c 2�, êáé Ýôóé �+ ≤c 2�áðü ôçí (9-5). Áðü ôï GCH, äåí õðÜñ÷åé ðëçèÜñéèìïò áõóôçñÜ áíÜìåóá óåÝíáí Üðåéñï � êáé óôïí 2�, Ýôóé ðïõ �+ =c 2�· êáé, áíôßóôñïöá, áí �+ =c 2�,ôüôå äåí õðÜñ÷åé ðëçèÜñéèìïò áõóôçñÜ áíÜìåóá óôïí � êáé óôïí 2�, ðÜëé áðüôçí (9-5).9.19. Áí ôá �1 êáé �2 éêáíïðïéïýí ôéò (1) { (3), ôüôå �1 =c A ãéá êÜðïéïA ∈ E áðü ôç (2) ãéá �1· Ýôóé Ý÷ïõìå �2 ≤c A ≤c �1 áðü ôçí (3) ãéá �2.ÓõììåôñéêÜ Ýðåôáé üôé �1 ≤c �2.9.22. Áõôü åßíáé Üìåóï, áðü ôï èåþñçìá êáé ôï ãåãïíüò üôé ãéá êÜèå i,
{i} <c 2, áöïý ôï 2 åßíáé óýíïëï ìå äýï ìÝëç.9.24. Áõôü åßíáé Üìåóï.10.2. Äå÷üìáóôå üôé u v v êáé õðïëïãßæïõìå:x ∈ Nv =⇒ v v x=⇒u v x=⇒x ∈ Nu:Ôï áíôßóôñïöï åßíáé åîßóïõ ðñïöáíÝò.10.3. Ç ïéêïãÝíåéá ôùí ãåéôïíéþí åßíáé éóïðëçèéêÞ ìå ôï N∗, êáé N∗ =c N.10.5. Áí ôï G åßíáé áíïéêôü êáé x ∈ G, ôüôå áðü ôç (10-6), õðÜñ÷åé u ìåx ∈ Nu ⊆ G· êáé áí êÜèå x ∈ G áíÞêåé óå êÜðïéï Nu ⊆ G, ôüôå ç (10-6) éó÷ýåéôåôñéììÝíá.
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Ëýóåéò ôùí áóêÞóåùí óôá ÊåöÜëáéá 1 - 12 28710.9. Åî ïñéóìïý, Nu = [Tu], üðïõ ôï õðüäåíôñï Tu ïñßæåôáé óôçí (9-1) êáéåßíáé äéáóðþìåíï, áöïý ãéá êÜèå v ∈ Tu êáé êÜèå n, v ?〈n〉 ∈ Tu.10.13. Áí ôï A åßíáé áíáðáñßèìçôï êáé A =
⋃ nAn∈N, ôüôå ôïõëÜ÷éóôïí ÝíáAn ðñÝðåé íá åßíáé áíáðáñßèìçôï· êáé áí An ∈ Γ, ôüôå ôï An Ý÷åé ìç êåíü,ôÝëåéï õðïóýíïëï P áðü ôçí õðüèåóç, êáé Ýôóé P ⊆ A.10.17. Áí ç � : (N * N)→ (N * N) åßíáé óõíå÷Þò êáé x ∈ N , ôüôå�(x) = sup{�(v) | v ∈ N∗; v v x};êáé Ýôóé áí �(x) ∈ Nu (ðïõ óçìáßíåé üôé u v �(x)), èá ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé êÜðïéïv v x ìå u v �(v)· áðï áõôü üìùò Ýðåôáé üôé u v �(y) ãéá êÜèå y ∈ N ìåv v y, Ýôóé ðïõ ôåëéêÜ, y ∈ Nv =⇒�(y) ∈ Nuãéá áõôü ôï v, ãåãïíüò ðïõ öáíåñþíåé ôç óõíÝ÷åéá ôçò f = ��N óôï x.10.26. Âáöôßæïõìå (ðñïóùñéíÜ) êáëÞ ìéá ïéêïãÝíåéá óõíüëùí áð' áõôÝò ðïõç ôïìÞ ôïõò êáèïñßæåé ôï B(X), äçëáäÞç E åßíáé êáëÞ ⇐⇒ G ⊆ E

& (∀{An}n)[(∀n)An ∈ E =⇒⋃ nAn ∈ E ]
& (∀A ∈ E)[cA ∈ E ]}:Ãéá íá äåßîïõìå üôé ôï B(X) =

⋂{E | ç E åßíáé êáëÞ}, åßíáé �-ðåäßï ðïõ ðå-ñéÝ÷åé üëá ôá áíïéêôÜ óýíïëá (äçëáäÞ, êáëü), ðñÝðåé íá åðáëçèåýóïõìå ôïõòáêüëïõèïõò ôñåéò éó÷õñéóìïýò:(1) ÊÜèå áíïéêôü óýíïëï G ⊆ X áíÞêåé óôï B(X)· áõôü éó÷ýåé äéüôé G ∈ Eãéá êÜèå êáëÞ E , êáé Ýôóé G ∈ B(X).(2) Áí A ∈ B(X), ôüôå cA ∈ B(X): áí A ∈ E ãéá êÜèå êáëÞ E , ôüôå cA ∈ Eãéá êÜèå êáëÞ E , áðü ôïí ïñéóìü ôçò £êáëïóýíçò¤, êáé Ýôóé cA ∈ B(X).(3) Áí An ∈ B(X) ãéá êÜèå n, ôüôå ⋃ nAn ∈ B(X). ¸óôù E ìéá êáëÞïéêïãÝíåéá. Áðü ôçí õðüèåóç Ý÷ïõìå üôé êÜèå An ∈ E , êáé Ýôóé ðÜëé áðü ôïíïñéóìü ôçò £êáëïóýíçò¤, ⋃ nAn ∈ E · üìùò ç E åðéëÝ÷ôçêå ôõ÷áßá, êáé Ýôóé ç
⋃ nAn áíÞêåé óå êÜèå êáëÞ ïéêïãÝíåéá, ðïõ óçìáßíåé üôé ⋃ nAn ∈ B(X).10.27. Áðü ôï Ðñüâëçìá x1.3, ⋂ nAn = c(⋃ ncAn).11.4. Áðü ôï Áîßùìá ÁíôéêáôÜóôáóçò, ç åéêüíá F [X] óõíüëïõX åßíáé åðßóçòóýíïëï, êáé Üñá õðÜñ÷åé êÜðïéï w ðïõ éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç

(∀y)[y ∈ w ⇐⇒ (∃x ∈ X)[y = F (x)]]·êáé áðü ôï Áîßùìá ¸êôáóçò, ôï w åßíáé ìïíáäéêü, Üñá ìðïñïýìå íá ïñßóïõìåG(X) = ôï ìïíáäéêü w ôÝôïéï þóôå (∀y)[y ∈ w ⇐⇒ (∃x ∈ X)[y = F (x)]]:
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H(w; n) =







a; áí n = 0;F (y); áí n > 0 & (n− 1; y) ∈ w& (∀t 6= y)[(n− 1; t) =∈ w];
∅; áëëéþò:11.9. Ãéá áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò, åßíáé åõêïëüôåñï íá äåßîïõìå ⋃M ⊆ M ,áöïý ðñþôá õðïëïãßóïõìå ôéò ó÷åôéêÝò åíþóåéò:

⋃ ∅ = ∅;
⋃ {∅; {∅}} = {∅};

⋃{∅; {∅}; {∅; {∅}}} = {∅; {∅}};
⋃

N0 = N0:ÔÝëïò, áí ôï M åßíáé êëÜóç áôüìùí, ôüôå ⋃M = ∅, êáé Ýôóé ⋃M ⊆M .11.11. Áðü ôïí ïñéóìü, A ∈ TC(A) êáé ôï TC(A) åßíáé ìåôáâáôéêü, Ýôóéðïõ A ⊆ TC(A) êáé Üñá A ∪ {A} ⊆ TC(A), ãéá êÜèå A. Ãéá ôçí áíôßóôñïöçêáôåýèõíóç, õðïèÝôïõìå üôé ôï A åßíáé ìåôáâáôéêü êáé x ∈ A∪ {A}. Áí x ∈ A,ôüôå x ⊆ A ⊆ A∪{A}, êáé áí x = A, ôüôå êáé ðÜëé x ⊆ A ⊆ A∪{A}· ôï ïðïßïäåß÷íåé üôé ôï A ∪ {A} åßíáé ìåôáâáôéêÞ, êáé Üñá A ∪ {A} ⊆ TC(A).11.13. Áí äåí õðÜñ÷ïõí Üôïìá, ôüôå ç ìåôáâáôéêÞ êëåéóôüôçôá TC(A) êÜèåóõíüëïõ äåí Ý÷åé Üôïìá, êáé Ýôóé êÜèå óýíïëï åßíáé áãíü. Áíôßóôñïöáì áíõðÜñ÷åé êÜðïéï Üôïìï a, ôüôå TC({a}) = {{a}; a}, êáé Ýôóé ôï {a} äåí åßíáéáãíü.11.14. Áí ôï A åßíáé ìåôáâáôéêü, ôüôå TC(A) = A ∪ {A} áðü ôçí ¢óêçóç11.11, êáé ôï A∪{A} åßíáé ðåðåñáóìÝíï Þ áðáñéèìçôü áêñéâþò üôáí ôï A åßíáéðåðåñáóìÝíï Þ áðáñéèìçôü.11.16. ËÜèïò: ôï ìïíïóýíïëï {a} åíüò áôüìïõ åßíáé ìåôáâáôéêü êáé Ý÷åéìåôáâáôéêÞ êëåéóôüôçôá TC({a}) = {{a}; a}, ÷ùñßò íá åßíáé õðïóýíïëï ôïõäõíáìïóõíüëïõ ôïõ P({a}) = {∅; {a}}, ôïõ ïðïßïõ üëá ôá ìÝëç (åî ïñéóìïý)åßíáé óýíïëá.11.17. Ç óõìðåñßëçøç Mn(I) ⊆ Mn(J) áðïäåéêíýåôáé åýêïëá ìå åðáãùãÞóôï n, ìå âÜóç ôç óõìðåñßëçøç M0(I) = I ⊆ J = M0(J) ðïõ ìáò äßíåé çõðüèåóç.11.20. Ç êëÜóç W üëùí ôùí áíôéêåéìÝíùí åßíáé ìåôáâáôéêÞ, åðåéäÞ áí ôï yåßíáé Ýíá áíôéêåßìåíï êáé x ∈ y, ôüôå ôï x åßíáé åðßóçò áíôéêåßìåíï|áðëÜ êáéìüíï åðåéäÞ Ý÷ïõìå äå÷èåß áðáñ÷Þò üôé ç ó÷Ýóç ôïõ £áíÞêåéí¤ ïñßæåôáé áíÜìåóáóå æåýãç áíôéêåéìÝíùí· êáé åßíáé êüóìïò ôïõ Zermelo, áöïý äå÷èÞêáìå ãéá áõôÞíüëåò ôéò óõíèÞêåò ðïõ áðáéôïýíôáé áðü Ýíá êüóìï ôïõ Zermelo|üôé ðåñéÝ÷åé ôïäéóýíïëï {x; y} ïðïéùíäÞðïôå áíôéêåéìÝíùí ôïõ x, y, ôçí Ýíùóç ⋃X êáé ôïäõíáìïóýíïëï P(X) êÜèå ìÝëïõò ôïõ ðïõ åßíáé óõíüëï, êáèþò åðßóçò êáé Ýíáóýíïëï I ðïõ éêáíïðïéåß ôï Áîßùìá ôïõ Áðåßñïõ, Ýôóé ðïõ ôï N0 ìðïñåß íá
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Ëýóåéò ôùí áóêÞóåùí óôá ÊåöÜëáéá 1 - 12 289êáôáóêåõáóôåß ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò éäéüôçôåò êëåéóôüôçôáò ôïõ W , üðùò óôçíáðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 5.4.Ãéá ôï äåýôåñï éó÷õñéóìü, ðáñáôÞñçóå üôé N0 ⊆M , áöïý ôï M åßíáé ìåôáâá-ôéêü êáé ðåñéÝ÷åé ôï N0, êáé ôþñá ∅ ∈ M , áöïý ∅ ∈ N0. ÅðéðëÝïí, áí A ∈ M ,ôüôå P(A) ∈ M êáé Ýôóé P(A) ⊆ M , ðïõ óçìáßíåé üôé êÜèå õðïóýíïëï ôïõ Aåßíáé óôï M .11.22. Ôï óýóôçìá Peano ðïõ êáôáóêåõÜóôçêå óôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìá-ôïò 5.4 åßíáé ìÝëïò êÜèå êüóìïõM ôïõ Zermelo, áöïý áðü ôçí Ðñüôáóç 11.21,ôïM åßíáé êëåéóôü ãéá üëïõò ôïõò ôåëåóôÝò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå óôçí áðüäåéîçáõôÞ ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ.11.24. Áðü ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò, ç õðüèåóç ôïõ (11-24) óõíåðÜãåôáé üôéõðÜñ÷åé êÜðïéá f : A → B ôÝôïéá ðïõ ãéá êÜèå x ∈ A, P (x; f(x)). ¼ìùòï óõíáñôçóéáêüò ÷þñïò (A → B) ∈ M , êáé Ýôóé f ∈ M áöïý ï M åßíáéìåôáâáôéêüò.11.27. Äåí ìðïñåß íá îåêéíÜåé ìéá öèßíïõóá ∈-áëõóßäá ìå ôï x áí ôï x äåíÝ÷åé ìÝëç, êáé áêñéâþò ãéá áõôü ôá Üôïìá êáé ôï ∅ åßíáé åäñáéùìÝíá. ¼óïíáöïñÜ ôï N0, ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï ãåãïíüò üôé áðïôåëåß óýóôçìá Peano ìå 0 = ∅êáé Sm = {m}, êáé äåß÷íïõìå ìå åðáãùãÞ ðùò ãéá êÜèå m ∈ N0, äåí õðÜñ÷åéÜðåéñç, öèßíïõóá ∈-áëõóßäá ðïõ íá îåêéíÜåé ìå ôï m: áõôü åßíáé ðñïöáíÝò áím = 0, åðåéäÞ 0 = ∅, êáé áí áëçèåýåé ãéá ôï m, ôüôå áëçèåýåé êáé ãéá ôïSm = {m}, ãéá ôï ïðïßï ìéá ôÝôïéá áëõóßäá èá ðñÝðåé íá îåêéíÜåé ìå ôï
{m} 3 m 3 · · ·êáé áõôüìáôá Ý÷ïõìå ìéá áëõóßäá ðïõ áñ÷ßæåé ìå ôï m.Áí ôï A åßíáé åäñáéùìÝíï, ôüôå åäñáéùìÝíï åßíáé êáé êÜèå x ∈ A: åðåéäÞ áíç x 3 x1 3 · · · Þôáí ìéá Üðåéñç, öèßíïõóá ∈-áëõóßäá ìå áñ÷Þ êÜðïéï x ∈ A,ôüôå ç A 3 x 3 x1 3 · · · èá Þôáí Üðåéñç, öèßíïõóá ∈-áëõóßäá ìå áñ÷Þ ôï A· êáéáíôßóôñïöá, áí êÜèå ìÝëïò ôïõ A åßíáé åäñáéùìÝíï, ôüôå äåí ìðïñåß íá õðÜñ÷åéáëõóßäá A 3 x1 3 · · · , ãéáôß ç £ïõñÜ¤ ôçò x1 3 · · · èá öáíáßñùíå üôé ôï x1 äåíåßíáé åäñáéùìÝíï.Ïìïßùò, áí ôï A åßíáé åäñáéùìÝíï, ôüôå êáé ôï P(A) åßíáé åäñáéùìÝíï: åðåéäÞïðïéáäÞðïôå áëõóßäá P(A) 3 X 3 x1 3 · · · èá ãåííïýóå ìéá áëõóßäá x1 3 · · ·ìå áñ÷Þ x1 ∈ A· êáé áíôßóôñïöá, áí ôï P(A) åßíáé åäñáéùìÝíï, ôüôå åäñáéùìÝíïåßíáé êáé ôï A, åðåéäÞ ïðïéáäÞðïôå áëõóßäá A 3 x1 3 · · · ìå áñ÷Þ ôï A èáãåííïýóå ìéá áëõóßäá P(A) 3 A 3 x1 3 · · · ìå áñ÷Þ ôï P(A).ÔÝëïò, ç êëÜóç üëùí ôùí åäñáéùìÝíùí óõíüëùí åßíáé ìåôáâáôéêÞ, åðåéäÞ êáéðÜëé, üëá ôá óôïé÷åßá åíüò åäñáéùìÝíïõ óõíüëïõ åßíáé åäñáéùìÝíá.12.2. Ãéá ïðïéáäÞðïôå óõíÜñôçóç f : A → B, ç åéêüíá f [∅] ôïõ êåíïýåßíáé êåíÞ· ôï ßäéï êáé ãéá ôç vU : U →→ ord(U), ìéáò êáé ôï 0U äåí Ý÷åéðñïçãïýìåíïõò, vU (0U ) = vU [{y ∈ U | y < 0U}] = vU [∅] = ∅:
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290 Óçìåéþóåéò óôç óõíïëïèåùñßáÁðü ôïí ïñéóìü ôïõ åðïìÝíïõ U ,y <U S(x) ⇐⇒ y <U x ∨ y = x;êáé ìå áõôü õðïëïãßæïõìå:vU (S(x)) = {vU (y) | y <U S(x)}
= {vU (y) | y <U x} ∪ {vU (x)}
= vU (x) ∪ {vU (x)}:12.3. Áí 0U åëÜ÷éóôï óôï U , ôüôå 0U <U x, êáé Ýôóé ∅ = vU (0U ) ∈ vU (x).Áí � ∈ vU (x), ôüôå � = vU (y), ãéá êÜðïéï y <U x· üìùò ôüôå ôï y Ý÷åé åðüìåíïS(y) <U x, áöïý ôï x åßíáé ïñéáêü óçìåßï, vU (S(y)) ∈ vU (x), áðü ôïí ïñéóìü,êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðñïçãïýìåíç ¢óêçóç 12.2,vU (S(y)) = vU (y) ∪ {vU (y)} = � ∪ {�} ∈ vU (x):12.4. ¸óôù G = {X | ∅ ∈ X & (∀� ∈ X)[� ∪ {�} ∈ X]}:Ôï !U åßíáé ïñéáêü, Üñá vU (!U ) ∈ G áðü ôçí ¢óêçóç 12.3, êáé åéäéêüôåñá, ôïG åßíáé ìç êåíÞ êëÜóç. Ãéá ôï áíôßóôñïöï, õðïèÝôïõìå ðñïò Üôïðï üôé õðÜñ÷åéX ∈ G ìå vU (!U ) 6⊆ X· Ýóôù y ôï åëÜ÷éóôï ôïõ U ôÝôïéï ðïõ vU (y) =∈ X.Ôþñá, ôï y äåí åßíáé ôï åëÜ÷éóôï ôïõ U , ìéáò êáé vU (0U ) = ∅ ∈ X, áðü ôçíõðüèåóç ãéá ôï X. Åðßóçò ôï y äåí åßíáé ïñéáêü óçìåßï ôïõ U , áöïý y < !U ·Üñá y = S(x) ãéá êÜðïéï x ∈ U , vU (x) ∈ X, áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ y, êáévU (y) = vU (x)∪{vU (x)} ∈ X áðü ôçí õðüèåóç ãéá ôï X, ðïõ áíôéôßèåôáé óôçíåðéëïãÞ ôïõ y.12.6. Áí ç � : U � V åßíáé áñ÷éêÞ ïìïéüôçôá, ôüôå, áìÝóùò áðü ôïËÞììá 12.5,ord(U) = {vU (x) | x ∈ U} = {vV (�(x)) | x ∈ U} ⊆ ord(V ):12.8. Áí ï U = Succ((N;≤N)) åßíáé ï åðüìåíïò êáëÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïòôïõ (N;≤N) ìå ôï íÝï t óôçí êïñõöÞ, ôüôå t = !U , N = segU (t) êáé ord(N;≤N

) = vU (t) = !. Ôá õðüëïéðá Ýðïíôáé Üìåóá áðü ôçí ¢óêçóç 12.2.12.10. Ï éó÷õñéóìüò åßíáé üôé ord(�;≤�) = �, êáé ç áðüäåéîç åßíáé ùò åîÞò:áí � = ord(U), ôüôå (�;≤�) =o U áðü ôï ËÞììá 12.9, êáé Ýôóé áðü ôçí¢óêçóç 12.6 ord(�) = ord(U) = �:12.13. Áí U =o V , ôüôå ord(U) v ord(V ) êáé ord(V ) v ord(U) áðüôçí (12-13), Üñá ord(U) = ord(V ).Ãéá ôï äåýôåñï éó÷õñéóìü, áí U =o � êáé U =o �, ôüôå � =o �, êáé ìå ôçí¢óêçóç 12.10, � = ord(�) = ord(�) = �.
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Ëýóåéò ôùí áóêÞóåùí óôá ÊåöÜëáéá 1 - 12 29112.16. Áí ôï � åßíáé ôï åëÜ÷éóôï ìÝëïò ôïõ E , ôüôå � ≤ �, ãéá êÜèå � ∈ E ,Ýôóé ðïõ áðü ôï ËÞììá 12.9, � ⊆ �· Üñá � ⊆ ⋂E . Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, áí
 ∈ �, ôüôå 
 < �, Üñá 
 < � ãéá êÜèå � ∈ E , äçëáäÞ, 
 ∈ � ãéá êÜèå � ∈ E ,äçëáäÞ 
 ∈ ⋂E · Ýðåôáé üôé 
 ∈ �=⇒ 
 ∈ ⋂E , äçëáäÞ, � ⊆ ⋂E .12.20. Ãéá ôïí åðüìåíï ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíï ÷þñï Succ(�) ðñïóèÝôïõìåÝíá íÝï óôïé÷åßï r =∈ � óôï ðåäßï � ðÜíù áðü üëá ôá ìÝëç ôïõ �. ¸óôù� : �+ 1 = � ∪ {�} → Succ(�) ìå�(x) =

{x; áí x ∈ �;r; áëëéþò (äçëáäÞ áí x = �):¸ðåôáé Üìåóá üôé ç � åßíáé ïìïéüôçôá, Ýôóé ðïõ � + 1 =0 Succ(�), êáé Üñá�+ 1 = ord(�+ 1) = ord(Succ(�)).12.21. ÁõôÞ åßíáé ìéá ðáñáëëáãÞ ôçò ðñïçãïýìåíçò ¢óêçóçò 12.20. Áðüôïí ïñéóìü ôïõ áèñïßóìáôïò ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíùí ÷þñùí óôï 7.37, Ý÷ïõìå�+o � = ({0} × � ∪ {1} × �;≤);üðïõ ç äéÜôáîç ≤ ïñßæåôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò éäéüôçôåò ôçò äéÜôáîçò óôïõòäéáôáêôéêïýò, ùò åîÞò:
(i; x) ≤ (j; y) ⇐⇒ i < j ∨ [i = j& [x = y ∨ x ∈ y]]:Óôáèåñïðïéïýìå Ýíá �, êáé ãéá êÜèå �, ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç�� : �+o � → ONìå ��(0; x) = x; ��(1; y) = �+ y·ìå äéáôáêôéêÞ åðáãùãÞ óôï � äåß÷íïõìå üôé ç �� åßíáé ïìïéüôçôá ôïõ �+o � ìåôï �+ �, Ýôóé ðïõ ord(�+o �) = ord(�+ �) = �+ �:Óôç âÜóç � = 0, � +o 0 = ({0} × �;≤), Ýôóé ðïõ �0(0; x) = x êáé áõôÞ åßíáéðñïöáíþò ïìïéüôçôá ôïõ �+o 0 ìå ôï �+ 0 = �.Ãéá ôï åðáãùãéêü âÞìá, áí � = 
 + 1, ôüôå Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï áðü ôçíðñïçãïýìåíç ¢óêçóç 12.20.ÔåëéêÜ, ãéá ôï åðáãùãéêü âÞìá üôáí ï � åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò, ç åðáãù-ãéêÞ õðüèåóç ìáò âåâáéþíåé üôé ãéá êÜèå 
 < �, ç óõíÜñôçóç �
 åßíáé ïìïéüôçôáôïõ �+o
 ìå ôïí �+
. Åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôïí ïñéóìü ôùí óõíáñôÞóåùí áõôþíüôé 
 < Æ < �=⇒�
 ⊆ �Æ·êáé áðü áõôü ðáßñíïõìå åýêïëá üôé ç Ýíùóç�� =

⋃ 
<��
åßíáé ïìïéüôçôá ôïõ �+o � ìå ôï �+ �, ðïõ åßíáé ôï æçôïýìåíï.
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292 Óçìåéþóåéò óôç óõíïëïèåùñßáÔá áðïôåëÝóìáôá ãéá ôçí ðñïóåôáéñéóôéêüôçôá êáé ôç (ìç) ìåôáèåôéêüôçôáóõíÜãïíôáé áðü ôá ðñïâëÞìáôá ôïõ Êåöáëáßïõ 7, êáé éäéáßôåñá áðü ôï Ðñü-âëçìá x7.4.ÔÝëïò, ç (12-26) Ýðåôáé åðßóçò áðü ôï âáóéêü ìÝñïò ôçò Üóêçóçò, ìéáò êáé áíç � : �� 
 åßíáé áñ÷éêÞ ïìïéüôçôá ôïõ � åðß êÜðïéïõ áñ÷éêïý ôìÞìáôïò ôïõ 
,ôüôå ç óõíÜñôçóç �((i; x)) =

{

(i; x); áí i = 0;
(i; �(x)); áí i = 1åßíáé åýêïëá áñ÷éêÞ ïìïéüôçôá ôïõ � +o � åðß êÜðïéïõ ãíÞóéïõ, áñ÷éêïý ôìÞ-ìáôïò ôïõ �+o 
.12.22. Áðü ôïí ïñéóìü, � ·o � = (�× �;≤);üðïõ ≤ ç \áíôßóôñïöç ëåîéêïãñáöéêÞ" äéÜôáîç æåõãþí,

(x1; y1) ≤ (x2; y2) ⇐⇒ y1 < y2 ∨ [y1 = y2 &x1 ≤ x2]:Èá äåßîïõìå ìéá äéáöïñåôéêÞ ìÝèïäï áðü áõôÞí ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå óôçí ðñïç-ãïýìåíç Üóêçóç: ãéá êÜèå óôáèåñü �, äåß÷íïõìå ìå äéáôáêôéêÞ åðáãùãÞ óôï �,üôé � ·0 � =0 � · �;êÜôé ðïõ ìáò äßíåé áõôü ðïõ èÝëïõìå áí ðÜñïõìå äéáôáêôéêïýò êáé óôéò äýïìåñéÝò.Óôç âÜóç � = 0, Ý÷ïõìå üôé ôï � ·o 0 åßíáé ï êåíüò ÷þñïò, � · 0 = 0 = ∅,ïðüôå Ý÷ïõìå êõñéïëåêôéêÜ éóüôçôá.Ãéá ôï åðáãùãéêü âÞìá ôïõ åðïìÝíïõ, � = 
 + 1 = 
 ∪ {
}, Ýôóé ðïõ�× � = (�× 
) ∪ (�× {
}):Ðáñáôçñïýìå üôé
(�× 
) ∩ (�× {
}) = ∅;ìéáò êáé ôá æåýãç (x; 
) óôï äåýôåñï ìÝñïò Ý÷ïõí äåýôåñï ìÝëïò 
, åíþ êÜèåæåýãïò (x; y) óôï ðñþôï ìÝñïò Ý÷åé äåýôåñï ìÝëïò êÜðïéï y < 
. ÅðéðëÝïí,
({(x; 
) | x ∈ �};≤) =o �áðü ôçí ôåôñéììÝíç ïìïéüôçôá �(x; 
) = x, êáé Ýôóé, áðü ôïí ïñéóìü ôçò ðñü-óèåóçò ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíùí ÷þñùí,� ·o � =o � ·o 
 +o �·üìùò áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, ôçí ðñïçãïýìåíç ¢óêçóç 12.21 êáé áðü ôïíïñéóìü ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý äéáôáêôéêþí óõíÜãïõìå üôé� ·o � =o � · 
 + � = � · �;áõôü ðïõ èÝëáìå.
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Ëýóåéò ôùí áóêÞóåùí óôá ÊåöÜëáéá 1 - 12 293Ãéá ôçí ïñéáêÞ ðåñßðôùóç óôï åðáãùãéêü âÞìá, ãéá êÜèå 
 < � ç åðáãùãéêÞõðüèåóç ìáò äßíåé ìéá ïìïéüôçôá�
 : � ·o 
�→ � · 
;ç ïðïßá åßíáé áñ÷éêÞ ïìïéüôçôá ôïõ � ·o 
 óôï � · � åðåéäÞ � · 
 ≤ � · �, Ýôóéðïõ ôï � · 
 åßíáé áñ÷éêü ôìÞìá ôïõ � ·�. ×ñçóéìïðïéïýìå ôþñá ôï ãåãïíüò üôéáí ïé U , V åßíáé êáëÜ äéáôåôáãìÝíïé ÷þñïé ìå U ≤o V , ôüôå õðÜñ÷åé áêñéâþòìéá áñ÷éêÞ ïìïéüôçôá � : U � V áðü ôï Ðñüâëçìá x7.13. Óôç óõãêåêñéìÝíçðåñßðôùóç, áõôü óçìáßíåé üôéÆ < 
 < �=⇒�� �
 = �
 ;äçëáäÞ ïé áñ÷éêÝò áõôÝò ïìïéüôçôåò £óõìðßðôïõí¤, Ýôóé ðïõ ç ÝíùóÞ ôïõò åßíáéáñ÷éêÞ ïìïéüôçôá ôïõ � ·o � ìå ôï � · �,
∪{�
 | 
 < �} = � : � ·o �� � · �:¼ìùò ç � åßíáé åðß ôïõ � · � áöïý� · � =

⋃ 
<�� · 
áðü ôïí ïñéóìü ôïõ äéáôáêôéêïý ðïëëáðëáóéáóìïý, êáé Üñá ç � åßíáé ïìïéüôçôáêáé Ýôóé öôÜíïõìå óôï æçôïýìåíï � ·o � =o � · �.Ôá áðïôåëÝóìáôá ãéá ôçí ðñïóåôáéñéóôéêüôçôá êáé ôç (ìç) ìåôáèåôéêüôçôáÝðïíôáé ðëÝïí áðü ôá ÐñïâëÞìáôá x7.9 êáé x7.8.ÔÝëïò, áí ç � : � � 
 åßíáé ãíÞóéá áñ÷éêÞ ïìïéüôçôá, ôüôå (åýêïëá) ôï ßäéïåßíáé êáé ç óõíÜñôçóç � : � ·o �� � ·o 
 ìå ôýðï�(x; y) = (x; �(y));ðïõ ìáò äßíåé ôï æçôïýìåíï � ·o � <o � ·o 
.Óçìåßùóç. ¸íáò Üëëïò ôñüðïò íá áðïäåßîïõìå ôï âáóéêü ìÝñïò ôçò ¢óêçóçòåßíáé íá äåßîïõìå êáôåõèåßáí üôé ãéá üëá ôá �, �, ç áðåéêüíéóç�(x; y) = x · y ((x; y) ∈ �× �)åßíáé ïìïéüôçôá ôïõ � ·o � ìå ôï � · �. Ç áðüäåéîç (ìå äéáôáêôéêÞ åðáãùãÞ óôï�) åßíáé ðáñüìïéá ìå áõôÞ ðïõ ìüëéò äþóáìå, áí êáé ÷ñåéÜæåôáé Ýíá êÜðùò ðéïëåðôïìåñÝò £êõíÞãé¤ ïìïéïôÞôùí.12.23. Äåß÷íïõìå ôï æçôïýìåíï ìå äéáôáêôéêÞ åðáãùãÞ óôï 
, ôáõôü÷ñïíáãéá üëá ôá � êáé �: äçëáäÞ, áðïäåß÷íïõìå ìå åðáãùãÞ óôï 
 üôé
(∀�; �)[� · (� + 
) = � · � + � · 
]:Ç âÜóç 
 = 0 åßíáé ôåôñéììÝíç.Ãéá 
 = Æ + 1, õðïëïãßæïõìå:� · (� + (Æ + 1)) = � · ((� + Æ) + 1)

= � · (� + Æ) + � (ïñéóìüò ôïõ ·)
= � · � + � · Æ + � (åðáãùãéêÞ õðüèåóç)
= � · � + � · (Æ + 1):
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294 Óçìåéþóåéò óôç óõíïëïèåùñßáÔÝëïò, ãéá ïñéáêü 
, ðáñáôçñïýìå áñ÷éêÜ üôéï ⋃ �<
{� + �} åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüò;áöïý ãéá êÜèå � < 
 õðÜñ÷åé � Ýôóé þóôå � < � < 
, êáé ôüôå � + � <� + � áðü ôç (12-26). Ìå áõôü äéá÷ùñßæïõìå ðåñéðôþóåéò óôïí ïñéóìü ôïõðïëëáðëáóéáóìüõ, êáé õðïëïãßæïõìå:� · (� + 
) = � · (⋃ �<
{� + �})
=

⋃ �<
{� · (� + �)}
=

⋃ �<
{� · � + � · �} (åðáãùãéêÞ õðüèåóç)
= � · � + � · 
 (ïñéóìüò ôïõ +);üðïõ ãéá ôï ôåëåõôáßï ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôç (12-27) ãéá íá óõìðåñÜíïõìå üôé áí� < � < 
, ôüôå � · � < � · � < � · 
, Ýôóé ðïõ ï � · 
 åßíáé ïñéáêüò äéáôáêôéêüòêáé � · 
 =

⋃ �<
� · �.12.26. Äå÷üìáóôå üôé � = (�� ∈ ON)[� =c A], êáé õðïèÝôïõìå ðñïò Üôïðï,üôé � =c � ãéá êÜðïéï � < �· üìùò ôüôå A =c � < �, ðïõ áíôéôßèåôáé óôïíïñéóìü ôïõ �. Ãéá ôï áíôßóôñïöï (êáé ôïí äåýôåñï éó÷õñéóìü), áí ôï � äåí åßíáééóïðëçèéêü ìå êáíÝíá � < �, ôüôå, � = |�|, áöïý � =c �, êáé Üñá � ∈ Cardv.12.27. Áí A =c B, ôüôå, ãéá üëá ôá � ∈ ON,A =c � ⇐⇒ B =c �;êáé Ýôóé (�� ∈ ON)[A =c �] = (�� ∈ ON)[B =c �]. Ç ôñßôç éäéüôçôá ôùíéó÷õñþí ôåëåóôþí ðëçèéêüôçôáò åßíáé ôåôñéììÝíç áí äå÷ôïýìå ôï Áîßùìá Áíôé-êáôÜóôáóçò: ôüôå ç {|X| | X ∈ E} åßíáé ç åéêüíá ôïõ E áðü ôïí ïñéóôéêüôåëåóôÞ X 7→ |X|, êáé Üñá åßíáé óýíïëï.12.30. Áí éó÷ýåé ôï AC, ôüôå êÜèå óýíïëï åßíáé éóïðëçèéêü ìå êÜðïéïíäéáôáêôéêü �, êáé ôüôå ï |A| åßíáé åî ïñéóìïý ðëçèÜñéèìïò von Neumann. Áíôß-óôñïöá, áí |A| = ℵ�, ôüôå A =c ℵ�, êáé Ýôóé ôï A åßíáé êáëÜ äéáôÜîéìï.12.31. Áí äå÷ôïýìå ôï AC, ç ÃåíéêåõìÝíç Õðüèåóç ôïõ Óõíå÷ïýò åßíáé ïéó÷õñéóìüò üôé ãéá êÜèå Üðåéñï ðëçèÜñéèìï �,
|P(�)| = 2� = �+;ðïõ åßíáé áêñéâþò ç åîßóùóç ðïõ èÝëïõìå íá äåßîïõìå áöïý ïé ðëçèÜñéèìïé åßíáéáêñéâþò ôá Üëåö êáé ℵ+� = ℵ�+1.
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