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Κεϕάλαιο 1

Εϕαϱµογές του Θεωϱήµατος

Ολοκληϱωτικών Υπολοίπων και

του Ολοκληϱωτικού Τύπου του

Cauchy

1.1 Κατηγοϱία 1η

Αϱχικά ϑα ασχοληϑούµε µε την basic κατηγοϱία υπολογισµού επικαµπύλιων ολοκληϱωµάτων
µέσω του Θεωϱήµατος Ολοκληϱωτικών Υπολόιπων που πάντα η διαδικασία που ακολουϑούµε

είναι ίδια.Οι παϱακάτω υπολογισµοί επιλύοται όλες και µε το Θεώϱηµα του Cauchy, αλλά
εµείς επιλέγουµε το Θεώϱηµα Ολοκληϱωτικών Υπολοίπων στις πεϱισσότεϱες πεϱιπτώσεις που
είναι πιο εύχϱηστο.Παϱόλα αυτά ϑα πεϱιγϱάψουµε παϱακάτω και τους δύο τϱόπους επίλυσης σε
κάποιες ασκήσεις.

΄Ασκηση 1 (Σεπτέµϐϱιος 2023-Ιούλιος 2016).
Υπολογίστε το ολοκλήϱωµα ∫

|z|=2/3

sin2 πz

(2z − 1) log3(1− z)
.

Λύση 1.

• Ανωµαλίες της ολοκληϱωτέας ποσότητας:

Αϱχικά παϱατηϱούµε ότι οι µεµονωµένες ανωµαλίες της

f(z) =
sin2 πz

(2z − 1) log3(1− z)

είναι στα σηµεία z = 1/2 και z = 2 γιατί log(1 − z) = 0 αν και µόνο αν 1 − z = 1,δηλαδή

z = 0.
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• Είδος Ανωµαλιών:

Απο την άλλη,παϱατηϱούµε ότι το 0 είναι ϱίϹα της sin2 πz και µάλιστα τάξης 2,αϕού είναι

απλή ϱίϹα της sinπz.Επίσης το 0 είναι ϱίϹα τάξης 3 του παϱανοµαστή αϕού είναι απλή ϱίϹα

της log(1− z).Αϕού όµως 3 > 2 έπεται απο τον Κανόνα De L’Hospital ότι η f έχει πόλο τάξης

3− 2 = 1,δηλαδή απλό πόλο στο 0.

Επίσης στο 1/2 έχουµε ότι η f έχει απλό πόλο γιατί

lim
z→1/2

(z − 1/2) · f(z) = lim
z→1/2

sin2 πz

log3(1− z)
=

sin2 π/2

log3(1/2)
=

1

log3(1/2)
̸= 0.

• ΥπολογίϹουµε τα Ολοκληϱωτικά Υπόλοιπα στις ανωµαλίες:

απο Πϱόταση έχουµε ότι

Res(f, 1/2) = lim
z→1/2

(z − 1/2) · f(z) = 1

log3(1/2)
.

και

Res(f, 0) = lim
z→0

z · f(z).

Αϕού όµως

z · f(z) =
sin2 πz

z2

(z − 1/2) log
3(1−z)
z3

=

(
sinπz

z

)2
(z − 1/2)

(
log(1−z)

z

)3
και

lim
z→0

sinπz

z
= π

και

lim
z→0

log(1− z)

z
= 1

έπεται ότι

Res(f, 0) = lim
z→0

z · f(z) = − π

1/2
= −2π.

• ΥπολογίϹουµε τους δείκτες στϱοϕής της καµπύλης γ στα σηµεία ανωµαλιών:

Παϱατηϱούµε τώϱα ότι απο αυτές τις δύο ϱίϹες στο εσωτεϱικό του κύκλου C(0, 2/3) ανήκουν

και οι δύο και άϱα έχουµε ότι

δC(0,2/3)(1/2) = 1 και δC(0,2/3)(2) = 1

αϕού και το 1/2, 0 ανήκουν στην ϕραγµένη συνεκτική συνιστώσα του C(0, 2/3).

• ΕϕαϱµόϹουµε το Θεώϱηµα Ολοκληϱωτικών Υπολόιπων:

΄Ετσι απο το Θεώϱηµα Ολοκληϱωτικών υπολοίπων του Cauchy έχουµε οτι∫
|z|=2/3

f(z)dz = 2πi(Res(f, 1/2)δC(0,2/3)(1/2)+Res(f, 0)δC(0,2/3)(2)) = 2πiRes(f, 1/2)+2πiRes(f, 0)

=
2πi

log3(1/2)
− 4π2i.
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΄Ασκηση 2 (Φεϐϱουάϱιος 2024).
Υπολογίστε το ολοκλήϱωµα ∫

|z|=2/3

sin2 πz

(6z − 1) log2(1− z)
.

Λύση 2.

΄Οµοια µε την πϱοηγούµενη.

΄Ασκηση 3 (Φεϐϱουάϱιος 2022).
Αν γ είναι η καµπύλη γ(t) = 3 cos t+ 3i sin t, t ∈ [0, 2π] να υπολογίστετε το ολοκλήϱωµα:

I =

∫
γ

1

z2
cos
(
iz +

π

6

)
cos
(
z3 +

π

6

)
dz.

Λύση 3.

Εύκολος τϱόπος-Με το Θεώϱηµα Ολοκληϱωτικών Υπολοίπων:

• Ανωµαλίες της ολοκληϱωτέας ποσότητας:

Είναι µόνο το σηµείο 0.

• Είδος Ανωµαλιών:

΄Εχει πόλο τάξης στο 2 στο 0,αϕού

lim
z→0

z2 · f(z) = lim
z→0

cos(iz + π/6) cos(z3 + π/6) = cos2(π/6) = 3/4 ̸= 0.

• ΥπολογίϹουµε τα Ολοκληϱωτικά Υπόλοιπα στις ανωµαλίες:

Αϕού τώϱα όµως το 0 είναι πόλος τάξης 2,έχουµε απο Πϱόταση ότι

Res(f, 0) = lim
z→0

g′(z)

όπου

g(z) = z2 · f(z) = cos(iz + π/6) cos(z3 + π/6)

και παραγωγίζοντας την g και παίρνοντας όϱιο στο 0,ϐρίσκουµε το Res(f, 0).

• ΥπολογίϹουµε τους δείκτες στϱοϕής της καµπύλης γ στα σηµεία ανωµαλιών:

το 0 ∈ ∆(0, 3),δηλαδή το 0 ανήκει στο εσωτεϱικό του κύκλου γ = C(0, 3) και άϱα δηλαδή

στην ϕϱαγµένη συνεκτική του συνιστώσα,δηλαδή δγ(0) = 1.

• ΕϕαϱµόϹουµε το Θεώϱηµα Ολοκληϱωτικών Υπολόιπων:

Εποµένως απο το Θεώϱηµα Ολοκληϱωτικών Υπολοίπων:∫
γ

f(z)dz = 2πiRes(f, 0)δγ(0). (1.1)

και έτσι αντικαϑιστώντας στην (1) όσα ϐϱήκαµε παίϱνουµε το Ϲητούµενο.
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2ος τϱόπος-Με τον Τύπο του Cauchy:

Παϱατηϱούµε ότι η γ περιφράφει τον κύκλο C(0, 3) και παϱατηϱούµε ότι η µοναδική ϱίϹα του παρα-

νοµαστή είναι η 0 η οποία περιέχεται στον ανοιχτό δίσκο ∆(0, 3) και άϱα στην ϕραγµένη συνεκτική

συνιστώσα τουC(0, 3).Επίσης αν ϑεωρήσουµε την συνάϱτηση f(z) = cos(iz+π/6) cos(z3+π/6),τότε

παϱατηϱούµε ότι αυτή είναι ολόµορφη στον αστρόµορφο C και άϱα απο τον Ολοκληϱωτικό Τύπο

του Cauchy έχουµε ότι∫
γ

f(z)

z2
dz =

∫
γ

f(z)

(z − 0)2
=

2πif ′(0)δγ(0)

1!
= 2πif ′(0).

΄Οµως

f ′(z) = i sin(iz + π/6) cos(z3 + π/6)− 3z2 sin(z3 + π/6) cos(iz + π/6)

και άϱα

f ′(0) = i sin(π/6) cos(π/6) = i

√
3

2

1

2
=

i
√
3

4
και άϱα ∫

γ

f(z)

z2
dz = −2π

√
3

4
= −

√
3π

2
.

΄Ασκηση 4.

Σωστό ή Λάϑος;Αν γ είναι ο κύκλος κέντϱου 3i/2 και ακτίνας 1,τότε

Re

[∫
γ

3
√
z + 1

z(z − i)
dz

]
= π

6
√
2

√
2 +

√
3.

Λύση 4.

1ος τϱόπος-Με το Θεώϱηµα Ολοκληϱωτικών Υπολοίπων:

• Ανωµαλίες της ολοκληϱωτέας ποσότητας:

Είναι τα σηµεία 0 και i.

• Είδος Ανωµαλιών:

Είναι και τα δύο απλοί πόλοι(πόλοι τάξης 1) αϕού

lim
z→0

z · f(z) = lim
z→0

3
√
z + 1

z − i
= −1

i
= i ̸= 0

lim
z→i

(z − i) · f(z) = lim
z→i

3
√
z + 1

z
=

3
√
i+ 1

i
̸= 0.

• ΥπολογίϹουµε τα Ολοκληϱωτικά Υπόλοιπα στις ανωµαλίες:

Αϕού τα 0 και i είναι πόλοι τάξης 1,απο Πϱόταση έχουµε ότι

Res(f, 0) = lim
z→0

z · f(z) = i

και

Res(f, i) = lim
z→i

(z − i) · f(z) = −i 3
√
1 + i.

• ΥπολογίϹουµε τους δείκτες στϱοϕής της καµπύλης γ στα σηµεία ανωµαλιών:

Παϱατηϱούµε ότι i ∈ ∆(3i/2, 1) και άϱα το i ανήκει στην ϕϱαγµένη συνεκτική συνιστώσα

της γ = C(3i/2, 1) ,δηλαδή δγ(i) = 1 και 0 ̸∈ ∆(3i/2),δηλαδή ανήκει στην µη ϕϱαγµένη

συνεκτική συνιστώσα της γ,που σηµαίνει ότι δγ(0) = 0.
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• ΕϕαϱµόϹουµε το Θεώϱηµα Ολοκληϱωτικών Υπολόιπων:

Απο το Θεώϱηµα Ολοκληϱωτικών Υπολοίπων έχουµε ότι∫
γ

f(z)dz = 2πi(Res(f, i)δγ(i) +Res(f, 0)δγ(0))

και αντικαθιστώντας τα Res(f, 0), Res(f, i) αλλά και τους δίκτες στϱοϕής που ϐϱήκαµε υπ-

ολογίζουµε το ολοκλήρωµα,και έπειτα και το πραγµατικό του µέϱος.

2ος Τϱόπος-Με τον Τύπο του Cauchy:

Παϱατηϱούµε ότι οι ϱίϹες του παϱανοµαστή είναι οι i, 0 και απο αυτές η µόνη που ανήκει στον ανοιχτό

δίσκο ∆(3i/2, 1) είναι η i και έτσι αν δγ(i) = 1,αϕού ανήκει στην ϕϱαγµένη συνεκτική συνιστώσα

της γ.

Αν τώϱα ϑεωϱήσουµε την συνάϱτηση f(z) =
3
√
z+1
z ,τότε παϱατηϱούµε ότι αυτή είναι ολόµοϱϕη σε

µια ανοιχτή πεϱιοχή του ∆(3i/2, 1) και άϱα απο τον Ολοκληϱωτικό Τύπο του Cauchy έχουµε ότι∫
γ

3
√
(z + 1)

z(z − i)
dz =

∫
γ

f(z)

z − i
dz = 2πif(i)δγ(i) = 2πif(i).

΄Οµως

f(i) =
3
√
i+ 1

i
=

1

i
e

1
3 log(1+i) =

1

i
e

1
3 log

√
2+ i

3 arg(1+i) =
1

i
e

1
3 log

√
2+ iπ

12 =
1

i
e

1
3 log

√
2e

iπ
12

και αϕού

ei
π
12 = cos

π

12
+ i sin

π

12

έπεται τελικά ότι ∫
γ

3
√
z + 1

z(z − i)
dz = 2πe

1
3 log

√
2
(
cos

π

12
+ i sin

π

12

)
.

΄Ετσι

Re

[∫
γ

3
√
z + 1

z(z − i)
dz

]
= 2πe

1
3 log

√
2 cos

π

12
= 2π

6
√
2 cos

π

12

και αϕού

cos2
π

12
=

1 + cos π
6

2
=

1 +
√
3
2

2
=

2 +
√
3

4
=⇒ cos

π

12
=

√
2 +

√
3

2

έπεται ότι

Re

[∫
γ

3
√
z + 1

z(z − i)
dz

]
= π

6
√
2

√
2 +

√
3

και άϱα ο ισχυϱισµός είναι σωστός.

΄Ασκηση 5 (Ιούνιος 2023).
Αποδείξτε ότι

Im

[∫
C(i/2,3/4)

(z + i)z

(z + 1)2(z − i)

]
= πeβπ sin(log a)

για κάποιους α, β ∈ Q.

Λύση 5.

1ος τϱόπος-Με τον Τύπο του Cauchy:
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(Να σηµειωθεί ότι λύνεται όπως και όλες οι προηγούµενες και µε το Θεώϱηµα Ολοκληϱωτικών Υπ-

ολοίπων).

Παϱατηϱούµε ότι οι ϱίϹες του παρανοµαστή της ολοκληϱωτέας ποσότητας είναι οι−1, i και παϱατηϱούµε

ότι για αυτές ισχύει ότι

| − 1− i/2| = |(2− i)/2| =
√
5

2
>

3

4
και

|i− i/2| = |i/2| = 1

2
<

3

4
και άϱα µόνο η i ανήκει στον ανοιχτό δίσκο ∆(i/2, 3/4) και άϱα δγ(i) = 1 αϕού ανήκει στην

ϕϱαγµένη συνεκτική συνιστώσα της γ = C(i/2, 3/4).Θεωϱούµε τώϱα την συνάϱτηση f(z) = (z+i)z

(z+1)2

η οποία είναι ολόµοϱϕη σε ανοιχτή πεϱιοχή του ∆(i/2, 3/4) και έτσι απο τον Ολοκληϱωτικό Τύπο

του Cauchy έχουµε ότι∫
C(i/2,3/4)

(z + i)z

(z + 1)2(z − i)
dz =

∫
C(i/2,3/4)

f(z)

z − i
dz = 2πiδγ(i)f(i) = 2πif(i)

και αϕού

f(i) =
(2i)i

(i+ 1)2
=

ei log(2i)

2i
=

ei log 2−arg(2i)

2i
=

ei log 2−π
2

2i
=

1

2i
e−

π
2 ei log 2

=
1

2i
e−

π
2 (cos(log 2) + i sin(log 2))

έχουµε τελικά ότι∫
C(i/2,3/4)

(z + i)z

(z + 1)2(z − i)
dz = πe−

π
2 (cos(log 2) + i sin(log 2))

δηλαδή

Im

[∫
C(i/2,3/4)

(z + i)z

(z + 1)2(z − i)

]
= πe−

π
2 sin(log 2)

και άϱα για a = 2 και β = − 1
2 έχουµε το Ϲητούµενο.

΄Ασκηση 6 (Φεϐϱουάϱιος 2022).
Για κλειστές οµαλές καµπύλες γ οι οποίες αποϕεύγουν τα σηµεία 0 και 1 να υπολογίσετε τις δυνατές

τιµές του ολοκληϱώµατος ∫
γ

e7z − 1

z2(z − 1)
dz.

Λύση 6.

Παϱατηϱούµε ότι αν γ είναι µια κλειστή και C1 καµπύλη που αποϕεύγει τα σηµεία 0, 1 και ϑεωρή-

σουµε την συνάϱτηση f(z) = e7z−1
z2(z1)

,τότε παϱατηϱούµε ότι αυτή είναι ολόµορφη στο ανοιχτό σύνολο

C \ {0, 1} και στα σηµεία 0, 1 παϱουσιάϹει µεµονωµένες ανωµαλίες,

Πιο συγκεκριµένα,στο σηµείο 1 παϱουσιάϹει πόλο τάξης 1(απλό πόλο),αϕού

lim
z→1

(z − 1) · f(z) = lim
z→1

e7z − 1

z2
=

e7 − 1

1
= e7 − 1 ̸= 0

και άϱα απο Πϱόταση,έπεται ότι

Res(f, 1) = lim
z→1

(z − 1) · f(z) = lim
z→1

e7z − 1

z2
= e7 − 1
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Επίσης παϱατηϱούµε ότι ο αϱιϑµητής e7z − 1 έχει ϱίϹα τάξης 1 στο 0 και ο παϱανοµαστής z2(z − 1)

έχει ϱίϹα τάξης 2 στο 0,αϕού η z έχει ϱίϹα τάξης 1 στο 0.΄Οµως,αϕου 1 < 2 έπεται απο τον Κανόνα

L’Hospital ότι η f έχει πόλο τάξης 2− 1 = 1 στο 0 και άϱα

Res(f, 0) = lim
z→0

z · f(z) = lim
z→0

e7z − 1

z(z − 1)
= lim

z→0

e7z − 1

z
· lim
z→0

1

z − 1
= −7.

Τελικά,απο το Θεώϱηµα Ολοκληϱωτικών Υπολοίπων,έχουµε ότι∫
γ

f(z)dz = 2πi(Res(f, 0)δγ(0) +Res(f, 1)δγ(1)) = 2πi(−7δγ(0) + (e7 − 1)δγ(1)).

Τελικά,οι δυνατές τιµές του ολοκληϱώµατος είναι οι

2πi(−7k + (e7 − 1)ℓ), k, ℓ ∈ Z.
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1.2 2η Κατηγοϱία

Στις παϱακάτω ασκήσεις η ϐασική ιδέα είναι ότι οι ολόµοϱϕες συναϱτήσεις f : Ω → C(όπως
πχ τα µιγαδικά πολυώνυµα Pn : C → C που είναι ακέϱαιες συναϱτήσεις) πάνω σε κλειστές

καµπύλες γ : [a, b] → Ω έχουν επικαµπύλιο ολοκλήϱωµα ίσο µε 0.
Το πϱώτο πϱάγµα που κάνουµε σε τέτοιου είδους ασκήσεις είναι πϱώτα απ όλα να καταλάϐουµε

µε το µάτι αν η δοθείσα συνάϱτηση της εκφώνησης έχει σοβαρές ανωµαλίες(πόλους ή ακόµα
χειϱότεϱα ουσιώδεις ανωµαλίες) ή επουσιώδης ανωµαλίες στον δίσκο ή δακτύλιο σύγκλισης που
µας δίνει η εκφώνηση.
Στην πϱώτη πεϱίπτωση,συνήϑως η απάντηση ϑα είναι αρνητική,ενώ στην δεύτεϱη λόγω της υπ-
άρξης επουσιώδους ανωµαλίας,δηλαδή ανωµαλίας που µποϱεί να ξεπεϱαστεί,αϕού η συνάϱτηση
µποϱεί να επεκταθεί σε ολόµορφη σε κάποιον δίσκο,συνήϑως η απάντηση ϑα είναι καταϕατική.

1.2.1 1η υποκατηγοϱία

΄Ασκηση 7 (Φεϐϱουάϱιος 2021).
΄Εστω a, b, c ∈ {1, 2, 3, · · · , 9}.Εξετάστε εάν υπάϱχει ακολουϑία (Pn) ολόµϱϕων πολυωνυµών ώστε

για τα z ∈ ∆(0, 1, 3) να ισχύει

lim
n

Pn(z) = f(z) :=
z(eaz − 1)(ebz − 1)

sin2(z/b) sin2(2z/c)

οµοιόµοϱϕα.

Λύση 7.

΄Εστω ότι υπάϱχει τέτοια ακολουϑία ολόµοϱϕων πολυωνύµων (Pn) και τότε λόγω Θεωϱήµατος του

Κεϕαλαίου 5. ϑα είχαµε ότι αν ϑεωϱήσουµε την καµπύλη γ = C(0, 2) που είναι κλειστή και C1,και

πεϱίεχεται και στον δακτύλιο τότε ∫
γ

Pn(z)dz −→
∫
γ

f(z)dz.

Αϕού όµως τα πολυώνυµα Pn είναι ολόµοϱϕες συναϱτήσεις C και έχουν παϱάγουσα και η γ είναι

κλειστή καµπύλη,έπεται απο Θεώϱηµα ότι∫
γ

Pn(z)dz = 0, για κάϑε n ∈ N

και άϱα ∫
γ

Pn(z)dz −→ 0

Απο µοναδικότητα όµως του οϱίου,έπεται τελικά ότι πϱέπει να ισχύει ότι∫
γ

f(z)dz = 0.
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Παϱατηϱούµε τώϱα ότι για την

f(z) =
z(eaz − 1)(ebz − 1)

sin2(z/b) sin2(2z/c)

αϕού

sin2(z/b) = 0 ⇐⇒ sin(z/b) = 0 ⇐⇒ z

b
= 2kπ, k ∈ Z

έπεται ότι ο παϱάγοντας sin2(z/b) µηδενίϹεται στα σηµεία zk = bkπ όπου k ∈ Z και όµοια δείχνουµε

ότι ο παϱάγοντας sin2(2z/c) µηδενίϹεται στα σηµεία z′k = ckπ/2 όπου k ∈ Z.

΄Αϱα τα σηµεία bkπ, ckπ/2,όπου k ∈ Z είναι µεµονωµένες ανωµαλίες της f και παϱατηϱούµε

ότι απ αυτές οι µόνες που ανήκουν στον ανοιχτό δίσκο ∆(0, 3) είναι αυτές που αντιστοιχούν στον

k = 0,δηλαδή στο 0 και άϱα αυτή είναι η µοναδική µεµονωµένη ανωµαλία της f στον ανοιχτό δίσκο

∆(0, 3).

Μάλιστα παϱατηϱούµε ότι ο αϱιϑµητής έχει ϱίϹα τάξης 3 στο 0 αϕού καϑεµία απο τις ποσότητες

z, ebz − 1, eaz − 1 έχει ϱίϹα τάξης 1 στο 0.Επίσης ο παϱανοµαστής έχει ϱίϹα τάξης 4 στο 0,αϕού

καϑεµία απο τις ποσότητες sin2(z/b), sin2(2z/b) έχει ϱίϹα τάξης 2 στο 0.Αϕού όµως 4 > 3,έπεται

απο τον Μιγαδικό κανόνα L’Hospital ότι η f έχει πόλο τάξης 4 − 3 = 1,δηλαδή απλό πόλο στο 0

και άϱα Res(f, a) ̸= 0,λόγω της Πϱότασης 3.

Εποµένως απο το Θεώϱηµα Ολοκληϱωτικών Υπολοίπων,έπεται ότι∫
γ

f(z)dz = 2πiRes(f, 0) ̸= 0

και άϱα,ατόπο και εποµένως δεν υπάϱχει τέτοια ακολουϑία.

΄Ασκηση 8 (Ιούνιος 2023).
Εξετάστε αν υπάϱχει ακολουϑία Pn πολυωνύµων ώστε Pn → z(ez−1)2

sin4 z
οµοιόµοϱϕα στον δακτύλιο

∆(0, 1, 2).

Λύση 8.

΄Εστω ότι υπάϱχει τέτοια ακολουϑία ολόµοϱϕων πολυωνύµων (Pn) και τότε λόγω Θεωϱήµατος του

Κεϕαλαίου 5. ϑα είχαµε ότι αν ϑεωϱήσουµε την καµπύλη γ = C(0, 2) που είναι κλειστή και C1,και

πεϱίεχεται και στον δακτύλιο τότε ∫
γ

Pn(z)dz −→
∫
γ

f(z)dz.

Αϕού όµως τα πολυώνυµα Pn είναι ολόµοϱϕες συναϱτήσεις C και έχουν παϱάγουσα και η γ είναι

κλειστή καµπύλη,έπεται απο Θεώϱηµα ότι∫
γ

Pn(z)dz = 0, για κάϑε n ∈ N

και άϱα ∫
γ

Pn(z)dz −→ 0

Απο µοναδικότητα όµως του οϱίου,έπεται τελικά ότι πϱέπει να ισχύει ότι∫
γ

f(z)dz = 0.
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Παϱατηϱούµε τώϱα ότι για την

f(z) =
z(ez − 1)2

sin4 z
ισχύει ότι αυτή έχει µεµονωµένες ανωµαλίες στα σηµεία µηδενισµού του παϱανοµαστή,δηλαδή στα

σηµεία µηδενισµού της sin που είναι τα zk = kπ, k ∈ Z και µάλιστα παϱατηϱούµε ότι απ αυτές οι

µόνες που πεϱιέχονται στον ανοιχτό δίσκο ∆(0, 2) είναι αυτή που αντιστοιχεί στο k = 0,δηλαδή το

z0 = 0.Παϱατηϱούµε µάλιστα ότι αϕού ο αϱιϑµητής έχει ϱίϹα τάξης 3 στο 0(γιατί η z έχει ϱίϹα τάξης 1

στο 0 και η ez − 1 έχει ϱίϹα τάξης 1 στο 0)και ο παϱανοµαστής έχει ϱίϹα τάξης 4 στο 0(γιατί η sin έχει

ϱίϹα τάξης 1 στο 0),έπεται απο τον Μιγαδικό Κανόνα L’Hospital ότι η f έχει πόλο τάξης 4 − 3 = 1

στο 0,δηλαδή απλό πόλο και άϱα Res(f, 0) ̸= 0.

Εποµένως απο το Θεώϱηµα Ολοκληϱωτικών Υπολοίπων,έπεται ότι∫
γ

f(z)dz = 2πiRes(f, 0) ̸= 0

και άϱα,ατόπο και εποµένως δεν υπάϱχει τέτοια ακολουϑία.

΄Ασκηση 9 (Ιούνιος 2020).
Υπάϱχει ολόµοϱϕη συνάϱτηση f : C \ {0} → C για την οποία να ισχύει ότι

f ′(z) = z cos

(
1 + i

z

)
;

Λύση 9.

Αν υπήϱχε τέτοια συνάϱτηση,τότε παϱατηϱούµε ότι αν ϑεωϱήσουµε την κλειστή καµπύλη γ = C(0, 1)

τότε απο Θεώϱηµα έπεται ότι ∫
C(0,1)

f ′(z)dz = 0

και άϱα ϑα έπϱεπε να ισχύει ότι και ∫
C(0,1)

z cos

(
1 + i

z

)
dz

που παϱατηϱούµε ότι η ολοκληϱωτέα συνάϱτηση έχει µοναδική µεµονωµένη ανωµαλία στο 0 και

άϱα αϕού 0 ∈ ∆(0, 1) έπεται ότι δC(0,1)(0) = 1 και απο Θεώϱηµα Ολοκληϱωτικών Υπολοίπων του

Cauchy ϑα έπϱεπε να ισχύει ότι∫
C(0,1)

z cos

(
1 + i

z

)
dz = 2πiRes(g, 0)δC(0,1)(0) = 2πiRes(g, 0)

όπου g(z) = z cos
(
1+i
z

)
.

Πϱέπει εποµένως να ϐϱούµε το Res(g, 0) αλλά δεν είναι εύκολο να αναγνωϱίσουµε το είδος της

ανωµαλίας της g στο 0 γι αυτό και ϑα πάµε µε το ανάπτυγµα της σε σειϱά Laurent κέντϱου 0.

Παϱατηϱούµε ότι για την cos ισχύει ότι αυτή αναπτυσσεται σε δυναµοσειϱά µε κέντϱο το 0 στο C ώς

εξής:

cos z =

∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
, z ∈ C

και άϱα για z ̸= 0 έχουµε ότι

cos

(
1 + i

z

)
=

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!

(1 + i)2n

z2n

12



και άϱα

g(z) = z cos

(
1 + i

z

)
=

∞∑
n=0

(−1)n(1 + i)2n

(2n)!

1

z2n−1
, z ∈ C \ {0}

και έτσι ο συντελεστής του 1
z στο παϱαπάνω ανάπτυγµα είναι αυτός που αντιστοιχεί στο n = 1 και

άϱα είναι ο
(−1)1(1 + i)2

2!
= −1 + 2i− 1

2
= −i

και έτσι

Res(g, 0) = −i =⇒
∫
C(0,1)

g(z)dz = 2πi(−i) = 2π ̸= 0

και άϱα δεν µποϱεί να υπάϱχει τέτοια συνάϱτηση.

΄Ασκηση 10.

Υπάϱχει συνάϱτηση f : ∆(0, 1, 2) → C ολόµοϱϕη ώστε να ισχύει ότι

f ′(z) =
(ez − 1− z)9

(cos z − 1)8(ez − 1)3
;

1.2.2 2η υποκατηγοϱία

΄Ασκηση 11.

Αποδείξτε ότι υπάϱχει ακολουϑία πολυνώµων Pn ∈ C[z] ώστε

Pn(z) −→
z(ez − 1)5

(πz − 1)2(1− cos z)2

οµοίοµοϱϕα στον δακτύλιο ∆(0, 1, 2).Πόσο είναι το limn Pn(0);

Λύση 10.

Αϱχικά παϱατηϱούµε ότι αν ϑεωϱήσουµε την συνάϱτηση

f(z) =
z(ez − 1)5

(πz − 1)2(1− cos z)2

τότε παϱατηϱούµε ότι αυτή παϱουσιάϹει µεµονωµένες ανωµαλίες στις ϱίϹες των εξισώσεων:

cos z = 1 ⇐⇒ zk = 2kπ, k ∈ Z

και

πz − 1 = ez log π − 1 = 0 ⇐⇒ ez log π = e0 ⇐⇒ z′k log π = 2kπi ⇐⇒ z′k =
2kπ

log π
i, k ∈ Z

Παϱατηϱούµε τώϱα ότι για το 0 έχουµε ότι αϕού η ποσότητα 1− cos z έχει ϱίϹα τάξης 2 στο 0,έπεται

ότι ο παϱάγοντας (1− cos z)2 έχει ϱίϹα τάξης 4 στο 0.Απο την άλλη,το 0 ελέγχεται ότι είναι και ϱίϹα

τάξης 1 του πz − 1 = ez log π − 1 γιατί

e0 log π − 1 = e0 − 1 = 0

(ez log π − 1)′ = log πez log π =⇒ log πe0 log π = log π ̸= 0
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και άϱα απο Θεώϱηµα έπεται ο παραπάνω ισχυρισµός.

Εποµένως ο παράγοντας (πz − 1)2 έχει ϱίϹα τάξης 2 στο 0 και τελικά όλος ο παρανοµαστής της f

έχει ϱίϹα τάξης 2 + 4 = 6 στο 0.

Απο την άλλη,ο αριθµητής έχει επίσης ϱίϹα τάξης 6 στο 0 γιατί ο παράγοντας z έχει ϱίϹα τάξης 1 στο

0 και ο (ez − 1)5 έχει ϱίϹα τάξης 5 στο 0,αϕού ο ez − 1 έχει ϱίϹα τάξης 1 στο 0.

Εποµένως απο τον Μιγαδικό Κανόνα De L’Hospital έπεται ότι η f έχει επουσιώδης ανωµαλια στο 0

και άϱα επεκτείνεται σε ολόµορφη συνάϱτηση γύϱω απο το 0.

Οι υπόλοιπες ϱίϹες zk, z
′
k,για τα k ∈ Z \ {0} είναι πόλοι της f και αϕού τώϱα οι πλησιέστεροι

στο µηδέν πόλοι είναι οι 2π/ log π,−2π/ log π και η f επεκτείνεται οµαλά γύϱω απο το 0,έπεται

ότι επκτείνεται σε ολόµορφη συνάϱτηση στον δίσκο ∆(0, 2π/ log π) και απο το Θεώϱηµα Αναλυ-

τικότητας Ολοµόρφων συναϱτήσεων,έπεται ότι αυτή έχει ανάπτυγµα σε δυναµοσειρά κέντρου 0 στον

∆(0, 2π/ log π) και άϱα έστω

f(z) =

∞∑
n=0

cnz
n, z ∈ ∆(0, 2π/ log π)

και Rf = 2π/ log π,η ακτίνα σύγκλισης της.

Παϱατηϱούµε όµως ότι Rf > 2 και άϱα ∆(0, 1, 2) ⊂ ∆(0, 2π/ log π) και απο το ϑεώϱηµα Cauchy-

Hadamard έχουµε ότι η
∑∞

n=0 cnz
n συγκλίνει οµοιόµοϱϕα στον δακτύλιο ∆(0, 1, 2),δηλαδή αν

ϑεωϱήσουµε την ακολουϑία µεϱικών αϑϱοισµάτων της δυναµοσειϱάς,έστω Pn ∈ C[z] µε

Pn(z) = c0 + c1z + · · ·+ cn−1z
n−1

τότε

Pn(z) −→ f(z)

οµοιόµοϱϕα στον δακτύλιο ∆(0, 1, 2).

΄Ασκηση 12.

Αποδείξτε ότι υπάϱχει ακολουϑία c2, c3, c4, . . . µιγαδικών αϱιϑµών τέτοια ώστε

z

πiz − 1
= i log π − z2

2
+ c2z

2 + c3z
3 + c4z

4 + · · ·

για κάϑε z ∈ C µε 0 < |z| < 2.Πόσο είναι το lim supn
n
√
|cn|;

Λύση 11.

Παϱατηϱούµε ότι αν ϑεωϱήσουµε την συνάϱτηση g(z) = πiz − 1,τότε παϱατηϱούµε ότι

g(z) = 0 ⇐⇒ πz = eiz log π = 1 = e0 ⇐⇒ iz log π = 2kπi, k ∈ Z

και άϱα έχουµε ότι αυτή µηδενίϹεται στα σηµεία

zk =
2kπ

log π
, k ∈ Z.

και µαλίστα αυτές είναι τάξης 1 αϕού είναι διακεκϱιµένες.

Εποµένως η συνάϱτηση f έχει µεµονωµένες ανωµαλίες στα σηµεία zk, k ∈ Z και παϱατηϱούµε ότι

στα zk, k ∈ Z\{1} έχει πόλους τάξης 1,ενώ στο z0 = 0 έχει επουσιώδη ανωµαλία αϕού ο αϱιϑµήτης

z έχει ϱίϹα τάξης 1 στο σηµείο 0 ενώ ο παϱανοµαστής έχει ϱίϹα τάξης 1 στο 0 και άϱα αϕού 1 = 1,απο
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τον Μιγαδικό Κανόνα L’Hospital η f έχει επουσιώδη ανωµαλία στο 0.

Επίσης ισχύει ότι

lim
z→0

f(z) = lim
z→0

z

πiz − 1
lim
z→0

(z)′

(πiz − 1)′
= lim

z→0

1

i log π · πiz
=

1

i log π

Επειδή τώϱα οι πλησιέστεϱοι πόλοι στο 0 της f είναι οι 2π
log π ,−

2π
log π έπεται ότι η f είναι ολόµοϱϕη

στον δακτύλιο ∆(0, 2π/ log π)\{0} και άϱα αν ϑεωϱήσουµε την συνάϱτηση g : ∆(0, 2π/ log π) → C

g(z) =

f(z), z ∈ ∆(0, 2π/ log π) \ {0}

1/(i log π), z = 0
(1.2)

τότε αυτή είναι ολόµορφη στον ανοιχτό δίσκο ∆(0, 2π/ log π).Εποµένως απο το Θεώϱηµα Ανα-

λυτικότητας ολόµορφων συναϱτήσεων,έπεται ότι αυτή αναλύεται σε δυναµοσειρά κέντρου 0 ∈
∆(0, 2π/ log π),δηλαδή υπάρχουν συντελεστές (cn) ώστε

g(z) =

∞∑
n=0

cnz
n, z ∈ ∆(0, 2π/ log π).

Παϱατηϱούµε τώϱα ότι απο τον τϱόπο κατασκευής της g η g έχει ακτίνα σύγκλισης Rg = 2π/ log π >

2.

Απο το Θεώϱηµα Cauchy-Hadamard έχουµε όµως ότι η g έχει ακτίνα σύγκλισης

Rg =
1

lim supn
n
√
|cn|

= 2π/ log π

και άϱα

lim sup
n

n
√
|cn| =

log π

2π
.

Επίσης c0 = g(0) = 1
i log π και για τα αϕού ∆(0, 2) ⊂ ∆(0, 2π/ log π) έχουµε ότι για τα z ∈ ∆(0, 2)

έχουµε ότι

f(z) = g(z) =

∞∑
n=0

cnz
n = c0 + c1z + c2z

2 + · · · = 1

i log π
+ c1z + c2z

2 + · · · .

Μένει να αποδείξουµε ότι c1 = − 1
2 και αϕού απο το Θεώϱηµα Παϱαγωγισης δυναµοσειϱών έχουµε

ότι

c1 =
g′(0)

1!
= g′(0) = lim

z→0
g′(z) = lim

z→0
f ′(z)

γιατί η g′ είναι συνεχής στο 0 ώς ολόµορφη και άϱα limz→0 g
′(z) = g′(0)(ϑυµηϑείτε κάϑε δυναµο-

σειρά είναι απείϱως παραγωγίσιµη στον δίσκο σύγκλισης της) και η g ταυτίζεται κοντά στο 0 µε την

f εξ ορισµού της.

Μένει να αποδείξουµε ότι limz→0 f
′(z) = −1/2 το οποίο αποδεικνύεται εύκολα.
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Κεϕάλαιο 2

Επουσιώδεις ανωµαλίες και

επέκταση σε ολόµοϱϕη συνάϱτηση

σε δίσκο

΄Ασκηση 13.

Αποδείξτε ότι υπάϱχει ακολουϑία πολυνώµων Pn ∈ C[z] ώστε

Pn(z) −→
z(ez − 1)5

(πz − 1)2(1− cos z)2

οµοίοµοϱϕα στον δακτύλιο ∆(0, 1, 2).Πόσο είναι το limn Pn(0);

Λύση 12.

Αϱχικά παϱατηϱούµε ότι αν ϑεωϱήσουµε την συνάϱτηση

f(z) =
z(ez − 1)5

(πz − 1)2(1− cos z)2

τότε παϱατηϱούµε ότι αυτή παϱουσιάϹει µεµονωµένες ανωµαλίες στις ϱίϹες των εξισώσεων:

cos z = 1 ⇐⇒ zk = 2kπ, k ∈ Z

και

πz − 1 = ez log π − 1 = 0 ⇐⇒ ez log π = e0 ⇐⇒ z′k log π = 2kπi ⇐⇒ z′k =
2kπ

log π
i, k ∈ Z

Παϱατηϱούµε τώϱα ότι για το 0 έχουµε ότι αϕού η ποσότητα 1− cos z έχει ϱίϹα τάξης 2 στο 0,έπεται

ότι ο παϱάγοντας (1− cos z)2 έχει ϱίϹα τάξης 4 στο 0.Απο την άλλη,το 0ελέγχεται ότι είναι και ϱίϹα

τάξης 1 του πz − 1 = ez log π − 1 γιατί

e0 log π − 1 = e0 − 1 = 0

(ez log π − 1)′ = log πez log π =⇒ log πe0 log π = log π ̸= 0
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και άϱα απο το Θεώϱηµα 3. έπεται ο παραπάνω ισχυρισµός.

Εποµένως ο παράγοντας (πz − 1)2 έχει ϱίϹα τάξης 2 στο 0 και τελικά όλος ο παρανοµαστής της f

έχει ϱίϹα τάξης 2 + 4 = 6 στο 0.

Απο την άλλη,ο αριθµητής έχει επίσης ϱίϹα τάξης 6 στο 0 γιατί ο παράγοντας z έχει ϱίϹα τάξης 1 στο

0 και ο (ez − 1)5 έχει ϱίϹα τάξης 5 στο 0,αϕού ο ez − 1 έχει ϱίϹα τάξης 1 στο 0.

Εποµένως απο τον Μιγαδικό Κανόνα De L’Hospital έπεται ότι η f έχει επουσιώδης ανωµαλια στο 0

και άϱα επκτείνεται σε ολόµορφη συνάϱτηση γύϱω απο το 0.

Οι υπόλοιπες ϱίϹες zk, z
′
k,για τα k ∈ Z \ {0} είναι πόλοι της f και αϕού τώϱα οι πλησιέστεροι

στο µηδέν πόλοι είναι οι 2π/ log π,−2π/ log π και η f επεκτείνεται οµαλά γύϱω απο το 0,έπεται

ότι επκτείνεται σε ολόµορφη συνάϱτηση στον δίσκο ∆(0, 2π/ log π) και απο το Θεώϱηµα Αναλυ-

τικότητας Ολοµόρφων συναϱτήσεων,έπεται ότι αυτή έχει ανάπτυγµα σε δυναµοσειρά κέντρου 0 στον

∆(0, 2π/ log π) και άϱα έστω

f(z) =

∞∑
n=0

cnz
n, z ∈ ∆(0, 2π/ log π)

και Rf = 2π/ log π,η ακτίνα σύγκλισης της.

Παϱατηϱούµε όµως ότι Rf > 2 και άϱα ∆(0, 1, 2) ⊂ ∆(0, 2π/ log π) και απο το ϑεώϱηµα Cauchy-

Hadamard έχουµε ότι η
∑∞

n=0 cnz
n συγκλίνει οµοιόµοϱϕα στον δακτύλιο ∆(0, 1, 2),δηλαδή αν

ϑεωϱήσουµε την ακολουϑία µεϱικών αϑϱοισµάτων της δυναµοσειϱάς,έστω Pn ∈ C[z] µε

Pn(z) = c0 + c1z + · · ·+ cn−1z
n−1

τότε

Pn(z) −→ f(z)

οµοιόµοϱϕα στον δακτύλιο ∆(0, 1, 2).

΄Ασκηση 14 (Φεϐϱουάϱιος 2024).
Θεωϱήστε την συνάϱτηση

f(z) =
z(1− cos z)(ez − z − 1)

(ez − 1)5

και να υπολογίσετε την ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειϱάς

∞∑
n=0

f (n)(1 + i)

n!
(z − 1)n.

Λύση 13.

• Βήµα 1o:

Απο το Θεώϱηµα Cauchy-Hadamard η ακτίνα σύγκλισης της παϱαπάνω δυναµοσειϱάς δίνεται

απο τον τύπο

R =
1

lim supn
n

√∣∣∣ f(n)(1+i)
n!

∣∣∣
και άϱα αϱκεί να πϱοσδιοϱίσουµε την ποσότητα

lim sup
n

n

√∣∣∣∣f (n)(1 + i)

n!

∣∣∣∣.
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Bήµα 2ο–Βϱίσκουµε µεµονωµένες ανωµαλιες της f και τις χαρακτηρίζουµε ως πϱος το είδος

εντοπίζοντας την επουσιώδης ανωµαλία της:

Ο παρανοµαστής της f µηδενίζεται στα σηµεία zk = 2kπi, k ∈ Z και παϱατηϱούµε ότι όλα τα

zk µε k ̸= 0 είναι πόλοι της f (δεν µηδενίζουν τον αριθµητή οπότε το διαπυστώνουµε εύκολα)

ενώ το z0 = 0 µηδενίζει τον αριθµητή και αϕού ο παράγοντας z έχει ϱίϹα ταξης 1 στο 0 και

ο παράγοντας ez − 1 − z έχει ϱίϹα τάξης 2 στο 0,έπεται ότι όλος ο αριθµητής έχει ϱίϹα τάξης

2 + 2 + 1 = 5 στο 0.Απο την άλλη ο παράγοντας ez − 1 έχει ϱίϹα τάξης 1 στο 0 και άϱα όλος

ο παρανοµαστής έχει ϱίϹα τάξης 5 στο 0.Εποµένως απο Μιγαδικό Κανόνα L’ Hospital έχουµε

ότι η f έχει επουσιώδης ανωµαλία στο 0.

Βήµα 3ο–Χϱησιµοποιούµε τον οϱισµό της επουσιώδους ανωµαλίας στο σηµείο αυτό και ϐρίσκ-

ουµε τον πλησιέστερο πόλο της f σε αυτήν ώστε να αναπτύξουµε σε δυναµοσειρά την f σε

κατάλληλη περιοχή:

Παϱατηϱούµε ότι αϕού η f έχει ουσιώδης ανωµαλία στο 0,έπεται ότι επκτείνεται ολόµορφα

γύϱω απο το 0 και άϱα και γύϱω απο το 1+ i και αϕού το πλησιέστερο πϱόϐληµα(πόλος) της f

στο 1+ i είναι οι πόλοι 2πi,−2πi,έπεται ότι η f µποϱεί να επεκταθεί σε ολόµορφη συνάϱτηση

στον δίσκο ∆(1 + i,M) όπου

M = min{
√
1 + (2π − 1)2,

√
1 + (2π + 1)2} =

√
1 + (2π − 1)2.

Βήµα 4ο–Χϱησιµοποιούµε το Θεώϱηµα Αναλυτικότητας Ολόµοϱϕων συναϱτήσεων για να

τεκµηϱιώσουµε ότι η f µποϱεί να αναπτυχϑεί σε δυναµοσειϱά στον δίσκο αυτόν:

Απο απο το Θεώϱηµα Αναλυτικότητας ολόµοϱϕων συναϱτήσεων έπεται ότι αυτή αναλύεται σε

δυναµοσειϱά κέντϱου i+ 1 στον δίσκο αυτό,δηλαδή

f(z) =

∞∑
n=0

cn(z − (i+ 1))n, z ∈ ∆(i+ 1,M)

µε Rf = M και αϕού απο Cauchy-Hadamard ισχύει ότι

Rf =
1

lim supn
n
√
|cn|

=
1

lim supn
n

√∣∣∣ f(n)(i+1)
n!

∣∣∣ = M

έπεται ότι και R = M =
√

1 + (2π − 1)2 είναι η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειϱάς της

εκϕώνησης.

΄Ασκηση 15 (Ιούνιος 2015).
Υπολογίστε την ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειϱάς

∞∑
n=0

f (n)(i+ 1)

n!
(z − 1)n

αν

f(z) =
z(ez − 1− z)2

(ez − 1)5
.

Λύση 14.

Παϱατηϱούµε ότι απο το Θεώϱηµα Cauchy-Hadamard έχουµε ότι

R =
1

lim supn
n

√∣∣∣ f(n)(1+i)
n!

∣∣∣
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Παϱατηϱούµε ότι η f έχει µεµονωµένη ανωµαλία στο 0 και επειδή ο αϱιϑµητή έχει ϱίϹα τάξης 5 στο

0 γιατί καϑένασ απο τους παϱάγοντες z, ez − 1 − z έχει ϱίϹα τάξης 1 και τάξης 2 αντίστοιχα στο

0και ο παϱανοµαστής έχει επίσης ϱίϹα τάξης 5 στο 0 γιατί ο παϱάγοντας ez − 1 έχει ϱίϹα τάξης 1 στο

0.Τελικά απο το Μιγαδικό Κανόνα De L’Hospital έπεται ότι η f έχε επουσιώδη ανωµαλία στο 0 και

άϱα επεκτείνεται σε ολόµοϱϕη συνάϱτηση γύϱω απο το 0.

Παϱατηϱούµε επίσης ότι ο παϱανοµαστής µηδενίϹεται στα σηµεία zk = 2kπi, k ∈ Z και άϱα σε

καϑένα απο αυτά η f επίσης παϱουσιάϹει µεµονωµένης ανωµαλία και πιο συγκεκϱιµένα η f έχει

πόλο στα zk, k ∈ Z \ {0}.

Αϕού όµως οι πλησιέστεϱοι πόλοι στο i+1 είναι οι 2πi,−2πi,έπεται ότι η f επεκτέινεται σε ολόµοϱϕη

συνάϱτηση στον δίσκο ∆(i+ 1,M) όπου

M = min{
√
1 + (2π − 1)2,

√
1 + (2π + 1)2} =

√
1 + (2π − 1)2

και άϱα απο το Θεώϱηµα Αναλυτικότητας ολόµοϱϕων συναϱτήσεων έπεται ότι αυτή αναλύεται σε

δυναµοσειϱά κέντϱου i+ 1 στον δίσκο αυτό,δηλαδή

f(z) =

∞∑
n=0

cn(z − (i+ 1))n, z ∈ ∆(i+ 1,M)

µε Rf = M και αϕού απο Cauchy-Hadamard ισχύει ότι

Rf =
1

lim supn
n
√

|cn|
=

1

lim supn
n

√∣∣∣ f(n)(i+1)
n!

∣∣∣ = M

έπεται ότι καιR = M =
√

1 + (2π − 1)2 είναι η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειϱάς της εκϕώνησης.

΄Ασκηση 16 (Φεϐϱουάϱιος 2021).
Αν

f(z) = exp

(
(eaz − 1− az)2

z sin(z/β)(1− cos(2z/γ)

)
τότε να ϐϱείτε την ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειϱάς

∞∑
n=0

f (n)(ai)

n!
(z − βπi)n.

Λύση 15.

΄Οµοια µε τις πϱοηγούµενες.
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Κεϕάλαιο 3

Mixed Ασκήσεις πάνω στο

Κεϕάλαιο 7

΄Ασκηση 17 (Ιούνιος 2023).
΄Οταν (an) ⊂ C µε lim sup n

√
|an| < 1,να υπολογίσετε τον ολοκλήϱωµα∫

|z|=1

( ∞∑
n=0

anz
n

)
e

1
z dz

συναϱτήσει της σειϱάς των (an).

Λύση 16.

Αϱχικά παϱατηϱούµε ότι αϕού lim supn
n
√

|an| έπεται ότι η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειϱάς∑∞
n=0 anz

n απο το ϑεώϱηµα Cauchy-Hadamard είναι

R = lim sup
n

n
√

|an| > 1

και άϱα απο το Θεώϱηµα Cauchy-Hadamard έπεται ότι αυτή συγκλίνει οµοιόµοϱϕα σε κάϑε κλειστό

δίσκο ∆(0, r) όπου − < r < R και άϱα και στον ∆(0, 1).

Εποµένως απο Θεώϱηµα,έχουµε ότι∫
|z|=1

( ∞∑
n=0

anz
n

)
e

1
z dz =

∞∑
n=0

an

∫
|z|=1

zne
1
z dz.

Παϱατηϱούµε τώϱα ότι αν στεϑϱοποιήσουµε n ∈ N και ϑεωϱήσουµε την συνάϱτηση fn(z) = zne
1
z

τότε παϱατηϱούµε ότι αυτή έχει ουσιώδη ανωµαλία στο 0,αϕού έχουµε αποδείξει στα παϱαδείγµατα

ότι η e
1
z έχει ουσιώδη ανωµαλία στο 0 και η zn είναι ολόµοϱϕη στο C,δηλαδή δεν έχει µεµονωµένες

ανωµαλίες.

Εποµένως απο το Θεώϱηµα Ολοκληϱωτικών Υπολοίπων,έχουµε ότι∫
|z|=1

fn(z)dz = 2πiRes(fn, 0)δC(0,1)(0)
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και αϕού όµως 0 ανήκει στο εσωτεϱικό του κύκλου C(0, 1),δηλαδή στην ϕϱαγµένη συνεκτική του

συνιστώσα,έπεται ότι δC(0,1)(0) = 1 και άϱα∫
|z|=1

fn(z)dz = 2πiRes(fn, 0).

Τώϱα αϕού το 0 είναι ουσιώδης ανωµαλία της fn,για να υπολογίσουµε το ολοκληϱωτικό της υπόλοιπο

ϑα το υπολογίζουµε µέσω της ανάπτυξης της σε σειϱά Laurent στον δακτύλιο ∆(0, 0,+∞) = C\{0}.

Παϱατηϱούµε ότι η εκθετική συνάϱτηση αναπτύσσεται στο C(άπειϱη ακτίνα σύγκλισης) σε δυναµο-

σειρά κέντρου 0 ώς εξής

ez =

∞∑
k=0

zk

k!
, z ∈ C.

΄Αϱα για κάϑε z ∈ C \ {0} = ∆(0, 0,+∞) έχουµε ότι

e
1
z =

∞∑
k=0

1

k!

1

zk

και έτσι

fn(z) = zne
1
z =

∞∑
k=0

1

k!

1

zk−n

και άϱα ο συντελεστής που αντιστοιχεί στον παϱάγοντα 1
z του παϱπάνω ανπτύγµατος επιτυγχάνεται

όταν k = n+ 1 και άϱα

c−1 = Res(fn, 0) =
1

(n+ 1)!
.

Τελικά, ∫
|z|=1

fn(z)dz =
2πi

(n+ 1)!

και άϱα ∫
|z|=1

( ∞∑
n=0

anz
n

)
e

1
z dz =

∞∑
n=0

2πian
(n+ 1)!

= 2πi

∞∑
n=0

an
(n+ 1)!

΄Ασκηση 18.

∆ώστε παϱάδειγµα δύο συναϱτήσεων f, g που καϑεµία να έχει πόλο τάξης 4 στο 1−i αλλά η διαϕοϱά

τους f − g να έχει πόλο τάξης 2 στο 1− i.

Λύση 17.

Θεωϱούµε τις συναϱτήσεις

f(z) =
z2 − 2z(1− i)

(z − 1 + i)4
και g(z) = − (1− i)2

(z − 1 + i)4

και τότε παϱατηϱούµε ότι

lim
z→1−i

(z − 1 + i)4 · f(z) = lim
z→1−i

(z2 − 2z(1− i)) = (1− i)2 − 2(1− i)2 = −(1− i)2 ̸= 0

και

lim
z→1−i

(z − 1 + i)4 · g(z) = −(1− i)2 ̸= 0
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και άϱα οι f, g έχουν πόλο τάξης 4 στο 1− i.

Επίσης

f(z)− g(z) =
z2 − 2z(1− i) + (1− i)2

(z − 1 + i)4
=

(z − 1 + i)2

(z − 1 + i)4
=

1

(z − 1 + i)2

και άϱα

lim
z→1−i

(z − 1 + i)2(f(z)− g(z)) = 1 ̸= 0

που σηµαίνει ότι η f − g έχει πόλο τάξης 2 στο 1− i.
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Κεϕάλαιο 4

Εϕαϱµογές Αϱχής του Rouche και

Αϱχής Οϱίσµατος

΄Ασκηση 19 (Φεϐϱουάϱιος 2022).
Αν a ∈ C και |a| < 3 και ρ είναι µια ϱίϹα του πολυωνύµου h(z) = z3 + (1− i

√
3)z2 + (1− i

√
2)z+

a,αποδείξτε ότι |ρ| < 3.

Λύση 18.

Παϱατηϱούµε ότι αν ϑεωϱήσουµε τις ολόµοϱϕες συναϱτήσεις f(z) = z3 και g(z) = (1 − i
√
3)z2 +

(1− i
√
2)z + a,τότε παϱατηϱούµε ότι για τα z ∈ C(0, 3) ισχύει ότι

|g(z)| ≤ |(1− i
√
3)||z|2 + |1− i

√
2||z|+ |a| = 2|z|2 +

√
5|z|+ |a| = 18 + 2

√
5 + |a|

< 21 + 2
√
5

< 81

= 33

= |z|3

= |f(z)|

και άϱα απο την Αϱχή του Rouche έπεται ότι το πληϑος ϱιϹών της f +g = h µέσα στον ανοιχτό δίσκο

∆(0, 3) είναι το ίδιο µε το πλήϑος ϱιϹών της f στον ∆(0, 3).

΄Οµως η f έχει ακϱιϐώς µοναδική ϱίϹα το 0 η οποία είναι τάξης 3,και ϐϱίσκεται στον ∆(0, 3) και

άϱα και η f ϑα έχει 3 ϱίϹες µέσα στον ∆(0, 3) και αϕού έχει ακϱιϐώς 3,έπεται ότι όλες οι ϱίϹες του

ϐϱίσκοντα εντός του ∆(0, 3) και άϱα έχουµε το Ϲητούµενο.

΄Ασκηση 20 (Ιανουάϱιος 2023-Ιανουάϱιος 2020).
Θεωϱούµε το πολυώνυµο p(z) = z5 − iz4 + (4 − 3i)z3 + az2 + βz + γ,όπου a, β, γ ∈ C µε

|a| < 52, |β| < 53 και |γ| < 54.Να αποδείξετε ότι το ολοκλήϱωµα
∫
|z|=5

z2 P ′(z)
P (z) dz είναι ανεξάϱτητο

των a, β, γ υπολογίϹοντας το.Ποιά είναι η τιµή του ανωτέϱω ολοκληϱώµατος όταν |γ| < 56 και

|a| < 52, |β| < 53;
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Λύση 19.

Θεωϱούµε τις ολόµοϱϕες συναϱτήσεις f(z) = −iz4 + (4− 3i)z3 + az2 + βz + γ και g(z) = z5 και

παϱατηϱούµε ότι για τα z ∈ C(0, 5) έχουµε ότι

|f(z)| ≤ |i||z|4 + |4− 3i||z|3 + |a||z|2 + |β||z|+ |γ| = 54 + 5 · 53 + |a| · 52 + |β|5 + |γ|

< 54 + 54 + 54 + 54 + 54

= 5 · 54

= 55

= |z|5

= |g(z)|

και άϱα απο το ϑεώϱηµα του Rouche έπεται ότι η f + g = p έχει το ίδιο πλήϑος ϱιϹών µε την g

στον δίσκο ∆(0, 5) και αϕού η g έχει µοναδική ϱίϹα το 0 που ανήκει στο ν ∆(0, 5) πολλαπλότητας

5 έπεται ότι και το p έχει 5 το πλήϑος ϱίϹες έστω ρ1, ρ2, . . . , ρ5 στον δίσκο ∆(0, 5).

΄Αϱα απο την Αϱχή του οϱισµάτος,έχουµε ότι∫
|z|=5

z2
p′(z)

p(z)
dz = 2πi

5∑
k=1

ρ2k = 2πi

((
−cn−1

cn

)2

− 2cn−2

cn

)

= 2πi((−i)2 − 2(1 + i))

= 4π − 6πi

όπου στην δεύεϱη ισότητα χϱησιµοποιήσαµε τους Τύπους του Vieta που ισχύουν για πολυώνυµα:

Αν p(z) = cn(z − ρ1)(z − ρ2) · · · (z − ρn) τότε ισχύουν οι εξής ταυτότητες:

n∑
k=1

ρk = −cn−1

cn

n∑
k=1

ρ2k =

(
−cn−1

cn

)2

− 2cn−2

cn
.

Παϱατηϱούµε ότι αν |γ| = 56 και ϑεωρήσουµε και την σταθερή συνάϱτηση h(z) = γ,τότε παϱατηϱούµε

ότι για τα z ∈ C(0, 5)

|p(z)− h(z)| = |z5 − iz4 + (4− 3i)z3 + az2 + βz| ≤ |z|5 + |i||z|4 + |4− 3i||z|3 + |a||z|2 + |β||z|

= 55 + 54 + 5 · 53 + |a| · 52 + |b|5

< 55 + 54 + 54 + 5252 + 5 · 53

= 55 + 4 · 54

= 9 · 54

< 25 · 54

= 56

= |γ|
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= |h(z)|

και άϱα απο την Αϱχή του Rouche έπεται ότι η (p− γ)− γ + γ = p έχει το ίδιο πλήϑος ϱίϹων µε την

h = |γ| στον ανοιχτό δίσκο ∆(0, 5) και άϱα καµία.Εποµένως η z2 p′(z)
p(z) οϱίϹεται και είναι ολόµοϱϕη

συνάϱτηση στον ∆(0, 5) και αϕού η γ = C(0, 5) είναι κλειστή καµπύλη,έπεται απο το Θεώϱηµα

Cauchy ότι ∫
|z|=5

z2
p′(z)

p(z)
dz = 0.

΄Ασκηση 21.

΄Εστω πολυώνυµο p(z) = 9z4 + 17iz3 − z2 + z + i.

• Να αποδείξετε ότι ο΄λες οι ϱίϹες του p ϐϱίσκονται εντός του ανοιχτού δίσκου ∆(0, 2).

• Υπολογίστε το ολοκλήϱωµα:

I =

∫
|z|=2

36z4 + 51iz3 − 2z2 + z

9z4 + 17iz3 − z2 + z + i
dz.

Λύση 20.

• Παϱατηϱούµε ότι αν ϑεωϱήσουµε την g(z) = 9z4 τότε έχουµε ότι για τα z µε |z| = 2 ισχύει ότι

|p(z)− g(z)| = |17iz3 − z2 + z+ i| ≤ 17|z|3 + |z|2 + |z|+ |i| = 17 · 23 +22 +2 = 17 · 23 +6

< 18 · 23

= 9 · 24

= |9z4|

= |g(z)|

και άϱα απο την Αϱχή του Rouche, έπεται ότι η p− g+ g = p έχει το ίδιο πλήϑος ϱιϹών µε την

g µέσα στον δίσκο ∆(0, 2),και αϕού η g έχει µοναδική ϱίϹα το 0 πολλαπλότητας 4,έπεται ότι

και το p έχει 4 ϱίϹες εντός του δίσκου ∆(0, 1).

΄Οµως το p είναι πολυώνυµο ϐαϑµού 4 και άϱα έχει 4 το πλήϑος ϱίϹες,δηλαδή όλες οι ϱίϹες

του ϐϱίσκονται µέσα στον δίσκο ∆(0, 2).

• Για το ολοκλήϱωµα τώϱα παϱατηϱούµε ότι ο παϱανοµαστής είναι το p και ο αϱιϑµητής είναι ο

zp′(z) αϕού p′(z) = 36z3 + 51iz2 − 2z + 1 και άϱα απο την Αϱχή του οϱίσµατος

I =

∫
|z|=2

z
p′(z)

p(z)
dz = 2πi

∑
a∈Z(f),a∈εσ.του C(0, 2)

α

και ααν ρ1, ρ2, ρ3, ρ4 είναι οι ϱίϹες του p,τότε απο το πϱώτο µέϱος,όλες ανήκουν στο εσωτεϱικό

του C(0, 2) και απο τους τύπους Vieta έχουµε ότι

4∑
k=1

ρk = −17i

9

και έτσι

I = 2πi

4∑
k=1

ρk = −2πi
17i

9
=

34π

9
.
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΄Ασκηση 22.

Να υπολογισϑεί το ολοκλήϱωµα
∫
γ

dz
z ,όπου Γ είναι η καµπύλη:

Γ(t) = e7it − 7e4it + 2iei2t + eit + 1 + i, 0 ≤ t ≤ π.

Λύση 21.

Αϱχικά παϱατηϱούµε ότι αν ϑεωϱήσουµε το πολυώνυµο p(z) = z7 − 7z4 + 2iz2 + z + i+ 1 και την

κλειστή καµπύλη γ : [0, 2π] → C µε γ(t) = eit,τότε έχουµε ότι Γ = p ◦ γ και άϱα∫
Γ

dz

z
=

∫ 2π

0

Γ′(t)

Γ(t)
dt =

∫
γ

p′(z)

p(z)
dz.

Απο την αϱχή τώϱα του οϱίσµατος,έπεται ότι∫
γ

p′(z)

p(z)
dz = 2πi× πλήϑος ϱιϹών του p στο εσωτεϱικό της γ.

Για να ϐϱούµε πόσες ϱίϹες έχει το p στο εσωτεϱικό της καµπύλης γ,ϑα εϕαϱµόσουµε την αϱχή του

Rouche και παϱατηϱούµε ότι:αν ϑεωϱήσουµε την g(z) = −7z4,τότε παϱατηϱούµε ότι για τα z µε

|z| = 1 έχουµε ότι

|p(z)−g(z)| = |z7+2iz2+z+i+1| ≤ |z|7+2|z|2+|z|+|i|+1 = 1+2+1+1+1 = 6 < 7 = |−7z4| = |g(z)|

και άϱα απο την αϱχή του Rouche έπεται ότι η p− g+ g = p έχει το ίδιο πλήϑος ϱιϹών µε την g µέσα

στον ανοιχτό δίσκο ∆(0, 1) και αϕού η g έχει πµοναδική ϱίϹα πολλαπλότητας 4 στον ∆(0, 1),έπεται

ότι και το p έχει 4 ϱίϹες µέσα στον δίσκο ∆(0, 1) και άϱα∫
Γ

dz

z
=

∫
γ

p′(z)

p(z)
dz = 8πi.

΄Ασκηση 23.

΄Εστω ότι το p είναι µη σταϑεϱό πολυώνυµο.Αποδείξτε ότι για R > 0 αϱκετά µεγάλο ισχύει ότι

1

2πi

∫
|z|=R

p′(z)

p(z)
dz = deg p.

Λύση 22.

Αϱχικά παϱατηϱούµε ότι αϕού το p είναι µη σταϑεϱό,έπεται ότι deg p = n ≥ 1.Εποµένως για R > 0

ώστε όλες οι n-το πλήϑος ϱίϹες του p να ϐϱίσκονται στον ανοιχτό δίσκο ∆(0, R),έχουµε απο την

Αϱχή του Οϱίσµατος ότι
1

2πi

∫
|z|=R

p′(z)

p(z)
dz = n = deg p.
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Κεϕάλαιο 5

Εϕαϱµογές της Αϱχής της

Ταυτότητας

΄Ασκηση 24.

Εξετάστε εάν υπάϱχει συνεχής f : ∆(0, 1) → C,η οποία είναι ολόµοϱϕη στον ανοιχτό δίσκο ∆(0, 1)

και

f

(
1

n

)
=

1

n+ 1
.

Λύση 23.

Παϱατηϱούµε ότι αν ϑεωϱήσουµε την συνάϱτηση g : ∆(0, 1) → C µε g(z) = z
1+z ,τότε παϱατηϱούµε

ότι αυτή είναι ολόµοϱϕη και αν υπήϱχε τέτοια συνάϱτηση f ϑα είχαµε ότι

f(1/n) = g(1/n)

για κάϑε n ∈ N και άϱα 1/n ∈ T για κάϑε n ∈ N,όπου Τ είναι σύνολο ταύτισης της f µε την g.

Αϕού τώϱα 1/n → 0 και 1/n ̸= 0 για κάϑε n και η ακολουϑία (1/n) είναι ακολουϑία στοιχείων του

Τ,έπεται ότι τελικά 0 ∈ T ′ ∩∆(0, 1) και άϱα T ′ ∩∆(0, 1) ̸= ∅.

Εποµένως απο την Αϱχή της Ταυτότητας,έπεται ότι f = g στον ∆(0, 1) και αυτό είναι άτοπο,γιατί

λόγω της συνέχειας της f στο −1 ∈ ∆(0, 1) έχουµε ότι

C ∋ f(−1) = lim
|z|<1,z→−1

f(z) = lim
|z|<1,z→−1

g(z) = ∞

΄Ασκηση 25.

Να ϐϱεϑούν όλες οι ακέϱαιες συναϱτήσεις f για τις οποίες

f ′
(
1

n

)
= f

(
1

n

)
για κάϑε n.

΄Ασκηση 26.

΄Εστω f : ∆(0, 1) → C ολόµοϱϕη συνάϱτηση µε

sin(1/n)f(1/n) + cos(1/n)f ′(1/n) = 0, n ≥ 1.
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Να αποδείξετε ότι υπάϱχει λ ∈ C ώστε f(z) = λ cos z για κάϑε z ∈ ∆(0, 1).

Λύση 24.

Θεωϱούµε την συνάϱτηση h : ∆(0, 1) → C µε h(z) = sin zf(z) + cos zf ′(z) η οποία παϱατηϱούµε

ότι είναι ολόµοϱϕη ως άϑϱοισµα τέτοιων και επίσης λόγω της υπόϑεσης έχουµε ότι h(1/n) = 0 για

κάϑε n ∈ N και άϱα αν Τ είναι το σύνολο ταύτισης της h µε την µηδενική συνάϱτηση,τότε 1/n ∈ T

για κάϑε n.

Αϕού όµως 1/n → 0 και 1/n ̸= 0 και η ακολουϑία (1/n) είναι ακολουϑία στοιχείων του T ,έπεται

ότι O ∈ T ′ και άϱα και 0 ∈ T ′ ∩∆(0, 1),δηλαδή T ∩∆(0, 1) ̸= ∅.

Απο την Αϱχή της Ταυτότητας,έπεται ότι h = 0,δηλαδή

sin zf(z) + cos zf ′(z) = 0, z ∈ ∆(0, 1).

Παϱατηϱούµε όµως αν διαιϱέσουµε και µε το cos2 z που δεν µηδενίϹεται στον δίσκο ∆(0, 1),έχουµε

ότι
sin zf(z) + cos zf ′(z)

cos2 z
− 0

για κάϑε z ∈ ∆(0, 1) και άϱα
(

f
cos

)′
(z) = 0 για κάϑε z ∈ ∆(0, 1).

Αϕού όµως το ∆(0, 1) είναι τόπος,έπεται ότι η f/ cos είναι σταϑεϱή συνάϱτηση,δηλαδή υπάϱχει

λ ∈ C ώστε
f(z)

cos z
= λ =⇒ f(z) = λ cos z

για κάϑε z ∈ ∆(0, 1).

΄Ασκηση 27.

΄Εστω f, g : ∆(0, 1) → C ολόµοϱϕες συναϱτήσεις µε f(z)g(z) ̸= 0 για κάϑε z ∈ ∆(0, 1) και

f ′(1/n)

f(1/n)
=

g′(1/n)

g(1/n)

για κάϑε ϕυσικό αϱιϑµό n.Να αποδείξετε ότι υπάϱχει λ ∈ C ώστε f(z) = λg(z) για κάϑε z ∈ ∆(0, 1).
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Κεϕάλαιο 6

Σειϱές Laurent και Εϕαϱµογή του

Casorati-Weirstrass

΄Ασκηση 28 (Φεϐϱουάϱιος 2024).
Θεωϱούµε την συνάϱτηση

f(z) =

∞∑
n=0

in√
n!

1

zn
, z ̸= 0.

Αποδείξτε ότι η f είναι καλά οϱισµένη και ολόµοϱϕη στο C \ {0} και έπειτα να αποδείξετε ότι για

κάϑε a ∈ C υπάϱχει ακολουϑία (zk) του C \ {0} µε zk → 0 και f(zk) → a.

Λύση 25.

Αϱχικά ϑα µελετήσουµε την δυναµοσειϱά

∞∑
n=0

in√
n
wn

για τα διάϕοϱα w ∈ C και παϱατηϱούµε ότι αν ϑέσουµε cn = in√
n!

,τότε έχουµε ότι αϕού∣∣∣∣ cn
cn+1

∣∣∣∣ =
√
(n+ 1)!√

n!
=

√
n+ 1 −→ +∞

έπεται απο το Θεώϱηµα Cauchy-Hadamard ότι η δυναµοσειρά της σχέσης έχει ακτίνα σύγκλισης

R = +∞,που σηµαίνει ότι συγκλίνει για κάϑε w ∈ C και άϱα η σειϱά
∑∞

n=0
in√
n!

1
zn ,συγκλίνει για

κάϑε z ∈ C \ {0} και έτσι η f είναι καλά ορισµένη.

Επίσης η δυναµοσειρά της σχέσης είναι ολόµορφη στο C,λόγω του Θεωρήµατος ∆ιαφόρισης ∆υναµο-

σειρών και άϱα και η f είναι ολόµορφη στο C\{0} ώς συνθεση της δυναµοσειράς µε την συνάϱτηση

h(z) = 1/z που είναι ολόµορφη στο C \ {0}.

Επίσης όπως είναι προφανές αυτή παϱουσιάϹει µεµονωµένη ανωµαλία στο σηµείο 0 και µάλιστα

είναι ουσιώδης η ανωµαλία της αϕού στο Ανάπτυγµα Laurent υπάρχουν άπειϱοι συντελεστές c−n ̸=
0(Πϱόταση 3.)

΄Εστω τώϱα α ∈ C και απο το Θεώϱηµα Casorati-Weirstrass έπεται ότι για κάϑε R > 0 το σύνολο
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f(∆(0, R) \ {0}) ⊂ C είναι πυκνό υποσύνολο του C,δηλαδή τέµνει κάϑε ανοιχτό δίσκο και άϱα για

κάϑε R > 0 έχουµε ότι

f(∆(0, R) \ {0}) ∩∆(a,R) ̸= ∅.

Εποµένως,εϕαϱµόϹοντας αυτό για R = 1/k για κάϑε k ∈ N έχουµε ότι

f(∆(0, 1/k) \ {0}) ∩∆(a, 1/k) ̸= ∅

για κάϑε k ∈ N και άϱα υπάϱχει ακολουϑία (zk) µε zk ̸= 0 και |zk−0| < 1/k και |f(zk)−a| < 1/k

για κάϑε k ∈ N και που µας εξασϕαλίϹει ότι zk → 0 και f(zk) → a.

΄Ασκηση 29 (Σεπτέµϐϱιος 2022).
Θεωϱείστε την ακολουϑία λn = n2/(2n + 3) και έναν µιγαδικό αϱιϑµό A ̸= 0.Για z ∈ C \ {0}
οϱίϹουµε την συνάϱτηση

f(z) =

∞∑
n=0

An

λn
n

1

zn
, z ̸= 0.

Αποδείξτε ότι η f είναι καλά οϱισµένη και ολόµοϱϕη συνάϱτηση στο C\{0}.Στην συνέχεια αποδείξτε

ότι για κάϑε a ∈ C υπάϱχει ακολουϑία (zk) απο το C \ {0} µε zk → 0 και f(zk) → a.

Λύση 26.

• ∆είχνουµε ότι είναι καλά οϱισµένη,δηλαδή ότι για κάϑε z ̸= 0 ισχύει ότι f(z) ∈ C:

Για να την µελετήσουµε ϑα µελετήσουµε την δυναµοσειϱά

∞∑
n=0

An

nλn
wn

για τα διάϕοϱα w ∈ C και παϱατηϱούµε ότι αν ϑέσουµε cn = An

nλn
,τότε παϱατηϱούµε ότι

n
√
|cn| =

|A|
nn/(2n+3)

−→ 0 =⇒ lim sup
n

n
√
|cn| = lim

n

n
√
|cn| = 0

και άϱα απο το Θεώϱηµα Cauchy-Hadamard ισχύει ότι η ακτίνα σύγκλισης της είναι

R =
1

lim supn
n
√
|cn|

=
1

0
= +∞

που σηµαίνει ότι η συγκλίνει για κάϑε w ∈ C και άϱα αν πάϱουµε z ∈ C \ {0} αϕού w =

1/z ∈ C έπεται ότι και η

f(z) =

∞∑
n=0

An

nλn

1

zn

συγκλίνει,δηλαδή f(z) ∈ C.Το z ̸= 0 ήταν τυχόν άϱα η f είναι καλά ορισµένη συνάϱτηση.

• Βήµα 2ο:Αποδεικνύουµε ότι η f είναι ολόµορφη στο C\{0} ως σύνθεση ολοµόρφων συναϱτήσεων:

Παϱατηϱούµε ότι απο το Θεώϱηµα ∆ιαφόρισης ∆υναµοσειρών η οϱίϹει ολόµορφη συνάϱτηση(µάλιστα

απείϱως παραγωγίσιµη) στον δίσκο σύγκλισης της,που στην πεϱίπτωση µας είναι ο C.Επίσης

η συνάϱτηση h : C \ {0} → C µε h(z) = 1/z είναι ολόµορφη ως ϱητή και άϱα τελικά και η

σύνθεση της w →
∑∞

n=0
An

nλn
wnµε την h,που είναι η f είναι ολόµορφη στο C \ {0}.
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• Βήµα 3ο:Αποδεικνύουµε το 3ο εϱώτηµα αποδεικνύοντας ότι η f έχει ουσιώδης ανωµαλία στο

0 και εϕαϱµόϹουµε το Casorati-Weirstrass:

Είναι πϱοϕανές ότι η f αυτή παϱουσιάϹει µεµονωµένη ανωµαλία στο σηµείο 0 και µάλιστα

είναι ουσιώδης η ανωµαλία της αϕού στο Ανάπτυγµα Laurent υπάϱχουν άπειϱοι συντελεστές

c−n ̸= 0.

΄Εστω τώϱα α ∈ C και απο το Θεώϱηµα Casorati-Weirstrass έπεται ότι για κάϑε R > 0 το

σύνολο f(∆(0, R) \ {0}) ⊂ C είναι πυκνό υποσύνολο του C,δηλαδή τέµνει κάϑε ανοιχτό

δίσκο και άϱα για κάϑε R > 0 έχουµε ότι

f(∆(0, R) \ {0}) ∩∆(a,R) ̸= ∅.

Εποµένως,εϕαϱµόϹοντας αυτό για R = 1/k για κάϑε k ∈ N έχουµε ότι

f(∆(0, 1/k) \ {0}) ∩∆(a, 1/k) ̸= ∅

για κάϑε k ∈ N και άϱα υπάϱχει ακολουϑία (zk) µε zk ̸= 0 και |zk−0| < 1/k και |f(zk)−a| <
1/k για κάϑε k ∈ N και που µας εξασϕαλίϹει ότι zk → 0 και f(zk) → a.
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Κεϕάλαιο 7

Εϕαϱµογές των Εκτιµήσεων

Cauchy και του Θεωϱήµατος

Αναλυτικότητας Ολόµοϱϕων

συναϱτήσεων

Σε αυτήν την παϱάγϱαϕο ϑα ασχοληϑούµε εϕαϱµογές των εξής δύο ϐασικών αποτελεσµάτων:

• Εκτιµήσεις Cauchy: Αν Ω ⊂ C είναι ανοιχτό,τότε για κάϑε κλειστό δίσκο ∆(a,R) ⊂ Ω

ισχύει ότι
|f (n)(a)|

n!
≤ M

Rn

όπου M = sup{|f(z)| : |z − a| = R}.

• Θεώϱηµα Αναλυτικότητας Ολόµορφων συναϱτήσεων: Κάϑε ολόµορφη συνάϱτηση ορισ-
µένη σε ένα ανοιχτό Ω για κάϑε a ∈ Ω αναλύεται σε δυναµοσειρά κέντρου a στον µεγαλύτεϱο
δίσκο ∆(a,Ra) που περιέχεται στο Ω.
Ως άµεσο πόϱισµα αυτού,έπονται τα εξής:

– Κάϑε ολόµοϱϕη συνάϱτηση οϱισµένη σε ανοιχτό δίσκο f : ∆(a,R) → C αναλύεται σε
δυναµοσειϱά κέντϱου a στον ∆(a,R),δηλαδή υπάϱχουν συντελεστές (cn) ⊂ C ώστε

f(z) =

∞∑
n=0

cn(z − a)n, z ∈ ∆(a,R).

– Κάϑε ακέϱαια συνάϱτηση f (δηλαδή f : C → C ολόµοϱϕη) αναλύεται σε δυναµοσειϱά
οποιουδήποτε κέντϱου a ∈ C στο C,δηλαδή υπάϱχουν συντελεστές (cn) ⊂ C µε

f(z) =

∞∑
n=0

cn(z − a)n, z ∈ C.
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΄Ασκηση 30.

Σωστό ή Λάϑος;Αν η f είναι ακέϱαια συνάϱτηση,τότε υπάϱχει ακέϱαια συνάϱτηση g ώστε g(n)(0) =

i
√
n|f (n)(0)| για κάϑε n ≥ 0.

Λύση 27. Είναι σωστό!

Αϕού η f είναι ακέϱαια συνάϱτηση έπεται ότι αναλύεται σε δυναµοσειϱά κέντϱου 0 ∈ C στο C και

άϱα έστω

f(z) =

∞∑
n=0

cnz
n, z ∈ C

όπου λόγω Θεωϱήµατος ∆ιαϕόϱισης ∆υναµοσειϱών,έχουµε ότι για τους συντελεστές (cn) ισχύει ότι

cn =
f (n)(0)

n!
, n ≥ 0.

Επίσης απο το Θεώϱηµα Cauchy-Hadamard για την ακτίνα σύγκλισης της Rf ισχύει ότι

Rf =
1

lim supn
n

√∣∣∣ f(n)(0)
n!

∣∣∣
και αϕού Rf = +∞,έπεται ότι

lim sup
n

n

√∣∣∣∣f (n)(0)

n!

∣∣∣∣ = 0.

΄Αν τώϱα ϑεωϱήσουµε την g όπου

g(z) =

∞∑
n=0

i
√
n|f (n)(0)|

n!
zn

τότε παϱατηϱούµε ότι αυτή απο το Θεώϱηµα Cauchy-Hadamard έχει ακτίνα σύγκλισης Rg όπου

Rg =
1

lim supn
n

√∣∣∣ f(n)(0)
n!

∣∣∣ = +∞

και άϱα η g οϱίϹει ακέϱαια συνάϱτηση.

Επίσης,λόγω του Θεωϱήµατος ∆ιαϕόϱισης ∆υναµοσειϱών,έχουµε ότι για κάϑε n ≥ 0

i
√
n|f (n)(0)|

n!
=

g(n)(0)

n!
=⇒ g(n)(0) = i

√
n|f (n)(0)|

και έτσι έχουµε το Ϲητούµενο.

΄Ασκηση 31.

Σωστό ή Λάϑος;Αν η f είναι ακέϱαια συνάϱτηση και a, β,Λ,M ∈ C τότε υπάϱχει ακέϱαια συνάϱτηση

g ώστε g(n)(a) = (n+ i)ΛMn|f (n)(β)| για κάϑε n ≥ 0.

Λύση 28.

Είναι σωστό!

Αϕού η f είναι ακέϱαια συνάϱτηση έπεται ότι αναλύεται σε δυναµοσειϱά κέντϱου β ∈ C στο C και

άϱα έστω

f(z) =

∞∑
n=0

cn(z − β)n, z ∈ C
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όπου λόγω Θεωϱήµατος ∆ιαϕόϱισης ∆υναµοσειϱών,έχουµε ότι για τους συντελεστές (cn) ισχύει ότι

cn =
f (n)(β)

n!
, n ≥ 0.

Επίσης απο το Θεώϱηµα Cauchy-Hadamard για την ακτίνα σύγκλισης της Rf ισχύει ότι

Rf =
1

lim supn
n

√∣∣∣ f(n)(β)
n!

∣∣∣
και αϕού Rf = +∞,έπεται ότι

lim sup
n

n

√∣∣∣∣f (n)(β)

n!

∣∣∣∣ = 0.

΄Αν τώϱα ϑεωϱήσουµε την g όπου

g(z) =

∞∑
n=0

(n+ i)ΛMn|f (n)(β)|
n!

(z − a)n

τότε παϱατηϱούµε ότι αυτή απο το Θεώϱηµα Cauchy-Hadamard έχει ακτίνα σύγκλισης Rg όπου

Rg =
1

lim supn
n

√
|(n+ i)ΛMn|

∣∣∣ f(n)(β)|
n!

∣∣∣ .
Αϕού όµως

(n+ i)Λ = eλ log(n+i) = eΛ(log
√
n2+1+i arg(n+i)) = e

Λ(log
√
n2+1+i arccos n

n2+1
)

και

Λ

(
log
√
n2 + 1 + i arccos

n

n2 + 1

)
= (ReΛ + iImΛ)

(
log
√
n2 + 1 + i arccos

n

n2 + 1

)

= ReΛ log
√
n2 + 1− ImΛarccos

n

n2 + 1
+ i

(
ReΛarccos

n

n2 + 1
+ ImΛ log

√
n2 + 1

)
έπεται ότι

=⇒ Re

(
Λ

(
log
√
n2 + 1 + i arctan

n

n2 + 1

))
= ReΛ log

√
n2 + 1− ImΛarccos

n

n2 + 1
.

Εποµένως,

|(n+ i)Λ| = eRe((n+1)Λ) = e
ReΛ log

√
n2+1−ImΛarccos n

n2+1

και άϱα
n

√
|n+ 1|Λ = e

ReΛ 1
n log

√
n2+1−ImΛ 1

n arccos n
n2+1 .

΄Οταν όµως n → +∞ έχουµε ότι
1

n
log
√
n2 + 1 → 0

και
1

n
arccos

n

n2 + 1
→ 0 · arccos 0 = 0 · π

2
= 0
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και άϱα
n

√
|n+ i|Λ = e

ReΛ 1
n log

√
n2+1−ImΛ 1

n arccos n
n2+1 −→ e0 = 1.

Εποµένως
n

√
|(n+ i)ΛMn| = n

√
|n+ i|Λ|M | −→ 1 · |M | = |M |

απ όπου και έχουµε τελικά ότι

lim sup
n

n

√
|(n+ i)ΛMn|

∣∣∣∣f (n)(β)

n!

∣∣∣∣ = lim
n

n

√
|(n+ i)ΛMn| · lim sup

n

n

√∣∣∣∣f (n)(β)

n!

∣∣∣∣ = |M | · 0 = 0

και άϱα

Rg = +∞

που σηµαίνει ότι η συνάϱτηση g οϱίϹει ακέϱαια συνάϱτηση.

Επίσης,λόγω του Θεωϱήµατος ∆ιαϕόϱισης ∆υναµοσειϱών έχουµε ότι για κάϑε n ≥ 0

(n+ i)ΛMn|f (n)(β)|
n!

=
g(n)(a)

n!
=⇒ g(n)(a) = (n+ i)ΛMn|f (n)(β)|

που µας δίνει τελικά το Ϲητούµενο.

΄Ασκηση 32.

Σωστό ή Λάϑος;Αν η f είναι ακέϱαι συνάϱτηση,τότε υπάϱχει ακέϱαια συνάϱτηση g ώστε g(n)(a) =√
n!|f (n)(a)| για κάϑε n ≥ 0.

Λύση 29.

΄Οµοια µε τις πϱοηγούµενες.

΄Ασκηση 33 (Σεπτέµϐϱιος 2018).
Να ϐϱεϑούν ολές οι ακέϱαιες συναϱτήσεις f ώστε:

|f(z)| ≤ 3 + 5
√
|z4| για κάϑε z ∈ C.

Λύση 30.

Παϱατηϱούµε ότι αν f είναι µια τέτοια συνάϱτηση.τότε αϕού είναι ακέϱαια,έπεται ότι αναλύεται στο

C σε δυναµοσειϱά κέντϱου 0 και άϱα έστω

f(z) =

∞∑
n=0

cnz
n, z ∈ C.

Επίσης απο το Θεώϱηµα ∆ιαϕόϱισης ∆υναµοσειϱών γνωϱίϹουµε ότι για τα (cn) ισχύει ότι

cn =
f (n)(0)

n!
, n ≥ 0.

Εποµένως,τώϱα αν πάϱουµε R > 0 τυχόν,τότε αϕού ∆(0, R) ⊂ C έπεται ότι απο τις Εκτιµήσεις

Cauchy ϑα ισχύει ότι

|cn| =
|f (n)(0)

n!
≤ M

Rn

για κάϑε n ≥ 0 όπου M = max{f(z) : z ∈ C(0, R)}.

Αϕού όµως για κάϑε z ∈ C(0, R) ισχύει ότι

|f(z)| ≤ 3 + 5
√
|z4| = 3 + 5

√
|z|4 = 3 +

5
√
R4
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έπεται ότι

M = max{|f(z)| : z ∈ C(0, R)} ≤ 3 +
5
√
R4.

Τελικά για κάϑε n ≥ 0 έχουµε ότι

|cn| ≤
3 +

5
√
R4

Rn
.

΄Οµως αν n ≥ 1 > 4/5 τότε παίϱνοντας όϱιο R → +∞ στην παϱαπάνω σχέση,έχουµε ότι

|cn| ≤
3 +

5
√
R4

Rn
=

3

Rn
+

1

Rn−4/5
−→ 0 =⇒ |cn| = 0

και άϱα cn = 0.

Τελικά,

f(z) = c0, z ∈ C

µε |c0| ≤ 3 και άϱα οι ακέϱαιες συναϱτήσεις που ικανοποιούν την ανισότητα τις υπόϑεσης είναι οι

σταϑεϱές και ίσες µε µιγαδικό αϱιϑµό που έχει µέτϱο µικϱότεϱο του 3.

΄Ασκηση 34.

Να ϐϱεϑούν ολές οι ακέϱαιες συναϱτήσεις f ώστε:

|f(z)| ≤ |z|+ 2|z|2 για κάϑε z ∈ C.

Λύση 31.

Παϱατηϱούµε ότι αν f είναι µια τέτοια συνάϱτηση,τότε αϕού είναι ακέϱαια,έπεται ότι αναλύεται στο

C σε δυναµοσειϱά κέντϱου 0 και άϱα έστω

f(z) =

∞∑
n=0

cnz
n, z ∈ C.

Επίσης απο το Θεώϱηµα ∆ιαϕόϱισης ∆υναµοσειϱών γνωϱίϹουµε ότι για τα (cn) ισχύει ότι

cn =
f (n)(0)

n!
, n ≥ 0.

Εποµένως,τώϱα αν πάϱουµε R > 0 τυχόν,τότε αϕού ∆(0, R) ⊂ C έπεται ότι απο τις Εκτιµήσεις

Cauchy ότι

|cn| ≤
M

Rn

για κάϑε n ≥ 0 όπου M = max{f(z) : z ∈ C(0, R)}.

Αϕού όµως για κάϑε z ∈ C(0, R) ισχύει ότι

|f(z)| ≤ |z|+ 2|z|2 = R+ 2R2

έπεται ότι

M = max{|f(z)| : z ∈ C(0, R)} ≤ R+ 2R2.

Τελικά για κάϑε n ≥ 0 έχουµε ότι

|cn| ≤
R+ 2R2

Rn
.

΄Οµως αν n > 2 τότε παίϱνοντας όϱιο R → +∞ στην παϱαπάνω σχέση,έχουµε ότι

|cn| ≤
R+ 2R2

Rn
=

1

Rn−1
+

2

Rn−2
−→ 0 =⇒ |cn| = 0
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και άϱα cn = 0.

Τελικά,

f(z) = c0 + c1z + c2z
2, z ∈ C

όπου

|c0| = |f(0)| ≤ 0 =⇒ c0 = 0

και

|c1| ≤
R+ 2R2

R
= 1 + 2R

και παίϱνοντας όϱιο R → 0+ έχουµε ότι |c1| ≤ 1.

Επίσης

|c2| ≤
R+ 2R2

R2
=

1

R
+ 2

και παίϱνοντας όϱιο R → +∞ έχουµε ότι |c2| ≤ 2.

Τελικά οι Ϲητούµενες συναϱτήσεις είναι οι

f(z) = c1z + c2z
2, z ∈ C

όπου |c1| ≤ 1 και |c2| ≤ 2.

΄Ασκηση 35 (Ιούνιος 2023).
΄Εστω f ακέϱαια συνάϱτηση µε |f(z)| ≤

√
|z| για κάϑε z ∈ C.Αποδείξτε ότι f = 0.

Λύση 32.

΄Οµοια µε τις πϱοηγούµενες ασκήσεις.
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Κεϕάλαιο 8

Εϕαϱµογές του Θεωϱήµατος

Σύγκλισης του Weirstrass

Σε αυτήν την παράγραφο ϑα ασχοληθούµε µε εφαρµογές του λεγόµενου Θεωρήµατος Σύγκ-

λισης του Weirstrass το οποίο χϱησιµέυει για να αποδείξουµε ότι η κατά σηµείο όϱιο συνάϱτηση
ολοµόρφων συναϱτήσεων που συγκλίνουν οµοιόµορφα στην f είναι επίσης ολόµορφη συνάϱτηση.Με
άλλα λόγια,αν fn : Ω → C είναι ακολουθία ολόµορφων συναϱτήσεων όπου για κάϑε συµπαγές
K ⊂ Ω ισχύει ότι fn|K

οµ−→ f |K ,τότε και η f είναι ολόµορφη συνάϱτηση.
΄Αµεσο πόϱισµα στο πλαίσιο των σειϱών συναϱτήσεων είναι το εξής:
Αν fn : Ω → C είναι ακολουθία ολόµορφων συναϱτήσεων µε την σειϱά

∑∞
n=1 fn να συγκλίνει

οµοιόµορφα στα συµπαγή K ⊂ Ω,τότε η σειϱά
∑∞

n=1 fn οϱίϹει ολόµορφη συνάϱτηση στο Ω.
Μάλιστα αϕού κάϑε συµπαγές είναι ϕραγµένο και άϱα περίεχεται σε κάποιον κλειστό δίσκο,το
παραπάνω πόϱισµα µποϱεί να απλοποιηθεί ακοµά περισσότερο στο εξής:
Αν fn : Ω → C είναι ακολουθία ολόµορφων συναϱτήσεων µε την σειϱά

∑∞
n=1 fn να συγκλίνει

οµοιόµορφα στους κλειστούς δίσκους ∆(a,R) ⊂ Ω,τότε η σειϱά
∑∞

n=1 fn οϱίϹει ολόµορφη
συνάϱτηση στο Ω.
Το πιό όµως χϱήσιµο εργαλείο για την απόδειξη οµοιόµορφης σύγκλισης σειϱών,είναι το Κϱιτήϱιο

Οµοιόµορφης Σύγκλισης του Weirstrass: Αν fn : Ω → C είναι ακολουθία συναϱτήσεων µε την
σειϱά πραγµατικών αριθµών

∑∞
n=1 ||fn||∞ να συγκλίνει,τότε η σειϱά

∑∞
n=1 fn συγκλίνει οµοιό-

µορφα στο Ω.
΄Ενας συνδυασµός των 2 παραπάνω ϐασικών Θεωρηµάτων του Weirstrass είναι οι παϱακάτω εφαρ-
µογές:

΄Ασκηση 36.

Να αποδείξετε ότι η σειϱά
∞∑

n=1

cn
zn

1 + zn
(8.1)

συγκλίνει σε κάϑε σηµείο του δίσκου ∆(0, 1) και οϱίϹει για τα z ∈ ∆(0, 1) ολόµοϱϕη συνάϱτηση,αν
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(cn) είναι ϕϱαγµένη ακολουϑία µιγαδικών αϱιϑµών.

Λύση 33.

Αϱχικά αϕού η (cn) είναι ϕϱαγµένη,έπεται ότι υπάϱχει M > 0 ώστε για κάϑε n ∈ N να ισχύει ότι

|cn| ≤ M .Αν αποδείξουµε ότι για κάϑε r ∈ (0, 1) ισχύει ότι η (6) συγκλίνει στον ∆(0, r),τότε η σειϱά

ϑα συγκλίνει και στον ∆(0, 1) γιατί για κάϑε z ∈ ∆(0, 1) υπάϱχει rz ∈ (0, 1) ώστε |z| ≤ rz και έτσι

z ∈ ∆(0, rz) απ όπου και έπεται ότι η
∑∞

n=0 cn
zn

1+zn ϑα συγκλίνει.

Εποµένως έστω r ∈ (0, 1) τυχόν.Τότε παϱατηϱούµε ότι για κάϑε z ∈ ∆(0, r) και κάϑε n ∈ N ισχύει

ότι

|z|n ≤ rn

|1 + zn| ≥ |1| − |z|n ≥ 1− rn =⇒ 1

|1 + zn|
≤ 1

1− rn

και άϱα

|fn(z)| = |cn|
|z|n

|1 + zn|
≤ M

rn

1− rn
.

Αϕού όµως αυτό ισχύει για κάϑε z ∈ ∆(0, r),έπεται ότι και

||fn||∞ = sup{|fn(z)| : z ∈ ∆(0, r)} ≤ M
rn

1− rn

για κάϑε n ∈ N.

Παϱατηϱούµε όµως ότι η σειϱά
∑∞

n=0
rn

1−rn συγκλίνει,γιατί αν cn = rn

1−rn τότε∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = rn+1(1− rn)

rn(1− rn+1)
= r

1− rn

1− rn+1
→ r · 1 = r < 1

και άϱα απο το Κϱιτήϱιο Λόγου για σειϱές πϱαγµατικών αϱιϑµών,έχουµε ότι η
∑∞

n=1 r
n συγκλίνει.

Λόγω όµως της και του Κϱιτηϱίου σύγκϱισης,έχουµε ότι και η σειϱά
∑∞

n=1 ||fn||∞ συγκλίνει.

Απο το Κϱιτήϱιο Οµοιόµοϱϕης σύγκλισης του Weirstrass έχουµε τελικά ότι η
∑∞

n=1 fn συγκλίνει

οµοιόµοϱϕα στον ∆(0, r) και άϱα και κανονικά σε κάϑε σηµείο του ∆(0, r).

Το γεγονός τώϱα ότι η σειϱά
∑∞

n=1 fn συγκλίνει οµοιόµοϱϕα σε κάϑε δίσκο ∆(0, r) αποδεικνύει ότι η

σειϱά
∑∞

n=1 fn συγκλίνει οµοιόµοϱϕα στα συµπαγή υποσύνολα του ∆(0, 1) γιατί αν πάϱουµε τυχόν

K ⊂ ∆(0, 1) συµπαγές,τότε έχουµε ότι υπάϱχει rK ∈ (0, 1) ώστε K ⊂ ∆(0, rK) και άϱα λόγω αυτόυ

που αποδείξαµε παϱαπάνω,έχουµε ότι η
∑∞

n=1 fn συγκλίνει οµοιόµοϱϕα στον ∆(0, rK) και άϱα και

στο Κ,αϕού είναι υποσύνολο του.

΄Ετσι απο το Θεώϱηµα σύγκλισης του Weirstrass έπεται ότι η σειϱά
∑∞

n=1 cn
zn

1+zn οϱίϹει ολόµοϱϕη

συνάϱτηση στον δίσκο ∆(0, 1).

΄Ασκηση 37 (Σεπτέµϐϱιος 2022).
Αποδείξτε ότι αν (an) είναι µια ακολουϑία πϱαγµατικών αϱιϑµών,τότε η σειϱά

∞∑
n=0

n3zn

eian + z3n

συγκλίνει για κάϑε z ∈ C µε |z| < 1 και οϱίϹει για αυτά τα z ολόµοϱϕη συνάϱτηση.

Λύση 34.

Αν αποδείξουµε ότι για κάϑε r ∈ (0, 1) ισχύει ότι η (6) συγκλίνει στον ∆(0, r),τότε η σειϱά ϑα
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συγκλίνει και στον ∆(0, 1) γιατί για κάϑε z ∈ ∆(0, 1) υπάϱχει rz ∈ (0, 1) ώστε |z| ≤ rz και έτσι

z ∈ ∆(0, rz) απ όπου και έπεται ότι η
∑∞

n=0
n3zn

eian+z3n ϑα συγκλίνει.

Παϱατηϱούµε ότι αν πάϱουµε τυχόν r ∈ (0, 1) και ϑεωϱήσουµε τον κλειστό δίσκο ∆(0, r) αλλά και

την ακολουϑία συναϱτήσεων fn : ∆(0, r) → C µε

fn(z) =
n3zn

eian + z3n

τότε έχουµε ότι για z ∈ ∆(0, r) ισχύει ότι

|fn(z)| =
∣∣∣∣ n3zn

eian + z3n

∣∣∣∣ = n3|z|n

|eian + z3n|
≤ n3rn

|eian | − |z|3n
=

n3rn

1− |z|3n
≤ n3rn

1− r3n

≤ n3rn

1− r

για κάϑε n ∈ N και για να το αποδείξουµε αυτό χϱησιµοποιήσαµε ότι

|eian | = 1, για κάϑε n ∈ N

r3n ≤ r =⇒ 1− r3n ≥ 1− r =⇒ 1

1− r3n
≤ 1

1− r

|eian | − |z|3n ≤ |eian + z3n| =⇒ 1

|eian + z3n|
≤ 1

|eian | − |z|3n

για κάϑε n ∈ N.

΄Ετσι έχουµε όµως ότι

||fn|| ≤
1

1− r
n3rn

για κάϑεn ∈ N και αϕού όπως έχουµε δεί στο Κεφάλαιο 2.,η σειϱά πραγµατικών αριθµών
∑∞

n=1 n
3rn

συγκλίνει,έπεται απο το Κϱιτήϱιο Σύγκρισης ότι και η σειϱά
∑∞

n=1 ||fn|| συγκλίνει.

΄Αϱα απο το Κϱιτήϱιο του Weirstrass έπεται ότι η σειϱά
∑∞

n=1 fn συγκλίνει οµοιόµορφα στον ∆(0, r)

και άϱα και κανονικά σε κάϑε σηµείο του ∆(0, r).

΄Ετσι ορίζεται η f : ∆(0, 1) → C µε f(z) =
∑∞

n=1
n3zn

eian+z3n και παϱατηϱούµε ότι αυτή είναι ολό-

µορφη:

Αν αποδείξουµε ότι η
∑∞

n=1 fn συγκλίνει οµοιόµορφα σε κάϑε συµπαγές υποσύνολο του ∆(0, 1),τότε

απο το Θεώϱηµα σύγκλισης του Weirstrass ϑα έχουµε ότι η f είναι ολόµορφη στον δίσκο ∆(0, 1).

΄Εστω εποµένως K ⊂ ∆(0, 1) συµπαγές.Τότε όµως έχουµε ότι υπάρχει rK ∈ (0, 1) ώστε K ⊂
∆(0, rK) και άϱα λόγω αυτόυ που αποδείξαµε παραπάνω,έχουµε ότι η

∑∞
n=1 fn συγκλίνει οµοιό-

µορφα στον ∆(0, rK) και άϱα και στο Κ,αϕού είναι υποσύνολο του.

΄Ετσι απο το Θεώϱηµα σύγκλισης του Weirstrass έπεται ότι η σειϱά
∑∞

n=1
n3zn

eian+z3n οϱίϹει ολόµορφη

συνάϱτηση στον δίσκο ∆(0, 1).

΄Ασκηση 38.

Να αποδείξετε ότι η σειϱά
∞∑

n=1

nnλ

zn

1 + z2n

συγκλίνει σε κάϑε σηµείο του δίσκου ∆(0, 1) και οϱίϹει για τα z ∈ ∆(0, 1) ολόµοϱϕη συνάϱτηση,αν

0 < λ < 1.
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Λύση 35.

΄Οµοια µε την πϱοηγούµενη αλλά και την επόµενη άσκηση.

΄Ασκηση 39 (Ιούνιος 2023).
Αποδείξτε ότι αν (an), (bn) είναι ακολουϑίες πϱαγµατικών αϱιϑµών,τότε η σειϱά

∞∑
n=1

nz lognzn

3eian − 2eibnz2n − zn

συγκλίνει σε κάϑε σηµείο του ανοιχτού δίσκου ∆(0, 1) και οϱίϹει για αυτά τα z ∈ ∆(0, 1) ολόµοϱϕη

συνάϱτηση.

Λύση 36.

Αν αποδείξουµε ότι για κάϑε r ∈ (0, 1) ισχύει ότι η (6) συγκλίνει στον ∆(0, r),τότε η σειϱά ϑα

συγκλίνει και στον ∆(0, 1) γιατί για κάϑε z ∈ ∆(0, 1) υπάϱχει rz ∈ (0, 1) ώστε |z| ≤ rz και έτσι

z ∈ ∆(0, rz) απ όπου και έπεται ότι η
∑∞

n=1
nz log nzn

3eian−2eibnz2n−zn ϑα συγκλίνει.

Εποµένως έστω r ∈ (0, 1) τυχόν.Τότε παϱατηϱούµε ότι για κάϑε z ∈ ∆(0, r) και κάϑε n ∈ N ισχύει

ότι

|z|n ≤ rn

|3eian − 2eibnz2n − zn| ≥ 3|eian | − 2|eibn ||z|2n − |z|n = 3− 2|z|2n − |z|n ≥ 3− 2r2n − rn

=⇒ 1

|3eian − 2eibnz2n − zn|
≤ 1

3− 2r2n − rn
≤ 1

3− rn
≤ 1

1− rn
≤ 1

1− r

|nz logn| = |ez logn logn| = |ez log2 n| = eRe(z log2 n) = elog
2 nRe(z) ≤ e|z| log

2 n ≤ er log2 n

≤ elog
2 n

και άϱα

|fn(z)| =
∣∣∣∣ nz lognzn

3eian − 2eibnz2n − zn

∣∣∣∣ ≤ 1

1− r
elog

2 nrn.

Αϕού όµως αυτό ισχύει για κάϑε z ∈ ∆(0, r),έπεται ότι και

||fn||∞ = sup{|fn(z)| : z ∈ ∆(0, r)} ≤ 1

1− r
elog

2 nrn

για κάϑε n ∈ N.

Παϱατηϱούµε όµως ότι η σειϱά
∑∞

n=1 e
log2 nrn συγκλίνει,γιατί αν cn = elog

2 nrn τότε∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = r
e2 log(n+1)

e2 logn
= re2 log n+1

n → r · 1 = r < 1

γιατί log n+1
n → log 1 = 0 και άϱα elog

n+1
n → e0 = 1, και άϱα απο το Κϱιτήϱιο Λόγου για σειϱές

πϱαγµατικών αϱιϑµών,έχουµε ότι η
∑∞

n=1 e
log2 nrn συγκλίνει.

Λόγω όµως της και του Κϱιτηϱίου σύγκϱισης,έχουµε ότι και η σειϱά
∑∞

n=1 ||fn||∞ συγκλίνει.

Απο το Κϱιτήϱιο Οµοιόµοϱϕης σύγκλισης του Weirstrass έχουµε τελικά ότι η
∑∞

n=1 fn συγκλίνει

οµοιόµοϱϕα στον ∆(0, r) και άϱα και κανονικά σε κάϑε σηµείο του ∆(0, r).

Το γεγονός τώϱα ότι η σειϱά
∑∞

n=1 fn συγκλίνει οµοιόµοϱϕα σε κάϑε δίσκο ∆(0, r) αποδεικνύει ότι

η σειϱά
∑∞

n=1 fn συγκλίνει οµοιόµοϱϕα στα συµπαγή υποσύνολα του ∆(0, 1) και άϱα απο Θεώϱηµα

Σύγκλισης του Weirstrass έπεται ότι η σειϱά
∑∞

n=1
nz log nzn

3eian−2eibnz2n−zn οϱίϹει ολόµοϱϕη συνάϱτηση

στον δίσκο ∆(0, 1).
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Κεϕάλαιο 9

Εϕαϱµογές του Θεωϱήµατος

Αναλυτικότητας και

Μετασχηµατισµοί Mobius

Ας ξεκινήσουµε µε ϐασική ϑεωϱία που ϑα χϱειαστούµε στις παϱακάτω ασκήσεις.Αν ϑεωϱήσουµε
την συνάϱτηση f : ∆(0, 1) → H+ = {z ∈ C : Re(z) > 0} όπου

f(z) =
1 + z

1− z
.

΄Εχουµε ότι για κάϑε z ∈ C \ {1}

2Re(g(z)) = 2Re

(
1 + z

1− z

)
=

1 + z

1− z
+

(
1 + z

1− z

)
=

1 + z

1− z
+

1 + z

1− z

=
(1 + z)(1− z) + (1− z)(1 + z)

(1− z)(1− z)

=
1− |z|2

|1− z|2

και άϱα
|z| < 1 ⇐⇒ Re(g(z)) > 0

που σηµαίνει ότι g(∆(0, 1)) = {z ∈ C : Re(z) > 0} = H+ και άϱα η g είναι επί.
Επίσης παϱατηϱούµε ότι είναι και 1-1:πϱάγµατι παϱατηϱούµε ότι αν πάϱουµε z1, z2 ∈ C \ {1}
έχουµε ότι

g(z1) = g(z2) ⇐⇒ 1 + z1
1− z1

=
1 + z2
1− z2

⇐⇒ (1 + z1)(1− z2) = (1 + z2)(1− z1)

⇐⇒ 1 + z1 − z1z2 − z2 = 1− z1 + z2 − z1z2

⇐⇒ 2z1 = 2z2
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⇐⇒ z1 = z2.

Ελέγχεται εύκολα ότι η αντίστϱοϕη της g είναι η

f : H+ → ∆(0, 1), f(z) =
z − 1

z + 1
.

Η συνάϱτηση f µε άλλα λόγια απεικονίϹει τον ανοιχτό δίσκο ∆(0, 1) στον δεξί ηµίχωϱο H+ όπως
ϕαίνεται και στο παϱακάτω σχήµα:

΄Ασκηση 40.

΄Εστω Ω = {z ∈ C : Rez > 0} ⊂ C.Αποδείξτε ότι αν f : Ω → C είναι ολόµοϱϕη,τότε υπάϱχουν

cn ∈ C ώστε lim supn
n
√
|cn| ≤ 1 και

f(z) =

∞∑
n=0

cn

(
z − 1

z + 1

)n

, z ∈ Ω.

Λύση 37.

Παϱατηϱούµε ότι αν ϑεωϱήσουµε την απεικόνιση

g : ∆(0, 1) → Ω, g(w) =
1 + w

1− w

τότε όπως έχουµε δει στο µάϑηµα αυτή είναι µια 1-1,επί απεικόνιση οποία επιπλέον είναι και ολό-

µορφη επι του ∆(0, 1) ώς ϱητή και έχει αντίστροφη την

g−1 : Ω → ∆(0, 1), g−1(w) =
w − 1

w + 1
.

Εποµένως,αϕού και η f είναι ολόµοϱϕη στον Ω έπεται ότι και η σύνϑεση τους f ◦ g : ∆(0, 1) → C
είναι ολόµοϱϕη στο ανοιχτό δίσκο ∆(0, 1).Εποµένως απο το Θεώϱηµα Αναλυτικότητας,έχουµε ότι

αυτή αναλύεται σε δυναµοσειϱά κέντϱου 0 ∈ ∆(0, 1),δηλαδή υπάϱχουν συντελεστές (cn) ⊂ C ώστε

(f ◦ g)(w) =
∞∑

n=0

cnw
n, w ∈ ∆(0, 1).

Συνϑέτοντας τώϱα απο δεξιά µε την g−1,έχουµε τελικά ότι

f(z) =

∞∑
n=0

cn

(
z − 1

z + 1

)n

, z ∈ Ω
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και αυτή έχει ακτίνα σύγκλισης

R =
1

lim supn
n
√

|cn|
≥ 1 =⇒ lim sup

n

n
√
|cn| ≤ 1.

΄Ασκηση 41.

΄Εστω Ω = {z ∈ C : −π/2 < Imz < π/2}.Αποδείξτε ότι αν f : Ω → C είναι ολόµοϱϕη,τότε

υπάϱχουν cn ∈ C ώστε lim supn
n
√

|cn| ≤ 1 και

f(z) =

∞∑
n=0

cn

(
ez − 1

ez + 1

)n

, z ∈ Ω.

Λύση 38.

Παϱατηϱούµε ότι αν ϑεωϱήσουµε τις απεικονίσεις

g1 : ∆(0, 1) → H+, g(w) =
1 + w

1− w

και

g2 : H+ → Ω, g2(w) = logw

τότε αυτές είναι 1-1 και επί συναϱτήσεις και επίσης ολόµοϱϕες,αϕού η log είναι ολόµοϱϕη στο

C \ (−∞, 0] και άϱα και στον ηµίχωϱο H+ ⊂ C \ (−∞, 0].Επίσης η g2 έχει ως αντίστϱοϕη,όπως ήδη

γνωϱίϹουµε την εκϑετική συνάϱτηση και η g1 έχει αντίστϱοϕη την

g−1 : H+ → ∆(0, 1), g−1
1 (w) =

1− w

1 + w
.

Εποµένως αϕού και η f είναι ολόµοϱϕη στον Ω,έπεται ότι και η σύνϑεση

f ◦ g2 ◦ g1 : ∆(0, 1) → C

είναι ολόµοϱϕη στον ανοιχτό δίσκο ∆(0, 1) και λόγω του Θεωϱήµατος Αναλυτικότητας,έπεται ότι

αυτή αναλύεται σε δυναµοσειϱά κέντϱου 0,δηλαδή υπάϱχουν συντελεστές (cn) ⊂ C µε

(f ◦ g2 ◦ g1)(w) =
∞∑

n=0

cnw
n, w ∈ ∆(0, 1)

ή ισοδύναµα ΄Οµως g−1
1 ◦ g−1

2 : Ω → ∆(0, 1) όπου

(g−1
1 ◦ g−1

2 )(w) = g−1
1 (ew) =

ew − 1

ew + 1
, w ∈ Ω

και συνϑέτοντας την παϱαπάνω σχέση µε g−1
1 ◦ g−1

2 έχουµε τελικά ότι

f(z) =

∞∑
n=0

cn

(
ez − 1

ez + 1

)n

, z ∈ Ω

µε ακτίνα σύγκλισης

R =
1

lim supn
n
√

|cn|
≥ 1 =⇒ lim sup

n

n
√
|cn| ≤ 1.
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΄Ασκηση 42.

΄Εστω Ω = {z ∈ C : Rez > 0} ⊂ C.Αποδείξαµε ότι αν f : Ω → C είναι ολόµοϱϕη,τότε υπάϱχουν

cn ∈ C ώστε lim supn
n
√
|cn| ≤ 1 και

f(z) =

∞∑
n=0

cn

(
z − 1

z + 1

)n

, z ∈ Ω.

∆ιατυπώστε ανάλογο αποτέλεσµα για τις συναϱτήσεις που είναι οϱισµένες στην λωϱίδα Λ = {z ∈ C :

−π/(2γ) < Imz < π/(2γ)},όπου γ ∈ R.∆εν χϱείαϹεται να δώσετε καµία απόδειξη,απλώς γϱάψτε

ένα αντίστοιχο αποτέλεσµα για τις ολόµοϱϕες συναϱτήσεις στο Λ.

Λύση 39.

΄Οµοια µε παϱαπάνω ϑεωϱούµε τις απεικονίσεις g1 : ∆(0, 1) → H+ και g2 : H+ → Λ όπου

g1(w) =
1 + w

1− w

και

g2(w) = log(γz)

οι οποίες είναι 1-1,επί ολόµοϱϕες και ισχυϱιϹόµαστε ότι κάϑε f : Λ → C ολόµοϱϕη ισχύει ότι αυτή

αναπτυύσσεται σε δυναµοσειϱά ως

f(z) =

∞∑
n=0

cn

(
eγz − 1

eγz + 1

)n

, z ∈ Ω
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Κεϕάλαιο 10

Θέµατα απο Μιγαδική Ολοκλήϱωση

Σε αυτήν την υποενότητα ασχολούµαστε µε ϐασικές εϕαϱµογές των Θεωϱηµάτων και των Οϱισµών
που αναπτύξαµε στο Κεϕάλαιο 4,όταν πϱωτοµιλήσαµε για Μιγαδική Ολοκλήϱωση και Μιγαδικά

Επικαµπύλια Oλοκληϱώµατα.

΄Ασκηση 43.

΄Εστω γ : [a, b] → C κλειστή και κλάσεως C1 καµπύλη και f : Ω → C ολόµοϱϕη ώστε [γ] ⊂ Ω και

f(z) ̸= 0 για κάϑε z ∈ [γ].Αποδείξτε ότι:

1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz ∈ Z.

Λύση 40.

Αϱχικά παϱατηϱούµε ότι

1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

∫ b

a

f ′(γ(t))

f(γ(t))
· γ′(t)dt =

1

2πi

∫ b

a

σ′(t)

σ(t)
dt =

1

2πi

∫
σ

1

ζ
dζ = δσ(0) ∈ Z

λόγω του Θεωϱήµατος αλλαγής µεταϐλητής για σ = f ◦ γ.

΄Ασκηση 44.

΄Εστω f : C → C συνεχής και a ∈ C.Αποδείξτε ότι

lim
ϵ→0+

∫
C(a,ϵ)

f(z)

z − a
dz = 2πif(a).

Λύση 41.

΄Εστω ϵ > 0 τυχόν.Τότε έχουµε ότι∫
C(,aϵ)

1

z − a
dz =

∫ 2π

0

iϵeit

a+ ϵeit − a
dt = i

∫ 2π

0

1dt = 2πi

και άϱα∣∣∣∣∣
∫
C(a,ϵ)

f(z)

z − a
dz − 2πif(a)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫
C(a,ϵ)

f(z)

z − a
dz −

∫
C(a,ϵ)

f(a)

z − a
dz

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫
C(a,ϵ)

f(z)− f(a)

z − a
dz

∣∣∣∣∣
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≤ sup

{
|f(z)− f(a)|

|z − a|
: z ∈ C(a, ϵ)

}
· ℓ(C(a, ϵ))

= 2πϵ sup

{
|f(z)− f(a)|

ϵ
: z ∈ C(a, ϵ)

}
= 2π sup{|f(z)− f(a)| : z ∈ C(a, ϵ)}.

λόγω της ανισότητας ML.

Παϱατηϱούµε τώϱα ότι αϕού η f είναι συνεχής στο C έπεται ότι είναι συνεχής στον C(a, ϵ) ⊂ C
και άϱα αϕού το C(a, ϵ) είναι συµπαγές υποσύνολο του C,έπεται ότι η f παίϱνει µέγιστη τιµή στο

C(a, ϵ),και άϱα υπάϱχει zϵ ∈ C(a, ϵ) ώστε

max{|f(z)| : z ∈ C(a, ϵ)} = sup{|f(z)| : z ∈ C(a, ϵ)} = |f(zϵ)|.

Τότε όµως,

0 ≤ sup{|f(z)− f(a)| : z ∈ C(a, ϵ)} = max{|f(z)− f(a)| : z ∈ C(a, ϵ)} = |f(zϵ)− f(a)|.

Τελικά, ∣∣∣∣∣
∫
C(a,ϵ)

f(z)

z − a
dz − 2πif(a)

∣∣∣∣∣ ≤ 2π|f(zϵ)− f(a)|.

΄Οταν όµως ϵ → 0+,τότε zϵ → a και λόγω της συνέχειας της f στο σηµείο a ∈ C έχουµε ότι

f(zϵ) → f(a) και άϱα τελικά

0 ≤ lim
ϵ→0+

∣∣∣∣∣
∫
C(a,ϵ)

f(z)

z − a
dz − 2πif(a)

∣∣∣∣∣ ≤ 2π lim
ϵ→0+

|f(zϵ)− f(a)| = 0

και άϱα

lim
ϵ→0+

∣∣∣∣∣
∫
C(a,ϵ)

f(z)

z − a
dz − 2πif(a)

∣∣∣∣∣ = 0

δηλαδή

lim
ϵ→0+

∫
C(a,ϵ)

f(z)

z − a
dz = 2πif(a).

΄Ασκηση 45 (Ιούλιος 2016).
Να ελέγξετε την ισότητα :

lim
ϵ→0+

∫
C(i,ϵ)

(1 + z)z log z

(1 + |z|2) z
2 (z − i)

dz = − π2

e
π
4
.

Λύση 42.

Είναι άµεση εϕαϱµογή της ΄Ασκησης 44.:

Παϱατηϱούµε ότι αν ϑεωϱήσουµε την συνάϱτηση f : C \ (−∞, 0] → C µε f(z) = (1+z)z log z

(1+|z|2)
z
2

,τότε

παϱατηϱούµε ότι η f είναι συνεχής συνάϱτηση ως πηλίκο τέτοιων και άϱα απο την πϱοηγούµενη

΄Ασκηση,έπεται ότι

lim
ϵ→0+

∫
C(i,ϵ)

f(z)

z − i
dz = 2πif(i) = 2πi

(1 + i)i log i

2
i
2

και αϕού

log i = log 1 + i
π

2
= i

π

2
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(1 + i)i = ei log(1+i) = ei log
√
2−π

4 = ei log
√
2 · e−π

4

2
i
2 = e

i
2 log 2 = ei log

√
2

έπεται ότι

2πi
(1 + i)i log(1 + i)

2
i
2

= 2πi
ei log

√
2 · e−π

4 iπ2
ei log

√
2

= 2πi
iπ2
e

π
4
= − π2

e
π
4

και άϱα

lim
ϵ→0+

∫
C(i,ϵ)

f(z)

z − i
dz = − π2

e
π
4
.

΄Ασκηση 46 (Ιούνιος 2017).
Αν η ϕ είναι συνεχής συνάϱτηση σε πεϱιοχή του i,να ελέγξετε την ισότητα :

lim
ϵ→0+

∫
C(i,ϵ)

(1 + z)z log zϕ(z)

(1 + |z|2)z/2(z − i)
dz = − π2

e
π
4
ϕ(i).

Λύση 43.

Είναι άµεση εϕαϱµογή της ΄Ασκησης 44.:

Παϱατηϱούµε ότι η συνάϱτηση

f(z) =
(1 + z)z log zϕ(z)

(1 + |z|2) z
2

είναι συνεχής σε πεϱιοχή του i και άϱα απο την ΄Ασκηση 28. έπεται ότι

lim
ϵ→0+

∫
C(i,ϵ)

(1 + z)z log zϕ(z)

(1 + |z|2)z/2(z − i)
dz =

(1 + i)i log iϕ(i)

2i/2

και κάνοντας τους υπολογισµούς στο δεξί µέλος ϕτάνουµε στην απλοποιηµένη µοϱϕή της εκϕώνησης.

΄Ασκηση 47.

΄Εστω p(z), q(z) δύο µιγαδικά ολοκληϱώµατα µε deg q(z) ≥ deg p(z) + 2.Να αποδείξετε ότι

lim
R→+∞

∫
C(0,R)

p(z)

q(z)
dz = 0.

Λύση 44.

Παϱατηϱούµε ότι αν

p(z) = amzm + am−1z
m−1 + · · ·+ a1z + a0

q(z) = bnz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ b1z + b0

είναι δύο µιγαδικά πολυώνυµα µε n > m + 2,τότε παϱατηϱούµε ότι αϕού αν ϑεωϱήσουµε τυχόν

R > 0 µεγάλο,τότε για κάϑε z ∈ C(0, R) αν ϑέσουµε M1 = max{|ak| : 1 ≤ k ≤ m} και

M2 = max{|bk| : 1 ≤ k ≤ n}

|p(z)| ≤ |am||z|m+ |am−1||z|m−1+ · · ·+ |a1||z|+ |a0| = |am|Rm+ |am−1|Rm−1+ · · ·+ |a1|R+ |a0|

≤ M1R
m +M1R

m−1 + · · ·+M1R+M1

≤ M1R
m +M1R

m + · · ·+M1R
m +M1R

m

= M1(m+ 1)Rm
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και

|q(z)| ≥ |bn||z|n − |bn−1||z|n−1 − · · · − |b1||z| − |b0| = |bn|Rn − |bn−1|Rn−1 − · · · − |b1|R− |b0|

≥ M2R
n −M2R

n−1 − · · · −M2R−M2

≥ M2

2
Rn

και έτσι
1

|q(z)|
≤ M2

2
R−n.

Τελικά για κάϑε z ∈ C(0, R) έχουµε ότι∣∣∣∣p(z)q(z)

∣∣∣∣ ≤ 2
M1

M2
(m+ 1)Rm−n

και έτσι

sup

{∣∣∣∣p(z)q(z)

∣∣∣∣ : z ∈ C(0, R)

}
≤ 2

M1

M2
(m+ 1)Rm−n.

Επίσης,αϕού ℓ(C(0, R)) = 2πR έπεται απο την ανισότητα ML ότι

0 ≤

∣∣∣∣∣
∫
C(0,R)

p(z)

q(z)
dz

∣∣∣∣∣ ≤ sup

{∣∣∣∣p(z)q(z)

∣∣∣∣ : z ∈ C(0, R)

}
· ℓ(C(0, R)) ≤ 4π

M1

M2
(m+ 1)Rm+1−n

= 4π
M1

M2
(m+ 1)

1

Rn−m−1

και αυτή η ανισότητα ισχύει για κάϑε R > 0 µεγάλο.

Αϕού τώϱα n ≥ m + 2 έπεται ότι n − m − 1 ≥ 1 και άϱα αϕήνοντας R → +∞ έχουµε ότι

Rn−m−1 → +∞ και άϱα 1
Rn−m−1 → 0.

Εποµένως,

lim
R→+∞

∣∣∣∣∣
∫
C(0,R)

p(z)

q(z)
dz

∣∣∣∣∣ = 0

και άϱα

lim
R→+∞

∫
C(0,R)

p(z)

q(z)
dz = 0.

΄Ασκηση 48.

Αποδείξτε ότι υπάϱχει ϵ > 0 ώστε για κάϑε πολυώνυµο p(z) να ισχύει ότι

sup

{∣∣∣∣p(z)− 1

z

∣∣∣∣ : |z| = 1

}
≥ ϵ.

Λύση 45.

Υποϑέτουµε πϱος άτοπον ότι δεν ισχύει το Ϲητούµενο.Τότε απο την άϱνηση του ισχυϱισµού έχουµε

ότι για κάϑε ϵ > 0 υπάϱχει πολυώνυµο pϵ ώστε

sup

{∣∣∣∣pϵ(z)− 1

z

∣∣∣∣ : |z| = 1

}
< ϵ.

Εποµένως εϕαϱµόϹοντας αυτό για ϵ = 1
n > 0,για κάϑε n ∈ N έχουµε ότι υπάϱχει ακολουϑία pn

πολυωνύµων µε

sup

{∣∣∣∣pn(z)− 1

z

∣∣∣∣ : |z| = 1

}
<

1

n
.
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Τότε όµως αϕήνοντας n → +∞,τότε αϕού 1/n → 0,έπεται ότι και

sup

{∣∣∣∣pn(z)− 1

z

∣∣∣∣ : |z| = 1

}
−→ 0

που σηµαίνει ότι pn
οµ−→ f στον κύκλο C(0, 1),όπου f(z) = 1

z .

Τότε όµως απο το Πόϱισµα 3. έχουµε ότι και∫
C(0,1)

pn(z) −→
∫
C(0,1)

1

z
dz.

Παϱατηϱούµε όµως ότι ∫
C(0,1)

1

z
dz =

∫ 2π

0

ieit

eit
dt = 2πi

αλλά ∫
C(0,1)

pn(z)dz = 0, για κάϑε n ∈ N

αϕού η γ = C(0, 1) είναι κλειστή και κλάσεως C1 καµπύλη-όπως έχουµε δεί-και κάϑε πολυώνυµο

έχει παϱάγουσα,άϱα απο το Θεώϱηµα 7. έπεται ότι το µιγαδικό επικαµπύλιο ολοκλήϱωµα του pn

πάνω στην γ είναι µηδενικό.

Εποµένως, ∫
C(0,1)

pn(z) −→ 0

αλλά και ∫
C(0,1)

pn(z) −→ 2πi

που είναι άτοπο,απο µοναδικότητα οϱίου.
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Κεϕάλαιο 11

Ασκήσεις πάνω σε σειϱές και

δυναµοσειϱές

Σε αυτήν την υποενότητα ασχολούµαστε µε ϐασικές ασκήσεις πάνω στην Θεωρία των ∆υναµο-

σειρών και γενικά των σειϱών µιγαδικών αριθµών που αναπτύξαµε την ϑεωρία στα Κεφάλαια
2 και 4.

΄Ασκηση 49 (Φεϐϱουάϱιος 2023).
Βϱείτε την ακτίνα σύγκλισης R της δυναµοσειϱάς

∞∑
n=1

(
√
n+ 2i)(2 + 3i)n

(
√
n+ 3i)(

√
2− 2i

√
3)n

zn.

΄Επειτα να ϐϱείτε τους µιγαδικούς αϱιϑµούς z µε |z| = R ώστε η σειϱά

∞∑
n=1

(
√
n+ 2i)(2 + 3i)n

(
√
n+ 3i)(

√
2− 2i

√
3)n

zn

να αποκλίνει.

Λύση 46.

Παϱατηϱούµε ότι αν ϑέσουµε an =
√
n+2i√
n+3i

και bn = (2+3i)n

(
√
2−i

√
3)n

,τότε παϱατηϱούµε ότι

an
an+1

=
(
√
n+ 2i)(

√
n+ 1 + 3i)

(
√
n+ 3i)(

√
n+ 1 + 2i)

−→ 1

και
bn

bn+1
=

(2 + 3i)n(
√
2− 2i

√
3)n+1

(2 + 3i)n+1(
√
2− 2i

√
3)n

=

√
2− 2i

√
3

2 + 3i
−→

√
2− 2i

√
3

2 + 3i

και άϱα ∣∣∣∣ cn
cn+1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ an
an+1

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ bn
bn+1

∣∣∣∣ −→ 1 ·

∣∣∣∣∣
√
2− 2i

√
3

2 + 3i

∣∣∣∣∣ =
√
14√
13

.
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Εποµένως απο την Πϱόταση έχουµε ότι η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειϱάς της εκϕώνησης είναι

R =
√
14√
13

.

Τώϱα αν πάϱουµε z ∈ C µε |z| =
√
14√
13

,τότε έχουµε ότι

∣∣∣∣ (
√
n+ 2i)(2 + 3i)n

(
√
n+ 3i)(

√
2− 2i

√
3)n

zn
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣√n+ 2i√

n+ 3i

∣∣∣∣·∣∣∣∣ 2 + 3i√
2− 2i

√
3

∣∣∣∣n |z|n =

∣∣∣∣√n+ 2i√
n+ 3i

∣∣∣∣·
(√

13√
14

)n

·

(√
14√
13

)n

=

∣∣∣∣√n+ 2i√
n+ 3i

∣∣∣∣ −→ 1

Εποµένως απ αυτό έπεται ότι
(
√
n+ 2i)(2 + 3i)n

(
√
n+ 3i)(

√
2− 2i

√
3)n

zn ↛ 0

και άϱα η σειϱά
∑∞

n=1
(
√
n+2i)(2+3i)n

(
√
n+3i)(

√
2−2i

√
3)n

zn αποκλίνει απο γνωστή Πϱόταση του Κεϕαλαίου 2.

΄Ασκηση 50 (Φεϐϱουάϱιος 2024).
Να εξετάσετε αν η σειϱά

∞∑
n=1

(n13 + i)(2 + 3i)n

(n− i)(
√
2− i

√
3)n

συγκλίνει.

Λύση 47.

Παϱατηϱούµε ότι αν ϑέσουµε

an =
n13 + i

n− i
bn =

(2 + 3i)n

(
√
2− i

√
3)n

τότε παϱατηϱούµε ότι∣∣∣∣bn+1

bn

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ (2 + 3i)n+1(

√
2− i

√
3)n

(2 + 3i)n(
√
2− i

√
3)n+1

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 2 + 3i√

2− i
√
3

∣∣∣∣ = √
13√
5

−→
√
13√
5

και ∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ((n+ 1)13 + i)(n− i)

(n13 + i)(n+ 1− i)

∣∣∣∣
=

√
(n+ 1)26 + 1√

n26 + 1
·

√
n2 + 1√

(n+ 1)2 + 1
−→ 1

και άϱα τελικά

lim
n

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = lim
n

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ · limn
∣∣∣∣bn+1

bn

∣∣∣∣ = √
13√
5

> 1

και απο το Κϱιτήϱιο Λόγου έπεται ότι η σειϱά
∑∞

n=1 cn αποκλίνει.

΄Ασκηση 51 (Ιούνιος 2018).
Αποδείξτε ότι

∞∑
n=1

(−i)n

3
n
2 n

= a log b+ cπi

όπου a, b, c ∈ Q.
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Λύση 48.

Παϱατηϱούµε ότι ∣∣∣∣ i√
3

∣∣∣∣ = 1√
3
< 1

και άϱα

∞∑
n=1

(−i)n

3
n
2 n

=

∞∑
n=1

(−1)n

n

(
i√
3

)n

= −
∞∑

n=1

(−1)n−1

n

(
i√
3

)n

= − log

(
1 +

i√
3

)

= − log

∣∣∣∣1 + i√
3

∣∣∣∣− i arg

(
1 +

i√
3

)
= − log

2√
3
− i

π

6

= −1

2
log

4

3
− π

6

όπου a = −1/2, b = 4/3 και c = 1/6.

Παϱαπάνω χϱησιµοποιήσαµε το ότι

arg

(
1 +

i√
3

)
= arccos

1
2√
3

= arccos

√
3

2
=

π

6
.

Επίσης χϱησιµοποιήσαµε ότι για |z| < 1 έχουµε ότι

log(1 + z) =
∑
n=1

(−1)n−1

n
zn.

΄Ασκηση 52 (Φεϐϱουάϱιος 2024).
Αποδείξτε ότι

∞∑
n=1

(2− i)n

3nn
= a log β − iγπ

για κάποιους ϑετικούς ϱητούς αϱιϑµούς a, β, γ.

Λύση 49.

Παϱατηϱούµε ότι αϕού ∣∣∣∣2− i

3

∣∣∣∣ = √
5

3
< 1

έπεται ότι
∞∑

n=1

(2− i)n

3nn
=

∞∑
n=1

1

n

(
2− i

3

)n

=

∞∑
n=1

(−1)n

n

(
i− 2

3

)n

= −
∞∑

n=1

(−1)n+1

n

(
i− 2

3

)n

= − log

(
1 +

i− 2

3

)
= − log

∣∣∣∣ i+ 1

3

∣∣∣∣− i arg

(
i+ 1

3

)
= − log

√
2

3
− i

π

4
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= −1

2
log

2

9
− i

π

4

και παϱαπάνω χϱησιµοποιήσαµε ότι

arg

(
i+ 1

3

)
= arccos

1/3√
2/3

= arccos

√
2

2
=

π

4
.

Επίσης χϱησιµοποιήσαµε ότι για |z| < 1 έχουµε ότι

log(1 + z) =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
zn.

΄Ασκηση 53.

Αποδείξτε ότι για κάϑε µιγαδικό αϱιϑµό z ∈ C µε z ̸= 1 ισχύει η ισότητα

n∑
k=1

zk

k
=

z

1− z

[
n−1∑
k=1

1− zk

k(k + 1)
+

1− zn

n

]
. (11.1)

Στην συνέχεια χρησιµοποιώντας την παραπάνω ταυτότητα να αποδέιξετε ότι η σειϱά
∑∞

n=1
zn

n συγκ-

λίνει για z ∈ C όπου |z| = 1 αλλά z ̸= 1,αλλά η σύγκλιση δεν είναι απόλυτη.

Λύση 50.

Θα το αποδείξουµε µε επαγωγή στο n και άϱα έστω ότι ισχύει ταυτότητα της υπόϑεσης για κάποιο

n > 1 και τότε ϑα την αποδείξουµε για n+ 1:

n∑
k=1

1− zk

k(k + 1)
+

1− zn+1

n+ 1

=

[
n−1∑
k=1

1− zk

k(k + 1)
+

1− zn

n(n+ 1)

]
+

1− zn+1

n+ 1
+

1− zn

n
− 1− zn

n

=

[
n−1∑
k=1

1− zk

k(k + 1)
+

1− zn

n

]
− 1− zn

n
+

1− zn

n(n+ 1)
+

1− zn+1

n+ 1

=
1− z

z

n∑
k=1

zk

k
+

(
1− zn

n(n+ 1)
+

1− zn+1

n+ 1
− 1− zn

n

)

=
1− z

z

n∑
k=1

zk

k
+

(
1− zn + n(1− zn+1)− (n+ 1)(1− zn)

n(n+ 1)

)

=
1− z

z

n∑
k=1

zk

k
+

(
1− zn + n− nzn+1 − n− 1 + nzn + zn

n(n+ 1)

)

=
1− z

z

n∑
k=1

zk

k
+

nzn − nzn+1

n(n+ 1)

=
1− z

z

n∑
k=1

zk

k
+

zn − zn+1

n+ 1

=
1− z

z

n∑
k=1

zk

k
+

1− z

z

zn+1

n+ 1
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=
1− z

z

n+1∑
k=1

zk

k

και άϱα έχουµε το Ϲητούµενο.Εποµένως απο επαγωγή έχουµε το Ϲητούµενο.

Παϱατηϱούµε όµως ότι για κάϑε n ∈ N ισχύει∣∣∣∣1− zn

n

∣∣∣∣ = |1− zn|
n

≤ 1 + |z|n

n
=

2

n
→ 0

απ όπου και έπεται ότι ∣∣∣∣1− zn

n

∣∣∣∣→ 0

και άϱα και
1− zn

n
→ 0.

Επίσης έχουµε ότι για κάϑε n ∈ N ∣∣∣∣ 1− zn

n(n+ 1)

∣∣∣∣ ≤ 1 + |z|n

n2
= 2

1

n2

και αϕού η
∑∞

n=1
1
n2 συγκλίνει ως p = 2 > 1-σειϱά,έπεται απο το Κϱιτήϱιο σύγκϱισης ότι και η

∞∑
n=1

1− zn

n(n+ 1)

συγκλίνει απολύτως και άϱα συγκλίνει.

Επίσης λόγω της σχέσης (19) παίϱνοντας όϱιο n → ∞ έχουµε ότι

∞∑
n=1

zn

n
=

z

1− z

∞∑
n=1

1− zn

n(n+ 1)

και αϕού η σειϱά
∞∑

n=1

1− zn

n(n+ 1)

συγκλίνει έπεται ότι και η σειϱά
∞∑

n=1

zn

n

συγκλίνει.

Παϱόλα αυτά η σύγκλιση της σειϱάς δεν είναι απόλυτη για z ∈ C \ {1} µε |z| = 1,γιατί

∞∑
n=1

∣∣∣∣znn
∣∣∣∣ = ∞∑

n=1

|z|n

n
=

∞∑
n=1

1

n
= ∞.

΄Ασκηση 54.

Να εξετάσετε ως πϱος την σύγκλιση την σειϱά:

∞∑
n=1

1

n

(2 + 3i)n

(1− 2i
√
3)n

.
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Λύση 51.

Είναι ϐασική εϕαϱµογή της ΄Ασκησης 53.

Παϱατηϱούµε ότι αν ϑέσουµε z = 2+3i
1−2i

√
3
,τότε z ̸= 1 πϱοϕανώς και

|z| = |2 + 3i|
|1− 2i

√
3|

=

√
13√
13

= 1.

Απο την πϱοηγούµενη ΄Ασκηση έχουµε ότι η σειϱά

∞∑
n=1

zn

n
=

∞∑
n=1

1

n

(2 + 3i)n

(1− 2i
√
3)n

συγκλίνει.

΄Ασκηση 55 (Ιούλιος 2016).
Για ποιούς πϱαγµατικούς αϱιϑµούς θ συγκλίνει η σειϱά

∑∞
n=1

einθ

n .

Λύση 52.

Είναι ϐασική εϕαϱµογή της ΄Ασκησης 53.

Παϱατηϱούµε ότι αν ϑέσουµε z = eiθ τότε παϱατηϱούµε ότι |z| = 1 και

z = eiθ = cos θ + i sin θ = 1 ⇐⇒ θ = 2kπ

και άϱα z ̸= 1 αν και µόνο αν θ /∈ {2kπ : k ∈ Z}.

Τότε όµως,για αυτά τα θ έχουµε λόγω της ΄Ασκησης 8. ότι η σειϱά

∞∑
n=1

zn

n
=

∞∑
n=1

(eiθ)n

n
=

∞∑
n=1

einθ

n

συγκλίνει και για κάϑε άλλο θ έχουµε ότι

∞∑
n=1

zn

n
=

∞∑
n=1

1

n
= ∞.

΄Ασκηση 56.

Να ϐϱείτε ακολουϑία µιγαδικών αϱιϑµών (cn) ώστε η σειϱά
∑∞

n=1 cn(3 + 5i)n να συγκλίνει και η

σειϱά
∑∞

n=1 cn(3− 5i)n να αποκλίνει.

Λύση 53.

Είναι ϐασική εϕαϱµογή της ΄Ασκησης 53.

Παϱατηϱούµε ότι αν ϑεωϱήσουµε την ακολουϑία µιγαδικών αϱιϑµών

cn =
1

n(3− 5i)n

τότε παϱατηϱούµε ότι
∞∑

n=1

cn(3− 5i)n =

∞∑
n=1

1

n
= ∞

και άϱα η σειϱά
∑∞

n=1 cn(3− 5i)n αποκλίνει.

Απο την άλλη,
∞∑

n=1

cn(3 + 5i)n =

∞∑
n=1

1

n

(3 + 5i)n

(3− 5i)n
=

∞∑
n=1

1

n

(
3 + 5i

3− 5i

)n
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και αν ϑέσουµε z = 3+5i
3−5i ∈ C τότε z ̸= 1 και

|z| =
∣∣∣∣3 + 5i

3− 5i

∣∣∣∣ = √
34√
34

= 1

και άϱα απο την ΄Ασκηση 8. έχουµε ότι η σειϱά

∞∑
n=1

zn

n
=

∞∑
n=1

1

n

(
3 + 5i

3− 5i

)n

συγκλίνει.
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