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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

Εισαγωγή στους Μιγαδικούς Αϱιϑµούς

1.1 Ιστοϱικά στοιχεία

Ο ι µιγαδικοί αριθµοί, όπως ενδεχοµένως είναι γνωστό, πϱοέκυψαν µέσω µιας ανάγκης
για εφαρµογή τύπων επίλυσης τριτοβάθµιων πολυωνυµικών εξισώσεων. Η µελέτη των

τριτοβάθµιων εξισώσεων είχε απασχολήσει τους µαθηµατικούς ήδη από το 780-850 µ.Χ. (Al-
Khwarzimi), χωϱίς να υπήρχε αντίστοιχη γνωστή διαδικασία (τύπος) για την επίλυση τυχούσας
τριτοβάθµιας εξίσωσης. Για δευτεροβάθµιες εξισώσεις ήταν γνωστές µέϑοδοι επίλυσης (και
αποδεικνύονταν µάλλον µε γεωµετϱικό τϱόπο).

Τον 14ο αιώνα σε δύο ανώνυµα γϱαπτά (Φλορεντία) εµφανίστηκε για πϱώτη ϕοϱά ο λεγό-
µενος µετασχηµατισµός του Tschirnhaus, οποίος µποϱούσε να απλοποιήσει κάϑε δεδοµένη
τριτοβάθµια πολυωνυµική εξίσωση x3 + ax2 + bx + c = 0. Παϱατηϱήϑηκε ότι αν ϑέσουµε
y = x− a/3, η πολυωνυµική εξίσωση παίϱνει την απλούστεϱη µοϱϕή:

y3 + py + q = 0, για κάποια p, q

Αυτή η µοϱϕή, η οποία ονοµάζεται και συνεπτυγµένη κυβική µοϱϕή, χρησιµοποιήθηκε µετέπειτα
για την επίλυση τυχούσας τριτοβάθµιας πολυωνυµικής εξίσωσης. Εξάλλου αν ϐρεθεί τϱόπος να
επιλύονται εξισώσεις σε συνεπτυγµένη κυβική µοϱϕή, µποϱούν να προσδιοριστούν τα y για τα
οποία y3 + py + q = 0 - οπότε εφαρµόζοντας τον µετασχηµατισµό του Tschirnhaus αντίστροφα,
τα x για τα οποία x3 + ax2 + bx+ c = 0 µποϱούν επίσης να ϐρεθούν.

Λέγεται ότι το 1526 ο Scipione del Ferro, λίγο πϱιν πεθάνει, έδωσε έναν τύπο επίλυσης
εξισώσεων σε συνεπτυγµένη κυβική µοϱϕή στον µαθητή του Antonio Maria Fiore. Ο τελευταίος
κάλεσε τον Tartaglia σε �µαθηµατική µονοµαχία�, στην οποία Ϲήτησε από τον Tartaglia να
επιλύσει τριτοβάθµιες εξισώσεις. Πϱος κακή τύχη του Fiore, o Tartaglia ανακάλυψε εκ νέου τον
τύπο και κέϱδισε την µονοµαχία.

Ο Tartaglia εκµυστηρεύτηκε στον Cardano τον τύπο που ανακάλυψε, εφόσον ο δεύτερος
έδωσε όϱκο να µην τον διαρρεύσει. Εδώ να σηµειωθεί ότι οι µαθηµατικοί της εποχής δεν ήταν
πολύ ανοικτοί µε τις µαθηµατικές τους ανακαλύψεις, διότι οι �µαθηµατικές µονοµαχίες� ήταν
ένας τϱόπος να δείξουν την αξία τους και (ενδεχοµένως) να προσληφθούν απ’ όποιον τους
χρειαζόταν.

Ο Cardano ϐέϐαια δεν ήταν µαθηµατικός, ήταν έµπορος, και δεν κϱάτησε τον όϱκο του.
∆ηµοσίευσε την µέϑοδο γράφοντας τους del Ferro και Tartaglia ως συγγραφείς, το 1545. Μια
λύση εξίσωσης σε συνεπτυγµένη κυβική µοϱϕή δίνεται από τη σχέση:

y = 3

…
q

2
+
√
D + 3

…
q

2
−
√
D, όπου D =

(q
2

)2
−
(p

3

)2



8 Κεϕάλαιο 1. Εισαγωγή στους Μιγαδικούς Αϱιϑµούς

Αϱγότεϱα ο Rafael Bombelli παϱατήϱησε ότι η εξίσωση σε συνεπτυγµένη κυϐική µοϱϕή:

y3 − 15y − 4 = 0

δίνει D = −121 < 0. Παϱόλα αυτά, εάν ϑεωρήσουµε ότι ο
√
−1 είναι ένας περίεργος,

ϕανταστικός αριθµός, οι τύποι του Cardano εφαρµόζουν και δίνουν σωστό αποτέλεσµα. Ο
Bombelli έδωσε έναν συµβολισµό στον αριθµό

√
−1, όχι όµως το γνωστό i. Οι µαθηµατικοί της

εποχής δεν έµεναν και πολύ ικανοποιηµένοι µε αυτήν την �αυθαίρετη� ύπαϱξη του αριθµού√
−1. Εξάλλου, τι ερµηνεία ϑα είχε ένας τέτοιος αριθµός;

Ο John Wallis σηµείωσε ότι, όπως οι αρνητικοί αριθµοί έχουν µια ϕυσική ερµηνεία (ανάκλαση
των ϑετικών ως πϱος το 0 στην πραγµατική ευθεία), έτσι και ο

√
−1 έχει γεωµετϱική ερµηνεία

(την οποία ανέπτυξε σε έναν ϐαθµό).

Η γεωµετϱία του
√
−1 εξερευνήθηκε περισσότερο από τον Abraham de Moivre. Εάν οι

διάφοροι αριθµοί a + b
√
−1 ταυτιστούν µε τα σηµεία (a, b) του επιπέδου, µποϱεί να ληφθεί ο

τύπος: (
ρ cos θ + ρ(

√
−1) sin θ

)n
= ρn

(
cos(nθ) + (

√
−1) sin(nθ)

)
, n ∈ N

όπου (ρ, θ) είναι οι πολικές συνταταγµένες του (a, b). Αυτό δείχνει ότι κανείς µποϱεί να ϕαντάζε-
ται τις n−οστές µιγαδικές ϱίϹες ως κορυφές n−γώνων, πϱάγµα που είχε παρατηρήσει και ο Euler.

O Euler ήταν ο πρώτος που εισήγαγε τον γνωστό συµβολισµό i =
√
−1. Επίσης, ορίζον-

τας κατάλληλα τη συνάϱτηση eiθ απέδειξε ότι eiθ = cos θ+ i sin θ.(Or) Θα δούµε ότι ο ορισµός του
eiθ δεν είναι εντελώς αυθαίρετος και έχει γεωµετϱική / ϕυσική σηµασία.

Αυτά καλύπτουν κάπως και πολύ περιληπτικά τις απαϱχές της Μιγαδικής Ανάλυσης. Στη
συνέχεια ϑα αναφερθούµε περισσότερο αυστηϱά σ’ αυτή τη ϑεωρία, µε τον �σύγχϱονο� µαθη-
µατικό τϱόπο.

1.2 Βασικοί οϱισµοί

Πϱιν οϱίσουµε τους µιγαδικούς αϱιϑµούς, ας παϱατηϱήσουµε κάποιες σηµαντικές ιδιότητές τους
που ϑα οδηγήσουν στον οϱισµό µας.

• Γενικά, εάν υποθέσουµε ότι ένας αριθµός i (µε τις ιδιότητες του
√
−1) υπάρχει, µποϱούµε

να ορίσουµε τα πολλαπλάσια αυτού bi, b ∈ R. Φυσικά, προσθέτοντας a ∈ R, µας
επιτϱέπεται να γράψουµε αριθµούς της µορφής a + bi. Οι αριθµοί a + bi ονοµάζονται
µιγαδικοί γιατί �µπλέκουν / αναµειγνύουν� το ϕανταστικό µέϱος bi µε το πραγµατικό a.
Το γιατί δεν ταυτίζουµε το i µε το

√
−1 (όπως έκανε ο Euler) ϑα το δούµε αϱγότεϱα.

• Είναι δυναντόν να πϱοσϑέσουµε δύο µιγαδικούς αϱιϑµούς a+ bi, c+ di ως εξής:

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i

• Εϕόσον το i έχει ιδιότητες ανάλογες του
√
−1, αναµένουµε i2 = −1. Οπότε, αν πολ-

λαπλασιάσουµε δύο µιγαδικούς αριθµούς a+ bi, c+ di ϑα έχουµε:

(a+ bi) · (c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i

• ΄Ενας τϱόπος να αναπαρασταθούν οι µη αρνητικοί πραγµατικοί αριθµοί µποϱεί να επι-
τευχθεί µετρώντας αποστάσεις σε µια ηµιευθεία. Για να επεκταθεί το σύνολο των αριθµών
(ώστε να περιέχει και τους αρνητικούς) εισάγεται και η αντικείµενη ηµιευθεία. Αναµένουµε
ότι για να γεωµετρικοποιήσουµε τους µιγαδικούς αριθµούς ενδεχοµένως ϑα χρειάζεται να
χρησιµοποιηθεί ακόµη µια διάσταση, οπότε ένα υποσύνολο του επιπέδου (αϕού εισάγεται
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ακόµη µία �πληροφορία�, το µιγαδικό µέϱος). Μάλιστα, επειδή ένας µιγαδικός αριθµός
περιέχει δύο ειδών �πληροφορίες� (το πραγµατικό και το ϕανταστικό µέϱος), εκ των οποίων
καθένα µποϱεί να λάϐει οποιαδήποτε πραγµατική τιµή, αναµένουµε ότι το υποσύνολο που
ϑα χρησιµοποιηθεί ϑα είναι όλο το επίπεδο.

Οϱισµός 1.1: (Το σύνολο των µιγαδικών). Θεωϱούµε το αλγεϐϱικό σώµα (C,⊕,�), το
οποίο έχει τις εξής ιδιότητες:

• C = R2

• Υπάϱχουν δύο πϱάξεις (⊕,�), πϱόσϑεσης και πολλαπλασιασµού, οι οποίες καϑιστούν
τη δοµή (C,⊕,�) ένα αλγεϐϱικό σώµα, και οϱίϹονται µε τον εξής τϱόπο:

� (a, b)⊕ (c, d) = (a+ c, b+ d)

� (a, b)� (c, d) = (ac− bd, ad+ bc)

� 1C = (1, 0)

Είναι επίσης δυνατός ο R−ϐαϑµωτός πολλαπλασιασµός.

Είναι υπόθεση ϱουτίνας κανείς να δείξει ότι η αλγεβρική δοµή του Ορισµού 1.1 είναι πράγ-
µατι αλγεβρικό σώµα. Υπενθυµίζουµε µόνο (για χάϱη πληρότητας) τον οϱισµό του αλγεβρικού
σώµατος.

Οϱισµός 1.2: (Αλγεϐϱικό σώµα). ΄Ενα αλγεϐϱικό σώµα είναι µια δοµή (F,⊕,�), µε πϱάξεις
⊕,� πϱόσϑεσης και πολλαπλασιασµού, τέτοια ώστε:

• H δοµή (F,⊕,�) να µεταϑετικός δακτύλιος, δηλαδή:

� F 6= ∅
� Η πϱάξη ⊕ είναι καλά οϱισµένη, αντιµεταϑετική, πϱοσαιτεϱιστική.

� Υπάϱχει ουδέτεϱο στοιχείο (0F ) της ⊕.

� Υπάϱχει για κάϑε f ∈ F το αντίϑετό του (−f ), ως πϱος την ⊕.

� Η � είναι καλά οϱισµένη, αντιµεταϑετική, πϱοσαιτεϱιστική.

� Η πϱάξη � είναι επιµεϱιστική ως πϱος ⊕.

• Υπάϱχει ουδέτεϱο στοιχείο (1F ) της �.

• Υπάϱχει για κάϑε f ∈ F\{0F } το αντίϑετό του (f−1), ως πϱος την �.

• Το σύνολο F δεν ταυτίϹεται µε το {0F }.

Το σώµα των µιγαδικών που οϱίσαµε έχει πϱάγµατι τις επιϑυµητές ιδιότητες που διεϱευνήσαµε.
Μάλιστα, το στοιχείο που παίϹει τον ϱόλο του

√
−1 είναι το (0, 1). Πϱάγµατι, από τον τϱόπο µε

τον οποίο ο πολλαπλασιασµός οϱίστηκε:

(0, 1)� (0, 1) = (0 · 0− 1 · 1, 0 · 1 + 1 · 0) = (−1, 0) = −1 · (1, 0) = −1 · 1C

Οϱισµός 1.3: (Μιγαδική µονάδα). Ο αϱιϑµός (0, 1) ϑα καλείται µιγαδική µονάδα και ϑα
συµϐολίϹεται µε i.

Υπάϱχει λόγος που δεν ταυτίσαµε εξαϱχής i =
√
−1. Η ύπαϱξη της ϱίϹας στο

√
−1 µποϱεί

να οδηγήσει σε κάποιου είδους αντιϕάσεις, τις οποίες δεν επιϑηµούµε κατά την ανάπτυξη της
ϑεωϱίας. Η σηµαντικότεϱη είναι η ακόλουϑη: Από τις ιδιότητες της ϱίϹας:

√
−1 ·
√
−1 =

»
(−1) · (−1) =

√
1 = 1 6= −1
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το οποίο δεν είναι επιϑυµητό, αϕού ϑέλουµε i2 = −1.

Παϱατήϱηση 1.1: Κάϑε αϱιϑµός του C µποϱεί να γϱαϕεί ως (a, 0) ⊕ [(b, 0) � (0, 1)], οπότε
(a, b) = (a, 0)⊕ [(b, 0)� i].

Απόδειξη: Πϱάγµατι, αϱκεί να παϱατηϱήσουµε ότι:

(a, b) = (a, 0)⊕ (0, b) = (a, 0)⊕ [(b, 0)� (0, 1)]

Μεϱικές ϕοϱές παραποιούµε την παραπάνω µοϱϕή και γράφουµε a+ bi αντί (a, 0)⊕ [(b, 0)� i].
Παϱατηϱήστε ότι κανονικά οι πραγµατικοί αριθµοί δεν είναι υποσύνολο των µιγαδικών αριθµών
- οι αντίστοιχοι πραγµατικοί αριθµοί στο επίπεδο είναι οι (x, 0) ∈ R × {0}. Κάνοντας όµως
την ταύτηση x ≡ (x, 0) είναι δυνατόν να γράψουµε a ⊕ [b � i] για τον µιγαδικό αριθµό (a, b),
κι απλοποιώντας ακόµη περισσότερο, να γράψουµε a + bi. Επιπλέον καταϕέϱνουµε τον
�εγκλεισµό� R ⊂ C (αϕού a + 0i = a ∈ R) το οποίο δικαιολογεί το ότι συχνά ϑεωρούµε τους
µιγαδικούς ως επέκταση των πραγµατικών.

Φυσικά αυτή η ταύτιση δικαιολογείται αυστηϱότεϱα λόγω του ότι η απεικόνιση (a, 0) 7→ a είναι
ένας ισοµορφισµός σωµάτων.

Παϱατήϱηση 1.2: Η απεικόνιση ϕ : R× {0} → R µε (a, 0) 7→ a είναι ισοµοϱϕισµός σωµάτων.
Παϱατηϱήστε ότι το R× {0} είναι υπόσωµα του C, κληϱονοµώντας τις πϱάξεις του C.

Απόδειξη: Πϱάγµατι, εξ οϱισµού των πϱάξεων, οι σχέσεις:

ϕ((a, 0) + (b, 0)) = ϕ
(
(a+ b, 0)

)
= a+ b = ϕ

(
(a, 0)) + ϕ

(
(b, 0)

)
και

ϕ((a, 0) · (b, 0)) = ϕ
(
(ab, 0)

)
= ab = ϕ

(
(a, 0)) · ϕ

(
(b, 0)

)
αληϑεύουν. H ϕ είναι πϱοϕανώς αµϕιµονοσήµαντη.

Σε κάϑε µιγαδικό z = (a, b) αυτά τα a και b καλούνται πϱαγµατικά και (αντίστοιχα) ϕανταστικά
µέϱη. Αυστηϱότεϱα:

Οϱισµός 1.4: (Πϱαγµατικά και ϕανταστικά µέϱη). ΄Εστω z ∈ C. Το z πάντοτε γϱάϕεται
στη µοϱϕή z = (a, 0)⊕ [(b, 0)�i], όπου a, b ∈ R. ΟϱίϹουµε πϱαγµατικό µέϱος του z τον αϱιϑµό
<(z) := a, και ως ϕανταστικό µέϱος του z τον αϱιϑµό =(z) := b.

Φυσικά ο παϱαπάνω οϱισµός είναι εϕικτός επειδή οϱίσαµε C = R2, οπότε είναι δυνατόν να
οϱιστούν αποστάσεις µέσω της νόϱµας || · ||:

||(a, b)|| =
√
a2 + b2

Είναι επιπλέον δυνατόν να δώσουµε τον ακόλουϑο οϱισµό:

Οϱισµός 1.5: (Μέτϱο µιγαδικού αϱιϑµού). ΄Εστω z ∈ C. Το z έχοντας µοϱϕή διανύσµατος,
έχει ένα µέτϱο ||z||. ΟϱίϹουµε λοιπόν ως µέτϱο του µιγαδικού z τον ϑετικό πϱαγµατικό αϱιϑµό:

|z| := ||z|| =
»
<(z)2 + =(z)2

Πϱόταση 1.1: Κάϑε αριθµός z = (a, b) του C\{0} = C∗ έχει ως πολλαπλασιαστικό αν-
τίστροφο τον αριθµό:

1

z
:=

a

a2 + b2
+

−b
a2 + b2

i
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Απόδειξη: Πϱάγµατι, εξ’ οϱισµού του πολλαπλασιασµού:Å
a

a2 + b2
+

−b
a2 + b2

i

ã
· (a+ bi) =

Å
a2

a2 + b2
+

b2

a2 + b2

ã
+

Å −ab
a2 + b2

+
ba

a2 + b2

ã
i = 1

Από τη µεταϑετικότητα της �·� έπεται το Ϲητούµενο, αϕού ισχύει και το ότι:

(a+ bi) ·
Å

a

a2 + b2
+

−b
a2 + b2

i

ã
= 1

Η ύπαϱξη του πολλαπλασιαστικού αντιστρόφου στην επέκταση είναι πολύ ενδιαφέρουσα ιδιότητα.
΄Οπως ϑα δούµε σε επόµενο κεφάλαιο, η ύπαϱξη του πολλαπλασιαστικού αντιστρόφου επιτϱέπει
έναν πιο �άµεσο� οϱισµό παραγώγου στο R2 = C. Σε µαθήµατα πολυµεταβλητού απειϱοστικού
λογισµού / γεωµετϱικής ανάλυσης οϱίϹαµε την παράγωγο (γενικά) µέσω υπερεπιπέδων (του δι-
αφορικού σ’ ένα σηµείο), µιας και δεν µποϱούσαµε να διαιρέσουµε µε διάνυσµα. Στους µι-
γαδικούς όµως η ποσότητα:

f(z + h)− f(z)

h
, z ∈ C, h ∈ C∗

έχει νόηµα.

Μια έννοια που ϑα εµφανίζεται συχνά στη µετέπειτα ανάλυσή µας είναι η έννοια των συϹυγών
µιγαδικών αριθµών, δηλαδή των µιγαδικών αριθµών που είναι ανάκλαση ενός µιγαδικού
αριθµού ως πϱος την πραγµατική ευθεία.

Οϱισµός 1.6: (ΣυϹυγής µιγαδικός αϱιϑµός). ΟϱίϹουµε ως συϹυγή µιγαδικό αϱιϑµό του z
τον z, ο οποίος είναι συµµετϱικός του z ως πϱος την ευϑεία xx′←→. Ειδικότεϱα:

z := <(z)−=(z)i

Μεϱικές χϱήσιµες ιδιότητες που πϱοκύπτουν µε πϱάξεις και που ϑα χϱησιµοποιούµε είναι οι
ακόλουϑες:

Παϱατήϱηση 1.3: (Ιδιότητες της συϹυγίας). Για κάϑε (ενδεχοµένως µη µηδενικούς) µι-
γαδικούς αριθµούς z και w ισχύουν οι σχέσεις:

• (z̄) = z

• z · z = |z|2

•
1

z
=

Å
1

z

ã
• zn = zn, n ∈ N

• z · w = z · w

• z + w = z + w

•
z

w
=
( z
w

)
1.3 Η γεωµετϱία των µιγαδικών αϱιϑµών

Σε αυτό το σηµείο ϑα αναϕέϱουµε ϐασικές γεωµετϱικές ιδιότητες των µιγαδικών αριθµών, που
ϑα χρησιµεύσουν στο υπόλοιπο αυτών των σηµειώσεων. Εξάλλου η γεωµετϱικοποίηση των
µιγαδικών αριθµών, όπως και των πραγµατικών, ϑα διευκολύνει την κατανόησή µας και ϑα
επιτϱέψει την ανάπτυξη κάποιων αποτελεσµάτων κι εννοιών.

Οι µιγαδικοί αριθµοί (a, b) = a + ib έχουν οριστεί ως σηµεία του καρτεσιανού επιπέδου
(µε µια επιπλέον αλγεβρική δοµή, που τους καθιστούν σώµα). Ο ορισµός λοιπόν επιτϱέπει
την έκφραση των µιγαδικών αριθµών µέσω πολικών συντεταγµένων, την οποία ονοµάζουµε
τριγωνοµετρική αναπαράσταση. ΄Ετσι, ένας µιγαδικός αριθµός z µποϱεί να γϱαϕεί:

z = ρz(cos θz + i sin θz)
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για κάποια ακτίνα ρz > 0 και γωνία θz ∈ R. Είναι ίσως ήδη γνωστό ότι αυτή δεν είναι µια
µονοσήµαντη γϱαϕή, αϕού οποιαδήποτε γωνία:

θz ∈
ß

2κπ + arccos

Å<(z)

|z|

ã ∣∣∣ κ ∈ Z
™

(δοϑέντως του ρz) εκϕϱάϹει τον ίδιο µιγαδικό αϱιϑµό z. Αν αποσκοπούµε σε αυτό το µονοσήµαντο,
είναι σκόπιµο να δώσουµε τον ακόλουϑο οϱισµό:

Οϱισµός 1.7: (΄Οϱισµα µιγαδικού αϱιϑµού). Η γωνία θz του µιγαδικού αϱιϑµού z δεν
είναι µονοσήµαντα οϱισµένη. Ειδικότεϱα, κάϑε πϱαγµατικός αϱιϑµός στο σύνολο:ß

2κπ + arccos

Å<(z)

|z|

ã ∣∣∣ κ ∈ Z
™

µποϱεί να χρησιµοποιηθεί στην τριγωνοµετρική αναπαράσταση του αριθµού.

Για να εξασφαλιστεί λοιπόν το µονοσήµαντο της γωνίας, ορίζουµε τη συνάϱτηση:

arg : C∗ → (−π, π] µε z 7→

arccos

Å<(z)

|z|

ã
, εάν z ∈ C∗+

− arg(z), εάν z ∈ C∗\C+

(Ουσιαστικά χρησιµοποιούµε µόνο γωνίες µε πλευϱά Ox−→ και µέτϱο στο (−π, π]). Η τριγ-
ωνοµετρική µοϱϕή του z για θz = arg(z) είναι µονοσήµαντη. Αυτή η ιδιότητα ϑα δειχθεί µε
την παϱατήϱηση που ακολουθεί.

Παϱατήϱηση 1.4: Η συνάϱτηση arg : C∗ → (−π, π] έχει αµφιµοσήµαντο περιορισµό
arg |∂S(0,1), όπου ∂S(0, 1) = {z ∈ R2 | ||z|| = 1} = {z ∈ C | |z| = 1}. Ως πόϱισµα, κάϑε
αριθµός z ∈ C έχει µοναδική τριγωνοµετρική αναπαράσταση µε θz = arg(z).

Απόδειξη:

ρz

θz > 0

ρz

θz 6 0

Για κάϑε θ ∈ [0, π] επιλέγουµε σηµείο z ∈ ∂S(0, 1)∩C+ τέτοιο ώστε ∠
(
(1, 0), z

)
= θ. Αντίστoιχα,

για κάϑε θ ∈ (−π, 0) επιλέγουµε σηµείο z ∈ ∂S(0, 1) ∩ (C\C+) τέτοιο ώστε ∠
(
(1, 0), z

)
= θ.

Ορίζουµε τη συνάϱτηση ψ(θ) = z και παϱατηϱούµε ότι αυτή αποτελεί αντίστροφη της arg. Αυτό
δείχνει το αµφιµονοσήµαντο της arg |∂S(0,1).

Το πόϱισµα είναι άµεση συνέπεια του γεγονότος ότι:

∀z ∈ C∗, z = |z| · z
|z|

και
z

|z|
∈ ∂S(0, 1)
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Πολλές ϕοϱές ϑα γράφουµε θz αντί arg(z), µιας και είναι ευκολότερο στη γϱαϕή. Αν ϑυµηϑούµε
την πρόσθεση διανυσµάτων από το σχολείο, είναι µάλλον σχετικά εύκολο να προδώσουµε µια
γεωµετϱική εποπτεία στην πρόσθεση µιγαδικών αριθµών (ως πρόσθεση διανυσµάτων). Τι γίνεται
όµως µε τον πολλαπλασιασµό;

Είδαµε ότι, µε αυτήν την επιπρόσθετη δοµή στο επίπεδο, κανείς είναι δυνατόν να πολ-
λαπλασιάσει και να διαιρέσει �σηµεία� του επιπέδου. Με καρτεσιανές συντεταγµένες, ο
πολλαπλασιασµός δύο µιγαδικών αριθµών z και w είδαµε ότι ορίζεται ως εξής:

z ·w =
(
<(z)+i=(z)

)
·
(
<(w)+i=(w)

)
= <(z) ·<(w)−=(z) ·=(w)+i

(
<(z) ·=(w)+<(w) ·=(z)

)
το οποίο, εκ πϱώτης όψεως, δεν εµφανίζει κάποια γεωµετϱική εποπτεία. �Μετασχηµατίζον-
τας� τα z, w στην τριγωνοµετρική τους µοϱϕή, είναι δυνατόν να παρθεί ένας τύπος ο οποίος
µποϱεί να εκφραστεί γεωµετϱικά.

Πϱόταση 1.2: ΄Εστω z, w ∈ C µε τϱιγωνοµετϱικές αναπαϱαστάσεις:

z = ρz(cos θz + i sin θz) και w = ρw(cos θw + i sin θw)

Τότε το γινόµενο z · w είναι:

z · w = ρzρw
(

cos(θz + θw) + i sin(θz + θw)
)

∆ηλαδή, γεωµετϱικά µιλώντας, ο πολλαπλασιασµός στϱέϕει τους µιγαδικούς αϱιϑµούς και
κάνει συστολοδιαστολή (rescaling).

Απόδειξη: Πϱάγµατι, έχουµε ότι:

z · w = ρzρw
(

cos θz + i sin θz
)
·
(

cos θw + i sin θw
)

= ρzρw
(

cos θz cos θw − sin θz sin θw + i(cos θz sin θw + sin θz cos θw)
)

και χϱησιµοποιώντας τις γνωστές σχέσεις:

cos(θz + θw) = cos θz cos θw − sin θz sin θw και sin(θz + θw) = cos θz sin θw + sin θz cos θw

παίϱνουµε το Ϲητούµενο αποτέλεσµα:

z · w = ρzρw
(

cos(θz + θw) + i sin(θz + θw)
)

΄Ενα άµεσο αλλά πολύ σηµαντικό πόϱισµα του παραπάνω είναι το ακόλουϑο ϑεώϱηµα,
το οποίο συσχετίϹει τις δυνάµεις των µιγαδικών αριθµών µε τη µοϱϕή των κανονικών
πολυγώνων.

Θεώϱηµα 1.1: (Τύπος του de Moivre). ΄Εστω z ∈ C ένας µιγαδικός αριθµός µε τριγ-
ωνοµετρική αναπαράσταση:

z = ρz(cos θz + i sin θz)

Τότε, για κάϑε n ∈ N:
zn = ρnz

(
cos(n · θz) + i sin(n · θz)

)
Απόδειξη: Από την Πϱόταση 1.2, µε επαγωγή.

Παϱατήϱηση 1.5: Ειδικά για τους αϱιϑµούς z = cos(2π/n) + i sin(2π/n) ∈ ∂S(0, 1), για τα
διάϕοϱα n ∈ N οι αϱιϑµοί zn είναι κοϱυϕές n−γώνου στον κύκλο ∂S(0, 1) (εκτός όταν n = 1 ή
n = 2, όπου είναι σηµείο και αντιδιαµετϱικά σηµεία αντίστοιχα).
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Απόδειξη: Αυτό συµϐαίνει διότι ο z έχει µέτϱο 1 (άϱα και όλες του οι δυνάµεις), κι επίσης τα
οϱίσµατα των zn είναι (διαδοχικά):

2π

n
, 2 · 2π

n
, 3 · 2π

n
, · · · , n · 2π

n
= 2π

Αυτό το αποτέλεσµα ϑα το χϱησιµοποιήσουµε για να µελετήσουµε εξισώσεις της µοϱϕής zn = w
- ϑα δούµε ότι οι λύσεις τέτοιων εξισώσεων είναι κοϱυϕές n−γώνου.

1.4 Πολυωνυµικές εξισώσεις

Θεώϱηµα 1.2: (n−οστές µιγαδικές ϱίϹες). Στο µιγαδικό επίπεδο C κάϑε εξίσωση (ως πϱος
z):

zn = w (µε n > 2 και w ∈ C∗)

έχει ακϱιϐώς n το πλήϑος λύσεις, οι οποίες σχηµατίϹουν διάµετϱο -όταν n = 2- και n−γωνο
-όταν n > 2- στον κύκλο ∂S(0, n

√
|w|).

Απόδειξη: Θεωϱούµε την ισοδύναµη εξίσωση:Ç
z

n
√
|w|

ån
=

w

|w|

και χρησιµοποιούµε την Παϱατήϱηση 1.5. Τότε οι λύσεις της εν λόγω ισοδύναµης εξίσωσης
ϐρίσκονται σε διάµετϱο ή είναι κορυφές n−γώνου στον κύκλο ∂S(0, 1). Αν τώϱα z0/

n
√
|w| ∈

∂S(0, 1) είναι οποιαδήποτε λύση της ισοδύναµης εξίσωσης, η z0 ∈ ∂(0, n
√
|w|) είναι λύση της

αρχικής εξίσωσης, το οποίο αποδεικνύει ότι οι λύσεις z0 ϐρίσκονται σε διάµετϱο ή πολύγωνο στον
κύκλο ∂S(0, n

√
|w|).

Πϱος το παϱόν λοιπόν είµαστε σε ϑέση να λύσουµε εξισώσεις της µορφής zn = w. Ειδικά για
την πεϱίπτωση n = 2, είναι σκόπιµο (για ιστορικούς και όχι λόγους) να δούµε και την �καρτε-
σιανή� προσέγγιση της λύσης z2 = w, και στην συνέχεια τη λύση της z2 + c1z + c2 = 0 (που
είναι µιγαδικό τϱιώνυµο). Θα συµπεράνουµε ότι στα µιγαδικά τϱιώνυµα (όπως και στα πραγ-
µατικά) υπάρχουν τύποι εύϱεσης λύσεων, που συντίθενται µε �απλές� συναρτήσεις (δυνάµεις,
ϱίϹες, προσθέσεις).

Παϱατήϱηση 1.6: Οι δευτεϱοϐάϑµιες πολυωνυµικές εξισώσεις (ως πϱος z), z2 = a+ ib (a, b ∈
R), έχουν λύσεις:

z =


±

[ 
a+
√
a2 + b2

2
+ i ·

 √
a2 + b2 − a

2

]
, εάν b > 0

±

[ 
a+
√
a2 + b2

2
− i ·

 √
a2 + b2 − a

2

]
, εάν b < 0

Απόδειξη: Θεωϱούµε z = x+ iy, (x, y ∈ R) και αναπτύσσουµε την πολυωνυµική εξίσωση σε:

x2 − y2 + 2xyi = a+ bi⇒
®
x2 − y2 = a

2xy = b

Εάν b = 0, η πεϱίπτωση ανάγεται στους πϱαγµατικούς αϱιϑµούς. Εάν b 6= 0 τότε x, y 6= 0, οπότε
η ποσότητα y = b/2x έχει νόηµα. Με αντικατάσταση στο πϱοκύπτον σύστηµα παίϱνουµε την
ακόλουϑη δευτεϱοϐάϑµια εξίσωση (ως πϱος x2):

x4 − b2

4
= ax2 ⇒ x4 − ax2 − b2 = 0
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η οποία έχει λύσεις:

x2 =
a±
√
a2 + b2

2
⇒ x = ±

 
a+
√
a2 + b2

2

Για το y παϱατηϱούµε (κι αυτό για να αποϕύγουµε τις πολλές πϱάξεις) ότι x = b/2y κι επιπλέον
ότι y2 − x2 = −a (αυτό εµϕανίϹει κάποιου είδους συµµετϱία µε την πϱοηγούµενη πεϱίπτωση).
Οπότε εϕαϱµόϹουµε συµµετϱικά τον τύπο του x για a το −a, και λαµϐάνουµε τελικά ότι:

y = ±

 √
a2 + b2 − a

2

΄Επεται πλέον η γενική λύση της πολυωνιµικής εξίσωσης:

z =


±

[ 
a+
√
a2 + b2

2
+ i ·

 √
a2 + b2 − a

2

]
, εάν b > 0

±

[ 
a+
√
a2 + b2

2
− i ·

 √
a2 + b2 − a

2

]
, εάν b < 0

η οποία -σηµειωτέον- επαλυθεύεται και στην πεϱίπτωση b = 0 (ακόµη κι αν τη ϐϱήκαµε υποθέ-
τοντας b 6= 0).

Παϱατήϱηση 1.7: Οι δευτεϱοϐάϑµιες πολυωνυµικές εξισώσεις (ως πϱος z), z2 + c1z + c2 = 0
(c1, c2 ∈ C), έχουν λύσεις:

z = −c1

2
+ z0

όπου z0 είναι λύσεις της z2 = c2
1/4− c2.

Απόδειξη: ΄Οπως και στην πϱαγµατική πεϱίπτωση, µποϱούµε να γϱάψουµε:

z2 +
2c1

2
z +

c2
1

4
− c2

1

4
+ c2 = 0⇒

(
z +

c1

2

)2
=
c2

1

4
− c2

κι έπειτα να χρησιµοποιήσουµε την Παϱατήϱηση 1.6.

΄Ετσι λοιπόν αποδεικνύεται η ύπαϱξη κλειστού τύπου για την επίλυση δευτεροβάθµιων εξισώσεων.
Είναι δυνατόν κανείς να ϐϱει κλειστό τύπο και για τις τριτοβάθµιες εξισώσεις, πϱώτα όµως χρειάζε-
ται ένα λήµµα.

Λήµµα 1.1: ΄Εστω P (z) = z3 + c1z
2 + c2z + c3 (c1, c2, c3 ∈ C) ένα τϱιτοϐάϑµιο πολυώνυµο.

Με τον αµϕιµονοσήµαντο µετασχηµατισµό:

z 7→ z − b

3a

το P αποκτά τη µοϱϕή P ∗(z) = z3 + c∗2z + c∗3, (c∗2, c
∗
3 ∈ C). Το P ∗ ονοµάζεται συνεπτυγµένη

κυβική µοϱϕή του P .

Επειδή ο µετασχηµατισµός είναι αµφιµονοσήµαντος, οι λύσεις της P ∗(z) = 0 δίνουν
-µέσω του αντίστροφου µετασχηµατισµού- τις λύσεις της P (z) = 0. �

Θεώϱηµα 1.3: (Λύσεις τϱιτοϐάϑµιων εξισώσεων). Υπάϱχει κλειστός τύπος που ϐϱίσκει
τις λύσεις κάϑε τϱιτοϐάϑµιας πολυωνυµικής εξίσωσης:

P (z) = z2 + c1z
2 + c2z + c3 = 0

Μάλιστα, στους µιγαδικούς, κάϑε τέτοια εξίσωση έχει τϱεις πραγµατικές λύσεις, ή µία πραγ-
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µατική λύση και δύο µιγαδικές.

Απόδειξη: ∆εδοµένου του Λήµµατος 1.1, µποϱούµε να µετασχηµατίσουµε την P (z) = 0 στην
P ∗(z) = 0 και να µελετήσουµε την τελευταία αντί της πϱώτης. Τότε, λύσεις της P (z) = 0 ϑα
είναι οι:

z = z0 +
b

2a
, όπου z0 είναι λύση της P ∗(z) = 0

΄Εστω λοιπόν η πολυωνυµική εξίσωση P ∗(z) = z3 + az + b = 0. Θεωϱούµε τον µετασχηµατισµό
z = u+ v µε uv = −a/3 και η συνεπτυγµένη µοϱϕή P ∗(z) = 0 γίνεται:

0 = P ∗(u+ v)

= (u+ v)3 + a(u+ v) + b

= u3 + 3u2v + 3uv2 + v3 + a(u+ v) + b

= u3 − a(u+ v) + a(u+ v) + v3 + b

= u3 − a3

27
· 1

u3
+ b

Kατά συνέπεια:

u6 + bu3 − a3

27
= 0

το οποίο είναι τϱιώνυµο ως πϱος u3. Το τϱιώνυµο αυτό έχει λύσεις που πϱοσδιοϱίϹονται σε κλειστή
µοϱϕή, ϐάση της Παϱατήϱηση 1.7. Καϑεµία από τις πϱοηγούµενες λύσεις, εϕόσον τα u, v είναι
υψωµένα εις την τϱίτη, είναι εξισώσεις, που έχουν (τουλάχιστον) µια λύση στους πϱαγµατικούς.
Μάλιστα οι:

sign(u3) · 3
»
|u3|, sign(v3) · 3

»
|v3|

είναι λύσεις. Ας υποϑέσουµε λοιπόν s την πϱαγµατική ϱίϹα της u3 και t την πϱαγµατική ϱίϹα
της v3. Σύµϕωνα µε το Θεώϱηµα 1.2, οι άλλες δύο µιγαδικές λύσεις των εξισώσεων των u, v
ϐϱίσκονται στις δύο µιγαδικές κοϱυϕές των ισοσκελών τϱιγώνων µε κοϱυϕές s και t αντίστοιχα,
τα οποίο είναι εγγεγϱαµµένα στους κύκλους ∂S(O, |s|) και ∂S(O, |t|). Συγκεκϱιµένα:

u =



1 · s ήÇ
−1

2
+
i
√

3

2

å
· s ήÇ

−1

2
− i
√

3

2

å
· s

v =



1 · t ήÇ
−1

2
+
i
√

3

2

å
· t ήÇ

−1

2
− i
√

3

2

å
· t

(όπου ο πολλαπλασιασµός των s, t γίνεται ώστε να �στϱαϕούν� οι λύσεις s και t στις άλλες
κορυφές των ισοσκελών τϱιγώνων, σύµφωνα µε την Πρόταση 1.2).

Σε αυτό το σηµείο πϱέπει να παϱατηϱηϑεί ότι δεν δίνουν όλοι οι 9 συνδυασµοί των u, v
λύσεις της εξίσωσης z3 + az + b = 0 (δηλ. u + v = z, uv = −a/3). Συγκεκριµένα, µόνο οι
ακόλουθες αποτελούν λύσεις της εν λόγω εξίσωσης:

z0 = s+ t

z1 =

Ç
−1

2
+
i
√

3

2

å
· s+

Ç
−1

2
− i
√

3

2

å
· t

z2 =

Ç
−1

2
− i
√

3

2

å
· s+

Ç
−1

2
+
i
√

3

2

å
· t
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Μάλιστα, z0 ∈ R και z1, z2 ∈ C.

s t

Είναι ενδιαφέρον -αν και κουϱαστικό- κανείς να µελετήσει πώς προσδιορίζονται οι λύσεις
µίας τεταρτοβάθµιας εξίσωσης, σαν λογικό ϐήµα από τις τριτοβάθµιες. Ακόµη πιο ενδιαφέρον
είναι ότι δεν υπάρχει κλειστός τύπος για την επίλυση πεµπτοβάθµιων ή µεγαλύτεϱου ϐαθµού
εξισώσεων. Εµείς δεν ϑα αναφερθούµε στο πώς αποδεικνύεται αυτή η µη ύπαϱξη, καθώς µια
τέτοια παϱουσίαση ϑα απαιτούσε τεχνικές της Θεωρίας Galois. Παϱόλα αυτά, παραπέµπουµε
στο (Ma), σελ. 388-389.

Πάντως τουλάχιστον είναι δυνατόν να αποδειχθεί ότι κάϑε n−οστού (n > 1) ϐαθµού πολυωνυµική
εξίσωση έχει ακϱιϐώς n (όχι κατ’ ανάγκη διακεκριµένες) λύσεις.

Θεώϱηµα 1.4: (Θεµελιώδες ϑεώϱηµα της άλγεβρας). Κάϑε πολυωνυµική εξίσωση
P (z) = 0 ϐαθµού n > 1 (µε µιγαδικούς συντελεστές) έχει τουλάχιστον µία ϱίϹα στο C.

Κατ’ επέκταση, λειτουργώντας επαγωγικά, η P (z) = 0 έχει ακϱιϐώς n (όχι κατ’ ανάγκη
διακεκριµένες) λύσεις.

Απόδειξη: ΄Εστω P ένα µιγαδικό πολυώνυµο, το οποίο γϱάϕεται ως:

zn +
∑

k+1∈[n]

ckz
k, µε ck ∈ C

ΑξίϹει να παρατηρήσουµε ότι η µελέτη αϱκεί να περιοριστεί στα µονικά πολυώνυµα, αϕού ο
µη µηδενικός µεγιστοβάθµιος συντελεστής µποϱεί να διαιρέσει τα δύο µέλη της πολυωνυµικής
εξίσωσης και να προσδώσει εξίσωση µε µονικό πολυώνυµο µόνο.

Εϕόσον κάϑε όϱος του πολυωνύµου είναι ουσιαστικά ένα διάνυσµα στο R2, µποϱούµε
εφαρµόζοντας την τριγωνική ανισότητα, να πάϱουµε ότι:

|P (z)| > |z|n −
∑

k+1∈[n]

ck|z|k = |z|n
1−

∑
k+1∈[n]

ck

|z|n−k


Παϱατηϱούµε ότι καϑώς |z| → ∞, ισχύει |P (z)| → ∞. Εποµένως, ϑα υπάϱχει ένας αϱιϑµός
r0 ∈ R∗+ τέτοιος ώστε:

∀z ∈ C, |z| > r0 : |P (z)| > |P (w)| > 0, όπου w ∈ C : P (w) 6= 0
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Θεωϱούµε τον πραγµατικό αριθµό µ = min |P |
(
B(O, r0)

)
. Ο αριθµός µ υπάρχει, αϕού το σύνολο

B(O, r0) είναι συµπαγές στο C = R2 και η διανυσµατική συνάϱτηση |P | : R2 → R είναι συνεχής.

΄Ενα γνωστό λοιπόν ϑεώϱηµα δίνει, αξιοποιώντας τις δύο παρατηρήσεις, ότι υπάρχει ελάχιστο
στοιχείο µ το συνόλου |P |

(
B(O, r0)

)
. To γεγονός ότι ∀z ∈ B(O, r0)c ισχύει |P (z)| > |P (w)| > µ

εξασφαλίζει ότι κάϑε άλλη τιµή της συνάϱτησης εκτός του B(O, r0) δεν µποϱεί να γίνεται
µικϱότεϱη του µ. Εποµένως, το µ είναι επίσης το ελάχιστο στοιχείο του συνόλου |P |(C).

Εϕόσον λοιπόν µ = min |P |(C), υπάρχει αριθµός z0 ∈ C τέτοιος ώστε |P |(z0) = µ.
Ισχυριζόµαστε ότι P (z0) = 0.

Πϱος άτοπο υποθέτουµε ότι P (z0) 6= 0 και ϑεωρούµε τη συνάϱτηση:

Q(z) =
|P (z + z0)|
|P (z0)|

= 1 +
∑
k∈[n]

akz
k

Ο σταθερός όϱος 1 πϱοκύπτει από το γεγονός ότι Q(0) = 1. Για τη συνάϱτηση Q ισχύει Q(z) > 1,
αϕού το |P (z0)| είναι ελάχιστο.

Θεωϱούµε κ τον ελάχιστο ϕυσικό αριθµό για τον οποίο aκ 6= 0. Εάν ζ ∈ C είναι ένας

αριθµός τέτοιος ώστε ζκ = −|aκ|
aκ

, τότε η τιµή του Q υπολογιζόµενη στον αριθµό rζ, όπου r > 0,

δίνει:

|Q(rζ)| =
∣∣∣1 +

−|aκ|rκ︷ ︸︸ ︷
aκr

κζκ +
∑

κ<k6n

akr
kζk
∣∣∣

6
∣∣1− |aκ|rκ∣∣+

∑
κ<k6n

|akrkζk|

∆ιαλέγουµε ακτίνα 0 < r < r1 ∈ R∗+ αϱκετά µικϱή, τέτοια ώστε 1−|aκ|rκ > 0, και κατ’ επέκταση∣∣1− |aκ|rκ∣∣ = 1− |aκ|rκ.

|Q(rζ)| 6 1− |aκ|rκ +
∑

κ<k6n

|akrkζk|

= 1− |aκ|rκ +
∑

κ<k6n

|akrk|

= 1− rκ
Ñ
|aκ| −

∑
κ<k6n

|akrk−κ|

é
Και πάλι, µποϱούµε να διαλέξουµε ακτίνα 0 < r < r2 6 r1 ∈ R∗+ τέτοια ώστε |aκ| −∑

κ<k6n |akrk−κ| = θ > 0. Κατ’ επέκταση:

Q(rζ) 6 1− rκθ < 1⇒ Q(rζ) < 1

Αυτό είναι πϱοϕανώς άτοπο, το οποίο σηµαίνει ότι P (z0) = 0. Το ϑεώϱηµα λοιπόν αποδεικνύεται.

Παϱά το ότι ονοµάϹεται �ϑεµελιώδες ϑεώϱηµα της άλγεϐϱας� δεν χϱησιµοποιείται και πολύ
άλγεϐϱα στην απόδειξή του. Ακόµη µία αναλυτική απόδειξη ϑα δόσουµε αϱγότεϱα, όταν ϑα
έχουµε πεϱισσότεϱα εϱγαλεία στη διάϑεσή µας. Μια αλγεϐϱική απόδειξη (µε Θεωϱία Galois)
µποϱεί να ϐϱεϑεί στο (Ma), σελ. 404-405.
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1.5 Βασικές συναϱτήσεις στο µιγαδικό επίπεδο

1.5.1 Η n−οστή ϱίϹα

Στο Θεώϱηµα 1.2 είδαµε ότι η εξίσωση (ως πϱος z), zn = w (w ∈ C∗), έχει ακϱιϐώς n δι-
ακεκριµένες λύσεις. ΄Οπως και στους πραγµατικούς αριθµούς (που η xn = y µποϱεί να έχει
ϑετική κι αρνητική λύση) δεν µποϱούµε να ορίσουµε συνάϱτηση ϱίϹας n

√
w = ϱίϹα της �zn = w�.

Γι’ αυτό ϑα ορίζουµε ως n−οστή ϱίϹα του w την πϱώτη (µε αριστερόστροφο προσανατολισµό) ϱίϹα
της zn = w, ώστε να εξασφαλίζεται το �καλώς ορισµένο� της συνάϱτησης.

Οϱισµός 1.8: (n−οστή ϱίϹα). ΄Εστω n > 1 και w ∈ C. ΟϱίϹουµε ως n−οστή ϱίϹα του w τον
αϱιϑµό:

n
√
w =

®
0, εάν w = 0
n
√
|w|
(

cos(θw/n) + i sin(θw/n)
)
, εάν w 6= 0

ο οποίος (όταν w 6= 0) είναι η πϱώτη, µε αϱιστεϱόστϱοϕο πϱοσανατολισµό, λύση της zn = w.

∆οϑέντος του πϱοηγούµενου οϱισµού, µποϱούµε να δούµε την ακόλουϑη γεωµετϱική ιδιότητα
της ϱίϹας.

Πϱόταση 1.3: Η n−οστή ϱίϹα ως συνάϱτηση είναι ένας 1− 1 και επί µετασχηµατισµός του
µιγαδικού επιπέδου C, πϱος τη γωνία:

∠(λ, λ) ∪Oλ−→

όπου λ = cos(π/n) + i sin(π/n).

Απόδειξη:

O

Πϱάγµατι, ο τύπος του de Moivre µας εξασϕαλίϹει το επί της συνάϱτησης:

n
√
· : C→ ∠(λ, λ) ∪Oλ−→

µιας και αν z = ρz(cos θz + i sin θz) ∈ ∠(λ, λ) ∪ Oλ−→, τότε η τιµή n
√
zn =

n
»
ρnz
(

cos(nθz) + i sin(nθz)
)
είναι z.
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΄Οσον αϕοϱά το 1 − 1, εάν u, v είναι δύο µιγαδικοί που ικανοποιούν την εξίσωση (ως
πϱος z), zn = w, τότε αυτοί ϐρίσκονται στο ίδιο πολύγωνο (n−γωνο) λύσεων. Εξ’ ορισµού της
ϱίϹας, u = v.

Γενικά οι µιγαδικές συναρτήσεις ως µετασχηµατισµοί του επιπέδου είναι κάτι που χρησι-
µοποιείται αρκετά. Μάλιστα µεϱικές απ’ αυτές έχουν καλές ιδιότητες, όπως η διατήρηση των
γωνιών.

1.5.2 Η εκϑετική συνάϱτηση

Εδώ ϑα κάνουµε περισσότερη ανάλυση µε σκοπό να παρουσιάσουµε ϕυσιολογικά την επέκταση
της εκθετικής συνάϱτησης στο επίπεδο. Μάλιστα ϑα ξεκινήσουµε µε έναν όχι µαθηµατικό, αλλά
ϕυσικό τϱόπο προσέγγισης της εν λόγω έννοιας, που ϑα δικαιολογίσει (ευελπιστούµε) τον οϱισµό
που ϑα ακολουθήσει.

Εν τω µεταξύ εδώ αϕήστε τη ϕαντασία σας κάπως ελεύθερη, και µην περιορίζεστε από το
ότι δεν έχουµε ακόµη ορίσει παραγώγους ή ό,τι άλλο χϱειαστεί. Εξάλλου, αυτό που ϑα
ακολουθήσει είναι διαισθητικό και όχι µαθηµατικό.

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε καταϕέϱει να ορίσουµε µε κάποιον τϱόπο την es+it (s, t ∈ R),
ως µιγαδική επέκταση της αντίστοιχης πραγµατικής. Τότε κατ’ αρχάς es+it = es · eit, µε το
es να είναι ορισµένο (στους πραγµατικούς), οπότε χρειάζεται η ποσότητα eit να µελετηθεί. Αν
παραγωγίσουµε την eit ως πϱος t, τότε ϑα έχουµε:

deit

dt
= i · eit

το οποίο δείχνει, ϐάσει της Πϱότασης 1.2, ότι η �ταχύτητα� ενός κινητού µε �ϑέση� eit είναι
κάϑε χϱονική στιγµή t κάϑετη στη �ϑέση�. Παϱατηϱήστε ότι i = cos(π/2) + i sin(π/2) = (0, 1),
οπότε ο πολλαπλασιασµός µε i στϱέϕει κατά π/2. Επιπλέον, το µέτϱο της ταχύτητας και της
ϑέσης είναι σταϑεϱά και ισούνται. Οπότε η τϱοχιά του κινούµενο σώµατος ϑα είναι κύκλος, ο
οποίος ϑα έχει ακτίνα 1 (αϕού ei0 = e0 = 1) και ϑα εκϕϱάϹεται µέσω µίας εξίσωσης:

eit = cos(at) + i sin(at)

για κάποιο a ∈ R. Επειδή ϑέλουµε τη χϱονική στιγµή 0 η ταχύτητα να είναι 1 κατά µέτϱο, έπεται
ότι a = 1 και κατ’ επέκταση:

eit = cos t+ i sin t

΄Εχοντας αυτή τη διαισθητική παϱατήϱηση υπόψη, µποϱούµε να προχωρίσουµε σε έναν οϱισµό.

Οϱισµός 1.9: (Εκϑετική συνάϱτηση). ΟϱίϹουµε ως εκϑετική συνάϱτηση e(·) : C → C τη
συνάϱτηση µε τύπο:

ez = e<(z)
(

cos=(z) + i sin=(z)
)

Μεϱικές ϕοϱές συµϐολίϹουµε exp = e(·).

Παϱατήϱηση 1.8: Η εκθετική συνάϱτηση του Ορισµού 1.9 έχει ιδιότητες ανάλογες της πραγ-
µατικής εκθετικής συνάϱτησης. Συγκεκριµένα:

i. Η συνάϱτηση e(·)|R είναι η πϱαγµατική εκϑετική.

ii. Για κάϑε z, w ∈ C έχουµε ez+w = ez · ew

iii. H e(·) είναι επί του C∗.
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Απόδειξη: Με πράξεις.

Εν τω µεταξύ, µε τον τϱόπο που οϱίσαµε την εκϑετική συνάϱτηση, η πολική αναπαϱάσταση ενός
αϱιϑµού µποϱεί να πάϱει µια νέα µοϱϕή.

Παϱατήϱηση 1.9: Κάϑε µιγαδικός αϱιϑµός z ∈ C∗ γϱάϕεται στη µοϱϕή:

z = ρze
iθz = |z| · eiθz

Απόδειξη: Πϱάγµατι, αυτό έπεται από τον οϱισµό της εκϑετικής συνάϱτησης και του τύπου:

z = ρz(cos θz + i sin θz) = |z|(cos θz + i sin θz)

Πάντως, σε αντίϑεση µε την πϱαγµατική εκϑετική συνάϱτηση, η µιγαδική συνάϱτηση e(·) δεν
είναι επί. Αυτό έχει σχέση µε αυτή τη γεωµετϱική εποπτεία (κύκλος) που είδαµε.

Παϱατήϱηση 1.10: Η µιγαδική συνάϱτηση e(·) δεν είναι 1− 1, καϑώς για κάϑε k ∈ N:

ez = e2ikπ+z

H Παϱατήϱηση 1.10 ϕαίνεται να αποτελεί �πϱόϐληµα�, αϕού ο λογάϱιϑµος δεν ϑα µποϱεί
να οϱιστεί ϕυσιολογικά ως αντίστϱοϕη της εκϑετικής.

1.5.3 Ο λογάϱιϑµος

Ο συνήϑης λογάριθµος ως πραγµατική συνάϱτηση, ορίζεται ως αντίστροφη συνάϱτηση της πραγ-
µατικής εκθετικής. Παρόµοια διαδικασία δεν µποϱεί να χρησιµοποιηθεί στο µιγαδικό επίπεδο
για τον οϱισµό του λογαρίθµου, απλούστατα διότι η συνάϱτηση e(·) δεν είναι 1 − 1. Η εξίσωση
λοιπόν ως πϱος z, για w ∈ C∗:

ez = w = |w|(cos θw + i sin θw)

αναµένεται να έχει παϱαπάνω από µία λύσεις. Ειδικότεϱα:

z ∈ exp−1(w) =
{

log(|w|) + (2kπ + θw) · i | k ∈ Z
}
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Θεωϱούµε γι’ αυτόν τον λόγο ως συνάϱτηση - λογάϱιϑµο log : C∗ → C στους µιγαδικούς, µόνο
τον κλάδο:

logw = log(|w|) + iθw

Οπότε, από εδώ και στο εξής, οι εξισώσεις της µοϱϕής ez = w ϑα επιλύονται ως εξής:

ez = w ⇒ z = logw mod (2πi)

Οϱισµός 1.10: (Λογάϱιϑµος). ΟϱίϹουµε τη συνάϱτηση λογάϱιϑµο log : C∗ → C στους
µιγαδικούς, µέσω του τύπου:

log z = log(|z|) + iθz

Ο υπολογισµός της ποσότητας log(|z|) ουσιαστικά επαϕίεται στην πϱαγµατική πεϱίπτωση, κι
γι’ αυτό δεν έχουµε πϱόϐληµα στον οϱισµό.

Παϱά το ότι ο λογάριθµος, στην πεϱίπτωσή µας, δεν αποτελεί αντίστροφη συνάϱτηση της εκ-
ϑετικής, µποϱούµε περιορίζοντας την εκθετική να πάϱουµε αυτήν την έννοια αντιστρεψιµότητας.

Παϱατήϱηση 1.11: ΄Εστω Λ να είναι το σύνολο Λ = {z ∈ C | =(z) ∈ (−π, π]}. Η συνάϱτηση
e(·)|Λ : Λ→ C∗ είναι αµϕιµονοσήµαντη, αϕού υπάϱχει η αντίστϱοϕη συνάϱτηση log : C∗ → Λ. Η
ίδια παϱατήϱηση µας δίνει ότι η συνάϱτηση του µιγαδικού λογαϱίϑµου είναι αµϕιµονοσήµαντη.

Απόδειξη: Πϱάγµατι, στο Λ δεν έχει νόηµα να γϱάψουµε:

ez = w ⇒ z = logw mod (2πi) = log(|w|) + iθw mod (2πi)

αϕού το z δεν µποϱεί να είναι �πολύ µακϱυά�, κατακόϱυϕα από το 0. Σ’ αυτήν την πεϱίπτωση:

ez = w ⇒ z = logw = log(|w|) + iθw

Παϱατήϱηση 1.12: Γενικά, υπάϱχουν εν γένει πεϱισσότεϱοι από έναν z ∈ C τέτοιοι ώστε η
εξίσωση ως πϱος z:

log(ez
)

= w

να επιλύεται. Αυτό διότι η e(·) δεν είναι 1− 1, και ειδικότεϱα κάϑε αϱιϑµός z της µοϱϕής z = w
mod (2πi) ικανοποιεί την παϱαπάνω εξίσωση. Εν γένει λοιπόν, η σχέση:

log(ez) = w

δεν αληθέυει, παϱά µόνο αν η e(·) ϐρίσκεται σε χωϱίο τέτοιο ώστε να αποτελεί αντίστροφο
συνάϱτηση της log. ∆ηλαδή η σχέση αληθεύει µόνο στο χωϱίο Λ, σύµφωνα µε την Παϱατήϱηση
1.11.

Αντίϑετα, η εξίσωση ως πϱος z:
elog z = w

έχει µοναδική λύση την z = w. Αυτό έπεται από το 1 − 1 της συνάϱτησης του µιγαδικού
λογαϱίϑµου.

Μποϱεί κανείς να πει πολλά πϱάγµατα για την εκϑετική συνάϱτηση και τον λογάϱιϑµο. Εµείς
αϱγότεϱα ϑα δούµε τη παϱαγωγισιµότητα αυτών των συναϱτήσεων και την ανάλυσή τους σε
δυναµοσειϱές.

1.5.4 Η εκϑετική µε γενική ϐάση
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Οϱισµός 1.11: (Εκϑετική µε γενική ϐάση). ΄Εστω a ∈ C. ΟϱίϹουµε τη συνάϱτηση a(·) :
C→ C µέσω του τύπου:

az = ez log a

Αυτός ο οϱισµός είναι ϕυσιολογικός, κατ’ αναλογία µε την πϱαγµατική πεϱίπτωση, και πϱάγµατι
πολλές ιδιότητες της εκϑετικής µεταϐιϐάϹονται στην µιγαδική πεϱίπτωση. Παϱόλα αυτά, µε την
παϱακάτω πϱόταση ϑα δείξουµε ότι µια ϐασική ιδιότητα δεν ισχύει.

Πϱόταση 1.4: H σχέση:
(αβ)γ = αβγ

δεν ισχύει για κάϑε α, β, γ ∈ C.

Απόδειξη: Μποϱούµε να ϐϱούµε ένα αντιπαράδειγµα, και συγκεκιµένα (e2πi)1/2 = 11/2 = 1
αλλά e2πi/2 = eπi = −1.

Πέϱα όµως από το αντιπαράδειγµα, γενικά υπάρχει µια �µεγάλη� οικογένεια αριθµών
που δεν ικανοποιεί τη σχέση (αβ)γ = αβγ .

Βήµα Ι: Υποθέτουµε πϱος άτοπο ότι η σχέση (αβ)γ ισχύει για κάϑε α, β, γ ∈ C, και ϑεωρούµε
(για λόγους που ϑα γίνουν σαϕείς αϱγότεϱα) σταθεροποιηµένα α, β ώστε αβ 6= 1⇒ log(αβ) 6= 0.

Βήµα ΙΙ: ΄Εστω γ ∈ C\R τέτοιο ώστε:

γ1 = −π −min{0, arg log(αβ)} < arg γ < π −max{0, arg log(αβ)} = γ2 (1.1)

δηλαδή γ ∈ ∠(eiγ1 , eiγ2).

Βήµα III: Αν αληθεύει ότι (αβ)γ = αβγ , τότε:

exp
(
γ log(αβ)

)
= exp

(
log(αβγ)

)
⇒ γ log(αβ) = log(αβγ) + 2kπi, για κάποιο k ∈ Z

Επειδή = log(αβγ) ∈ (−π, π], έπεται ότι =
(
γ log(αβ)

)
= =

(
log(αβ) + 2kπi

)
∈
(
(2k − 1)π,

(2k + 1)π
]
.

Βήµα IV: Εφόσον ισχύει η (1.1), η γωνία θ = arg
(
γ log(αβ)

)
είναι µεταξύ των −π και π.

Επιπλέον, ϑα επιλέξουµε γ τέτοιο ώστε arg γ 6= −arg log(αβ) (ώστε θ 6= 0). Επίσης, ορίζουµε
ε = exp

(
− iarg log(αβ)

)
και την ηµιευθεία Oε−→ (που είναι η ηµιευθεία των σηµείων που δεν

σχηµατίζουν γωνία −arg log(αβ)).

Βήµα V: Αν γράψουµε:

=
(
γ log(αβ)

)
=
∣∣γ log(αβ)

∣∣ sin θ = |γ| ·
∣∣ log(αβ)

∣∣ · sin θ ∈ ((2k − 1)π, (2k + 1)π
]

τότε:
(2k − 1)π∣∣ log(αβ)

∣∣ sin θ < |γ| 6 (2k + 1)π∣∣ log(αβ)
∣∣ sin θ

και από τα πϱοηγούµενα:

γ ∈ ∠(eiγ1 , eiγ2) ∩B
Ç
O,

(2k + 1)π∣∣ log(αβ)
∣∣ sin θ

å
\B
Ç
O,

(2k − 1)π∣∣ log(αβ)
∣∣ sin θ

å
\Oε−→\R

Αυτό είναι άτοπο, διότι αν η σχέση (αβ)γ = αβγ ίσχυε για όλα τα α, β, γ, τότε δεν ϑα έπϱεπε να
εµϕανιστούν πεϱισσότεϱοι πεϱιοϱισµοί για το γ απ’ όσους επιϐάλλαµε. Θυµηϑείτε ότι:

γ ∈ ∠(eiγ1 , eiγ2)\Oε−→\R
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B

Ç
O,

(2k + 1)π∣∣ log(αβ)
∣∣ sin θ

å
\B
Ç
O,

(2k − 1)π∣∣ log(αβ)
∣∣ sin θ

å
∠(eiγ1 , eiγ2)

Oε−→

Στο σχήµα λοιπόν (για σταϑεϱοποιηµένα α, β) η σχέση (αβ)γ = αβγ δεν αληϑεύει όταν το γ
ϐϱίσκεται στην κόκκινη γωνία αλλά όχι στον µπλε δακτύλιο, την πϱάσινη ευϑεία ή την οϱιϹόντια
µαύϱη.

1.6 Παϱάϱτηµα: Τα σύνολα Julia και το σύνολο του Mandelbrot

΄Ενα παϱάδειγµα στο οποίο η γεωµετϱία των µιγαδικών αϱιϑµών αποκτά µία ιδιαίτεϱη µοϱϕή,
µποϱεί να δοϑεί µέσω των συνόλων Julia και του συνόλου του Mandelbrot.

Οϱισµός 1.12: (Σύνολα αποδϱόντων Es(f), σύνολα εγκλωϐισµένων Pr(f) και σύνολα
Julia Jc). ΄Εστω f : A→ C, A ⊆ C µία συνάϱτηση.

• ΄Ενα αποδϱόν σηµείο της f είναι ένα σηµείο a ∈ A για το οποίο:

|f
n︷ ︸︸ ︷

◦ · · · ◦ f(a)| → ∞

Το σύνολο αυτών των αποδϱόντων σηµείων το συµϐολίϹουµε µε Es(f).

• ΄Ενα εγκλωϐισµένο σηµείο της f είναι ένα σηµείο a ∈ A για το οποίο:

|f
n︷ ︸︸ ︷

◦ · · · ◦ f(a)| < M <∞, για κάποιο M > 0 ανεξάϱτητο των n

Το σύνολο αυτών των εγκλωϐισµένων σηµείων το συµϐολίϹουµε µε Pr(f).

• Θεωϱούµε τη συνάϱτηση fc(z) = z2 + c. Το σύνολο:

Jc = ∂Es(fc) = ∂Pr(fc)

ονοµάϹεται (σύνηϑες) c−Julia σύνολο. Υπάϱχει και γενικότεϱος οϱισµός των συνόλων
Julia, αλλά εµάς δεν ϑα µας απασχολήσει εδώ.

Γενικά η συνάϱτηση z2 + c, όπως εξάλλου έχουµε δει, αποτελεί µία στϱοϕή και µία µεταϕοϱά.
Το z περιστρέφεται κατά argz (λόγω του z2) και µετατοπίζεται κατά c (λόγω του +c). Επαναλαµ-
ϐάνοντας αυτήν τη διαδικασία, στην ουσία κάνουµε διαδοχικές στϱοϕές και µετατοπίσεις στο
µιγαδικό επίπεδο. ΄Ετσι λοιπόν, δεν είναι και τόσο εύκολο να ϕανταστούµε όλους τους αριθµούς
στο εγκλωβισµένο σύνολο Pr(fc), fc(z) = z2 + c, κατά συνέπεια ούτε το Jc.
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΄Ενα σύνολο Julia

Στο παραπάνω σχήµα εικονίζεται ένα σύνολο Julia, το οποίο (τουλάχιστον εκ πϱώτης όψεως) δεν
ϕαίνεται καθόλου απλό. Μάλιστα η πλειοψηφία των συνόλων Julia αποτελούν µορφοκλάσµατα
(fractals), τα οποία είναι εξ’ ορισµού σύνολα µε µεγάλη πολυπλοκότητα. Αυτή η έννοια
�πολυπλοκότητας� ορίζεται αυστηϱά µε διάφορους τϱόπους (που ο καθένας έχει τη δική του
αξία), εµείς όµως δεν ϑα αναφερθούµε σ’ αυτό.

Γενικά τα σύνολα Julia µποϱεί να είναι συνεκτικά ή µη κατά τόξα συνεκτικά, ακόµη και
µη συνεκτικά. Το ενδιαφέρον ϐρίσκεται -το οποίο αποδείχϑηκε ανεξάϱτητα από τους Fatou και
Julia- στην επόµενη πρόταση:

Πϱόταση 1.5: Κάϑε σύνολο Julia Jc είναι είτε συνεκτικό είτε τελείως µη συνεκτικό. ∆ηλαδή
είτε είναι συνεκτικό, είτε οποιαδήποτε δύο του σηµεία δεν συνδέονται µε καµπύλη.

΄Ενα ακόµη ενδιαϕέϱον σύνολο είναι αυτό του Mandelbrot, το οποίο συνδέεται πολύ στενά µε τα
σύνολα Julia. Το σύνολο του Mandelbrot οϱίϹεται ως εξής:

Οϱισµός 1.13: (To σύνολο του Mandelbrot). Το σύνολο του Mandelbrot είναι το σύνολο:

M = {c ∈ C | Pr(fc) είναι συνεκτικό}

Γενικά το να κατανοήσει κανείς εάν ένα τυχόν σύνολο Pr(fc) είναι περίπλοκο, οπότε -για
παϱάδειγµα- ο σχεδιασµός του συνόλου του Mandelbrot ϕαντάζει δύσκολο εγχείϱηµα. Ο Man-
delbrot έκανε µία παϱατήϱηση που, τουλάχιστον υπολογιστικά, ϐοηθάει την περιγραφή του εν
λόγω συνόλου.

Πϱόταση 1.6: Το σύνολο του Mandelbrot παίϱνει την ισοδύναµη µοϱϕή:

M =
{
c ∈ C

∣∣ ∃M > 0, ∀n ∈ N, |fc
n︷ ︸︸ ︷

◦ · · · ◦ fc(0)| < M <∞
}

δηλαδή είναι τα σηµεία c για τα οποία οι �τροχιές� του 0, µέσω των fc, παραµένουν ϕραγ-
µένες.

Είναι λογικό κανείς να σκεϕτεί τα σύνολα Julia και του Mandelbrot από τη σκοπιά της
δυναµικής. ΄Ενα σύνολο Jc εξαρτάται ουσιωδώς από την �αρχική συνθήκη� c. Για παϱάδειγµα,
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ας δούµε το σύνολο του Mandelbrot. Επειδή ακϱιϐώς, για να ελέγξουµε εάν c ∈ M, χρειάζεται
να µελετηθεί η ακολουθία:

c, c2 + c, (c2 + c)2 + c,
(
(c2 + c)2 + c

)2
+ c,

((
(c2 + c)2 + c

)2
+ c
)2

+ c, · · ·

οποιαδήποτε -ακόµη και µικϱή- µεταϐολή στο c ενδέχεται να επηϱεάσει τη σύγκλιση της εν λόγω
ακολουϑίας, και κατά συνέπεια αν το µεταϐεϐληµένο c ανήκει ή όχι στο σύνολο του Mandelbrot.
Αυτού του είδους σύνολα µελετώνται ως χαοτικά συστήµατα.

Το σύνολο του Mandelbrot



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

Ολόµοϱϕες συναϱτήσεις

2.1 ∆ιαϕοϱισιµότητα

Σε µαθήµατα απειϱοστικού λογισµού / γεωµετϱικής ανάλυσης δεν υπάρχει η έννοια της
διαίρεσης σε πολυδιάστατους χώϱους. Γι’ αυτόν τον λόγο γίνεται λόγος στη προσέγγιση
µιας συνάϱτησης (επιϕάνειας λ.χ.) από υπερεπίπεδα, ή γενικότεϱα αϕινικούς γραµµικούς
χώϱους.

Οϱισµός 2.1: (∆ιαϕοϱισιµότητα). ΄Εστω f : Ω→ Rm µία συνάϱτηση, Ω ⊆ Rn ανοικτό και
z0 ∈ Ω. Λέµε ότι η f είναι διαϕοϱίσιµη στο x0 εάν υπάϱχει γϱαµµική συνάϱτησηMf,z0 τέτοια
ώστε:

lim
h→0Rn

|f(z0 + h)− f(z0)−Mf,z0(h)|
|h|

= 0

Εάν µαϹέψουµε όλα τα z0 στα οποία η f είναι διαϕοϱίσιµη, µποϱούµε να ϕτιάξουµε µια
συνάϱτηση (Df)(·) = Mf,(·), την οποία ονοµάϹουµε διαϕοϱικό της f . Η τιµή (Df)(z0) =
Mf,z0 λέγεται διαϕοϱικό της f στο z0.

Ο παϱαπάνω οϱισµός ουσιαστικά δείχνει ότι οι διαϕοϱίσιµες συναϱτήσεις πϱοσεγγίϹονται από
πολυδιάστατα επίπεδα, όπως οι παϱαγωγίσιµες πϱοσεγγίϹονται από εϕαπτόµενες ευϑείες. Εν τω
µεταξύ αυτή η πϱοσέγγιση είναι µοναδική (αν υπάϱχει), αλλά δεν ϑα το αποδείξουµε (µποϱείτε
να το ελέγξετε).

Η πεϱίπτωση µιας συνάϱτησης f : R2 → R.

Ας ϑεωϱήσουµε µία συνάϱτηση f : R2 → R η οποία είναι διαϕοϱίσιµη σε ένα z0. Εάν ϑέλουµε
ένα επίπεδο να εϕάπτεται στην επιϕάνεια (του γϱαϕήµατος) της f , αναµένουµε οι εϕαπτόµενες
των καµπυλών f(·, y), f(x, ·) (όπου z = (x, y)) να πεϱιέχονται στο εϕαπτόµενο επίπεδο. Οπότε
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ίσως το διαϕοϱικό µιας συνάϱτησης να µποϱεί να πϱοσδιοϱιστεί από απλούστεϱες συναϱτήσεις,
δηλαδή από τις µεϱικές παϱαγώγους:

∂f

∂x
(z) =

df(·, y)

dx
(x) και

∂f

∂y
(z) =

df(x, ·)
dy

(y)

Πϱόταση 2.1: ΄Εστω f : Ω → R µε το Ω ⊆ Rn να είναι ανοικτό. Εάν η f είναι διαϕοϱίσιµη
στο z0 = (x1,0, x2,0, · · · , xn,0), τότε:

(Df)(z0) = (∇f)z0

όπου:
(∇f)z0(·) =

Å
∂f

∂x1
(z0), · · · , ∂f

∂xn
(z0)

ã
(·)T

(Είναι δηλαδή η γϱαµµική απεικόνιση µε πίνακα το διάνυσµα των µεϱικών παϱαγώγων. Οι
αναστϱοϕές γίνονται απλά για να �ϕτιάξουµε� τα διανύσµατα ώστε να είναι γϱαµµές ή στήλες
όπου χϱειάϹεται).

Απόδειξη: Πϱάγµατι, εάν η f είναι διαϕοϱίσιµη, ϑα υπάϱχουν µ1, · · · , µn ∈ R ούτως ώστε, αν
h = (h1, · · · , hn):

lim
h→0Rn

|f(z0 + h)− f(z0)−
∑n

k=1 µkhk|
|h|

= 0

΄Ετσι λοιπόν, ϑεωϱώντας τα υπο-όϱια όταν h` → 0, hk = 0 (k 6= `):

lim
h`→0

|f(z0 + h`e`)− f(z0)− µ`h`|
|h`|

= 0

(όπου e` = (0, · · · , 0,
`−ϑέση

1 , 0, · · · , 0)). Αυτό δείχνει ότι µ` = ∂f/∂x`(z0) και κατ’ επέκταση το
Ϲητούµενο.

΄Εχοντας την Πϱόταση 2.1 υπόψη, µποϱεί να δειχϑεί κάτι γενικότεϱο.

Πϱόταση 2.2: ΄Εστω f = (f1, · · · , fm) : Ω → Rm µε το Ω ⊆ Rn να είναι ανοικτό. Εάν η f
είναι διαϕοϱίσιµη στο z0 = (x1,0, x2,0, · · · , xn,0), τότε:

(Df)(z0)(·) =


Ö

(∇f1)z0(·)T
...

(∇fm)z0(·)T

èT =


à

∂f1

∂x1
(z0) · · · ∂f1

∂xn
(z0)

...
. . .

...
∂fm
∂x1

(z0) · · · ∂fm
∂xn

(z0)

í
(·)T


T

(Είναι δηλαδή η γϱαµµική απεικόνιση µε πίνακα τον πίνακα των µεϱικών παϱαγώγων. Οι
αναστϱοϕές γίνονται απλά για να �ϕτιάξουµε� τα διανύσµατα ώστε να είναι γϱαµµές ή στήλες
όπου χϱειάϹεται).

Απόδειξη: Γράφουµε την f στη διανυσµατική της µοϱϕή f = (f1, · · · , fm), κι έπειτα χρησι-
µοποιούµε την Πρόταση 2.1.

2.2 Ολοµοϱϕία

Στους µιγαδικούς υπάϱχει η δυνατότητα εκτέλεσης διαίϱεσης, οπότε ο οϱισµός της µιγαδικής
παϱαγώνου ϑα είναι ευκολότεϱος.
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Οϱισµός 2.2: (Ολοµοϱϕία). ΄Εστω f : Ω→ C και Ω ⊆ C ένα ανοικτό σύνολο, z0 ∈ Ω. Λέµε
ότι η f έχει µιγαδική παϱάγωγο στο z0 αν το όϱιο:

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

υπάϱχει (στο R). ΣυµϐολίϹουµε µε f ′(z0) το όϱιο αυτό. Αν για κάϑε z0 ∈ Ω υπάϱχει η
µιγαδική παϱάγωγος, λέµε ότι η f είναι ολόµοϱϕη στο Ω.

Οπότε µια µιγαδική συνάϱτηση µποϱεί να έχει δύο �ειδών� παραγώγους, το διαφορικό και
τη µιγαδική παράγωγο. ΄Ετσι όπως έχουµε παραθέσει τους ορισµούς δεν είναι σαϕές αν οι δύο
έννοιες ταυτίζονται, αϱγότεϱα ϑα δείξουµε ότι µια µιγαδική συνάϱτηση που έχει µιγαδική παράγ-
ωγο σε ένα σηµείο είναι διαφορίσιµη στο ίδιο σηµείο. Κατά κάποιον τϱόπο, Ϲητάµε παραπάνω
πράγµατα ώστε µία συνάϱτηση να έχει µιγαδική παράγωγο.

Οϱισµός 2.3: (Ολόµοϱϕες συναϱτήσεις). ΄Εστω Ω ένα ανοικτό σύνολο. ΣυµϐολίϹουµε το
σύνολο όλων των ολοµόϱϕων συναϱτήσεων f : Ω→ C µε O(Ω).

� Παϱάδειγµα 2.1:

• Η συνάϱτηση z 7→ z δεν είναι παϱαγωγίσιµη στο 0, αϕού:

lim
z→0

z

z
= lim

z→0

z2

|z|2

πϱοσεγγίϹοντας το 0 από δύο διαϕοϱετικές ευϑείες που διέϱχονται από το 0 (και άϱα που
έχουν διαϕοϱετικές κλίσεις), το όϱιο παίϱνει διαϕοϱετικές τιµές. Εποµένως δεν οϱίϹεται.

• Η συνάϱτηση z 7→ z δεν είναι παϱαγωγίσιµη σε κανένα z0 ∈ C, αϕού:

lim
z→z0

z − z0

z − z0
= lim

z−z0→0

z − z0
2

|z − z0|2

• Η ταυτοτική συνάϱτηση είναι παϱαγωγίσιµη σε κάϑε σηµείο z0 ∈ C, αϕού:

lim
z→z0

z − z0

z − z0
= 1

• Κατ’ επέκταση, για κάϑε Ω ⊆ C ανοικτό, το σύνολο O(Ω) δεν είναι κενό και δεν ταυτίϹεται
µε το σύνολο όλων των µιγαδικών συναϱτήσεων.

�

ΣυνεχίϹουµε αποδεικνύοντας µεϱικές σηµαντικές ιδιότητες των µιγαδικών
παϱαγώγων.

Πϱόταση 2.3: Εάν µια συνάϱτηση f : Ω → C (µε το Ω να είναι ανοικτό) έχει µιγαδική
παϱάγωγο στο z0 ∈ Ω, τότε είναι συνεχής στο z0.

Απόδειξη: Πϱάγµατι:

lim
z→z0

[f(z)− f(z0)] = lim
z→z0

ï
f(z)− f(z0)

z − z0
· (z − z0)

ò
= f ′(z0) lim

z→z0
(z − z0) = 0

Πϱόταση 2.4: (Παϱατήϱηση του Καϱαϑεοδωϱή). ΄Εστω f : Ω → C, Ω ⊆ C ανοικτό και
z0 ∈ Ω. Η f έχει µιγαδική παϱάγωγο στο z0 εάν και µόνο αν υπάϱχει συνεχής συνάϱτηση
εf : Ω→ C µε f(z) = f(z0) + εf (z)(z − z0). Επιπλέον, εf (z0) = f ′(z0).
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Απόδειξη: (⇒) ΟϱίϹουµε:

εf (z) =


f(z)− f(z0)

z − z0
, εάν z 6= z0

f ′(z0), εάν z = z0

και παϱατηϱούµε ότι η εf έχει τις Ϲητούµενες ιδιότητες.

(⇐) Εάν f(z) = f(z0) + εf (z)(z − z0), τότε:

εf (z) =
f(z)− f(z0)

z − z0
, για z 6= z0

Λόγω της συνέχειας της εf έπεται κι αυτή η κατεύϑυνση.

Πϱόταση 2.5: ΄Εστω f, g : Ω → C (Ω ⊆ C ανοικτό) οι οποίες είναι παϱαγωγίσιµες στο
z0 ∈ Ω. Τότε:

i. (f + g)′(z0) = f ′(z0) + g′(z0)

ii. (f · g)′(z0) = f ′(z0) · g(z0) + f(z0) · g′(z0)

iii, Αν λ ∈ C, (λf)′(z0) = λf ′(z0)

Απόδειξη: Για το i., το αποτέλεσµα έπεται από τις ιδιότητες του οϱίου.

lim
z→z0

(f + g)(z)− (f + g)(z0)

z − z0
= lim

z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
+ lim
z→z0

g(z)− g(z0)

z − z0

Για το ii., χϱησιµοποιούµε την Πϱόταση 2.4 και γϱάϕουµε f(z) = f(z0) + εf (z)(z − z0),
g(z) = g(z0) + εg(z)(z − z0). Παϱατηϱούµε (µε πϱάξεις) ότι:

(f · g)(z) = (f · g)(z0) +
(
εf (z)g(z0) + εf (z)εg(z)(z − z0) + εf (z0)εg(z)

)
(z − z0)

οπότε αν οϱίσουµε εf ·g = εf (z)g(z0) + εf (z)εg(z)(z − z0) + εf (z0)εg(z), ϑα παϱατηϱήσουµε ότι
η εf ·g είναι συνεχής και:

(f · g)(z) = (f · g)(z0) + εf ·g(z)(z − z0)

∆ηλαδή, ϐάσει της Πϱότασης 2.4, η f · g έχει µιγαδική παϱάγωγο στο z0. Μάλιστα:

(f · g)′(z0) = εf ·g(z0) = f ′(z0) · g(z0) + f(z0) · g′(z0)

Το iii. είναι συνέπεια του ii..

Πϱόταση 2.6: ΄Εστω f, g : Ω → C (Ω ⊆ C ανοικτό) δύο συναϱτήσεις, z0 ∈ Ω και g(z0) 6= 0.
Εάν οι f, g είναι παϱαγωγίσιµες στο z0, τότε:Å

f

g

ã′
(z0) =

f ′(z0)g(z0)− f(z0)g′(z0)

g2(z0)

Απόδειξη: Και πάλι ϑα γίνει χϱήση της Πϱόταση 2.4. Γϱάϕουµε f(z) = f(z0) + εf (z)(z − z0),
g(z) = g(z0) + εg(z)(z − z0) κι επίσης:

f(z)

g(z)
− f(z0)

g(z0)
=
f(z0) + εf (z)(z − z0)

g(z0) + εg(z)(z − z0)
− f(z0)

g(z0)
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Με πϱάξεις στην παϱαπάνω σχέση καταλήγουµε στο ότι:

f(z)

g(z)
=
f(z0)

g(z0)
+

εf (z)g(z0)− f(z0)εg(z)

g2(z0) + g(z0)εg(z)(z − z0)
(z − z0)

το οποίο δίνει το Ϲητούµενο, χϱησιµοποιώντας την Πϱόταση 2.4.

Αυτά δείχνουν (δηλαδή οι πϱοηγούµενες πϱοτάσεις) ότι η µιγαδική παϱάγωγος, όπως και η
πϱαγµατική, συµπεϱιϕέϱεται αϱκετά καλά στις πϱάξεις. Μία άµεση εϕαϱµογή (που µποϱεί
όµως να αποδειχϑεί και κάπως �αυτόνοµα�) είναι το ακόλουϑο παϱάδειγµα:

� Παϱάδειγµα 2.2:

• Εϕόσον η ταυτοτική συνάϱτηση είναι παϱαγωγίσιµη (µε τη µιγαδική έννοια), η x 7→ x2 ϑα
είναι παϱαγωγίσιµη (Πϱόταση 2.5, ii.). Επαγωγικά µάλιστα, για κάϑε n ∈ N, η x 7→ xn

είναι παϱαγωγίσιµη.

• Ως πόϱισµα του πϱοηγούµενου, κάϑε πολυώνυµο έχει µιγαδική παϱάγωγο (Πϱόταση 2.5).

• Είναι ϕανεϱό ότι (x2)′ = 2x. Επαγωγικά και χϱησιµοποιώντας την Πϱόταση 2.5, ii.
κανείς µποϱεί να δείξει ότι (xn)′ = nxn−1 για κάϑε n ∈ N.

• Κάϑε ϱητή συνάϱτηση P/Q είναι παραγωγίσιµη (στα σηµεία που ορίζεται), ϐάσει της Πρό-
τασης 2.6.

�

Τέλος ϑα δείξουµε άλλο ένα αποτέλεσµα που �µεταϐιϐάϹεται� στις µιγαδικές παϱαγώγους, τον
κανόνα της αλυσίδας.

Πϱόταση 2.7: (Κανόνας της αλυσίδας). ΄Εστω f : A → B, g : B → C δύο συναϱτήσεις
και A,B ⊆ C ανοικτά. Ισχύει ότι:

(g ◦ f)′ = f ′ · (g′ ◦ f)

Απόδειξη: ΄Ισως πλέον είναι ϕανερό πώς ϑα λειτουργήσουµε για την απόδειξη της πρότασης: ϑα
χρησιµοποιήσουµε γι’ ακόµη µια ϕοϱά την Πρόταση 2.4.

΄Εστω z0 ∈ A. Θεωρούµε (όπως στην Πρόταση 2.4) τις συνεχείς συναρτήσεις εf , εg, για
τις οποίες:

f(z) = f(z0) + εf (z)(z − z0) και g(w) = g
(
f(z0)

)
+ εg(w)

(
w − f(z0)

)
ΥπολογίϹοντας λοιπόν τη δεύτεϱη στις εικόνες w = f(z), έπεται µε πϱάξεις (και συνδυάϹοντας
την πϱώτη σχέση) ότι:

g ◦ f(z) = g ◦ f(z0) = εf (z)εg
(
f(z)

)
(z − z0)

και κατά συνέπεια το Ϲητούµενο.

2.2.1 Εξισώσεις Cauchy - Riemann

Πϱοτύτεϱα είδαµε δύο �είδη� παϱαγώγων -όταν αναφερόµαστε σε µιγαδικές συναϱτήσεις- αυτήν
του διαφορικού και τις µιγαδικής παραγώγου. Αναϕέϱαµε ότι κανείς ουσιαστικά Ϲητά περισ-
σότερα αν αποσκοπεί µία συνάϱτηση να έχει µιγαδική παράγωγο: αυτό ϑα προσπαθήσουµε να
το αιτιολογίσουµε µε το ακόλουϑο σηµαντικό ϑεώϱηµα.
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Θεώϱηµα 2.1: (Εξισώσεις Cauchy - Riemann). ΄Εστω f : Ω→ C µία µιγαδική συνάϱτηση,
οϱισµένη στο ανοικτό σύνολο Ω ⊆ C, και z0 = (x0, y0) ∈ Ω. Γϱάϕουµε f(z) = <f(z)+i·=f(z)
(δηλαδή την f �κατά συντεταγµένες�) και έχουµε την ακόλουϑη ισοδυναµία:

Η f έχει µιγαδική παϱάγωγο στο z0

⇐⇒

Οι <f,=f είναι διαϕοϱίσιµες στο z0 και


∂<f
∂x

(z0) =
∂=f
∂y

(z0)

∂<f
∂y

(z0) = −∂=f
∂x

(z0)

Απόδειξη: Στα παϱακάτω ϑα γράφουµε z = (x, y).

(⇒) Εάν η µιγαδική παράγωγος υπάρχει σε ένα σηµείο z0 = (x0, y0) ∈ C, τότε το ακόλουϑο όϱιο
υπάρχει:

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
⇔ lim

z→z0

f(z)− f(z0)− f ′(z0)(z − z0)

z − z0
= 0

ΟϱίϹουµε E(z) = f(z)− f(z0)− f ′(z0)(z − z0) και παϱατηϱούµε ότι:

E(z)

z − z0

z→z0−→ 0⇔
∣∣∣∣ E(z)

z − z0

∣∣∣∣ z→z0−→ 0⇔
∣∣∣∣ E(z)

|z − z0|

∣∣∣∣ z→c−→ 0⇔ E(z)

|z − z0|
z→c−→ 0

Επιπλέον, για f ′(z0) = (A,B) ∈ C, παϱατηϱούµε ότι:

f(z) = f(z0)+f ′(z0)(z−z0)+E(z)⇒
®
<f(x, y) = <(f(x0, y0)) +A(x− x0)−B(y − y0) + <(E(x, y))

=f(x, y) = =(f(x0, y0)) +B(x− x0) +A(y − y0) + =(E(x, y))

Επειδή E(z)/|z − z0|
z→z0−→ 0, έπεται ότι:

<(E(z))

|z − z0|
z→z0−→ 0 και

=(E(z))

|z − z0|
z→z0−→ 0

∆ηλαδή οι συναϱτήσεις <f, =f είναι διαϕοϱίσιµες στο z0. Μάλιστα:

∂<f
∂x

(z0) = lim
x→x0

<f(x, y)−<(f(x0, y0))

|x− x0|
= lim

x→x0

A(x− x0)−B(y0 − y0) + <(E(x, y0))

|x− x0|
= A

∂<f
∂y

(z0) = lim
y→y0

<f(x, y)−<(f(x0, y0))

|y − y0|
= lim

y→y0

A(x0 − x0)−B(y − y0) + <(E(x0, y))

|y − y0|
= −B

∂=f
∂x

(z0) = lim
x→x0

=f (x, y)−=(f(x0, y0))

|x− x0|
= lim

x→x0

B(x− x0) +A(y0 − y0) + =(E(x, y0))

|x− x0|
= B

∂=f
∂y

(z0) = lim
y→y0

=f(x, y)−=(f(x0, y0))

|y − y0|
= lim

y→y0

B(x0 − x0) +A(y − y0) + =(E(x0, y))

|y − y0|
= A

(⇐) Εάν οι <f, =f είναι διαϕοϱίσιµες στο z0, τότε υπάϱχουν συναϱτήσεις δ και η αντίστοιχα,
τέτοιες ώστε:

<f(x, y) = <f(x0, y0) +A(x− x0)−B(y − y0) + δ(x, y)

=f(x, y) = =f(x0, y0) +B(x− x0) +A(y − y0) + η(x, y)

και επιπλέον:
δ(z)

|z − z0|
z→z0−→ 0 και

η(z)

|z − z0|
z→z0−→ 0
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Τα A και B αντίστοιχα είναι οι τιµές ∂<f/∂x(z0) και ∂=f/∂x(z0). Εϕόσον f(z) = <f (z) +
i=f (z), ο τύπος της f ισοδύναµα γίνεται:

f(z) = f(z0) + (A+Bi)(z − z0) + δ(z) + iη(z)

Θέτοντας E(z) = δ(z) + iη(z), έχουµε ότι E(z)/|z − z0|
z→z0−→ 0 ⇔ E(z)/(z − z0)

z→z0−→ 0 κι
επιπλέον:

lim
z→z0

f(z)− f(z0)− (A+Bi)(z − z0) + E(z)

z − z0
= 0⇔ lim

z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
= A+Bi

Εποµένως η µιγαδική παϱάγωγος στο z0 υπάϱχει και µάλιστα είναι η τιµή f ′(z0) = A+Bi.

Παϱατήϱηση 2.1: Από το Θεώϱηµα 2.1 έπεται ότι αν η f έχει µιγαδική παϱάγωγο, τότε είναι
διαϕοϱίσιµη (για παϱάδειγµα, χϱησιµοποιώντας επίσης την απόδειξη της Πϱότασης 2.2).

Οπότε εάν κανείς έχει µιγαδική παραγωγίσιµη συνάϱτηση, µποϱεί να εξασφαλίσει τη δι-
αφορισιµότητα.

΄Ενα ακόµη πόϱισµα του παραπάνω ϑεωρήµατος σχετίζεται µε τη µοϱϕή της µιγαδικής
παραγώγου, σε σχέση µε τις µεϱικές παραγώγους των συντεταγµένων.

Παϱατήϱηση 2.2: Από την απόδειξη του Θεωϱήµατος 2.1 έπεται ότι, αν µία συνάϱτηση
f : Ω→ C είναι παϱαγωγίσιµη στο z0, τότε:

f ′(z0) =
∂<f
∂x

(z0) + i · ∂=f
∂x

(z0)

ή αλλιώς:

f ′(z0) =
∂=f
∂y

(z0)− i · ∂<f
∂y

(z0)

Με τις εξισώσεις Cauchy - Riemann είναι δυνατόν να µελετήσουµε την παραγωγισιµότητα περισ-
σότερο �περίπλοκων� συναϱτήσεων. Για παϱάδειγµα, η µιγαδική εκθετική και λογαριθµική (σε
κατάλληλα πάντα σύνολα).

Πϱόταση 2.8: Οι ακόλουϑες συναϱτήσεις είναι ολόµοϱϕες, στα σύνολα που οϱίϹονται.

i. exp : C→ C

ii. log |C\Ox′−−→ : C\Ox′−−→→ C

Απόδειξη: Για το i.: ΣυµϐολίϹουµε z = (x, y). ΄Οσον αϕοϱά την exp, παϱατηϱούµε ότι ισχύει το
Θεώϱηµα 2.1, αϕού οι συντεταγµένες της είναι διαϕοϱίσιµες και:

∂ex cos(y)

∂x
(z0) = ex0 cos(y0) =

∂ex sin(y)

∂y
(z0)

∂ex cos(y)

∂y
(z0) = −ex0 sin(y0) = −∂e

x sin(y)

∂x
(z0)

για κάϑε z0 = (x0, y0) ∈ C. Οπότε η exp είναι παντού ολόµορφη. Μάλιστα, από την
Παϱατήϱηση 2.2:

exp′ =
∂ex cos(y)

∂x
+ i

∂ex sin(y)

∂x
= exp

Για το ii.: ΄Οσον αϕοϱά τη συνάϱτηση του λογαϱίϑµου, για κάϑε z0 ∈ C\Ox′−−→ ισχύει:

lim
z→z0

log z − log z0

z − z0
= lim

z→z0

1

/
exp(log(z))− exp(log(z0))

log(z)− log(z0)

 =
1

exp(log(z0))
=

1

z0
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Οπότε η συνάϱτηση log είναι ολόµοϱϕη στο C\Ox′−−→, µε παϱάγωγο 1/(·). Μάλιστα αυτό είναι
το µεγαλύτεϱο σύνολο ως πϱος τη σχέση του υποσυνόλου, για το οποίο ο λογάϱιϑµος log έχει
µιγαδική παϱάγωγο, µιας και στο Ox′−−→ δεν είναι συνεχής συνάϱτηση.

2.3 ∆υναµοσειϱές

Η µελέτη των δυναµοσειρών σ’ αυτό το σηµείο είναι κϱισιµής σηµασίας για τη µελέτη της ολο-
µορφίας. ΄Ενα από τα σηµαντικότερα απότελέσµατα που ϑα δούµε είναι ότι κάϑε δυναµοσειρά
είναι ολόµορφη στον δίσκο σύγκλισής της. ΄Επειτα, σε επόµενο κεφάλαιο, ϑα δούµε επίσης ότι
κάϑε ολόµορφη συνάϱτηση έχει ανάλυση σε δυναµοσειρά.

Οϱισµός 2.4: (∆υναµοσειρές). Ως µιγαδική δυναµοσειρά ορίζουµε κάϑε εν γένει
�απειρόβαθµο� πολυώνυµο µε µιγαδικούς συντελεστές. ∆ηλαδή κάϑε συνάϱτηση της µορ-
ϕής:

P (z) =

∞∑
k=0

akz
k

όπου (ak)k∈N είναι µία ακολουθία µιγαδικών αριθµών. Συµβολίζουµε το σύνολο των µι-
γαδικών δυναµοσειρών µε:

C[[z]] =

{ ∞∑
k=0

akz
k
∣∣∣ ak ∈ C, k ∈ N0

}

Ο παραπάνω συµβολισµός του συνόλου των µιγαδικών δυναµοσειρών, C[[z]], γίνεται σε αναλογία
µε τον συµβολισµό του συνόλου C[z] των πολυωνύµων υπεράνω του C.

Εν τω µεταξύ στα πολυώνυµα είναι γνωστό ότι C[z − c] = C[z], δηλαδή τα πολυώνυµα
�µε κέντρο c� είναι (ή τουλάχιστον τα ϐλέπουµε ως) πολυώνυµα µε µεταβλητή z.

P (z) = an(z − c)n + · · ·+ a0

Το ίδιο δεν συµϐαίνει µε τις δυναµοσειϱές. ∆ηλαδή, δεν αληϑεύει η ισότητα C[[z − c]] = C[z]
- οι δυναµοσειϱές κέντϱου c ενδέχεται να µην είναι κέντϱου 0. ΄Ενα απλό παϱάδειγµα είναι το
ακόλουϑο:

P (z) =
∞∑
k=0

(z + 1)k

Οπότε γενικά ϑα πϱέπει να υπάρχει πϱοσοχή στο τι είδους δυναµοσειρά είναι µία δυναµοσειρά,
αν έχουµε δηλαδή κέντρο ή όχι. Είναι επίσης σκόπιµο να ορίσουµε τη σύγκλιση των δυναµο-
σειρών, πϱάγµα που κάνουµε στην επόµενη παράγραφο. Γενικά ϑα µελετήσουµε σύγκλιση σε
δυναµοσειρές της µορφής:

∞∑
k=0

ckz
k

δηλαδή µε κέντϱο 0, τα αποτελέσµατα όµως µεταϕέϱονται σε δυναµοσειϱές µε οποιοδήποτε
κέντϱο (µε της απαϱαίτητες τϱοποποιήσεις ϕυσικά).

2.3.1 Σύγκλιση δυναµοσειϱών

Κατ’ αρχάς ο όϱος �σύγκλιση δυναµοσειρών� είναι λογικός, αν και ίσως λίγο παραπλανητικός.
Στην ουσία µια δυναµοσειρά (έστω κέντρου 0) µε συντελεστές ak ορίζεται στα z στα οποία το όϱιο
limn∈N0

∑n
k=0 akz

k υπάρχει, οπότε ο όϱος �σύγκλιση� έχει νόηµα.

Επιπλέον, είναι σηµαντικό κανείς να παρατηρήσει ότι οι σειϱές (µεϱικών αθροισµάτων)
στην ουσία δεν διαφέρουν πολύ από τις ακολουθίες. Κατ’ αρχάς µία ακολουθία µεϱικών
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αθροισµάτων
∑n

k=0 ak είναι (προφανώς) µία ακολουθία του n, κι αντίστροφα µία ακολουθία
(ak)k∈N µποϱεί να γϱαϕεί:

an+1 = a0 +

n∑
k=1

(ak − ak−1)

Με αυτό υπόψη, αρκετά αποτελέσµατα που ϑα δώσουµε είναι στην πραγµατικότητα αποτελέσ-
µατα ακολουθιών, οπότε ίσως γνωστά για κάποιους. Θα δούµε παϱόλα αυτά αποδείξεις που
εµπλέκουν σειϱές, για να ενασχοληθούµε µ’ αυτές.

Οϱισµός 2.5: (Κατά σηµείο σύγκλιση). Θα λέµε ότι µία ακολουϑία συναϱτήσεων (fn)n∈N
µε fn : A→ C, A ⊆ C, συγκλίνει κατά σηµείο σε µία f : A→ C εάν:

Για κάϑε z ∈ A, fn(z)→ f(z)

Στην πεϱίπτωση των δυναµοσειϱών, ϑα λέµε ότι µία δυναµοσειϱά P (z) =
∑∞

k=0 ckz
k συγκλίνει

σ’ ένα σύνολο A ⊆ C εάν, για Sn,P (z) =
∑n

k=0 ckz
k:

Sn,P (z)→ P (z), για κάϑε z ∈ A

Πϱόταση 2.9: ΄Εστω
(
(ak, bk)

)
k∈N µια ακολουθία µιγαδικών αριθµών (ak, bk). Τότε η

ακόλουϑη ισοδυναµία αληθεύει:

∞∑
k=0

(ak + ibk) συγκλίνει ⇔ οι
∞∑
k=0

ak,
∞∑
k=0

bk συγκλίνουν.

Απόδειξη:

(⇒) Υποθέτουµε ότι η σειϱά
∑∞

k=0(ak + ibk) συγκλίνει. Εάν sn είναι η σειϱά των µεϱικών
αθροισµάτων της, τότε υπάρχει (α, β) ∈ C τέτοιο ώστε:

sn
k→∞−→ α+ iβ

Γϱάϕοντας ισοδύναµα την ακολουϑία των µεϱικών αϑϱοισµάτων στη µοϱϕή sn =
∑n

k=0 ak +
i
∑n

k=0 bk, παϱατηϱούµε ότι:
n∑
k=0

ak + i
n∑
k=0

bk
n→∞−→ α+ iβ ⇒

n∑
k=0

ak
n→∞−→ α,

n∑
k=0

bk
n→∞−→ β

΄Ετσι λοιπόν, οι σειϱές
∑∞

k=0 ak,
∑∞

k=0 bk συγκλίνουν στα α και β αντίστοιχα.

(⇐) ΄Εστω sn, tn να είναι οι σειϱές των µεϱικών αθροισµάτων των
∑∞

k=0 ak και
∑∞

k=0 bk
αντίστοιχα, οι οποίες συγκλίνουν στα α και β. Παϱατηϱούµε ότι:

n∑
k=0

(ak + ibk) =

n∑
k=0

ak + i

n∑
k=0

bk = sn + tn

Εποµένως, η
∑∞

k=0(ak + ibk) συγκλίνει, και µάλιστα τον µιγαδικό αριθµό α+ iβ.

Λήµµα 2.1: Μια γεωµετϱική σειϱά
∑∞

k=0 a
k, a > 0 συγκλίνει αν και µόνο αν ο λόγος της a

είναι αυστηϱά µικϱότεϱος του 1. �

Απόδειξη: Πϱάγµατι, η σειϱά των µεϱικών αϑϱοισµάτων:

sn =

n∑
k=0

ak =
an+1 − 1

a− 1
, a > 0
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συγκλίνει αν και µόνο αν a < 1. Μάλιστα, το όϱιό της είναι το 1/(1− a).

Θεώϱηµα 2.2: (΄Υπαρξη ακτίνας σύγκλισης δυναµοσειράς). ΄Εστω P ∈ C[[z]] µια µι-
γαδική δυναµοσειρά της µορφής:

P (z) =
∞∑
k=0

ckz
k

Yπάϱχει ένας αριθµός R ∈ [0,∞], τέτοιος ώστε στον (ανοικτό) δίσκο S(0, R) η P να συγκλίνει
απολύτως και στην (κλειστή) περιοχή C\B(0, R) να αποκλίνει.

Μάλιστα, αυτό το R είναι το:

R = sup
{
r > 0 | (|ck|rk)k∈N0 ϕϱαγµένη

}
Απόδειξη: ΄Εστω:

R = sup
{
r > 0 | (|ck|rk)k∈N0 ϕϱαγµένη

}
Κατ΄αϱχάς παϱατηϱούµε ότι το supremum υπάρχει, αϕού για r = 0 η (|ck|rk)k∈N0 είναι πάντοτε
ϕραγµένη (δεν πέϕτουµε σε τετριµµένες περιπτώσεις µε κενά σύνολα).

Η πεϱίπτωση όπου R = 0 είναι τετριµµένη. Εάν R > 0, κάϑε πραγµατικός αριθµός
0 6 r0 6 R δίνει ακολουθία (|ckrk0 |)k∈N0 η οποία είναι ϕραγµένη, έστω από έναν ϑετικό αριθµό
M . Παϱατηϱούµε ότι για |z| < r0:

|ckzk| = |ck|rk0 ·
Å |z|
r0

ãk
6M ·

Å |z|
r0

ãk
Κατά συνέπεια:

0 6
∞∑
k=0

|ckzk| 6
∞∑
k=0

M

Å |z|
r0

ãk
?
= M

/
1−
Å |z|
r0

ãk
όπου στην ισότητα άστϱο (?) γίνεται χϱήση του Λήµµατος 2.1. Επειδή η τελευταία συγκλίνει
και η πϱώτη είναι σειϱά αύξοντων µεϱικών αθροισµάτων (περιέχει µόνο ϑετικούς όϱους), η∑∞

k=0 |ckzk| συγκλίνει για κάϑε |z| < r0. Επειδή το εν λόγω αποτέλεσµα ισχύει για κάϑε
R > r0 > 0, για κάϑε |z| < R η σειϱά συγκλίνει.

Για να ολοκληρωθεί η απόδειξη, ϑα δείξουµε ότι αν |z| > R, η σειϱά αποκλίνει. Πράγ-
µατι, το R είναι το supremum των ϑετικών αριθµών r, για τους οποίους η ακολουθία
(|ck|rk)k∈N0 είναι ϕραγµένη. Εποµένως, για |z| > R, υπάρχουν άπειϱοι όϱοι της (|ckzk|)k∈N0

οι οποίοι είναι µεγαλύτεϱοι του 1 (αϕού αν το αντίθετο συνέϐαινε, η ακολουθία προφανώς ϑα
ϕράσσοταν από το 1 + max{|ckzk| > 1}) και συνεπώς:

∞∑
`=0

|c`z`| >
∑

`∈
{
k
∣∣ |ckzk|>1

} |c`z`| > ∑
`∈
{
k
∣∣ |ckzk|>1

} = #
{
k
∣∣ |ckzk| > 1

}
=∞

Αυτό ολοκληϱώνει την απόδειξη.

΄Ενα ακόµη αποτέλεσµα που ίσως κανείς να ϑυµάται από τον απειϱοστικό λογισµό ή την πραγ-
µατική ανάλυση είναι το παϱακάτω.

Πϱόταση 2.10: (Κϱιτήϱιο λόγου για δυναµοσειρές). ΄Εστω P (z) =
∑∞

k=0 ckz
k µια µι-
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γαδική δυναµοσειρά. Εάν: ∣∣∣ ck
ck+1

∣∣∣ k→∞−→ R

τότε το R αποτελεί την ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς P .

Ως γενίκευση, σε οποιαδήποτε άλλη δυναµοσειρά (µε διαφορετικό κέντρο) Q ∈ C[[z− c]], a ∈
C, εφαρµόζει το εν λόγω κϱιτήϱιο.

Απόδειξη: Αϱχικά υποϑέτουµε ότι το R δεν είναι άπειϱο. Για |z| < R παϱατηϱούµε ότι εϕαϱµόϹει
το κϱιτήϱιο του λόγου για πϱαγµατικές σειϱές, αϕού:∣∣∣ck+1z

k+1

ckzk

∣∣∣ =
|ck+1| · |z|
|ck|

k→∞−→ |z|
R

< 1

Εποµένως, η σειϱά
∑∞

k=0 |ckzk| συγκλίνει. Εάν τώϱα |z| > R, ο προαναφερθής λόγος είναι

µεγαλύτερος της µονάδας, οπότε |ckzk|
k→∞−→ ∞. Αυτό δίνει ότι η σειϱά αποκλίνει, αϕού εάν

συνέκλινε, |ckzk| → 0.

Εάν το R είναι άπειϱο, για κάϑε (σταθερό) z ∈ C, η ποσότητα:

|ck+1| · |z|
|ck|

τείνει στο 0 < 1, οπότε και πάλι εφαρµόζει το κϱιτήϱιο του λόγου για πραγµατικές σειϱές. Η
σειϱά λοιπόν

∑∞
k=0 |ckzk|, σε αυτήν την πεϱίπτωση συγκλίνει για κάϑε µιγαδικό z.

Τα προαναφερθέντα επιχειρήµατα παραµένουν αναλλοίωτα στην πεϱίπτωση όπου το z
έχει αντικατασταθεί από το z − c, c ∈ C - οπότε το αποτέλεσµα γενικεύεται: σε οποιαδήποτε
άλλη δυναµοσειρά Q ∈ C[[z − c]], c ∈ R, εφαρµόζει το εν λόγω κϱιτήϱιο.

Επίσης, µία χϱήσιµη µοϱϕή της ακτίνας σύγκλισης δίνεται παϱακάτω.

Πϱόταση 2.11: ΄Εστω P (z) =
∑∞

k=0 ckz
k µία µιγαδική δυναµοσειϱά. Ο αϱιϑµός:

R = 1
/

lim supk→∞
k
√
|ck|

αποτελεί την ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειϱάς.

Απόδειξη: Εάν R = 0, τότε -δεδοµένου οποιουδήποτε r > 0- η ακολουθία (|ck|rk)∞k=1 δεν είναι
ϕραγµένη. Κατά συνέπεια, η σειϱά P (z) δεν συγκλίνει απολύτως για κανένα z = reiθ (εκτός
από το 0, που ούτως ή άλλως δεν �πιάνεται�, αϕού r > 0).

Εάν R =∞, τότε είναι ϕανερό ότι η P (z) συγκλίνει απολύτως για κάϑε z ∈ C.

Εάν R 6∈ {0,∞}, για αριθµό z ∈ C µε:

|z| < 1
/

lim supk→∞
k
√
|ck|
⇒ lim sup

k→∞

k
»
|ckzk| < 1

ϑεωϱούµε lim supk→∞
k
√
|ckzk| < µ < 1. Αυτό επιτυγχάνεται εφόσον η ανισότητα είναι γνήσια.

Λόγω της προηγούµενης ανισότητας, η ακολουθία
(
k
√
|ckzk|

)
k∈N έχει άπειϱους όϱους άνω ϕραγ-

µένους από µ, και µάλιστα τελικά ϕράσσεται από το µ (αϕού αν δεν ϕρασσόταν, ϑα µποϱούσε να
επιλεγεί υπακολουθία που ϑα καθιστούσε το lim sup µεγαλύτεϱο του µ). ∆ηλαδή, έπειτα ενός n:

∞∑
k=n

|ckzk| 6
∞∑
k=n

µk 6
∞∑
k=1

µk =
1

1− µ



38 Κεϕάλαιο 2. Ολόµοϱϕες συναϱτήσεις

(εϕόσον µ < 1 και η
∑∞

k=1 µ
k είναι γεωµετϱική). ΄Αϱα η σειϱά

∑∞
k=1 ckz

k συγκλίνει απολύτως
για |z| < R.

Τέλος, εάν |z| > R, ϑα δείξουµε ότι η εν λόγω σειϱά δεν συγκλίνει. Πράγµατι, τότε ϑα
µποϱούσε (όπως και πϱιν) να επιλεγεί αριθµός:

lim sup
k→∞

k
»
|ckzk| > µ > 1

το οποίο µε τη σειϱά του σηµαίνει την ύπαϱξη υπακολουϑίας
(
ck(s)z

k(s)
)
s∈N µε |ck(s)z

k(s)| >
µk(s) > 1. Αυτό µας δείχνει ότι η σειϱά

∑∞
k=1 ckz

k δεν συγκλίνει, αϕού αν συνέκλινε ckzk → 0.

΄Ολα όσα αναϕέϱαµε πεϱί σύγκλισης δυναµοσειϱών µποϱούν να εϕαϱµοστούν σε δυναµοσειϱές
γενικά, αλλά και σε µία χϱήσιµη παϱατήϱηση που ϑα αναϕέϱουµε παϱακάτω. Βάσει αυτής
κανείς µποϱεί να υπολογίϹει την ακτίνα σύγκλισης µίας δυναµοσειϱάς (σε οϱισµένες πεϱιπτώσεις),
�πετώντας� πεϱιττές πληϱοϕοϱίες.

Παϱατήϱηση 2.3: Θεωϱούµε δύο δυναµοσειϱές:

P (z) =
∞∑
k=0

ck(z − c)k και Q(z) =
∞∑
k=0

ckf(k)(z − c)k

µε κέντϱο c και ακτίνες σύγκλισης RP και RQ αντίστοιχα.

i. Εάν το f είναι πολυώνυµο του C[k], τότε RP = RQ.

ii. Εάν f(k) = mk (δηλαδή εκϑετική συνάϱτηση του k), τότε RQ = RP /m.

iii. Γενικότεϱα, εάν f(k)/f(k + 1)→ m, τότε RQ = m ·RP .

Απόδειξη: Για το i.: Επειδή: ∣∣∣∣ ckck+1

∣∣∣∣→ RP και
f(k)

f(k + 1)
→ 1

έχουµε: ∣∣∣∣ ckf(k)

ck+1f(k + 1)

∣∣∣∣→ RP

Εποµένως, ϐάσει της Πρότασης 2.10, RP = RQ.

Για τα ii. και iii. εφαρµόζουµε και πάλι την Πρόταση 2.10, µε ανάλογο τϱόπο.

Αναϕέϱαµε ότι οι δυναµοσειρές στην ουσία είναι όϱιο, εφόσον:

P (z) = lim
n→∞

n∑
k=0

ckz
k

∆ηλαδή, αν Sn,P (z) =
∑n

k=0 ckz
k, τότε (σε κάποιο σύνολο):

Sn,P → P

οπότε έχει νόηµα να λέµε ότι µία δυναµοϱειϱά συγκλίνει. Εκτός από την κατά σηµείο σύγκλιση
όµως, έχει νόηµα να µιλήσουµε και για οµοιόµοϱϕη σύγκλιση.

Οϱισµός 2.6: (Οµοιόµοϱϕη σύγκλιση). Θα λέµε ότι µία ακολουϑία συναϱτήσεων (fn)n∈N
µε fn : A→ C, A ⊆ C, συγκλίνει οµοιόµοϱϕα σε µία f : A→ C εάν:

sup
z∈A
|fn(z)− f(z)| → 0

Θα συµϐολίϹουµε fn →o f . Στην πεϱίπτωση των δυναµοσειϱών, ϑα λέµε ότι µία P (z) =
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k=0 ckz

k συγκλίνει οµοιόµοϱϕα σ’ ένα σύνολο A ⊆ C εάν, για Sn,P (z) =
∑n

k=0 ckz
k:

sup
z∈A
|Sn,P (z)− P (z)| → 0

Είναι ϕανεϱό, από τον πϱοηγούµενο οϱισµό, ότι µία σειϱά που συγκλίνει απολύτως οµοιόµοϱϕα,
συγκλίνει και οµοιόµοϱϕα. ∆ηλαδή, εάν η:

∞∑
k=0

|ckzk|

συγκλίνει οµοιόµοϱϕα, τότε επειδή:∣∣∣∣∣
n∑
k=0

|ckzk| −
∞∑
k=0

|ckzk|
∣∣∣∣∣ =

∞∑
k=n+1

|ckzk| >
∣∣∣∣∣
n∑
k=0

ckz
k −

∞∑
k=0

ckz
k

∣∣∣∣∣
η
∑∞

k=0 ckz
k ϑα συγκλίνει οµοιόµορφα επίσης.

΄Ενα χϱήσιµο αποτέλεσµα σχετικά µε την οµοιόµορφη σύγκλιση είναι το
παϱακάτω.

Πϱόταση 2.12: (Κϱιτήϱιο οµοιόµοϱϕης σύγκλισης του Weierstrass). ΄Εστω (fk)k∈N0 ,
fk : A → C, A ⊆ C, µία ακολουϑία συναϱτήσεων. Εάν υπάϱχουν σταϑεϱές Mk > 0 ώστε
|fk(z)| 6Mk και

∑∞
k=0Mk <∞, τότε η σειϱά:

∞∑
k=0

|fk(z)|

συγκλίνει οµοιόµοϱϕα.

Απόδειξη: Παϱατηϱούµε η σειϱά
∑∞

k=0 fk(z) συγκλίνει απολύτως, αϕού η σειϱά
∑∞

k=0 |fk(z)|
πεϱιέχει ϑετικούς όϱους και ϕϱάσσεται ως εξής:

∞∑
k=0

|fk(z)| 6
∞∑
k=0

Mk

Η τελευταία σειϱά συγκλίνει, οπότε και η πϱώτη συγκλίνει (κατά σηµείο).

Για κάϑε λοιπόν z ∈ A ϑα δείξουµε ότι η σύγκλιση δεν είναι απλώς κατά σηµείο, αλλά
και οµοιόµορφη. ΄Εχουµε λοιπόν ότι:

sup
z∈A

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

|fk(z)| −
∞∑
k=0

|fk(z)|
∣∣∣∣∣ = sup

z∈A

∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

|fk(z)|

∣∣∣∣∣∣ 6 sup
z∈A

∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

Mk

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

Mk

∣∣∣∣∣∣
Επειδή η σειϱά

∑∞
k=0Mk συγκλίνει, η σειϱά των µεϱικών αϑϱοισµάτων της

∑n
k=0Mk συγκλίνει.

Κατ’ επέκταση, η ‘ουϱά’ της σειϱάς είναι συγκλίνουσα πϱος το 0 και συνεπώς:

sup
z∈A

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

|fk(z)| −
∞∑
k=0

|fk(z)|
∣∣∣∣∣ 6

∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

Mk

∣∣∣∣∣∣ n→∞−→ 0

Αυτό δείχνει ότι η σειϱά
∑∞

k=0 |fk(z)| συγκλίνει οµοιόµοϱϕα.

Γενικά η οµοιόµοϱϕη σύγκλιση έχει καλύτεϱες ιδιότητες απ’ ότι η κατά σηµείο. ΄Ενα παϱάδειγµα
µίας παϱατήϱησης που το δείχνει αυτό, είναι η ακόλουϑη.

Παϱατήϱηση 2.4: ΄Εστω (fn)n∈N µία ακολουϑία συνεχών συναϱτήσεων fk : A→ C, A ⊆ C, κι
επίσης µία συνάϱτηση f : A→ C. Εάν fn →o f , τότε και η f είναι συνεχής συνάϱτηση.
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Απόδειξη: ΄Εστω ε > 0. Λόγω της οµοιόµοϱϕης σύγκλισης fn →o f , υπάϱχει ένα n0 ∈ N τέτοιο
ώστε για κάϑε n > n0 να αληϑεύει ότι:

sup
z∈A
|fn(z)− f(z)| < ε/3⇒ |fn(z)− f(z)| < ε/3, για κάϑε z ∈ A

΄Εστω τυχαίο σηµείο a ∈ A. Επειδή κάϑε συνάϱτηση fn είναι συνεχής σε αυτό το a, για κάποιο
δ > 0 και για κάϑε z ∈ A για το οποίο |z − a| < δ:

|fn(z)− fn(a)| < ε/3

Εάν λοιπόν ϑεωϱήσουµε n > n0 και z ∈ A τέτοιο ώστε |z − a| < δ, τότε:

|f(z)− f(a)| 6 |f(z)− fn(z)|+ |fn(z)− fn(a)|+ |fn(a)− f(a)| < 3 · ε/3 = ε

Αυτό δείχνει ότι η f είναι συνεχής στο a. Επειδή το a ήταν τυχόν σηµείο στο A, αποδεικνύεται η
συνέχεια της f στο A.

2.3.2 Παϱαγώγιση δυναµοσειϱών

Γενικά ϑα µας απασχολήσουν πολύ µιγαδικές συναρτήσεις που έχουν ανάπτυγµα σε δυναµο-
σειρά, οπότε είναι σκόπιµο να ελέγξουµε εάν αυτές έχουν καλές ιδιότητες, που µεταβιβάζονται
ίσως από τα πολυώνυµα. Για παϱάδειγµα, είναι µία δυναµοσειρά ολόµορφη συνάϱτηση στον
δίσκο σύγκλισής της; Η απάντηση που ϑα δώσουµε είναι καταϕατική, και µάλιστα ϑα δείξουµε
κάτι καλύτεϱο (σε µεταγενέστερο κεφάλαιο). Οι συναρτήσεις που αναλύονται σε δυναµοσειρά
-δηλαδή οι αναλυτικές συναϱτήσεις- είναι ακϱιϐώς οι ολόµορφες.

Οϱισµός 2.7: (Αναλυτικές συναρτήσεις). ΄Εστω Ω ⊆ C ένα ανοικτό σύνολο. Μία
συνάϱτηση f : Ω→ C που για κάϑε a ∈ Ω υπάρχει r ώστε να έχει ανάπτυγµα σε δυναµοσειρά
στο S(a, r) ⊆ Ω:

f(z) =

∞∑
k=0

ck(z − a)k

λέγεται αναλυτική συνάϱτηση στο Ω. Το σύνολο των αναλυτικών συναϱτήσεων στο Ω το συµ-
ϐολίζουµε µε:

A(Ω) = {f : Ω→ A | f αναλυτική}

Ας δείξουµε αρχικά ότι κάϑε συνάϱτηση που αναλύεται σε δυναµοσειρά έχει µιγαδική παράγωγο.

Θεώϱηµα 2.3: (Θεώϱηµα παϱαγώγισης δυναµοσειϱών). ΄Εστω P (z) =
∑∞

k=0 ckz
k µία

δυναµοσειϱά µε ακτίνα σύγκλισης R. H P είναι ολόµοϱϕη στον S(0, R). Γενικεύοντας,
οποιαδήποτε δυναµοσειϱά Q(z) =

∑∞
k=0 ck(z − a)k µε ακτίνα σύγκλισης R, είναι ολόµοϱϕη

στον S(a,R).

Απόδειξη: Η απόδειξη είναι αρκετά εκτενής και ϑα γίνει σε ϐήµατα.

Βήµα Ι: Κατ’ αρχάς, οι σειϱές:
∞∑
k=0

ckz
k και

∞∑
k=0

kckz
k

έχουν την ίδια ακτίνα σύγκλισης, από την Παϱατήϱηση 2.3, i..

Βήµα ΙΙ: Θεωρούµε τυχόν ζ ∈ S(0, R) και αριθµό r µε |ζ| < r < R. Για κάϑε z ∈ S(0, r)\{ζ}
έχουµε:

P (z)− P (ζ)

z − ζ
=

1

z − ζ

( ∞∑
k=0

ckz
k −

∞∑
k=0

ckζ
k

)
=

1

z − ζ

∞∑
k=0

ck(z
k − ζk) =
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=
∞∑
k=1

ck(z
k−1 + ζzk−2 + · · ·+ ζk−1)

Βήµα ΙΙΙ: Θα δείξουµε ότι η σύγκλιση της:
∞∑
k=1

ck(z
k−1 + ζzk−2 + · · ·+ ζk−1)

είναι οµοιόµορφη, οπότε ϐάσει της Παϱατήϱησης 2.4, ϑα είναι και συνεχής συνάϱτηση. Πράγ-
µατι, παϱατηϱούµε ότι:∣∣ck(zk−1 + ζzk−2 + · · ·+ ζk−1)

∣∣ 6 |ck| · (|z|k−1 + |ζ| · · · |z|k−2 + · · · |ζ|k−1) 6 k|ck|rk−1

κι επειδή r < R, η
∑∞

k=0 k|ck|rk συγκλίνει. ∆ηλαδή, από την Πρόταση 2.12, η σύγκλιση της∑∞
k=1 ck(z

k−1 + ζzk−2 + · · ·+ ζk−1) είναι οµοιόµορφη.

Βήµα IV: Λόγω της συνέχειας της
∑∞

k=1 ck(z
k−1 + ζzk−2 + · · · + ζk−1), είναι δυνατόν να

γράψουµε:

lim
z→ζ

P (z)− P (ζ)

z − ζ
= lim

z→ζ

∞∑
k=1

ck(z
k−1 + ζzk−2 + · · ·+ ζk−1) =

∞∑
k=1

kckz
k−1

δηλαδή η P παραγωγίζεται σε κάϑε σηµείο ζ ∈ S(0, r), r < R. Επειδή οι δίσκοι S(0, r), για τα
διάφορα r, καλύπτουν τον S(0, R), σε κάϑε σηµείο του S(0, R) η P παραγωγίζεται.

Είναι ϕανερό, από το προηγούµενο ϑεώϱηµα, ότι µία δυναµοσειρά όχι απλώς παραγωγίζεται,
αλλά παραγωγίζεται απείϱως.

∆εδοµένης της παϱαγώγισης των δυναµοσειρών, µποϱούµε πλέον να ϐϱούµε ένα ανάπτυγµα για
την εκθετική συνάϱτηση.

Παϱατήϱηση 2.5: Η εκϑετική συνάϱτηση e(·) : C→ C έχει ανάλυση σε δυναµοσειϱά:

ez =
∞∑
k=0

zk

k!

Απόδειξη: Θεωϱούµε τη δυναµοσειϱά:

E(z) =

∞∑
k=0

zk

k!

και ϑα δείξουµε ότι αυτή είναι η εκϑετική συνάϱτηση. Παϱατηϱούµε ότι:(
E(z) · e−z

)′
= E′(z) · e−z − E(z) · e−z ?

= e−z
∞∑
k=0

zk−1

(k − 1)!
− e−z

∞∑
k=0

zk

k!
= 0

(όπου στη σχέση άστϱο (?) χϱησιµοποιείται το Θεώϱηµα 2.3). ∆ηλαδή:

E(z) · e−z = c⇒ E(z) = cez, για κάποιο c ∈ C

Επειδή E(0) · e0 = 1, έπεται τελικά ότι c = 1 και E(z) = ez.

Εν τω µεταξύ ϑυµηϑείτε ότι είχαµε οϱίσει:

eiθ = cos θ + i sin θ, θ ∈ R

και, ϐάσει των πϱοηγουµένων:

cos θ + i sin θ =

∞∑
k=0

ik · θ
k

k!
=

∞∑
λ=0

(−1)λ
θ2λ

(2λ)!
+ i

∞∑
λ=0

(−1)λ
θ2λ+1

(2λ+ 1)!

΄Ετσι λοιπόν, έπεται µία (ήδη γνωστή) παϱατήϱηση:
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Παϱατήϱηση 2.6: Τα πϱαγµατικά συνηµίτονα και ηµίτονα έχουν ανάλυση σε δυναµοσειϱά:

cos θ =
∞∑
k=0

(−1)k
θ2k

(2k)!
και sin θ =

∞∑
k=0

(−1)k
θ2k+1

(2k + 1)!

για θ ∈ R.

Με γνώµονα την πϱοηγούµενη παϱατήϱηση, είναι δυνατόν να οϱίσουµε πλέον µία γενίκευση των
cos, sin στο µιγαδικό επίπεδο.

Οϱισµός 2.8: (Μιγαδικά συνηµίτονα και ηµίτονα). Επεκτείνουµε τις συναϱτήσεις cos,
sin, για κάϑε z ∈ C:

cos z =

∞∑
k=0

(−1)k
z2k

(2k)!
και sin z =

∞∑
k=0

(−1)k
z2k+1

(2k + 1)!

Ο οϱισµός αυτός είναι καλός, αϕού πϱάγµατι επεκτείνει τις πϱαγµατικές cos, sin, κι επιπλέον
οι εν λόγω δυναµοσειϱές συγκλίνουν για κάϑε z ∈ C. Πϱάγµατι, αυτό µποϱούµε να το δούµε
γϱάϕοντας (για παϱάδειγµα για το συνηµίτονο):

∞∑
k=0

|z|2k

(2k)!
6
∞∑
k=0

|z|k

k!
= e|z| <∞

Παϱατήϱηση 2.7: Για κάϑε µιγαδικό αϱιϑµό z ∈ C, αληϑεύουν οι σχέσεις:

eiz = cos z + i cos z

(το οποίο είναι η γενικευµένη µοϱϕή του οϱισµού) και:

cos z =
1

2

(
eiz + e−iz

)
και sin z =

1

2i

(
eiz − e−iz

)
Επιπλέον, έτσι όπως οϱίστηκαν οι cos, sin, είναι επί συναϱτήσεις. Πϱάγµατι, ϑεωϱώντας:

cos(z) = w ⇒ exp(iz) + exp(−iz) = 2w

⇒ exp(iz)2 − 2w exp(iz) + 1 = 0

⇒ exp(iz) = w ±
√
w2 − 1

⇒ iz = log(w ±
√
w2 − 1) mod (2πi)

⇒ z = −i · log(w ±
√
w2 − 1) mod (2π)

παϱατηϱούµε ότι η εξίσωση cos z = w έχει τουλάχιστον µία λύση, οπότε η cos είναι επί (αναλόγως
και η sin).

Τέλος, ϑα αναλύσουµε (πέϱα από τις προηγούµενες συναρτήσεις) και τις 1/(·), log σε
δυναµοσειρές.

Παϱατήϱηση 2.8:

i. Η συνάϱτηση 1/z αναλύεται σε δυναµοσειϱά σε κάϑε σύνολο S(a, |a|), a ∈ C, και µάλιστα:

1

z
=
∞∑
k=0

(−1)k

ak+1
(z − a)k, z ∈ S(a, |a|)

ii. Ο λογάϱιϑµος είναι αναλυτική συνάϱτηση σε κάϑε σύνολο της µοϱϕής S(a, |a|) που δεν
τέµνει την ηµιευϑεία Ox′−−→. Μάλιστα:

log(z) = log(a) +

∞∑
k=0

(−1)k

(k + 1)ak+1
(z − a)k
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Απόδειξη: Για το i.: ΄Εστω z ∈ S(a, |a|) ⇒ |z − a| < |a|. Παϱατηϱούµε ότι |z − a|/| − a| < 1,
οπότε η σειϱά:

∞∑
k=0

Å
z − a
−a

ãk
συγκλίνει (ως γεωµετϱική). Μάλιστα:

∞∑
k=0

Å
z − a
−a

ãk
= 1

/
1− z − a

−a

=
−a

−a− z + a
=
a

z
⇒

∞∑
k=0

(−1)k

ak+1
(z − a)k =

1

z

Για το ii.: Από το Θεώϱηµα 2.3, η δυναµοσειϱά:

∞∑
k=0

(−1)k

(k + 1)ak+1
(z − a)k + c, c ∈ C

έχει παϱάγωγο:

d

dz

( ∞∑
k=0

(−1)k

(k + 1)ak+1
(z − a)k + c

)
=

∞∑
k=0

(−1)k

ak+1
(z − a)k =

1

z
=
d log

dz
(z)

Εποµένως:

log(z) =
∞∑
k=0

(−1)k

(k + 1)ak+1
(z − a)k + c, για κάποιο c ∈ C

Για z = a η πϱοηγούµενη σχέση δίνει ότι log(a) = c, κι εποµένως το Ϲητούµενο έπεται:

log(z) = log(a) +
∞∑
k=0

(−1)k

(k + 1)ak+1
(z − a)k





ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

Ολοκληϱωτικός λογισµός

3.1 Γενικοί οϱισµοί

Πϱοσπαϑώντας να �µαντέψουµε� τι µοϱϕή είναι ϕυσιολογικό να δώσουµε σε ένα µιγαδικό
ολοκλήρωµα, επηρεαζόµενοι από την πραγµατική πεϱίπτωση είναι λογικό να ϑελήσουµε να
ορίσουµε το µιγαδικό ολοκλήρωµα ως επικαµπύλιο ολοκλήρωµα.

∆ηλαδή, αν a, b είναι δύο πραγµατικοί αριθµοί, το ολοκλήρωµα:∫ b

a
(·) dx

ολοκληϱώνει σε ένα ευθύγραµµο τµήµα, το [a, b]. Αν τώϱα τα a, b είναι µιγαδικά, είναι ϕυ-
σιολογικό να ϑέλουµε και πάλι να ολοκληρώσουµε µεταξύ των a, b, δηλαδή αυτήν την ϕοϱά στο
ευθύγραµµο τµήµα [a, b] = {ta+ (1− t)b | t ∈ [0, 1]} του επιπέδου (δηλαδή του C).∫

[a,b]
(·) dz

∆ίνουµε λοιπόν τον ακόλουϑο oϱισµό.

Οϱισµός 3.1: (Μιγαδικά ολοκληϱώµατα). ΄Εστω f : [a, b] → C µια συνάϱτηση οϱισµένη
στο ευϑύγϱαµµο τµήµα [a, b] := {ta + (1 − t)b | t ∈ [0, 1]} ώστε οι συναϱτήσεις <f,=f είναι
κατά Riemann ολοκληϱώσιµες. ΟϱίϹουµε:∫

[a,b]
f(z) dz =

∫
[a,b]
<f(z)dz + i ·

∫
[a,b]
=f(z)dz

Υπάϱχουν κι άλλοι ορισµοί για το µιγαδικό ολοκλήρωµα, που ακολουθούν µία λογική υπολο-
γισµού όγκου. Θα µποϱούσαµε -για παϱάδειγµα- να είχαµε ορίσει:∫

C
f(z) d2z =

∫∫
R2

<f(x+ iy) dxdy + i ·
∫∫

R2

=f(x+ iy) dxdy

όµως δεν ϑα µελετήσουµε τέτοιου τύπου ολοκληϱώµατα.

Παϱατήϱηση 3.1: Εάν µία συνάϱτηση f : [a, b] → C, a, b ∈ C είναι ολοκληϱώσιµη µε τη
µιγαδική έννοια, τότε: ∣∣∣∣∣

∫
[a,b]

f(z) dz

∣∣∣∣∣ 6
∫

[a,b]
|f(z)| dz

Απόδειξη: Η πρόταση, παϱά το ότι ϕαίνεται τετριµµένη και είναι αναµενόµενη, µε τους υπάρχον-
τες ορισµούς χρειάζεται ένα τέχνασµα για να αποδειχθεί. Συγκεκριµένα, η ποσότητα

∫
[a,b] f(z) dz
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µποϱεί να ϑεωρηθεί µιγαδικός αριθµός, εποµένως υπάρχει γωνία θ τέτοια ώστε:∫
[a,b]

f(z) dz =

∣∣∣∣∣
∫

[a,b]
f(z) dz

∣∣∣∣∣ · eiθ ⇒
∣∣∣∣∣
∫

[a,b]
f(z) dz

∣∣∣∣∣ =

∫
[a,b]

f(z) dz · e−iθ

Επειδή το αϱιστεϱό µέλος είναι πϱαγµατικός αϱιϑµός:∣∣∣∣∣
∫

[a,b]
f(z) dz

∣∣∣∣∣ = <
∫

[a,b]
f(z)e−iθ dz =

∫
[a,b]
<(f(z)e−iθ) dz 6

∫
[a,b]
|<f(z)| dz 6

∫
[a,b]
|f(z)| dz

Η συµπεριφορά της οµοιόµορφης σύγκλισης ολοκληϱώσιµων συναϱτήσεων, όπως και στην
πραγµατική πεϱίπτωση, είναι �καλή� και στα µιγαδικά ολοκληρώµατα. Αυτό ϕαίνεται µε την
επόµενη πρόταση.

Πϱόταση 3.1: ΄Εστω (fn)n∈N µία οικογένεια ολοκληϱώσιµων µιγαδικών συναϱτήσεων fn :
[a, b]→ C, a, b ∈ C, τέτοια ώστε fn →o f , για κάποια f : [a, b]→ C. Ισχύει:∫

[a,b]
fn(z) dz →

∫
[a,b]

f(z) dz

Απόδειξη: Θεωϱούµε τη συνάϱτηση u(t) = ta+ (1− t)b. Οι συναϱτήσεις <(fn ◦ u) και =(fn ◦ u)
συγκλίνουν οµοιόµοϱϕα στις <(f ◦ u) και =(f ◦ u) αντίστοιχα. Εποµένως, για τις πϱαγµατικές
συναϱτήσεις <(fn ◦ u) και =(fn ◦ u) ισχύουν:∫

[a,b]
<fn(z) dz =

∫
[0,1]
<(fn ◦ u(t)) dt→

∫
[0,1]
<(f ◦ u(t)) dt =

∫
[a,b]
<f(z) dz∫

[a,b]
=fn(z) dz =

∫
[0,1]
=(fn ◦ u(t)) dt→

∫
[0,1]
=(f ◦ u(t)) dt =

∫
[a,b]
=f(z) dz

Από τον οϱισµό του µιγαδικού ολοκληρώµατος, πϱοκύπτει το Ϲητούµενο.

Στην ουσία η παραπάνω πρόταση δείχνει κάτι αρκετά ϐασικό, που παϱακάτω ϑα χρησιµοποιή-
σουµε: Στην οµοιόµορφη σύγκλιση, τα αθροίσµατα και τα ολοκληρώµατα µποϱούν να εναλλάσ-
σονται. ∆ηλαδή, εάν:

n∑
k=1

fk(z) dz
n→o

∞∑
k=1

fk(z) dz

τότε:
n∑
k=1

∫
[a,b]

fk(z) dz =

∫
[a,b]

n∑
k=1

fk(z) dz
n→
∫

[a,b]

∞∑
k=1

fk(z) dz

δηλαδή:
∞∑
k=1

∫
[a,b]

fk(z) dz =

∫
[a,b]

∞∑
k=1

fk(z) dz

3.2 Επικαµπύλια ολοκληϱώµατα

Είναι κατά κάποιον τϱόπο αναµενόµενο, εφόσον οϱίσαµε το µιγαδικό ολοκλήρωµα σε ευθύ-
γραµµα τµήµατα, να ϑελήσουµε να τα επεκτείνουµε σε καµπύλες γενικά. Ξεκινούµε λοιπόν µε
τον οϱισµό της καµπύλης.

Οϱισµός 3.2: (Καµπύλες). ΄Εστω I = [a, b] ⊆ R ένα διάστηµα. Κάϑε συνεχής συνάϱτηση
γ : I → Rn ϑα ονοµάϹεται καµπύλη.
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Είναι λογικό να οϱίσουµε το ολοκλήϱωµα σε καπύλη χϱησιµοποιώντας �αλλαγή µεταϐλητής�.
Αν δούµε κάϑε σηµείο της καµπύλης όχι απλώς ως σηµείο του επιπέδου αλλά σαν τιµή γ(t),
µποϱούµε να οϱίσουµε: ∫

γ
(·) dz =

∫
I
(·) ◦ γ(t) · dγ

dt
(t) dt

Αυτό ϕυσικά απαιτεί όχι µόνο την ύπαϱξη της παϱαγώγου dγ/dt, αλλά και την ολοκληϱωσιµότητά
της.

Από εδώ και στο εξής, όποτε αναϕεϱόµαστε σε καµπύλες, ϑα ϑεωϱούµε ότι είναι
παϱαγωγίσιµες µε ολοκληϱώσιµη παϱάγωγο.

Οϱισµός 3.3: (Επικαµπύλια µιγαδικά ολοκληϱώµατα). ΄Εστω γ : I → C µία καµπύλη
και f : γ(I)→ C µία συνάϱτηση. Εάν η f ◦ γ είναι ολοκληϱώσιµη, οϱίϹουµε:∫

γ
f(z) dz =

∫
I
f ◦ γ(t) · dγ

dt
(t) dt

Οϱισµός 3.4: (Μεϱικές ιδιότητες των καµπυλών). ΄Εστω γ : I → Rn µια καµπύλη.

i. Εάν η γ είναι 1−1 (αγνοώντας την πεϱίπτωση όπου µόνο η αϱχή και το τέλος ταυτίϹονται),
ϑα λέµε την καµπύλη γ απλή. Με γεωµετϱική σκοπιά, η γ δεν είναι αυτοτεµνόµενη.

ii. Αντιϑέτως, εάν η γ δεν είναι 1 − 1 (πέϱαν του αν η αϱχή και το τέλος ταυτίϹονται), ϑα
την ονοµάϹουµε µη απλή. Η καµπύλη γ λοιπόν είναι αυτοτεµνόµενη σε αυτήν την
πεϱίπτωση.

iii. Εάν η γ είναι απείϱως παϱαγωγίσιµη (δηλαδή γ ∈ C∞(I)) τότε η καµπύλη γ ϑα καλείται
λεία.

iv. Εάν το σύνοϱο ∂A ενός συνεκτικού συνόλου A ⊆ C αποτελείται από πεπεϱασµένες στο
πλήϑος απλές, µη τεµνόµενες, κλειστές καµπύλες, ϑα λέµε ότι το ∂A είναι οµαλό.

Στο επίπεδο οι καµπύλες µποϱούν να έχουν πϱοσανατολισµό, δεξιόστϱοϕο ή αϱιστεϱόστϱοϕο.
Υπάϱχει µία σύµϐαση -η οποία εκϱέει από πϱοϐλήµατα ϕυσικής- ένα οµαλό σύνοϱο ∂A να
πϱοσανατολίϹεται έτσι ώστε :

• Εάν η γκ ϐϱίκεται εντός της γλ, οι καµπύλες έχουν διαϕοϱετικό πϱοσανατολισµό.

• ∆ιαϕοϱετικά οι γκ, γλ πϱοσανατολίϹονται µε τον ίδιο πϱοσανατολισµό.

• Η εξωτεϱική καµπύλη, έστω γj , πϱοσανατολίϹεται αϱιστεϱόστϱοϕα (αν κι αυτό είναι µία
τυπικότητα που ανάλογα µε το πϱόϐληµα µποϱεί να αλλάξει).

(Εννοείται ότι κ 6= λ και το ∂A γϱάϕεται ως ένωση καµπυλών ∂A =
⋃
k∈[n] γk). Η ιδέα ϐϱίσκεται

(για παϱάδειγµα) στη ϱευστοµηχανική. ΄Ενα ϱευστό, καϑώς στϱοϐιλίϹεται στο εσωτεϱικό ενός
συνόλου, τείνει να κινήσει τις επιµέϱους καµπύλες του συνόϱου όπως πεϱιγϱάψαµε παϱαπάνω.
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Μ’ αυτό υπόψη, κάϑε επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
∫
γk

(·) dz εξαρτάται από τον προσανατολισµό της
γk. Συγκεκριµένα, προσανατολίζοντας την καµπύλη µε τους δύο διαφορετικούς προσανατολισ-
µούς, (από τον οϱισµό του ολοκληρώµατος έπεται ότι) το ολοκλήρωµα διαφέρει ένα πολλαπλάσιο
−1.

Οϱισµός 3.5: (Ολοκλήϱωµα σε σύνοϱο). ΄Εστω ένα σύνολο A µε οµαλό σύνοϱο ∂A =⋃
k∈[n] γk. ΄Εστω επίσης f : ∂A → C µία συνάϱτηση, που είναι ολοκληϱώσιµη σε καϑεµία

γk, k ∈ [n]. ΟϱίϹουµε: ∫
∂A
f(z) dz =

n∑
k=1

∫
γk

f(z) dz

3.3 Θεωϱήµατα για τα επικαµπύλια ολοκληϱώµατα

Βασικοί υπολογισµοί στις καµπύλες αποτελούν οι µετρήσεις µήκους, ή τουλάχιστον προϋποθέ-
τουν τη γνώση του µήκους µίας καµπύλης. Γι’ αυτό ϑα ξεκινήσουµε αναζητώντας έναν τϱόπο
υπολογισµού του µήκους µίας καµπύλης.

Οϱισµός 3.6: (Τεϑλασµένες πϱοσεγγίσεις). ΄Εστω γ : I → Rn µία καµπύλη και P =
{p0, · · · , pn}, n ∈ N µία διαµέϱιση του διαστήµατος I. ΟϱίϹουµε ως τεϑλασµένη πϱοσέγγιση
(του µήκους) της γ, το µήκος της τεϑλασµένης γϱαµµής γ(p0) · · · γ(pn). ∆ηλαδή το µήκος:

`(γ, P ) =
∑

k+1∈[n+1]

||γ(pk+1)− γ(pk)||

Είναι λογικό να αναζητήσουµε το µήκος µίας καµπύλης ϑεωρώντας κάποιο όϱιο τεθλασµένων
προσεγγίσεων. Φανταζόµαστε ότι, καθώς το πλάτος της διαµέρισης µικϱαίνει, το µήκος προσεγ-
γίζεται καλύτεϱα.

Παϱατήϱηση 3.2: ΄Εστω γ : I → Rn µία καµπύλη και P , Q δύο διαµεϱίσεις του I, µε την P
να είναι λεπτότεϱη της Q (συµϐολικά ||P || > ||Q||). Τότε αληϑεύει:

`(γ, P ) > `(γ,Q)

Εποµένως, εάν το supremum:

sup
P∈P

`(γ, P ), όπου P είναι το σύνολο των διαµεϱίσεων του I

δεν είναι άπειϱο, ϕανταϹόµαστε ότι ϑα µποϱεί να οϱιστεί κάποια έννοια µήκους.
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Οϱισµός 3.7: (Ευϑυγϱαµµίσιµες καµπύλες και µήκος καµπυλών).

• Μία καµπύλη γ : I → Rn ϑα λέγεται ευϑυγϱαµµίσιµη εάν υπάϱχει L > 0 ώστε:

sup
P∈P

`(γ, P ) < L

• ΄Εστω γ : I → Rn µία ευϑυγϱαµµίσιµη καµπύλη. ΟϱίϹουµε ως µήκος της γ τον αϱιϑµό:

`(γ) = sup
P∈P

`(γ, P ), όπου P είναι το σύνολο των διαµεϱίσεων του I

Παϱατήϱηση 3.3: Γενικά υπάρχουν καµπύλες που δεν είναι ευθυγραµµίσιµες. Για
παϱάδειγµα, η:

γ(t) =


(
t, t cos

π

2t

)
, t ∈ (0, 1]

(0, 0), t = 0

γ

Απόδειξη: Για κάϑε n ∈ N οϱίϹουµε τις διαµεϱίσεις του [0, 1]:

Pn =

ß
0,

1

n
,

1

n− 1
, · · · , 1

2
, 1

™
Επειδή:

`(γ, Pn) =
∑

k+1∈[n+1]

∣∣∣∣∣∣∣∣γ Å 1

k + 1

ã
− γ
Å

1

k

ã∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

k+1∈[n+1]

2|k+1

∣∣∣∣∣∣∣∣± 1

k + 1
− 0

∣∣∣∣∣∣∣∣+ ∑
k+1∈[n+1]\{1}

2-k+1

∣∣∣∣∣∣∣∣0∓ 1

k

∣∣∣∣∣∣∣∣

έχουµε:

`(γ, Pn) =
n∑
k=1

1

k
→∞

΄Ετσι λοιπόν, καθώς n→∞, `(γ, Pn)→∞ και supP∈P `(γ, P ) =∞.

Φυσικά ο υπολογισµός του µήκους µε διαµερίσεις είναι κατ’ ελάχιστο χϱονοϐόϱος και
µη αποδοτικός. Με το παϱακάτω ϑεώϱηµα ϑα δώσουµε έναν εναλλακτικό τύπο µήκ-
ους.
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Θεώϱηµα 3.1: ΄Εστω γ : I = [a, b] → Rn µία C1 καµπύλη. H γ είναι ευϑυγϱαµµίσιµη κι
έχει µήκος:

`(γ) =

∫
I
||γ′(t)|| dt

Απόδειξη: Για την απόδειξη του ϑεωρήµατος ϑα δείξουµε τις δύο ανισότητες.

Για την 6: Θεωρούµε P = {a = p0, · · · , pn = b} µία τυχούσα διαµέριση του I, και
παϱατηϱούµε ότι:

||γ(pk+1)− γ(pk)|| =
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∫ pk+1

pk

γ′(t)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 6

∫ pk+1

pk

||γ′(t)|| dt

Οπότε αϑϱοίϹοντας:

`(γ, P ) 6
∑

k+1∈[n+1]

∫ pk+1

pk

||γ′(t)|| dt =

∫ b

a
||γ′(t)|| dt =

∫
I
||γ′(t)|| dt

έπεται η µία ανισότητα (και ότι η καµπύλη είναι ευθυγραµµίσιµη).

Για την >: Θεωρούµε τυχόν ε > 0. Επειδή η γ είναι λεία, η γ′ είναι συνεχής, κι οπότε υπάρχει
δ > 0 τέτοιο ώστε για |t − s| < δ, ||γ′(t) − γ′(s)|| < ε. Επιλέγουµε διαµέριση Pδ ώστε για κάϑε
pk, pk+1 ∈ Pδ, |pk+1−pk| < δ (δηλαδή ||Pδ|| < δ) και παϱατηϱούµε ότι ||γ′(pk+1)−γ′(pk)|| < ε.
Ειδικότερα, εάν t ∈ [pk, pk+1], τότε ||γ′(pk+1) − γ′(t)|| < ε ⇒ ||γ′(t)|| < ||γ′(pk+1)|| + ε.
Εποµένως:∫ pk+1

pk

||γ′(t)|| dt 6
∫ pk+1

pk

||γ′(pk+1)||+ ε dt = (||γ′(pk+1)||+ ε) · (pk+1 − pk)

Επειδή όµως:

||γ′(pk+1)|| · (pk+1 − p+ k) =
∣∣∣∣γ′(t) + γ′(pκ+1)− γ′(t) dt

∣∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∫ pk+1

pk

γ′(t) dt

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣+

∫ pk+1

pk

||γ′(pk+1)− γ′(t)|| dt 6 ||γ(pk+1)− γ(pk)||+ ε(pk+1 − pk)

πϱοσϑέτοντας για τα διάϕοϱα k τις παϱαπάνω σχέσεις, έχουµε:∫ b

a
||γ′(t)|| dt 6

∑
k+1∈[n+1]

||γ(pk+1)− γ(pk)||+ ε
∑

k+1∈[n+1]

(pk+1 − pk) = `(γ, Pδ) + ε(b− a)

και µε supremum: ∫ b

a
||γ′(t)|| dt 6 sup

P∈P
`(γ, P ) + ε(b− a)

Αϕήνοντας ε→ 0+, έπεται η Ϲητούµενη ανισότητα.

Η παραπάνω ανάλυση, σχετικά µε το µήκος των καµπυλών, είναι γενική και δεν περιορίζεται στις
µιγαδικές καµπύλες. ΄Οσον αϕοϱά για τα µιγαδικά ολοκληρώµατα, επειδή ακϱιϐώς τα οϱίσαµε
µε πολύ ϕυσιολογικό τϱόπο, τα περισσότερα ϑεωρήµατα του απειϱοστικού λογισµού �µεταβιβά-
Ϲονται� κι αυτά. Στη συνέχεια ϑα αναϕέϱουµε µεϱικά εξ αυτών, τα οποία ϑα χρησιµοποιήσουµε
κατά κόϱον.

Θεώϱηµα 3.2: (Το ϑεµελιώδες ϑεώϱηµα του απειϱοστικού λογισµού). ΄Εστω γ : I =
[a, b] → C µία καµπύλη και f : γ(I) → C µία παϱαγωγίσιµη συνάϱτηση µε ολοκληϱώσιµη
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παϱάγωγο. Αλήϑεύει ότι: ∫
γ
f ′(z) dz = f ◦ γ(b)− f ◦ γ(a)

Απόδειξη: Γϱάϕοντας το µιγαδικό ολοκλήϱωµα στη µοϱϕή:∫
γ
f ′(z) dz =

∫ b

a
f ′ ◦ γ(t) · dγ

dt
(t) dt =

∫ b

a

df ◦ γ
dt

(t) dt

και εφαρµόζοντας το γνωστό ϑεµελιώδες ϑεώϱηµα του απειϱοστικού λογισµού, της πραγµατικής
πεϱίπτωσης, παίϱνουµε το Ϲητούµενο.

΄Ενα ακόµη χϱήσιµο ϑεώϱηµα είναι αυτό του Green. Πϱιν όµως το διατυπώσουµε, ϑα αναφερ-
ϑούµε σε έναν συµβολισµό που χρησιµοποιείται στον πολυµεταβλητό λογισµό (κι έτσι ίσως γίνει
καλύτεϱα η σύνδεση των δύο όψεων του ϑεωρήµατος).

Ο συµβλισµός που δίνουµε στην ουσία εµπλέκει τις λεγόµενες διαφορικές µορφές, και
κανονικά είναι αυστηϱός και µε νόηµα. Εδώ εµείς δεν ϑα ασχοληθούµε µε διαφορικές µορφές,
οπότε στην ουσία τα παϱακάτω είναι µονάχα συµβολισµοί σ’ αυτήν την παϱουσίαση.

΄Ετσι λοιπόν, αν γράψουµε dz = (dx, dy) και f = (<f,=f), έχουµε συµβολικά ότι:∫
γ
f(z) dz =

∫
γ
(<f,=f) · (dx, dy) =

∫
γ
<f dx+ =f dy

Επιπλέον, ένας συµϐολισµός που ϑα εµϕανίϹεται συχνά είναι ο ακόλουϑος

Γενικά τα σύνολα των ολοµόϱϕων κι αναλυτικών συναϱτήσεων,O(Ω),A(Ω) οϱίϹονται
σε ανοικτά σύνολα Ω ⊆ C. Παϱόλα αυτά ϑα εµϕανιστούν οι συµϐολισµοί O(Ω),
A(Ω), που ϑα σηµαίνουν:

O(Ω) = O(A), για κάποιο ανοικτό A ⊃ Ω

και:
A(Ω) = A(A), για κάποιο ανοικτό A ⊃ Ω

Αυτός δεν είναι και πολύ καλός συµϐολισµός από άποψη µαϑηµατικής ακϱίϐειας,
είναι όµως συνήϑης και στην πεϱίπτωσή µας ϐολικός. Αντίστοιχοι συµϐολισµοί ϑα
δίνονται και για τα διάϕοϱα σύνολα Cn(Ω), n ∈ N0.

Θεώϱηµα 3.3: (Το ϑεώϱηµα του Green). ΄Εστω ένα ανοικτό, συνεκτικό και ϕϱαγµένο
σύνολο Ω ⊆ C µε οµαλό σύνοϱο ∂Ω. Εάν f : A → C είναι µία συνάϱτηση τέτοια ώστε
<f,=f ∈ C1(Ω), τότε: ∫

∂Ω
f(z) dz =

∫∫
Ω

∂=f
∂x
− ∂<f

∂y
dxdy

Απόδειξη: Αν γϱάψουµε, µε τους συµϐολισµούς που δώσαµε:∫
∂Ω
f(z) dz =

∫
∂Ω
<f dx+ =f dy =

∫∫
Ω

=f
∂x
− <f
∂y

dxdy

η σύνδεση του ϑεωϱήµατος µε το γνωστό ϑεώϱηµα του Green γίνεται εµϕανής.
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3.4 Ο ολοκληϱωτικός τύπος του Cauchy

3.4.1 Το λήµµα του Goursat

Το ϑεώϱηµα του Green είναι ίσως ένα από τα σηµαντικότεϱα ϑεωϱήµατα της µιγαδικής ανάλυσης
και του απειϱοστικού λογισµού. Μία από τις σηµαντικότεϱες εϕαϱµογές του -που δεδοµένων των
τύπων Cauchy-Riemann είναι ϕυσιολογική- είναι η ακόλουϑη: Θεωϱούµε µία απλή καµπύλη
και ϑεωϱούµε Ω το χωϱίο που πεϱικλύει. Εάν f είναι µία συνάϱτηση f ∈ O(Ω) ∩ C1(Ω) (οπότε
έχει -λόγω του C1- µεϱικές παϱαγώγους που είναι συνεχείς), τότε:∫

∂Ω
f(z) dz =

∫∫
Ω

∂=f
∂x
− ∂<f

∂y
dxdy

?
= 0

(η ισότητα άστϱο (?) είναι συνέπεια των εξισώσεων Cauchy-Riemann).

Εν τω µεταξύ ϑα ϐοηϑήσει να εισάγουµε έναν συµϐολισµό. Εάν γ είναι µία απλή
καµπύλη, µε X (γ) ϑα συµϐολίϹουµε το (κλειστό) χωϱίο που πεϱικλύει η καµπύλη
αυτή (εννοείται αυτό που αντιλαµϐανόµαστε ως �εσωτεϱικό� κάϑε ϕοϱά).

Θα µποϱούσε (όπως είχε γίνει στην πϱώτη µοϱϕή αυτών των σηµειώσεων) να ακολουθηθεί
µία ανάπτυξη ϐασιζόµενη στο προηγούµενο αυτό αποτέλεσµα. Οπότε, οι συναρτήσεις που
ολοκληρώνονται ϑα έπϱεπε να υποθέτονται ολόµορφες και C1 σε όλα τα ϑεωρήµατα που πηγά-
Ϲουν από την προηγούµενη παϱατήϱηση. Στην πραγµατικότητα όµως µποϱούµε να κάνουµε
κάτι καλύτεϱο -για συναρτήσεις ορισµένες σε απλά συνεκτικά σύνολα- το οποίο ϑα δούµε στη
συνέχεια.

Λήµµα 3.1: (Λήµµα του Goursat). ΄Εστω Ω ⊆ C ένα ανοικτό σύνολο και f : Ω → C µία
ολόµοϱϕη συνάϱτηση f ∈ O(Ω\{ω})∩C(Ω), ω ∈ C. Για τετϱάγωνο T µε X (T ) ⊆ Ω έχουµε:∫

T
f(z) dz =

∫
∂X (T )

f(z) dz = 0

�

Απόδειξη: Η απόδειξη ϑα γίνει σε ϐήµατα.

Βήµα Ι: Ας υποθέσουµε ότι η γ είναι ένα τετράγωνο πλευϱάς a/4 και ότι ω ∈
(
X (T )

)◦
-η πεϱίπτωση όπου το ω δεν είναι στο εσωτεϱικό χωϱίο της T µποϱεί να αντιµετωπιστεί µε
παρόµοιο τϱόπο και, για χάϱη συντοµίας, δεν ϑα αναφερθεί. Χωρίζουµε το τετράγωνο στα 4,
στα 8, στα 16 κ.ο.κ., υποδιαιρώντας κάϑε ϕοϱά το τετράγωνο ή τα υποτετράγωνα στα 4. Οι
προσανατολισµοί γίνονται έτσι ώστε:∫

T
(·) dz =

4n∑
k=1

∫
Tnk

(·) dz

όπου:
{Tnk }4

n

k=1

είναι η οικογένεια των τετϱαγώνων που προκύπτουν µετά την n−οστή επανάληψη της υποδι-
αίρεσης. Επίσης κατασκευάζουµε τετράγωνο Eη = Eη(n) γύϱω από το ω, µε πλευϱά η > 0, που
µικϱαίνει σε κάϑε υποδιαίρεση και γίνεται 0 < η < min{a/4n,dist(ω, T )}.

Βήµα ΙΙ: Αϕού οϱίσαµε τις υποδαιρέσεις του τετραγώνου, ϑα τροποποιήσουµε λίγο τα
υποτετράγωνα. Αυτό το κάνουµε γιατί ϑα χϱειαστεί αϱγότεϱα, όταν ϑα ολοκληρώσουµε πάνω
σ’ όλα αυτά τα τετράγωνα. Επειδή δεν ξέϱουµε πώς ακϱιϐώς η f συµπεριφέρεται στο ω, ϑα
ολοκληρώσουµε µακϱυά απ’ αυτό.
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• Εάν κάποιο Tnk τέµνει το Eη, τϱοποποιούµε το πϱώτο έτσι ώστε να µην πεϱιέχει το τµήµα
του που ϐϱίσκεται στο X (Eη). Στη ϑέση του µπαίνει το αντίστοιχο τµήµα του Eη.

• Εάν το Eη ϐϱίσκεται εντός κάποιου X (Tnk ), τότε ενώνουµε µε ευϑύγϱαµµο τµήµα τα Eη,
Tnk . ΠϱοσανατολίϹουµε το σχήµα µε τον εξής τϱόπο: ∆ιατϱέχουµε το Eη, το ευϑύγϱαµµο
τµήµα, το Tnk και αντίστϱοϕα το ίδιο ευϑύγϱαµµο τµήµα.

ω

ω

Βήµα ΙΙΙ: ΄Εστω ε > 0. Εϕόσον f ∈ O(Ω\{ω}), σε κάϑε ζ ∈ Ω\{ω} έχουµε:∣∣∣∣f(z)− f(ζ)

z − ζ
− f ′(ζ)

∣∣∣∣ < ε, για αϱκετά µικϱό δ και z ∈ S(ζ, δ)

δηλαδή:
|f(z)− f(ζ)− f(ζ)(z − ζ)| < ε · |z − ζ|

Εάν το n γίνει αϱκετά µικϱό ώστε z ∈ X (Tnk ) ⊆ S(ζ, δ), τότε η παϱαπάνω ανισότητα γίνεται:

|f(z)− f(ζ)− f(ζ)(z − ζ)| < ε · diam Tnk = εa
√

2/4n

΄Ετσι τελικά:∣∣∣∣∣
∫
Tnk

f(z)− f(ζ)− f(ζ)(z − ζ) dz

∣∣∣∣∣ 6
∫
Tnk

|f(z)− f(ζ)− f(ζ)(ζ − z)| dz <
∫
Tnk

εa
√

2/4n

= εa2
√

2/42n−1

Βήµα IV: Επειδή: ∫
Tnk

f(ζ) dz =

∫
Tnk

[f(ζ)z]′dz = 0

(από το Θεώϱηµα 3.2) και:∫
Tnk

f ′(ζ)(z − ζ) dz =

∫
Tnk

[f ′(ζ)(z − ζ)2/2]′ dz = 0

(πάλι από το Θεώϱηµα 3.2), η σχέση του Βήµατος III γίνεται:∣∣∣∣∣
∫
Tnk

f(z) dz

∣∣∣∣∣ < εa2
√

2/42n−1

ΑϑϱοίϹοντας λοιπόν στα k ∈ [4n], έπεται:∣∣∣∣∣
∫
T+Eη

f(z) dz

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
4n∑
k=1

∫
Tnk

f(z) dz

∣∣∣∣∣ < εa2
√

2
4n∑
k=1

1

42n−1
6 εa2

√
2
∞∑
λ=1

1

4λ
= εa2

√
2/2

Επειδή το παϱαπάνω ισχύει για τυχόν ε > 0:∫
T+Eη

f(z) dz = 0

Βήµα V: Γϱάϕουµε:∣∣∣∣∫
T
f(z) dz

∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣
∫
Eη

f(z) dz

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣
∫
T+Eη

f(z) dz

∣∣∣∣∣⇒
∣∣∣∣∫
T
f(z) dz

∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣
∫
T+Eη

f(z) dz

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫
Eη

f(z) dz

∣∣∣∣∣
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και παϱατηϱούµε ότι:∣∣∣∣∣
∫
Eη

f(z) dz

∣∣∣∣∣ 6 max |f |(Eη) · `(Eη) 6 max |f |
(
X (T )

)
· `(Eη) 6 max |f |

(
X (T )

)
· a/4n−1 n→ 0

Εποµένως, η πϱώτη σχέση του ϐήµατος δίνει (σε συνδυασµό µε το Βήµα ΙV) ότι:∫
T
f(z) dz = 0

Από το προηγούµενο λήµµα προκύπτουν διάφορά ανάλογά του. Κατ’ αρχάς, αντί για τετράγωνο,
ισχύει για ορθογώνιο παραλληλόγραµµο (διαµερίζοντας το ορθογώνιο σε µικϱότεϱα [όχι κατ’
ανάγκη ίδια] τετράγωνα, ή χρησιµοποιώντας ανάλογη απόδειξη). Επίσης, ισχύει για κάϑε
ορθογώνιο τρίγωνο (κι αυτό πϱοκύπτει από το προηγούµενο, χωρίζοντας κάϑε ορθογώνιο στη
µέση). Φέρνοτας κατάλληλο ύψος, το λήµµα ισχύει για κάϑε τρίγωνο, αϕού καθένα χωρίζεται σε
δύο ορθωγώνια τρίγωνα.

Η απόδειξη επίσης δείχνει ότι, αν η καµπύλη T (που δεν είναι κατ’ ανάγκη τετράγωνο
στην πεϱίπτωση αυτή) είναι ευθυγραµµίσιµη, κλειστή και απλή, το ίδιο λήµµα ισχύει.

Γενικά ϕαίνεται ότι -παϱά την πολύ δουλειά που κάναµε- η διατύπωση του λήµµατος
χϱίϹει ϐελτίωσης. Από εδώ και στο εξής λοιπόν, σταδιακά ϑα το ϐελτιώνουµε.

Για τη διατύπωση της παϱακάτω πρότασης -που ϑα λειτουργήσει ϐοηθητικά για την απόδειξη
άλλων αποτελεσµάτων- χρειάζεται ο ορισµός του αστρόµορφου συνόλου.

Οϱισµός 3.8: (Αστϱόµοϱϕα σύνολα). ΄Ενα σύνολο A ⊆ C ϑα λέγεται αστϱόµοϱϕο υπάϱχει
κάποιο a ∈ A ώστε για κάϑε b ∈ A, το ευϑύγϱαµµο τµήµα [a, b] πεϱιέχεται στο A.

Πϱόταση 3.2: ΄Εστω Ω ⊆ C ένα ανοικτό και αστϱόµοϱϕο σύνολο. Για κάϑε f ∈ O(Ω\{ω})∩
C(Ω), ω ∈ C, υπάϱχει παϱάγουσα συνάϱτηση F .

Απόδειξη: Υποϑέτουµε ότι το Ω είναι αστϱόµοϱϕο σύνολο ως πϱος το w (w, όχι ω). ΟϱίϹουµε:

F (z) =

∫
[w,z]

f(ζ) dζ

και ϑα δείξουµε ότι η F αποτελεί παϱάγουσα της F . Πϱάγµατι, επειδή το Ω είναι ανοικτό
σύνολο, για κάϑε z0 ∈ Ω υπάϱχει αϱκετά µικϱή πεϱιοχή S(z0, δ) ⊆ Ω. Θεωϱούµε λοιπόν
z ∈ S(z0, δ)\{z0} και από το Λήµµα 3.1 έχουµε:

F (z)− F (z0)

z − z0
= − 1

z − z0

∫
[z,z0]

f(ζ) dζ

µιας και: ∫
[w,z]+[z,z0]−[w,z0]

f(ζ) dζ = 0⇒ F (z)− F (z0) = −
∫

[z,z0]
f(ζ) dζ

Επιπλεόν, είναι τετϱιµµένο ότι:

f(z0) = − f(z0)

z − z0

∫
[z,z0]

dζ = − 1

z − z0

∫
[z,z0]

f(z0) dζ

οπότε, σε συνδυασµό µε τα πϱοηγούµενα:∣∣∣∣F (z)− F (z0)

z − z0
− f(z0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

z − z0

∫
[z−z0]

f(z0)− f(ζ) dζ

∣∣∣∣∣ 6 1

|z − z0|

∫
[z,z0]
|f(z0)− f(ζ)| dζ
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δηλαδή: ∣∣∣∣F (z)− F (z0)

z − z0
− f(z0)

∣∣∣∣ 6 sup
ζ∈S(z0,δ)

|f(z0)− f(ζ)|

΄Εστω τώϱα ε > 0. Μικϱαίνοντας αϱκετά το δ, λόγω της συνέχειας της f , είναι δυνατόν να κάνουµε
τη δεξιά ποσότητα όσο µικϱή ϑέλουµε, δηλαδή:∣∣∣∣F (z)− F (z0)

z − z0
− f(z0)

∣∣∣∣ < ε⇒ F ′(z0) = f(z0)

Λήµµα 3.2: (Λήµµα του Goursat για αστϱόµοϱϕα σύνολα). ΄Εστω Ω ⊆ C ένα ανοικτό και
αστϱόµοϱϕο σύνολο, και f : Ω→ C µία ολόµοϱϕη συνάϱτηση f ∈ O(Ω\{ω})∩C(Ω), ω ∈ C.
Για κάϑε κλειστή καµπύλη γ µε γ(I) ⊆ Ω αληϑεύει:∫

γ
f(z) dz = 0

�

Απόδειξη: Από την Πρόταση 3.2 και το ϑεµελιώδες ϑεώϱηµα του απειϱοστικού λογισµού, σε
συνδυασµό µε το ότι η καµπύλη είναι κλειστή, έχουµε το Ϲητούµενο.

Πλέον είµαστε σχεδόν έτοιµοι να διατυπώσουµε τη γενικότεϱη µοϱϕή του λήµµατος. Χρειαζό-
µαστε µόνο λίγους ορισµούς και µία πρόταση.

Οϱισµός 3.9: (Οµοτοπία µεταξύ καµπυλών και οµοτοπικές καµπύλες).

• ΄Εστω γ, η δύο καµπύλες οϱισµένες στο ίδιο σύνολο I = [a, b], µε κοινή αϱχή και ίδιο
πέϱας. Η απαίτηση να οϱίϹονται στο ίδιο σύνολο δεν είναι καϑόλου πεϱιοϱιστική, αϕού
µποϱούµε να αναπαϱαµετϱήσουµε κάϑε καµπύλη. Για παϱάδειγµα, κάϑε καµπύλη γ
µετασχηµατίϹεται σε καµπύλη γ∗ µε πεδίο οϱισµού το [0, 1]:

γ∗(s) = γ
(
sa+ (1− s)b

)
, s ∈ [0, 1]

΄Εστω Ω ⊆ C. ΟϱίϹουµε οµοτοπία µεταξύ των γ, η κάϑε συνάϱτηση H : I × [0, 1] → Ω
(αν υπάϱχει) τέτοια ώστε:

� H(s, 0) = γ(s)

� H(s, 1) = η(s)

� H(0, t) = γ(0) = η(0)

� H(1, t) = γ(1) = η(1)

� Η H είναι συνεχής.

Στην ουσία η ύπαϱξη µίας οµοτοπίας µεταξύ δύο καµπυλών µε ίδια αϱχή και ίδιο πέϱας
σηµαίνει ότι η πϱώτη καµπύλη µποϱεί -µε συνεχή τϱόπο- να µετασχηµατιστεί και να
γίνει η δεύτεϱη. ΄Ετσι λοιπόν, στην οµοτοπία H(s, t) το t µποϱούµε να το ϕανταϹόµαστε
ως χϱόνο. ΄Οταν το t = 0, η οµοτοπία είναι ακϱιϐώς η καµπύλη γ, ενώ καϑώς το t
µεγαλώνει, η H(s, t) πλησιάϹει (µε συνεχή τϱόπο) την H(s, 1), που είναι η η.

• Εάν γ και η είναι δύο καµπύλες όπως πϱιν για τις οποίες υπάϱχει οµοτοπία H, ϑα λέµε
ότι οι γ και η είναι οµοτοπικές.

∆εν είναι όλες οι καµπύλες (µε ίδια αϱχή και ίδιο τέλος) οµοτοπικές, κι αυτό γιατί η οµοτοπία
εξαρτάται από το σύνολο Ω. Για παϱάδειγµα, εάν ϑεωρήσουµε τις δύο καµπύλες γ, η εντός ενός
συνόλου Ω µε τϱύπα, που µάλιστα ϐρίσκεται ανάµεσα στις καµπύλες, δεν είναι δυνατόν η µία
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καµπύλη να µεταφερθεί στη δεύτεϱη -κινούµενοι εντός του Ω- µε συνεχή τϱόπο.

΄Οταν κάϑε καµπύλη µποϱεί να συµπέσει σε κάϑε άλλη καµπύλη (µε ίδια αϱχή και ίδιο
τέλος), ϑα λέµε ότι το σύνολο Ω είναι απλά συνεκτικό.

Οϱισµός 3.10: (Απλά συνεκτικά σύνολα). ΄Εστω Ω ⊆ C ένα κατά τόξα συνεκτικό σύνολο.
Το Ω ϑα λέγεται απλά συνεκτικό εάν οποιεσδήποτε καµπύλες γ, η : I → C, µε την ίδια αϱχή
και το ίδιο τέλος, είναι οµοτοπικές. Γενικά τέτοια σύνολα Ω δεν έχουν τϱύπες.

Πϱόταση 3.3: ΄Εστω Ω ⊆ C ανοικτό σύνολο και f : Ω → C µία ολόµοϱϕη συνάϱτηση
f ∈ O(Ω\{ω}) ∩ C(Ω), ω ∈ C. Εάν γ, η : I = [a, b] → C είναι δύο οµοτοπικές καµπύλες µε
γ(I), η(I) ⊆ Ω, τότε: ∫

γ
f(z) dz =

∫
η
f(z) dz

Απόδειξη: Εφόσον οι δύο καµπύλες γ, η είναι οµοτοπικές, υπάρχει οµοτοπία H(s, t) από την
πϱώτη στη δεύτεϱη. Τώϱα, για κάϑε σταθεροποιηµένη χϱονική στιγµή t, η συνάϱτηση H(·, t)
είναι µία καµπύλη, που είναι ακϱιϐώς ο �µετασχηµατισµός� της γ µετά από χϱόνο t. Μάλιστα
(από τον οϱισµό της οµοτοπίας) H(·, 0) = γ(·) και H(·, 1) = η(·).

Αυτό που αποσκοπούµε να δείξουµε είναι ότι, για κάποιες κοντινές χϱονικές στιγµές
0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1, αληθεύει:∫

γ
f(z) dz =

∫
H(·,t0)

f(z) dz =

∫
H(·,t1)

f(z) dz = · · · =
∫
H(·,tn)

f(z) dz =

∫
η
f(z) dz

δηλαδή µε µικϱή µεταϐολή στις καµπύλες, το ολοκλήϱωµα δεν αλλάϹει.

. . .γ η

΄Εστω ε > 0. Για σταϑεϱοποιηµένο t̃ ∈ [0, 1], η (υπεϱαϱιϑµήσιµη) οικογένεια δίσκων:(
S
(
H(s, t̃), ε

))
s∈I

αποτελεί κάλυµµα της καµπύλης H(I, t̃) (που είναι συµπαγές σύνολο), οπότε υπάρχει πεπερασ-
µένη υποκάλυψη: (

S
(
H(sk, t̃), ε

))
k+1∈[m]

στην οποία διατάσσουµε µε αύξοντα τϱόπο τα sk. Επιπλέον, απαιτούµε s0 = a και sm = b.

΄Εστω δ > 0. Θεωρώντας τις κάλυψεις (για τα διάφορα k):(
S
(
H(sk, t), δ

))
t∈[0,1]

των H(sk, ·), µποϱούµε να ϐϱούµε πεπεϱασµένες υποκαλύψεις:(
S
(
H(sk, tλ), δ

))
λ+1∈[nk]
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Μάλιστα, αν n = max{nk}k+1∈[m], τότε οι οικογένειες:(
S
(
H(sk, tλ), δ

))
λ+1∈[n]

είναι καλύψεις των H(sk, ·) (προσθέτωντας στοιχεία, όπου χρειάζεται). Και πάλι ϑα διατάξουµε
τα tλ και ϑα απαιτήσουµε t0 = 0 και tn = 1.

Τώϱα, επειδή η H είναι συνεχής, για θ > 0 και για αρκετά µικϱά ε, δ και
|sk − sk+1| < ε, |tλ − tλ+1| < δ:

|H(sk, tλ)−H(sk+1, tλ+1)| < θ, |H(sk, tλ)−H(sk, tλ+1)| < θ

|H(sk, tλ)−H(sk+1, tλ)| < θ, |H(sk, tλ+1)−H(sk+1, tλ+1)| < θ

∆ηλαδή τα τµήµατα καµπυλώνH([sk, sk+1], tλ) καιH([sk, sk+1], tλ+1) περιέχονται σε δίσκο (ακ-
τίνας το πολύ 2θ), έστω Sk,λ. Από το Λήµµα 3.2, εφόσον οι δίσκοι Sk,λ είναι αστρόµορφα σύνολα:∫

H([sk,sk+1],tλ)+Tk+1,λ−H([sk,sk+1],tλ+1)−Tk,λ
f(z) dz = 0

όπου Tk,λ είναι το ευϑύγϱαµµο τµήµα [H(sk, tλ), H(sk, tλ+1)] ⊆ Sk,λ. ∆ηλαδή:∫
H([sk,sk+1],tλ)

f(z) dz −
∫
H([sk,sk+1],tλ+1)

f(z) dz =

∫
Tk+1,λ

f(z) dz −
∫
Tk,λ

f(z) dz

H
([
s k
, s
k
+

1
],
t λ

)

H
([
s k
, s
k
+

1
],
t λ

+
1
)

ΑϑϱοίϹοντας τώϱα στα k + 1 ∈ [m], έχουµε:∑
k+1∈[m]

Ç∫
Tk+1,λ

f(z) dz −
∫
Tk,λ

f(z) dz

å
?
=

∫
T0,λ

f(z) dz −
∫
Tm,λ

f(z) dz

(η άστϱο (?) γίνεται τηλεσκοπικά). Επειδή T0,λ = {γ(a) = η(a)}, Tm,λ = {γ(b) = η(b)}, έχουµε:∑
k+1∈[m]

Ç∫
Tk+1,λ

f(z) dz −
∫
Tk,λ

f(z) dz

å
= 0

δηλαδή: ∑
k+1∈[m]

Ç∫
H([sk,sk+1],tλ)

f(z) dz −
∫
H([sk,sk+1],tλ+1)

f(z) dz

å
⇒

⇒
∫
H(·,tλ)

f(z) dz −
∫
H(·,tλ+1)

dz = 0

΄Ετσι, αποδείξαµε το Ϲητούµενο:∫
γ
f(z) dz =

∫
H(·,t0)

f(z) dz =

∫
H(·,t1)

f(z) dz = · · · =
∫
H(·,tn)

f(z) dz =

∫
η
f(z) dz
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Λήµµα 3.3: (Λήµµα του Goursat για απλά συνεκτικά σύνολα). ΄Εστω Ω ⊆ C ένα απλά
συνεκτικό σύνολο και f : Ω→ C µία ολόµοϱϕη συνάϱτηση f ∈ O(Ω\{ω}) ∩C(Ω). Για κάϑε
κλειστή καµπύλη γ : I → C µε γ(I) ⊆ Ω έχουµε:∫

γ
f(z) dz = 0

�

Απόδειξη: ΧωϱίϹουµε την γ σε δύο καµπύλες, ψ και η, µε κοινή αϱχή και ίδιο τέλος (δηλαδή
γ = ψ− η). ΄Επειτα, εϕόσον το Ω είναι απλά συνεκτικό, οι ψ και η είναι οµοτοπικές, οπότε ϐάσει
της Πϱότασης 3.3:∫

ψ
f(z) dz =

∫
η
f(z) dz ⇒

∫
γ
f(z) dz =

∫
ψ−η

f(z) dz = 0

3.4.2 Ο δείκτης στϱοϕής

∆εδοµένου του λήµµατος του Goursat -και µάλιστα της εκδοχής που αποδεικνύεται µέσω του
ϑεωϱήµατος του Green- µποϱεί να δειχϑεί ένα χϱήσιµο αποτέλεσµα σχετικά µε το πώς στϱέϕεται
µία καµπύλη γύϱω από ένα σηµείο. Θα δείξουµε ότι, µέσω ενός ολοκληϱώµατος, είναι δυνατόν
να υπολογιστεί πόσες ϕοϱές µία καµπύλη έχει στϱαϕεί γύϱω από ένα σηµείο. Για την ακϱίϐεια,
µποϱούµε να υπολογίϹουµε το πλήϑος:

αϱιστεϱόστϱοϕες πεϱιστϱοϕές− δεξιόστϱοϕες πεϱιστϱοϕές

Μία ιδέα από την οποία ϑα εϕοϱµήσουµε, ϑα δούµε στην ακόλουϑη παϱατήϱηση.

Παϱατήϱηση 3.4: Για κάϑε απλή καµπύλη γ : I = [a, b] µε 0 ∈
(
X (γ)

)◦ (που κατά σύµϐαση
στϱέϕεται αϱιστεϱόστϱοϕα) έχουµε: ∫

γ

1

z
dz = 2πi

Γενικότεϱα, αν ζ ∈ C και ζ ∈
(
X (γ)

)◦, τότε:∫
γ

1

z − ζ
dz = 2πi

Απόδειξη: Κατ’ αϱχάς δεν χϱειάϹεται να δείξουµε το ϑεώϱηµα για τυχαίες καµπύλες, αϱκεί να
το δείξουµε για κύκλους. Εάν ϑεωϱήσουµε S(0, r) ⊆

(
X (γ)

)◦, τότε 1/z ∈ O(X (γ)\S(0, r)) ∩
C1(X (γ)\S(0, r)). Από το λήµµα του Goursat -όπως αυτό αποδεικνύεται µέσω του ϑεωϱήµατος
του Green- έπεται: ∫

γ−∂S(0,r)

1

z
dz =

∫
∂
(
X (γ)\S(0,r)

) 1

z
dz = 0

δηλαδή: ∫
γ
f(z) dz =

∫
∂S(0,r)

f(z) dz

Τώϱα, όσον αϕοϱά τον κύκλο, τον παϱαµετϱοποιούµε έτσι ώστε να είναι καµπύλη του [0, 1] (για
παϱάδειγµα e2πiθ, θ ∈ [0, 1]) και ∂S(0, r)(0) = ∂S(0, r)(1) = −1 + 0i ∈ Ox′−−→. Παϱατηϱούµε ότι
στην καµπύλη:

∂S(0, r)|[1/n,1−1/n] : [1/n, 1− 1/n]→ C

η 1/z δεν εµϕανίϹει κάποια �ανωµαλία�. Μάλιστα εκεί αποτελεί παϱάγωγο συνάϱτηση της log
(όπως είδαµε στην Πϱόταση 2.8, ii.). Από το ϑεµελιώδες ϑεώϱηµα του απειϱοστικού λογισµού
έπεται: ∫

∂S(0,r)([1/n,1−1/n])

1

z
dz = log

(
∂S(0, r)(1− 1/n)

)
− log

(
∂S(0, r)(1/n)

)



3.4 Ο ολοκληϱωτικός τύπος του Cauchy 59

Αϕήνοντας n→∞, έχουµε τελικά ότι:

log
(
∂S(0, r)(1− 1/n)

)
− log

(
∂S(0, r)(1/n)

)
→ 2πi

και: ∫
∂S(0,r)

1

z
dz = 2πi

Στην ουσία λοιπόν, η ποσότητα:

δγ(ζ) =
1

2πi

∫
γ

1

z

είναι πάντοτε 1 όταν η γ είναι απλή (κατά σύµβαση αριστερόστροφη) και ζ ∈
(
X (γ)

)◦. ΄Οσο
δηλαδή το πλήϑος των στϱοϕών γύϱω από το ζ. Φυσικά, εάν η γ είναι δεξιόστροφη, τότε το
πλήϑος πολλαπλασιάζεται µε −1.

∆ιαϕοϱετικά, εάν η γ δεν είναι απλή, τότε έχουµε το ακόλουϑο:

Θεώϱηµα 3.4: ΄Εστω γ : I = [a, b]→ C µία καµπύλη και ζ ∈
(
X (γ)

)◦. Το πλήϑος:

δγ(ζ) =
1

2πi

∫
γ

1

z − ζ
dz =

1

2πi

∫
I

γ′(t)

γ(t)− ζ
dt

είναι ακέϱαιος που εκϕϱάϹει το πλήϑος:

αϱιστεϱόστϱοϕες πεϱιστϱοϕές γύϱω από το ζ − δεξιόστϱοϕες πεϱιστϱοϕές γύϱω από το ζ

Απόδειξη: Εάν η καµπύλη γ δεν πεϱιστϱέϕεται άπειϱες ϕοϱές γύϱω από το ζ, είναι δυνατόν να
γϱάψουµε:

1

2πi

∫ b

a

γ′(t)

γ(t)− ζ
dt = lim

n→∞

∑
k∈[m]

(
log
(
γ(tk+1 + 1/n)− ζ

)
− log

(
γ(tk+1 − 1/n)− ζ

))

όπου γ(tk), k ∈ [m] είναι τα σηµεία τοµής της γ µε τον άξονα ζ + Ox′−−→. Επειδή ο λογάριθµος
διαφέρει κατά 2πi µετά από κάϑε αριστερόστροφη περιστροφή και −2πi µετά από κάϑε
δεξιόστροφη (χωϱίς πολλές λεπτοµέριες) έχουµε το Ϲητούµενο.

Το µόνο που µένει αναπόδεικτο είναι ότι πράγµατι η γ (ουσιωδώς) τέµνει πεπερασµένο το
πλήϑος ϕοϱές τον άξονα ζ + Ox′−−→, δηλαδή δεν περιστρέφεται άπειϱες ϕοϱές γύϱω από το ζ.
Λέµε �ουσιωδώς�, γιατί εάν η γ �ταλαντώνεται� πάνω στον άξονα ζ + Ox′−−→, τότε για κάϑε δύο
διαδοχικά �περάσµατα� της γ χωϱίς στϱοϕή -έστω γ(t1) και γ(t2)- έχουµε:∫

γ([t1−1/n,t2+1/n])+[w,v]

1

z
dz = 0⇒

∫
γ([t1−1/n,t2+1/n])

1

z
dz =

∫
[v,w]

1

z
dz

(από το Λήµµα 3.2) όπου v = γ(t1 − 1/n), w = γ(t2 + 1/n). ∆ηλαδή η καµπύλη γ µποϱεί
να αντικατασταϑεί από µία άλλη καµπύλη, η οποία δεν ταλαντώνεται στον άξονα ζ +Ox′−−→, χωϱίς
το ολοκλήϱωµα να αλλάξει (υπάϱχει και η πεϱίπτωση που αυτή η ταλάντωση �εϕάπτεται� στον
µετατοπισµένο άξονα, αλλά δεν ϑα µας απασχολήσει γιατί αντιµετωπίϹεται εντελώς ανάλογα -
και στην τελική, πεϱισσότεϱο ϑα δυσκολέψει απ’ ότι ϑα ϐοηϑήσει). Αυτή η καµπύλη είναι (για
παϱάδειγµα) αυτή που έχει αντικαταστήσει τα τµήµατα της καµπύλης γ([t1 − 1/n, t2 + 1/n]) µε
τα ευϑύγϱαµµα τµήµατα [v, w].
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w = γ(t2 + 1/n)

v = γ(t1 − 1/n)

΄Ετσι λοιπόν, γϱάϕουµε την γ σε πολική µοϱϕή:

γ(t) = ρ(t)
(

cos θ(t) + i sin θ(t)
)

+ ζ

µε τις ρ, θ να είναι συνεχείς συναϱτήσεις. Επειδή η θ είναι συνεχής σε κλειστό και ϕϱαγµένο
διάστηµα, είναι ϕϱαγµένη. ∆ηλαδή η ποσότητα:

θ(b)− θ(a)

που εκϕϱάϹει το πλήϑος των πεϱιστϱοϕών γύϱω από το ζ, είναι πεπεϱασµένη.

΄Εχοντας πει όλα αυτά, ο επόµενος οϱισµός είναι λογικός.

Οϱισµός 3.11: (∆είκτης στϱοϕής). ΄Εστω γ : I → C µία καµπύλη και ζ ∈
(
X (γ)

)◦.
ΟϱίϹουµε ως δείκτη στϱοϕής της γ γύϱω από το ζ τον ακέϱαιο αϱιϑµό:

δγ(ζ) =
1

2πi

∫
γ

1

z − ζ
dz

3.4.3 Ο ολοκληϱωτικός τύπος του Cauchy

΄Εχοντας κάνει όλη αυτήν την προετοιµασία, είναι δυνατόν να αποδείξουµε ένα σηµαντικό
ϑεώϱηµα της µιγαδικής ανάλυσης, τον ολοκληϱωτικό τύπο του Cauchy. Μ’ αυτό αϱγότεϱα
ϑα δείξουµε -µεταξύ άλλων- ότι οι ολόµορφες συναρτήσεις και οι αναλυτικές ταυτίζον-
ται.

Θεώϱηµα 3.5: (Ολοκληϱωτικός τύπος του Cauchy). ΄Εστω Ω ⊆ C ένα απλά συνεκτικό
σύνολο και f : Ω → C µία ολόµοϱϕη συνάϱτηση f ∈ O(Ω). Τότε, εάν γ : I → C είναι µία
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καµπύλη µε γ(I) ⊆ Ω:

2πiδγ(z) · f(z) =

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ, z ∈ Ω\γ(I)

Απόδειξη: Κατ’ αϱχάς ϑεωϱούµε τη συνάϱτηση:

ϕ(ζ) =


f(ζ)− f(z)

ζ − z
, ζ 6= z

f ′(z), ζ = z

η οποία είναι συνεχής (λόγω της ολοµοϱϕίας της f ) και ϕ ∈ O(Ω\{z}) (δηλαδή ϕ ∈ O(Ω\{z})∩
C(Ω)). Από το Λήµµα 3.3 έχουµε:

0 =

∫
γ
ϕ(ζ) dζ =

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ −

∫
γ

f(z)

ζ − z
dζ =

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ − 2πiδγ(z) · f(z)

δηλαδή:

2πiδγ(z) · f(z) =

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ, z ∈ Ω\γ(I)

3.5 Συσχέτιση αναλυτικών και ολοµόϱϕων συναϱτήσεων

Είδαµε στο Θεώϱηµα 2.3 (στο ϑεώϱηµα παϱαγώγισης δυναµοσειρών) ότι κάϑε αναλυτική
συνάϱτηση είναι ολόµορφη. Είναι πολύ χϱήσιµο αποτέλεσµα και το αντίστροφο, ότι δηλαδή
κάϑε ολόµορφη συνάϱτηση είναι αναλυτική. Με το ϑεώϱηµα που ϑ’ ακολουθήσει ϑα δείξουµε
ότι, για κάϑε ανοικτό σύνολο Ω ⊆ C:

O(Ω) = {f : Ω→ C | f ολόµοϱϕη}
= {f : Ω→ C | ∀a ∈ Ω η f αναλύεται σε δυναµοσειϱά σε πεϱιοχή S(a, ra) ⊆ Ω} = A(Ω)

Θεώϱηµα 3.6: (Συσχέτιση αναλυτικών και ολοµόϱϕων συναϱτήσεων). ΄Εστω Ω ⊆ C ένα
ανοικτό σύνολο. Για κάϑε f ∈ O(Ω) έχουµε f ∈ A(Ω). ∆ηλαδή ο εγκλεισµός O(Ω) ⊆ A(Ω)
αληϑεύει. Ο αντίστϱοϕος εγκλεισµός έπεται από το Θεώϱηµα 2.3, οπότε:

O(Ω) = A(Ω)

Απόδειξη: Θα δείξουµε ότι, για κάϑε δίσκο S(a, r) ⊂ Ω στον οποίο η f είναι ολόµοϱϕη, είναι κι
αναλυτική. Θεωϱούµε λοιπόν z ∈ S(a, r), ζ ∈ ∂S(a, r) και παϱατηϱούµε ότι:∣∣∣∣z − aζ − a

∣∣∣∣ < 1

∆ηλαδή (ως γεωµετϱική) η σειϱά:

∞∑
k=0

Å
z − a
ζ − a

ãk
= 1
¡

1− z − a
ζ − a

=
ζ − a
ζ − z

συγκλίνει και ισούται µε όσο γϱάψαµε. ΄Ετσι λοιπόν:

1

ζ − z
=

∞∑
k=0

(z − a)k

(ζ − a)k+1
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και, πολλαπλασιάϹοντας µε f(ζ):

f(ζ)

ζ − z
=
∞∑
k=0

f(ζ)

(ζ − a)k+1
· (z − a)k

Από το Θεώϱηµα 3.4, εϕόσον δγ
(
∂S(a, r)

)
= 1:

f(z) =
1

2πi

∫
∂S(a,r)

f(ζ)

ζ − z
dζ =

1

2πi

∫
∂S(a,r)

∞∑
k=0

f(ζ)

(ζ − a)k+1
· (z − a)k dζ

Εάν είναι δυνατόν να γίνει η εναλλαγή του αϑϱοίσµατος µε το ολοκλήϱωµα, το Ϲητούµενο ϑα έχει
αποδειχϑεί:

f(z) =
∞∑
k=0

ck︷ ︸︸ ︷
1

2πi

∫
∂S(a,r)

f(ζ)

(ζ − a)k+1
dζ ·(z − a)k =

∞∑
k=0

ck(z − a)k

Αυτή η εναλλαγή είναι εϕικτή, εϕόσον όπως ϑα δείξουµε, η σύγκλιση:
n∑
k=0

f(ζ)

(ζ − a)k+1
· (z − a)k →

∞∑
k=0

f(ζ)

(ζ − a)k+1
· (z − a)k

είναι οµοιόµοϱϕη (ϑυµηϑείτε την Πϱόταση 3.1). Για να δείξουµε την οµοιόµοϱϕη σύγκλιση, ϑα
επικαλεστούµε το κϱιτήϱιο οµοιόµοϱϕης σύγκλισης του Weierstrass. Παϱατηϱούµε ότι:∣∣∣∣ f(ζ)

(ζ − a)k
· (z − a)k

∣∣∣∣ 6 supζ∈∂S(a,r) |f(ζ)|
rk+1

· |z − a|k =
supζ∈∂S(a,r) |f(ζ)|

r
·
Å |z − a|

r

ãk
µε την δεξιά ποσότητα να είναι αϑϱοίσιµη (το άθροισµά της συγκλίνει), αϕού |z − a|/r < 1. Το
κϱιτήϱιο οµοιόµορφης σύγκλισης αποδεικνύει την οµοιόµορφη σύγκλιση και κατ’ επέκταση το
ϑεώϱηµα.

Παϱατήϱηση 3.5: Σε συνδυασµό µε τον κανόνα παϱαγώγισης δυναµοσειϱών (Θεώϱηµα 2.3),
το πϱοηγούµενο ϑεώϱηµα δείχνει ότι κάϑε ολόµοϱϕη συνάϱτηση είναι απείϱως παϱαγωγίσιµη.

Παϱατήϱηση 3.6: Από την απόδειξη του Θεωϱήµατος 3.6 έπεται ότι η αναλυτικότητα µίας
συνάϱτησης, δηλαδή η συνϑήκη:

Για κάϑε a ∈ Ω υπάχει S(a, ra) ⊆ Ω µε την f να αναλύεται σε δυναµοσειϱά στο S(a, ra) µε κέντϱο a

µποϱεί να αντικατασταϑεί (από την ισοδύναµή της):

Για κάϑε S(a, r) ⊆ Ω η f να αναλύεται σε δυναµοσειϱά στο S(a, r) µε κέντϱο a

Παϱατήϱηση 3.7: ΄Εστω Ω ⊆ C ένα ανοικτό σύνολο και f : Ω → C µία ολόµορφη συνάϱτηση
f ∈ O(Ω). Βάσει του Θεωρήµατος 3.6, γύϱω από κάϑε a ∈ Ω η f έχει αναγραφή σε δυναµο-
σειρά:

f(z) =
∞∑
k=0

ck(z − a)k

Από την αναγϱαϕή αυτή -σε συνδυασµό µε τον κανόνα παϱαγώγισης δυναµοσειϱών στοΘεώϱηµα
2.3- έχουµε:

ck =
f [k](a)

k!
Επιπλέον, από την απόδειξη του Θεωϱήµατος 3.6:

ck =
1

2πi

∫
∂S(a,r)

f(ζ)

(ζ − a)k+1
dζ

Συνέπεια της πϱοηγούµενης παϱατήϱησης είναι το ακόλουϑο ϑεώϱηµα:
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Θεώϱηµα 3.7: (Γενικευµένος τύπος του Cauchy). ΄Εστω Ω ⊆ C ένα ανοικτό σύνολο. Για
κάϑε ολόµοϱϕη συνάϱτηση f : Ω → C µε f ∈ O(Ω), και για απλή καµπύλη γ : I → C µε
X (γ) ⊆ Ω, έχουµε:

f [k](z) =
k!

2πi

∫
γ

f(ζ)

(ζ − z)k+1
dζ, z ∈ Ω\γ(I)

Απόδειξη: Θεωϱώντας αϱκετά µικϱό δίσκο S(z, r) ⊆ X (γ), λόγω της αναλυτικότητας (δηλαδή της
ολοµοϱϕίας) της f έχουµε:

f [k](z) =
k!

2πi

∫
∂S(z,r)

f(ζ)

(ζ − z)k+1
dζ

Από το ϑεώϱηµα του Green (εϕόσον το σύνοϱο ∂X (γ)\S(z, r) = γ − ∂S(z, r) είναι οµαλό και οι
ολόµοϱϕες συναϱτήσεις λείες), έχουµε το Ϲητούµενο.

3.6 Παϱάγουσες µιγαδικών συναϱτήσεων

΄Οπως είδαµε στην απόδειξη του Λήµµατος 3.2, καθοριστικής σηµασίας ήταν η ύπαϱξη παρά-
γουσας σε αστρόµορφα σύνολα. Είδαµε συγκεκριµένα µία πρόταση, την οποία ξαναγράφουµε
για χάϱη πληρότητας.

Πϱόταση 3.4: ΄Εστω Ω ⊆ C ένα ανοικτό και αστϱόµοϱϕο σύνολο. Για κάϑε f ∈ O(Ω\{ω})∩
C(Ω), ω ∈ C, υπάϱχει παϱάγουσα συνάϱτηση F .

Γενικά η ύπαϱξη παϱαγουσών έχει αρκετό ενδιαφέρον κι αυτόνοµα. Εµείς εδώ ϑα προσπαθή-
σουµε να εξασφαλήσουµε την ύπαϱξη παϱαγουσών και σε άλλες περιπτώσεις, πϱώτα όµως να
κάνουµε µία παϱατήϱηση: σε αντίθεση µε τις πραγµατικές συναρτήσεις, η συνέχεια (και µόνο
αυτή) µίας µιγαδικής συνάϱτησης δεν εξασφαλίζει την ύπαϱξη παγάγουσας (σε ένα σύνολο). Για
παϱάδειγµα, η 1/(·) δεν έχει παράγουσα F στον κύκλο ∂S(0, 1) (τον οποίο ϐλέπουµε ως καµπύλη
του [0, 1]), παϱά το ότι είναι συνεχής σ’ αυτόν. Αν είχε παράγουσα, τότε:

1 = δ∂S(0,1) =
1

2πi

∫
∂S(0,1)

1

z
dz = F

(
∂S(0, 1)(1)

)
− F

(
∂S(0, 1)(0)

)
= 0

το οποίο είναι άτοπο. Γενικά, αυτό που εξασφάλιζε την ύπαϱξη παϱαγουσών στις πραγµατικές
συναρτήσεις είναι η �καλή γεωµετϱία� του R, κάτι που δεν µεταβιβάζεται στις πολλές διαστάσεις.

Πάντως, η Πρόταση 3.4 δείχνει το εξής:

Παϱατήϱηση 3.8: ΄Εστω Ω ⊆ C ένα ανοικτό σύνολο. Κάϑε f ∈ O(Ω\{ω}) ∩ C(Ω), ω ∈ C έχει
τοπικά παϱάγουσα συνάϱτηση (εάν ϑεωϱήσουµε αϱκετά µικϱούς δίσκους S(a, ra), γύϱω από
κάϑε a ∈ Ω).

Η Πρόταση 3.4 µποϱεί να γενικευτεί µε αρκετούς τϱόπους -µεϱικούς εξ’ αυτών ϑα παραθέσουµε.

Πϱόταση 3.5: ΄Εστω Ω ⊆ C ένα ανοικτό και αστϱόµοϱϕο σύνολο, και {ωk}k∈[n] ⊆ C µία
πεπεϱασµένη οικογένεια σηµείων. Για κάϑε f ∈ O(Ω\{ωk}k∈[n])∩C(Ω), υπάϱχει παϱάγουσα
συνάϱτηση F .

Απόδειξη: Λόγω του ότι τα σηµεία είναι πεπερασµένα στο πλήϑος, µποϱούµε (µε ανάλογη
απόδειξη) να αποδείξουµε µία γενικότεϱη µοϱϕή του Λήµµατος 3.1, άϱα και της Πρότασης
3.4.
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Πϱόταση 3.6: (Θεώϱηµα του Morerra). ΄Εστω Ω ⊆ C ένα ανοικτό σύνολο και {ωk}k∈[n] ⊆ C
µία πεπεϱασµένη οικογένεια σηµείων. Για κάϑε f ∈ O(Ω\{ωk}k∈[n]), τέτοια ώστε για κάϑε
τϱίγωνο T µε X (T ) ⊆ Ω: ∫

T
f(z) dz = 0

υπάϱχει παϱάγουσα συνάϱτηση F .

Απόδειξη: Από την απόδειξη της Πρότασης 3.4 (ή καλύτεϱα της Πρότασης 3.5).

Η �µεγαλύτεϱη� γενίκευση που ϑα αποδείξουµε είναι η παϱακάτω πρόταση, αµέσως µετά το
λήµµα.

Λήµµα 3.4: ΄Εστω Ω ⊆ C ένα κατά τόξα συνεκτικό, ανοικτό σύνολο, {ωk}k∈[n] ⊆ C µία
πεπεϱασµένη οικογένεια σηµείων και µία ολόµοϱϕη συνάϱτηση f ∈ O(Ω\{ωk}k∈[n]). Εάν
για κάϑε δύο καµπύλες γ, η µεταξύ δύο σηµείων:∫

γ
f(ζ) dζ =

∫
η
f(ζ) dζ

(δηλαδή το ολοκλήϱωµα είναι ανεξάϱτητο της διαδϱοµής), τότε υπάϱχει παϱάγουσα συνάϱτηση
F της f . �

Απόδειξη: Για κάϑε z ∈ Ω, ϐρίσκουµε µία καµπύλη γz : I → C, γz(Ω) ⊆ Ω, από σταθεροποιη-
µένο a ∈ Ω πϱος το z. Ορίζουµε τη συνάϱτηση:

F (z) =

∫
γz

f(ζ) dζ

(η οποία πράγµατι ορίζεται και είναι ανεξάϱτητη της επιλογής των γz). Ακολουθώντας τα ϐήµατα
της Πρότασης 3.4 (ή καλύτεϱα της Πρότασης 3.5), η συνάϱτηση F αποδεικνύεται ότι είναι
πράγµατι παράγουσα της f .

Πϱόταση 3.7: ΄Εστω Ω ⊆ C ένα απλά συνεκτικό σύνολο και {ωk}k∈[n] ⊆ C µία πεπεϱασµένη
οικογένεια σηµείων. Για κάϑε f ∈ O(Ω\{ωk}k∈[n]) υπάϱχει παϱάγουσα συνάϱτηση.

Απόδειξη: Από τον οϱισµό των απλά συνεκτικών συνόλων, την Πϱόταση 3.3 και το Λήµµα 3.4
(ή τέλος πάντων από µία πϱοϕανή γενίκευσή του), το Ϲητούµενο έπεται.

3.7 Ακεϱαίες συναρτήσεις και το ϑεµελιώδες ϑεώϱηµα της άλγε-
ϐρας

Στην παράγραφο αυτή ϑα µελετήσουµε τις ακεραίες συναρτήσεις, δηλαδή τις ολόµορφες
συναρτήσεις σε όλο το µιγαδικό επίπεδο. Από τις ιδιότητές τους ϑα δούµε έναν διαφορετικό (και
κατά µία έννοια απλούστερο, αλλά όχι στοιχειώδη) τϱόπο µε τον οποίο το ϑεµελιώδες ϑεώϱηµα
της άλγεβρας αποδεικνύεται.

Οϱισµός 3.12: (Ακεϱαίες συναϱτήσεις). ΄Εστω f : C → C µία µιγαδική συνάϱτηση. Η f
ϑα καλείται ακεϱαία συνάϱτηση εάν f ∈ O(C).

Στην ουσία αυτό που ϑα αποδείξει το ϑεµελιώδες ϑεώϱηµα της άλγεϐϱας είναι η ακόλουϑη
ιδιότητα των ακεϱαίων συναϱτήσεων.
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Θεώϱηµα 3.8: (Το ϑεώϱηµα του Liouville). ΄Εστω f µία ακεϱαία συνάϱτηση η οποία είναι
ϕϱαγµένη (από κάποιο M > 0, δηλαδή |f | 6M ). Τότε η f είναι σταϑεϱή συνάϱτηση.

Απόδειξη: Βάσει του Θεωϱήµατος 3.6, επειδή κάϑε ολόµοϱϕη συνάϱτηση είναι αναλυτική,
µποϱούµε να γϱάψουµε:

f(z) =
∞∑
k=0

ckz
k

σε κάϑε S(0, r) ⊆ C (ϑυµηϑείτε επίσης την Παϱατήϱηση 3.6). Μάλιστα, είδαµε ότι:

ck =
1

2πi

∫
∂S(a,r)

f(ζ)

ζk+1
dζ

οπότε:

|ck| 6
1

2π
·

supζ∈∂S(0,r) |f(ζ)|
rk+1

· `
(
∂S(0, r)

)
6
M

rk

Αϕήνοντας r →∞, οι δίκοι S(0, r) προσεγγίζουν όλο το επίπεδο και οι συντελεστές ck, k > 1 το
0. ∆ηλαδή, f ≡ c0.

Παϱατήϱηση 3.9: (Το ϑεµελιώδες ϑεώϱηµα της άλγεβρας). Κάϑε πολυωνυµική εξίσωση
P (z) = 0 ϐαθµού n > 1 (µε µιγαδικούς συντελεστές) έχει τουλάχιστον µία ϱίϹα στο C.

Κατ’ επέκταση, λειτουργώντας επαγωγικά, η P (z) = 0 έχει ακϱιϐώς n (όχι κατ’ ανάγκη
διακεκριµένες) λύσεις.

Απόδειξη: ΄Εστω:

P (z) = zn +
n−1∑
k=0

ckz
k, n > 1

ένα πολυώνυµο του C[z]. Το P είναι ακεϱαία συνάϱτηση, που αν πϱος άτοπο δεν είχε καµµία
ϱίϹα, και η 1/P ϑα ήταν ακεϱαία. Μάλιστα, η 1/P είναι ϕϱαγµένη συνάϱτηση, αϕού:

lim
z→∞

∣∣∣∣ 1

P (z)

∣∣∣∣ = 0

κι οπότε υπάϱχει r > 0 ώστε στο B(0, r)c = C\B(0, r) να έχουµε |1/P | 6 1. Επειδή η 1/P είναι
συνεχής στον κλειστό δίσκο B(0, r), παίϱνει µέγιστη τιµή |1/P (z0)| και, κατά συνέπεια:∣∣∣∣ 1

P

∣∣∣∣ 6 max

ß
1,

∣∣∣∣ 1

P (z0)

∣∣∣∣™
∆ηλαδή, από το Θεώϱηµα 3.8, η 1/P είναι σταϑεϱή. Αυτό είναι άτοπο για n > 1.

Το ϑεώϱηµα του Liouville έχει κι άλλες εκδοχές, κάπως γενικευµένες. Για παϱάδειγµα, µία απ’
αυτές είναι η ακόλουϑη πϱόταση:

Πϱόταση 3.8: ΄Εστω f µία ακεϱαία συνάϱτηση.

i. Εάν για κάϑε z ∈ C:

|f(z)| 6 A+B|z|m, για κάποια A,B > 0, m ∈ N0

τότε η f είναι πολυώνυµο ϐαϑµού το πολύ m.

ii. Εάν για κάϑε z ∈ C:

|f(z)| 6 B|z|m, για κάποια B > 0, m ∈ N0
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τότε η f είναι µηδενική ή µονώνυµο ϐαϑµού m.

Μάλιστα, οι εκϑέτεςm µποϱεί να είναι οποιοιδήποτε ϑετικοί ή µηδενικοί αριθµοί. Οι αποδείξ-
εις εφαρµόζουν και αποδεικνύουν τα παραπάνω, δίνοντας πολυώνυµα (ή µονώνυµα) ϐαθµού
bmc, όπου b·c είναι το ακέϱαιο µέϱος.

Απόδειξη: Για το i., η απόδειξη ϑυµίϹει αυτήν του Θεωϱήµατος 3.8: Εϕόσον η f είναι ολόµοϱϕη,
υπάϱχει ανάλυσή της σε δυναµοσειϱά:

f(z) =
∞∑
k=0

ckz
k

σε κάϑε δίσκο S(0, r) ⊆ C. Επειδή:

ck =
1

2πi

∫
∂S(0,r)

f(ζ)

ζk+1
dζ ⇒ |ck| 6

1

2π
·

supζ∈∂S(0,r) |f(ζ)|
rk+1

· `
(
∂S(0, r)

)
6
A+Brm

rk

αϕήνοντας r →∞, οι δίσκοι S(0, r) προσεγγίζουν όλο το επίπεδο και οι ck, k > m+ 1, το 0. Η
f είναι λοιπόν πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ m.

Για το ii.: Κάνοντας την ανισότητα της υπόθεσης λίγο χειϱότεϱη, µποϱούµε να γράφουµε:

|f(z)| 6 1 +B|z|m

Από το i. λοιπόν, η f είναι πολυώνυµο ϐαϑµού το πολύ m.

f(z) =

m∑
k=0

ckz
k

Τώϱα, από την ανισότητα της υπόϑεσης:

|f(z)| =
∣∣∣∣∣
m∑
k=0

ckz
k

∣∣∣∣∣ 6 B|z|m
Εάν αϕεϑεί z → 0, έπεται |c0| 6 0, δηλαδή c0 = 0. ∆ιαιϱώντας µε το |z|, συνεχίϹουµε επαγωγικά
τη διαδικασία στη σχέση: ∣∣∣∣∣

m∑
k=1

ckz
k−1

∣∣∣∣∣ 6 B|z|m−1

κι αποδεικνύουµε ότι ck = 0 για κάϑε k 6 m − 1. Μέσω της επαγωγικής διαδικασίας, η
αντίστοιχη σχέση για το cm είναι |cm| 6 B, κι έτσι αποδεικνύεται το Ϲητούµενο.

Υπάϱχουν κι άλλες πολλές πϱοτάσεις για τις ακεϱαίες συναϱτήσεις, που �πεϱιοϱίϹουν� κάπως
τις ιδιότητές τους. Εµείς ϑα δούµε ακόµη δύο.

Παϱατήϱηση 3.10: ΄Εστω f µία ακεϱαία συνάϱτηση.

i. Εάν <f > 0, η f είναι σταϑεϱή.

ii. Εάν f(C) ⊆ C\Ox′−−→, η f είναι σταϑεϱή.

Απόδειξη: Για το i.: Θεωϱούµε τη συνἀϱτηση g : C→ C µε τύπο:

g(z) = e−f(z) = e−<f(z)
(

cos
(
−=f(z)

)
+ i · sin

(
−=f(z)

))
H g είναι ακεϱαία συνάϱτηση κι επιπλεόν:

|g(z)| = |e−f(z)| =
∣∣∣e−<f(z)

(
cos
(
−=f(z)

)
+ i · sin

(
−=f(z)

))∣∣∣ 6 1
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οπότε από το Θεώϱηµα 3.8, η g είναι σταθερή συνάϱτηση. Κατά συνέπεια, η f είναι σταθερή
συνάϱτηση.

Για το ii.: Για κάϑε w = ρeiθ ∈ C, η ϱίϹα:
√
w =

√
ρeiθ/2

ανήκει στο δεξί ηµιεπίπεδο {w ∈ C | <(w) > 0}, αϕού:

−π < θ 6 π ⇒ −π/2 < θ 6 π/2

Επίσης, η
√
f(z), f(z) ∈ C\Ox′−−→, είναι µία ολόµορφη συνάϱτηση, αϕού τα f(z) ϐρίσκονται

µακϱυά από τις �ανωµαλίες� της ϱίϹας (δηλαδή από τον ηµιάξονα Ox′−−→). Εποµένως η
√
f είναι

ακεραία συνάϱτηση µε <
√
f > 0. Από το i. έπεται ότι η

√
f είναι σταθερή συνάϱτηση, άϱα και

η f .





ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

Ανωµαλίες και ϱίϹες

4.1 Η αϱχή της ταυτότητας

Η αϱχή της ταυτότητας (ή, όπως ϑα το δούµε εµείς, αναλυτικής συνέχισης) είναι µία χϱήσιµη
ιδιότητα των ολοµόϱϕων συναϱτήσεων, που αϱγότεϱα ϑα χϱησιµοποιήσουµε στο κοµµάτι της
αναλυτικής ϑεωϱίας αϱιϑµών. Σύµϕωνα µ’ αυτήν, εάν το σύνολο:

f−1({0}) = {z ∈ Ω | f(z) = 0}

(όπου f ∈ O(Ω), Ω ⊆ C ανοικτό) έχει σηµείο συσσώϱευσης, τότε f ≡ 0.

Για να αποδείξουµε το παραπάνω, ϑα χρειαστούµε πϱώτα µεϱικά λήµµατα.

Λήµµα 4.1: ΄Εστω Ω ⊆ C ένα ανοικτό σύνολο και f ∈ O(Ω). Εάν f(a) = 0 για κάποιο a ∈ Ω
και f 6≡ 0, τότε υπάϱχει m ∈ N ούτως ώστε:

f(z) = (z − a)mg(z), g ∈ O(Ω), g(a) 6= 0

σε κάποια πεϱιοχή του a. �

Απόδειξη: Αυτό είναι συνέπεια της αναγραφής της ολόµορφης συνάϱτησης σε δυναµοσειρά.

Λήµµα 4.2: ΄Εστω Ω ⊆ C ένα ανοικτό σύνολο και f ∈ O(Ω). Το σύνολο:(
f−1(Ω)

)′ ∩ Ω

των σηµείων συσσώϱευσης του f−1({0}) στο Ω είναι κλειστάνοικτο (δηλαδή κλειστό και
ανοικτό) στο Ω. �

Απόδειξη: Από τον οϱισµό του, το σύνολο συσσώϱευσης
(
f−1({0})

)′ είναι κλειστό στο C, άϱα
και το f−1({0}) ∩ Ω είναι κλειστό στο Ω.

Τώϱα ϑα δείξουµε ότι το
(
f−1({0})

)′ ∩ Ω είναι ανοικτό στο Ω, οπότε ϑα έχουµε το Ϲητού-
µενο. ΄Εστω λοιπόν a ∈

(
f−1({0})

)′ ∩Ω (την πεϱίπτωση του κενού συνόλου δεν την λαµβάνουµε
υπόψη, µιας και είναι τετριµµένη).

Βήµα Ι: Εάν υπάρχει r > 0 ώστε f
(
S(a, r)

)
= {0}, τότε:

S(a, r) ⊆ S(a, r)′ = B(a, r) ⊆
(
f−1({0})

)′ ∩ Ω
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κι άϱα γύϱω από το a µποϱεί να ϐρεθεί ανοικτός δίσκος.

Βήµα ΙΙ: Εάν υπάρχει δίσκος S(a, r) ώστε f
(
S(a, r)

)
= {a}, τότε γράφουµε:

f(z) = (z − a)mg(z)

όπως στο Λήµµα 4.1. Παίρνοντας 0 < ρ < r, στους δακτύλιους S(a, r)\S(a, ρ) η f δεν µηδενίζε-
ται, πϱάγµα που δεν ϑα έπϱεπε να συµβαίνει, αϕού το a είναι σηµείο συσσώϱευσης του f−1({0}).

Από τα δύο προηγούµενα ϐήµατα έπεται το Ϲητούµενο.

Θεώϱηµα 4.1: (Αϱχή της ταυτότητας). ΄Εστω Ω ⊆ C ένα ανοικτό και συνεκτικό σύνολο,
και f ∈ O(Ω). Εάν το σύνολο των σηµείων συσσώϱευσης:(

f−1({0})
)′ ∩ Ω

δεν είναι κενό, τότε f ≡ 0.

Απόδειξη: Πράγµατι, το εν λόγω σύνολο (αποδείξαµε ότι) είναι κλειστάνοικτο στο ανοικτό και
συνεκτικό σύνολο Ω ⊆ C. Οπότε, εφόσον δεν είναι κενό, ϑα πϱέπει να είναι το ίδιο το Ω (αϕού
αν δεν ήταν, η διαµέριση από κλειστάνοικτά Ω =

[(
f−1({0})

)′ ∩ Ω
]
∪
[
Ω\
(
f−1({0})

)′ ∩ Ω
]
ϑα

έδειχνε ότι το Ω δεν είναι συνεκτικό).

Θεώϱηµα 4.2: (Αναλυτική συνέχιση). ΄Εστω Ω,W ⊆ C δύο ανοικτά και συνεκτικά σύνολα
µε Ω ⊆W . ΄Εστω επίσης δύο συναϱτήσεις f ∈ O(Ω), f̃ ∈ O(W ), για τις οποίες:(

(f − f̃)−1({0})
)′ ∩ Ω 6= ∅

(δηλαδή το σύνολο των σηµείων του Ω στα οποία ταυτίϹονται έχει σηµείο συσσώϱευσης). Τότε
η f̃ αποτελεί τη µοναδική ολόµοϱϕη επέκταση της f στο W .

Απόδειξη: Αυτό είναι συνέπεια του Θεώϱηµατος 4.1.

4.2 Επουσιώδεις, ουσιώδεις ανωµαλίες και πόλοι

Μέχϱι τώϱα έχουµε καταϕέϱει, µέσω του Θεωρήµατος 3.6, να αναλύσουµε σε δυναµοσειρές
τις ολόµορφες συναρτήσεις. Η ανάλυση αυτή όµως -πϱέπει να σηµειωϑεί- δεν γίνεται ενιαία
σε όλο το ανοικτό σύνολο στο οποίο ορίζεται η ολόµορφη συνάϱτηση, αλλά σε �καλά� σύνολα
(δηλαδή δίσκους). Τώϱα, εάν αφαιρεθεί ένα σηµείο a από έναν δίσκο S(a, r), δεν εξασφαλίζεται
η ανάλυση µίας συνάϱτησης f ∈ O

(
S(a, r)\{a}

)
σε δυναµοσειρά, παϱά το ότι τα δύο σύνολα

S(a, r), S(a, r)\{a} δεν διαφέρουν πολύ. Σε τέτοιου είδους σύνολα, όπως και σε δακτυλίους
S(a, r)\B(a, ρ), υπάρχει ένα άλλου είδους ανάπτυγµα, που µοιάϹει µε δυναµοσειρά, και είναι
το λεγόµενο ανάπτυγµα Laurent.

Για να µελετήσουµε τέτοια αναπτύγµατα, ϑα χϱειαστεί να µελετήσουµε πώς συµπεριφέρονται
συναρτήσεις f ∈ O

(
Ω\{a}

)
, δηλαδή συναρτήσεις που δεν είναι ολόµορφες παντού στο Ω, και

που µποϱεί να εµφανίζουν �ανωµαλίες� στο a, αϕού εκεί δεν έχει υποτεθεί κάποιου είδους
συνέχεια.
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Οϱισµός 4.1: (Μεµονωµένες ανωµαλίες). ΄Εστω f : Ω → C (Ω ⊆ C ανοικτό) µία
συνάϱτηση µε f ∈ O

(
S(a, r)\{a}

)
, S(a, r)\{a} ⊆ Ω, για κάποιο a ∈ Ω. Το σηµείο a ϑα

καλείται σηµείο µεµονωµένης ανωµαλίας της συνάϱτησης f .

Λέµε κάϑε τέτοιο a του πϱοηγούµενου οϱισµού σηµείο ανωµαλίας, στην πϱαγµατικότητα όµως
ενδέχεται να µην υπάϱχει καµµία ανωµαλία σε εκείνο το σηµείο. ∆ηλαδή, ενδέχεται να υπάϱχει
αϱιϑµός ζa ∈ C τέτοιος ώστε η:

f̃(z) =

®
f(z), z ∈ S(a, r)\{a}
ζa, z = a

να αποτελεί ολόµορφη επέκταση της f στο S(a, r) (δηλαδή f̃ ∈ O
(
S(a, r)

)
).

Υπάϱχουν επίσης οι περιπτώσεις όπου limz→a f(x) = ∞ ή το εν λόγω όϱιο δεν υπάρχει,
κι αυτές είναι κάπως πιο χαρακτηριστικές της έννοιας της ανωµαλίας.

Οϱισµός 4.2: (Είδη µεµονωµένων ανωµαλιών). ΄Εστω Ω ⊆ C ένα ανοικτό σύνολο, µία
συνάϱτηση f : Ω → C µε f ∈ O

(
S(a, r)\{a}

)
, S(a, r)\{a} ⊆ Ω, και a ∈ Ω µεµονωµένη

ανωµαλία.

i. Εάν υπάϱχει ζa ∈ C ώστε η:

f̃(z) =

®
f(z), z ∈ S(a, r)\{a}
ζa, z = a

να αποτελεί ολόµορφη επέκταση της f στο S(a, r), τότε το a ϑα καλείται σηµείο επουσιώ-
δους ανωµαλίας της f . Επίσης, ϑα λέµε ότι η f στο a έχει επουσιώδη ανωµαλία.

ii. Εάν αληϑεύει:
lim
z→a

f(z) =∞

(δηλαδή limz→a |f(z)| =∞), τότε το a ϑα καλείται πόλος της f . Επίσης ϑα λέµε ότι η f
στο a έχει πόλο.

iii. Εάν το a δεν είναι σηµείο επουσιώδους ανωµαλίας αλλά ούτε και πόλος, ϑα λέµε ότι είναι
σηµείο ουσιώδους ανωµαλίας. Επίσης ϑα λέµε ότι η f στο a έχει ουσιώδη ανωµαλία.

Πϱόταση 4.1: Μία συνάϱτηση f ∈ O
(
S(a, r)\{a}

)
έχει πόλο στο a εάν και µόνο αν υπάϱχει

m ∈ N και g ∈ O
(
S(a, r)

)
, g(a) 6= 0, ώστε:

f(z) =
g(z)

(z − a)m

Απόδειξη: (⇒) Επιλέγουµε (γιατί τέτοιο υπάρχει) 0 < δ < r ώστε η συνάϱτηση f να µην µηδενίζε-
ται στο S(a, δ)\{a}. Ορίζουµε:

h(z) =

®
1/f(z), z ∈ S(a, δ)\{a}
0, z = a

και παϱατηϱούµε ότι η h είναι συνεχής συνάϱτηση. Επιπλέον είναι ολόµοϱϕη στο S(a, δ)\{a},
αϕού η f είναι ολόµοϱϕη στο S(a, r) και S(a, δ) ⊆ S(a, r). Βάσει της Πϱότασης 3.4, η h έχει
παϱάγουσα H στο S(a, δ), η οποία ως ολόµοϱϕη είναι αναλυτική. Αϕού H ′ = h, και η h είναι
αναλυτική στο S(a, δ), οπότε στον δίσκο αυτό υπάϱχει ανάπτυγµα:

h(z) =

∞∑
k=0

ck(z − a)k
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΄Οµως τώϱα h(a) = 0, εποµένως υπάϱχει m ∈ N ώστε:

h(z) = (z − a)m
∞∑
k=m

ck(z − a)k−m

Η συνάϱτηση l(z) =
∑∞

λ=0 cλ+m(z − a)λ είναι ολόµορφη στο S(a, δ) (αϕού είναι αναλυτική).
Επίσης (για αρκετά µικϱό δ) δεν µηδενίζεται στο a, µιας και το σύνολο l−1({0}) περιέχει µόνο
µεµονωµένα σηµεία (παϱάϕϱαση του Θεωρήµατος 4.1). ΄Ετσι λοιπόν, η 1/l είναι ολόµορφη στο
S(a, δ).

Εάν ορίσουµε:

g(z) =

®
1/l(z), z ∈ S(a, δ)

f(z)(z − a)m, z ∈ S(a, r)\S(a, δ)

ϑα παϱατηϱήσουµε ότι:

f(z) =
g(z)

(z − a)m

κι επιπλέον g(a) 6= 0.

(⇐) Η άλλη κατεύϑυνση είναι άµεση.

Η παραπάνω πρόταση είναι ενδεικτική των πόλων και οδηγεί ϕυσιολογικά στον ακόλουϑο οϱισµό:

Οϱισµός 4.3: (Τάξη του πόλου). ΄Εστω µία συνάϱτηση f ∈ O
(
S(a, r)\{a}

)
µε πόλο στο a,

και:
f(z) =

g(z)

(z − a)m
, g ∈ O

(
S(a, r)

)
, g(a) 6= 0, m ∈ N

η (µοναδική) αναγϱαϕή της σύµϕωνα µε την Πϱόταση 4.1. Ο αϱιϑµός m ∈ N ονοµάϹεται
τάξη του πόλου.

΄Οπως η Πϱόταση 4.1 ήταν χαϱακτηϱιστική για τους πόλους, η ακόλουϑη πϱόταση -που ϕέϱει
το όνοµα του Riemann- είναι χαϱακτηϱιστική για τις επουσιώδεις ανωµαλίες.

Πϱόταση 4.2: (Θεώϱηµα του Riemann για τις επουσιώδεις ανωµαλίες). ΄Εστω µία
συνάϱτηση f ∈ O

(
S(a, r)\{a}

)
. Το a αποτελεί σηµείο επουσιώδους ανωµαλίας της f εάν και

µόνο εάν η f ϕϱάσσεται σε πεϱιοχή του a.

Απόδειξη: (⇒) Αυτό είναι άµεσο, αϕού η επέκταση της f είναι συνεχής.

(⇐) Υποθέτουµε ότι σε περιοχή κοντινή του a η f ϕράσσεται:

|f(z)| 6M

Θεωϱούµε τη συνάϱτηση:

h(z) =

®
(z − a)f(z), z ∈ S(a, r)\{a}
0, z = a

και παϱατηϱούµε ότι είναι συνεχής στο a, αϕού:

|h(z)| = |z − a| · |f(z)| 6M · |z − a|

Επιπλέον η h είναι ολόµοϱϕη στο S(a, r)\{a}, κι οπότε από την Πϱόταση 3.4 έχει παϱάγουσα
H. Εϕόσον H ′ = h, αυτό δείχνει ότι η h είναι ολόµοϱϕη στο S(a, r). Γϱάϕουµε λοιπόν το
ανάπτυγµα σε δυναµοσειϱά:

h(z) =
∞∑
k=0

ck(z − a)k



4.3 Αναπτύγµατα Laurent 73

και, ϐάσει του Λήµµατος 4.1:

h(z) = (z − a)

∞∑
λ=0

cλ+1(z − a)λ

∆ηλαδή:

f(z) =
1

z − a
· (z − a)

∞∑
λ=0

cλ+1(z − a)λ =
∞∑
λ=0

cλ+1(z − a)λ

το οποίο δείχνει ότι η f στο a έχει επουσιώδη ανωµαλία.

Με αυτούς τους χαρακτηρισµούς υπόψη, µποϱούµε να αποδείξουµε κάποιες αναµενόµενες
ιδιότητες.

Παϱατήϱηση 4.1: ΄Εστω f, g ∈ O
(
S(a, r)

)
δύο συναρτήσεις µε f(a) = g(a) = 0 και πολ-

λαπλότητες τάξεως m και n στις ϱίϹες.

i. Εάν m > n, η f/g εµϕανίϹει στο a επουσιώδη ανωµαλία.

ii. Εάν m < n, η f/g έχει πόλο στο a, τάξεως n−m.

Τέλος, ϑα αναϕεϱϑούµε σε έναν χαϱακτηϱισµό για τις ουσιώδεις ανωµαλίες.

Πϱόταση 4.3: (Θεώϱηµα του Cassorati). ΄Εστω f ∈ O
(
S(a, r)\{a}

)
µία συνάϱτηση. H f

εµϕανίϹει ουσιώδη ανωµαλία στο a εάν και µόνο αν για κάϑε 0 < ε < r το f
(
S(a, ε)\{a}

)
είναι πυκνό στο C.

Απόδειξη: (⇒) ΄Εστω 0 < ε < r. Υποϑέτουµε ότι υπάϱχει δίσκος S(w, δ) ώστε:

S(w, δ) ∩ f
(
S(a, ε)\{a}

)
= ∅

και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο, οπότε το f
(
S(a, ε)\{a}

)
ϑα είναι πυκνό.

Εϕόσον S(w, δ) ∩ f
(
S(a, ε)\{a}

)
= ∅, για κάϑε z ∈ S(a, ε)\{a} έχουµε:

|f(z)− w| > δ ⇒ 1

|f(z)− w|
6 δ

και, από την Πϱόταση 4.2, η 1/
(
f(·)−w

)
εµϕανίϹει στο a επουσιώδη ανωµαλία. Υπάϱχει λοιπόν

ολόµοϱϕη επέκταση του πηλίκου, και κατ’ επέκταση υπάϱχει το όϱιο:

λ = lim
z→a

1

f(z)− w

Εάν λ = 0, τότε:
lim
z→a

(
f(z)− w

)
=∞⇒ lim

z→a
f(z) =∞

το οποίο είναι άτοπο, αϕού η ανωµαλία στο a είναι ουσιώδης κι όχι πόλος.

∆ιαϕοϱετικά, εάν λ 6= 0, τότε:

lim
z→a

(
f(z)− w

)
= 1/λ⇒ lim

z→a
f(z) = w + 1/λ

Αυτό είναι άτοπο, αϕού η ανωµαλία στο a είναι ουσιώδης κι όχι επουσιώδης.

4.3 Αναπτύγµατα Laurent

Τώϱα είµαστε σε ϑέση να µελετήσουµε τα αναπτύγµατα Laurent, τα οποία είναι -κατά µία έννοια-
γενίκευση της έννοιας της δυναµοσειϱάς.
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Οϱισµός 4.4: (Αναπτύγµατα Laurent). ΟνοµάϹουµε ανάπτυγµα Laurent µε κέντϱο a ∈ C
κάϑε, εν γένει απειϱόϐαϑµο, ϱητό πολυώνυµο:

L(z) =
∞∑

k=−∞
ck(z − a)k =

−1∑
k=−∞

ck(z − a)k +
∞∑
k=0

ck(z − a)k

Το τµήµα ενός αναπτύγµατος Laurent που δεν είναι δυναµοσειϱά, ονοµάϹεται κύϱιο µέϱος.

Στην ουσία λοιπόν τα αναπτύγµατα Laurent είναι δυναµοσειρές στις οποίες �επιτρέπονται� κι
αρνητικοί εκϑέτες. Επίσης, το κύϱιο µέϱος ενός αναπτύγµατος Laurent είναι αυτό που το
διαφοροποιεί από µία δυναµοσειρά.

Το πϱώτο αποτέλεσµα που ϑα δείξουµε είναι αρκετά χαρακτηριστικό για τα αναπτύγµατα
Laurent.

Πϱόταση 4.4: ΄Εστω µία συνάϱτηση f ∈ O
(
S(a, r)\{a}

)
η οποία στο a εµϕανίϹει πόλο.

Η f στον �τϱύπιο δίσκο� S(a, r)\{a} έχει ανάπτυγµα Laurent. ∆ηλαδή, στο S(a, r)\{a}
µποϱούµε να γϱάψουµε:

f(z) =
∞∑

k=−∞
ck(z − a)k, για κάποια ck, k ∈ Z

Απόδειξη: Από την Πϱόταση 4.1, υπάϱχει συνάϱτηση g ∈ O
(
S(a, r)

)
, g(a) 6= 0, και m ∈ N

ώστε:
f(z) =

g(z)

(z − a)m

Τώϱα, επειδή η g είναι ολόµοϱϕη συνάϱτηση, είναι κι αναλυτική. Από αυτό έπεται το Ϲητούµενο,
εάν γϱάψουµε:

f(z) =
1

(z − a)m

∞∑
λ=0

µλ(z − a)λ =

∞∑
λ=0

µλ(z − a)λ−m =

∞∑
k=−m

ck(z − a)k

όπου k = λ−m και ck = µλ−m.

4.3.1 Το ϑεώϱηµα των ολοκληϱωτικών υπολοίπων

Η προηγούµενη πρόταση στην ουσία δείχνει ότι κάϑε ολόµορφη συνάϱτηση µε πόλο στο a γράφε-
ται ως άθροισµα συναϱτήσεων µε παράγουσα, καθώς και της c−1/(z − a). Αυτή η παϱατήϱηση
µποϱεί να δώσει µία πρόταση που ϑυµίϹει -εκ πϱώτης όψεως- τον ολοκληϱωτικό τύπο του Cauchy.

Για την ακϱίϐεια, το ϑεώϱηµα των ολοκληϱωτικών υπολοίπων που ϑα δούµε παϱακάτω, είναι
κατά κάποιον τϱόπο µία γενίκευση του ολοκληϱωτικού τύπου του Cauchy.

Πϱόταση 4.5: ΄Εστω f : Ω→ C µία συνάϱτηση η οποία έχει ανάπτυγµα Laurent:

f(z) =
∞∑

k=−∞
ck(z − a)k
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σε έναν τϱύπιο δίσκο S(a, r)\{a} ⊆ Ω. Τότε:∫
∂S(a,r)

f(z) dz = 2πic−1

Απόδειξη: Κατ’ αϱχάς παϱατηϱούµε ότι η:∑
k 6=−1

ck(z − a)k

οϱίϹεται στον κύκλο ∂S(a, r), αϕού ολόκληϱη η f ορίζεται εκεί. Μάλιστα, από τον κανόνα
παϱαγώγισης δυναµοσειρών, δεν είναι δύσκολο να ϐϱούµε µία παράγουσά της (η οποία και
πάλι ορίζεται στον κύκλο). ΄Εχουµε λοιπόν ότι:∫

∂S(a,r)
f(z) dz =

∫
∂S(a,r)

∑
k 6=−1

ck(z − a)k +

∫
∂S(a,r)

c−1

z − a
dz = c−1

∫
∂S(a,r)

1

z − a
dz

∆ηλαδή, αϕού δ∂S(a,r)(a) = 1: ∫
∂S(a,r)

f(z) dz = 2πic−1

΄Ισως ϑα ήταν ϐοηϑητικό να κάναµε αυτήν την σύνδεση µεταξύ της πϱοηγούµενης πϱότασης µε
τον ολοκληϱωτικό τύπο του Cauchy. Ας ϑεωϱήσουµε λοιπόν µία συνάϱτηση f µε ανάπτυγµα
Laurent:

f(ζ) =
∞∑

k=−∞
ck(ζ − z)k

σε τϱύπιο δίσκο S(z, r)\{z}. Τότε, ϐάσει της πϱοηγούµενης πϱότασης έχουµε:∫
∂S(z,r)

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∫
∂S(z,r)

1

ζ − z

∞∑
k=−∞

ck(ζ − z)k dζ = 2πic0

κι επειδή c0 = f(z) (Παϱατήϱηση 3.7):

f(z) =
1

2πi

∫
∂S(z,r)

f(ζ)

ζ − z
dζ

Οϱισµός 4.5: (Ολοκληϱωτικό υπόλοιπο). ΄Εστω f : Ω→ C µία συνάϱτηση µε ανάπτυγµα
Laurent:

∞∑
k=−∞

ck(z − a)k

Η ποσότητα:
Res(f, a) = c−1

ονοµάϹεται ολοκληϱωτικό υπόλοιπο της f στο a.

Η ονοµασία �ολοκληϱωτικό υπόλοιπο� είναι λογική, αϕού από την Πρόταση 4.5 είναι �αυτό
που υπολοίπεται� από την ολοκλήρωση σε κύκλο (και γενικότεϱα -ϑα δούµε- σε κλειστές
καµπύλες).

Πϱιν προχωρίσουµε στο ϑεώϱηµα των ολοκληϱωτικών υπολοίπων, ϑα χρειαστούµε ένα
χϱήσιµο γεωµετϱικό λήµµα κι ένα ακόµη λήµµα.
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Λήµµα 4.3: ΄Εστω {ωk}k∈[n] µία πεπεϱασµένη οικογένεια (διαϕοϱετικών) σηµείων του C.
Υπάϱχει j ∈ [n] και ευϑεία η ώστε το ωj να ανήκει στο ένα ηµιεπίπεδο του η και τα υπόλοιπα
ωk, k 6= j, στο άλλο. �

Απόδειξη: Θα υποϑέσουµε ότι n > 2, καϑώς αν n = 1 δεν έχουµε να δείξουµε κάτι. ΟϱίϹουµε τη
συνάϱτηση:

δk(ωλ) = |ωk − ωλ|
η οποία µετϱά την απόσταση του ωk από τα υπόλοιπα σηµεία, και ϑεωϱούµε j ∈ [n] ώστε η
ποσότητα:

max{δ(·)(ωλ) | λ ∈ [n]}
να µεγιστοποιέιται (δηλαδή max{δj(ωλ) | λ ∈ [n]} > max{δk(ωλ) | λ ∈ [n]} για κάϑε k ∈ [n]).
Στην ουσία, ϐϱίσκουµε το j αυτό για το οποίο το ωj ϐϱίσκεται στην �πεϱιϕέϱεια�. Επιπλέον,
ϑεωϱούµε το t ∈ [n] το οποίο υλοποιεί το µέγιστο:

δ = δj(ωt) = |ωj − ωt| = max{δj(ωλ) | λ ∈ [n]}

και -εξ οϱισµού των j, t- όλα τα ωk, k ∈ [n] ϐϱίσκονται στην τοµή:

Λ = B(ωj , δ) ∩B(ωt, δ)

Τώϱα, διαλέγουµε s ∈ [n] ώστε:

µ = δj(ωs) = |ωj − ωs| = min
{
δj(ωλ) | λ ∈ [n]\{j}

}
και ϑεωϱούµε η∗ την ευϑεία που διέϱχεται από την τοµή:

∂B(ωj , µ) ∩ ∂Λ

Η ευϑεία η που Ϲητούµε ϑα είναι είτε η η∗, είτε κάποια παϱάλληλη µετατόπισή της, κοντύτεϱα
στο ωj (σκεϕϑείτε γιατί).

ωj
ωt

ωs

Λήµµα 4.4: ΄Εστω Ω ⊆ C ένα ανοικτό σύνολο και f : Ω → C µία συνάϱτηση µε f ∈
O(Ω\{a}). Εάν σε τϱύπιο δίσκο S(a, r)\{a} η f έχει ανάπτυγµα Laurent:

f(z) =
∞∑

k=−∞
ck(z − a)k

τότε για κάϑε απλή και κλειστή καµπύλη γ που πεϱικλείει το S(a, r)\{a} και πεϱιέχεται στο
Ω: ∫

γ
f(z) dz = 2πi · Res(f, a)
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�

Απόδειξη: Πϱάγµατι, από το ϑεώϱηµα του Green:∫
∂S(a,r)

f(z) dz =

∫
γ
f(z) dz

κι από την Πϱόταση 4.5: ∫
γ
f(z) dz = 2πic−1 = 2πi · Res(f, a)

Θεώϱηµα 4.3: (Το ϑεώϱηµα των ολοκληϱωτικών υπολοίπων). ΄Εστω Ω ένα απλά συνεκ-
τικό, ανοικτό σύνολο και {ωk}k∈[n] µία πεπερασµένη οικογένεια (διαφορετικών) σηµείων του.
Εάν f ∈ O

(
Ω\{ωk}k∈[n]

)
και γ : I → R είναι µία απλή καµπύλη µε γ(I) ⊆ Ω\{ωk}k∈[n],

τότε: ∫
γ
f(z) dz = 2πi ·

n∑
k=1

Res(f, ωk)

Απόδειξη: Για την απόδειξη ϑα εργαστούµε σε ϐήµατα.

Βήµα Ι: Εάν n = 1 (δηλαδή το πλήϑος των ωk είναι 1), µποϱούµε εντός του χωϱίου
X (γ) και γύϱω από το ω1 να ϑεωρήσουµε αρκετά µικϱό δίσκο S(ω1, r). Τώϱα, από το Λήµµα
4.4: ∫

γ
f(z) dz = 2πi · Res(f, ω1)

Ω

η

ψ

ωj
ωk, k 6= j

Βήµα ΙΙ: Εάν n > 1, ϑα υποθέσουµε ότι ισχύει το συµπέϱασµα του ϑεωρήµατος (για την
απλή καµπύλη) για το n − 1. Tότε, από το Λήµµα 4.3, µποϱούµε να ϕέϱουµε ευθεία ε που
�διαχωρίζει� τα σηµεία ωk, και χωϱίϹει την γ σε δύο τµήµατα η, ψ. Υποθέτουµε -χωϱίς ϐλάϐη
της γενικότητας- ότι το ωn διαχωρίζεται από τα υπόλοιπα.

Στην καµπύλη η + ε (που περικλείει το ωn) µποϱούµε να εφαρµόσουµε τη διαδικασία
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του Βήµατος Ι, κι αντίστοιχα στην καµπύλη ψ − ε την επαγωγική υπόθεση. Παίϱνουµε λοιπόν:∫
η+ε

f(z) dz = 2πi · Res(f, ωn) και
∫
ψ−η

f(z) dz = 2πi ·
n−1∑
k=1

Res(f, ωk)

δηλαδή (εϕόσον γ = η + ψ = η + ε+ ψ − ε):∫
η+ε+ψ−ε

f(z) dz =

∫
γ
f(z) dz = 2πi ·

n∑
k=1

Res(f, ωk)

Επιπλέον, όπως αποδεικνύεται στο (Me), στο πϱοηγούµενο ϑεώϱηµα µποϱεί να υπεισέλϑει ο
δείκτης στϱοϕής, µε τον ακόλουϑο τϱόπο:

Θεώϱηµα 4.4: (Το ϑεώϱηµα των ολοκληϱωτικών υπολοίπων µε δείκτες στϱοϕής).
΄Εστω Ω ⊆ C ένα απλά συνεκτικό, ανοικτό σύνολο. Εάν f ∈ O

(
Ω\{ωk}k∈[n]

)
και γ : I → R

είναι µία καµπύλη µε γ(I) ⊆ Ω\{ωk}k∈[n], τότε:∫
γ
f(z) dz = 2πi ·

n∑
k=1

Res(f, ωk)δγ(ωk)

Απόδειξη: Θα εργαστούµε πάλι σε ϐήµατα.

Βήµα Ι: Υποθέτουµε ότι n = 1 και γράφουµε:

l(z) =

−1∑
λ=−∞

cλ(z − ω1)λ

για το κύϱιο µέϱος της f , όταν αυτή αναγράφεται σε ανάπτυγµα Laurent σε αρκετά µικϱό
τρύπιο δίσκο S(ω1, r)\{ω1}. Τέτοιο ανάπτυγµα υπάρχει, ϐάσει της Πρότασης 4.4. ΄Επειτα
παϱατηϱούµε ότι, από την Πρόταση 4.2, η συνάϱτηση f − l στο ω1 εµφανίζει επουσιώδη αν-
ωµαλία, και κατά συνέπεια: ∫

γ
(f − l)(z) dz =

∫
γ

flf − l(z) dz = 0

(από το Λήµµα 3.3), όπουflf − l είναι µία ολόµοϱϕη επέκταση της f − l. Εποµένως:∫
γ
f(z) dz =

∫
γ
l(z) dz

΄Ετσι λοιπόν, εϕόσον η γ ϐϱίσκεται µακϱυά από το ω1:∫
γ
f(z) dz =

∫
γ

−1∑
k=−∞

ck(z − ω1)k dz = 2πic−1δγ(ω1) = 2πi · Res(f, ω1)δγ(ω1)

Βήµα ΙΙ: Για την γενική πεϱίπτωση, ϑεωϱούµε τη συνάϱτηση f −
∑n

k=1 lk, όπου lk είναι τα
κύϱια µέϱη γύϱω από τα ωk, και επαναλαµϐάνουµε την πϱοηγούµενη διαδικασία. ∆ηλαδή έτσι
παίϱνουµε: ∫

γ
f(z) dz =

∞∑
k=1

∫
γ
lk(z) dz = 2πi ·

n∑
k=1

Res(f, ωk)δγ(ωk)

Πϱιν αναϕέϱαµε ότι, ουσιαστικά, ο ολοκληϱωτικός τύπος του Cauchy είναι συνέπεια του ϑεωρή-
µατος των ολοκληϱωτικών υπολοίπων. Μάλιστα, ϑα δούµε ευθύς αµέσως, ότι αυτό συµβαίνει και
για τον γενικευµένο τύπο του Cauchy. Γενικά το ϑεώϱηµα των ολοκληϱωτικών υπολοίπων είναι
ίσως ένα από τα σηµαντικότερα ϑεωρήµατα της µιγαδικής ανάλυσης, κι αυτό ϑα ϕανεί καλύτεϱα
µέσω των εφαρµογών του.
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Θεώϱηµα 4.5: (Γενικευµένος τύπος του Cauchy µε δείκτες στϱοϕής). ΄Εστω Ω ⊆ C ένα
απλά συνεκτικό, ανοικτό σύνολο και συνάϱτηση f : Ω→ C µε f ∈ O(Ω). Για κάϑε καµπύλη
γ έχουµε:

f [k](z)δγ(z) =
k!

2πi

∫
γ

f(ζ)

(ζ − z)k+1
dζ

Απόδειξη: Εάν γϱάψουµε γύϱω από το z:

f(ζ) =

∞∑
k=1

ck(ζ − z)k

το ϑεώϱηµα είναι συνέπεια της παϱατήϱησης:

Res

Å
f(·)

(· − z)k+1
, z

ã
= ck

και του γεγονότος ck = f [k](z)/k!. Πϱάγµατι, από το ϑεώϱηµα των ολοκληϱωτικών υπολοίπων:∫
γ

f(ζ)

(ζ − z)k+1
dζ = 2πi · Res

Å
f(·)

(· − z)k+1
, z

ã
= 2πi · f

[k](z)

k!

4.3.2 To ϑεώϱηµα του Rouché

Συνέπεια του ϑεωρήµατος των ολοκληϱωτικών υπολοίπων είναι η καταµέτριση ϱιϹών
συναϱτήσεων, και κατ’ επέκταση το ϑεώϱηµα του Rouché.

Πϱόταση 4.6: (Καταµέτϱηση ϱιϹών). ΄Εστω Ω ⊆ C ένα ανοικτό σύνολο, f ∈ O(Ω) και
A ⊆ Ω ένα σύνολο µε σύνοϱο απλή και κλειστή καµπύλη. Εάν η f έχει όλες της τις ϱίϹες
εντός του A◦, τότε το πλήϑος $ των ϱιϹών ϑα είναι:

$ =
1

2πi

∫
∂A

f ′(z)

f(z)
dz

Το παϱαπάνω πλήϑος δεν µετϱά διακεκϱιµµένες ϱίϹες, αλλά κάϑε ϱίϹα τόσες ϕοϱές όσες η
πολλαπλότητά της.

Απόδειξη: ΄Εστω ότι στα σηµεία ωk ∈ A◦, k ∈ [n] η f έχει ϱίϹες πολλαπλότητας mk. Η ποσότητα
f ′/f αποτελεί ολόµοϱϕη συνάϱτηση στο Ω\{ωk}k∈[n], και µάλιστα στα ωk εµϕανίϹει πόλους.
Επιπλέον, µε πϱάξεις µποϱεί κανείς να δει ότι:

Res(f ′/f, ωk) = mk

και κατά συνέπεια, από το ϑεώϱηµα των ολοκληϱωτικών υπολοίπων:∫
∂A

f ′(z)

f(z)
dz = 2πi · Res(f ′/f, ωk) = 2πi ·

n∑
k=1

mk = 2πi$

Θεώϱηµα 4.6: (Θεώϱηµα του Rouché). ΄Εστω δύο συναϱτήσεις f, g ∈ O
(
S(a, r)

)
µε:

|g(ζ)| < |f(ζ)|, για κάϑε ζ ∈ ∂S(a, r)

Τότε οι συναϱτήσεις f , f+g έχουν τον ίδιο αϱιϑµό ϱιϹών στον δίσκο S(a, r), µετϱώντας ϕυσικά
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κάϑε ϱίϹα τόσες ϕοϱές όσες η πολλαπλότητά της.

Απόδειξη: Για να αποδείξουµε το ϑεώϱηµα, ϑα εργαστούµε µε ϐήµατα.

Βήµα Ι: Για κάϑε t ∈ [0, 1], ϑεωρούµε τη συνάϱτηση:

$(t) =
1

2πi

∫
∂S(a,r)

f ′(ζ) + tg′(ζ)

f(ζ) + tg(ζ)
dζ

η οποία -σύµϕωνα µε την Πϱόταση 4.6- µετϱά το πλήϑος των ϱιϹών της f(·) + tg(·) στον δίσκο
S(a, r). H $(·) είναι καλά οϱισµένη, αϕού:

|f(ζ) + tg(ζ)| > |f(ζ)| − t|g(ζ)| > |f(ζ)| − |g(ζ)| > 0

(όπου η τελευταία ανισότητα δικαιολογείται από την υπόθεση).

Βήµα ΙΙ: Εάν s, t ∈ [0, 1], µε πράξεις καταλήγουµε στον τύπο:

|$(t)−$(s)| = |t− s|
2π

∣∣∣∣∣
∫
∂S(a,r)

f(ζ)g′(ζ)− f ′(ζ)g(ζ)(
f(ζ) + tg(ζ)

)(
f(ζ) + sg(ζ)

)∣∣∣∣∣
Βήµα ΙΙΙ: Τώϱα, επειδή |g| < |f | στο ∂S(a, r), αληϑεύουν οι ανισότητες:

|f(ζ)+tg(ζ)| > |f(ζ)|−t|g(ζ)| > (1−t)|g(ζ)| και |f(ζ)+sg(ζ)| > |f(ζ)|−s|g(ζ)| > (1−t)|g(ζ)|

στο ∂S(a, r). ∆ηλαδή, συνδυάϹοντάς τες:

|f(ζ) + tg(ζ)| · |f(ζ) + sg(ζ)| > (1− t)(1− s)|g(ζ)|2 > 0

ΙσχυϱιϹόµαστε ότι η ανισότητα |f(ζ) + tg(ζ)| · |f(ζ) + sg(ζ)| > 0 όχι απλώς είναι γνήσια, αλλά
υπάϱχει M > 0 ανεξάϱτητο των t, s ώστε:

|f(ζ) + tg(ζ)| · |f(ζ) + sg(ζ)| > M > 0

Πϱάγµατι, ϑεωϱούµε τα σύνολα:

Mε =
{

(t, s, ζ)
∣∣ |f(ζ) + tg(ζ)| · |f(ζ) + sg(ζ)| < ε

}
⊆ [0, 1]2 × ∂S(a, r)

και παϱατηϱούµε ότι είναι κλειστά. Αν η > 0 είναι τυχόν και
(
(tk, sk, ζk)

)
k∈N είναι µία ακολουϑία

τουMε που συγκλίνει σε (t, s, ζ), τότε:

|f(ζ)− f(ζk) + tg(ζ)− tkg(ζk)| = |f(ζ)− f(ζk) + tg(ζ)− tg(ζk) + tg(ζk) + tkg(ζk)| 6

6 |f(ζ)− f(ζk)|+ t|g(ζ)− g(ζk)|+ |t− tk| · |g(ζk)| < 3 · η/3 = η

για αϱκετά µεγάλο k ∈ N (εϕόσον οι f , g είναι συνεχείς). ∆ηλαδή:

|f(ζ)− tg(ζ)| 6 |f(ζk) + tkg(ζk)|+ η

από την αντίστϱοϕη τϱιγωνική ανισότητα. Φυσικά, παϱόµοια ανισότητα µποϱεί να αποδειχϑεί
για τα s στη ϑέση των t:

|f(ζ)− sg(ζ)| 6 |f(ζk) + skg(ζk)|+ η

ΠολλαπλασιάϹοντας τις δύο, έπεται ότι:

|f(ζ)−tg(ζ)|·|f(ζ)−sg(ζ)| 6 |f(ζk)+tkg(ζk)|·|f(ζk)+skg(ζk)|+η·
(
|f(ζk)+tkg(ζk)|+|f(ζk)+skg(ζk)|

)
+η2

∆ηλαδή, αν λάϐουµε υπόψη ότι η ποσότητα |f(ζk) + tkg(ζk)|+ |f(ζk) + skg(ζk)| είναι ϕϱαγµένη
(λόγω τϱιγωνικής ανισότητας), έστω από Λ:

|f(ζ)− tg(ζ)| · |f(ζ)− sg(ζ)| 6 ε+ ηΛ + η2
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Αϕήνοντας η → 0 έχουµε τελικά ότι:

|f(ζ)− tg(ζ)| · |f(ζ)− sg(ζ)| 6 ε

δηλαδή (t, s, ζ) ∈ Mε και το Mε είναι κλειστό σύνολο. Επειδή οι χώϱοι [0, 1], ∂S(a, r) είναι
πλήϱεις, το πεπεϱασµένο γινόµενο [0, 1]2 × ∂S(a, r) ϑα είναι κι αυτό πλήϱης χώϱος, και κατά
συνέπεια η τοµή: ⋂

ε>0

Mε

δεν είναι κενή. ∆ηλαδή, για κάποιο στοιχείο (t̃, s̃, ζ̃) έχουµε:

|f(ζ̃) + t̃g(ζ̃)| · |f(ζ̃) + s̃g(ζ̃)| = 0

το οποίο είναι άτοπο της ανισότητας (που δείξαµε πϱοηγουµένως):

|f(ζ) + tg(ζ)| · |f(ζ) + sg(ζ)| > 0

Βήµα IV: Χρησιµοποιώντας τη σχέση του Βήµατος ΙΙ και την ανισότητα του Βήµατος ΙΙΙ, καταλή-
γουµε στο ότι:

|$(t)−$(s)| 6 |t− s|
2πM

∣∣f(ζ)g′(ζ)− f ′(ζ)g(ζ) dζ
∣∣ =

2πr|t− s|
2πM

· sup
ζ∈∂S(a,r)

|f(ζ)g′(ζ)− f ′(ζ)g(ζ)|

δηλαδή:

|$(t)−$(s)| 6
Ç
r

M
sup

ζ∈∂S(a,r)
|f(ζ)g′(ζ)− f ′(ζ)g(ζ)|

å
· |t− s|

΄Ετσι αποδεικνύεται ότι η $(·) είναι συνεχής (µάλιστα Lipschitz συνεχής), και κατά συνέπεια
-αϕού παίϱνει ακέϱαιες τιµές- $(0) = $(1). Οπότε το πλήϑος των ϱιϹών της f ισούται µε το
πλήϑος των ϱιϹών της f + g.

Το παϱαπάνω ϑεώϱηµα στην ουσία, µέσω της απόδειξής του, δείχνει κάτι αϱκετά καλύτεϱο. Για
κάϑε t ∈ [0, 1] οι f και f + tg έχουν το ίδιο πλήϑος ϱιϹών.

4.3.3 Αναπτύγµατα Laurent σε δακτυλίους

΄Ηδη έχουµε κάνει µία σύνδεση µεταξύ των δυναµοσειρών και των αναπτυγµάτων Laurent, λέ-
γοντας ότι τα αναπτύγµατα Laurent είναι µία γενίκευση των δυναµοσειρών. Μάλιστα, εάν:

L(z) =

∞∑
k=−∞

ck(z − a)k =

−1∑
k=−∞

ck(z − a)k +

∞∑
k=0

ck(z − a)k

είναι ένα ανάπτυγµα Laurent µε κύϱιο µέϱος:

l(z) =
−1∑

k=−∞
ck(z − a)k

τότε µε τον µετασχηµατισµό w = 1/(z − a) µποϱούµε να γϱάψουµε:

p̃(w) = l(z) =
∞∑
λ=1

c−λw
λ

H p̃ είναι µία δυναµοϱειϱά, η οποία έχει κάποια ακτίνα σύκλισης, έστω 1/ρ (οπότε η l συγκλίνει
στο B(a, ρ)c). Από την άλλη, το εναποµείνoν τµήµα του αναπτύγµατος Laurent:

p(z) =

∞∑
k=0

ck(z − a)k

είναι µία δυναµοσειρά µε ακτίνα σύγκλισης r. Φάινεται ότι, όπως στις δυναµοσειρές υπ-
άρχει η έννοια του δίσκου σύκλισης, στα αναπτύγµατα Laurent υπάρχει ο δακτύλιος σύγκλισης
S(a, r)\B(a, ρ).
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Παϱατήϱηση 4.2: ΄Εστω ένα ανάπτυγµα Laurent:

L(z) =
∞∑

k=−∞
ck(z − a)k =

−1∑
k=−∞

ck(z − a)k +
∞∑
k=0

ck(z − a)k

Βάσει της ανάλυσης που κάναµε προηγουµένως, καθώς και της γενικής ϑεωρίας των δυναµο-
σειρών, υπάρχουν ρ, r > 0 ώστε στον δακτύλιο:

S(a, r)\B(a, ρ)

η L να συγκλίνει απολύτως και στην πεϱιοχή C\
(
S(a, r)\B(a, ρ)

)
να αποκλίνει. Μάλιστα:

1/ρ = sup{R > 0 | (|c−λ|Rλ)λ∈N ϕϱαγµένη} = 1
/

lim supλ→∞
λ
√
|c−λ|

και:
r = sup{R > 0 | (|ck|Rk)k∈N0 ϕϱαγµένη} = 1

/
lim supk→∞

k
√
|ck|

ΕκϕϱάϹοντας την αναλυτικότητα των ολοµόϱϕων συναϱτήσεων σε ανοικτά σύνολα, δείξαµε ότι
οι ολόµοϱϕες συναϱτήσεις αναλύωνται σε δυναµοσειϱές στους δίσκους των ανοικτών συνόλων
που οϱίϹονται. Ανάλογο αποτέλεσµα ισχύει και για τα αναπτύγµατα Laurent, που ουσιαστικά
διατυπώνεται στην επόµενο ϑεώϱηµα.

Θεώϱηµα 4.7: (Αναπτύγµατα Laurent ολοµόϱϕων συναϱτήσεων σε δακτυλίους). ΄Εστω
S(a, r)\B(a, ρ) ένας δακτύλιος και f ∈ O

(
S(a, r)\B(a, ρ)

)
. Η συνάϱτηση f στον δίσκο

S(a, r)\B(a, ρ) έχει ενιαίο ανάπτυγµα Laurent.

Απόδειξη: Η απόδειξη είναι εκτενής και ϑα γίνει σε ϐήµατα.

Βήµα Ι: Εάν ρ = 0 (ή r = 0, αλλά αυτό είναι τετριµµένο), ο δακτύλιος S(a, r)\B(a, ρ)
εκφυλίζεται στον τρύπιο δίσκο S(a, r)\{a}, οπότε το αποτέλεσµα είναι συνέπεια της Πρότασης
4.4.

Βήµα ΙΙ: Εάν ρ, r > 0 (και, για να µην άσχολούµαστε µε τετριµµένες περιπτώσεις, ρ < r),
ϑεωρούµε:

0 < ρ < P < R < r

καϑώς επίσης και τον δακτύλιο S(a,R)\B(a, P ). ΄Εστω z ∈ S(a,R)\B(a, P ). Θεωρούµε ευθύ-
γραµµο τµήµα (�µακϱυά� από το z), έστω AB ⊆ S(a,R)\B(a, P ), που να συνδέει το σύνοϱο
του δακτυλίου (τους δύο κύκλους µεταξύ τους). Επίσης, ϑεωρούµε αρκετά µικϱό δίσκο S(z, ε)
στο z, που περιέχεται στον δακτύλιο και δεν τέµνει το AB, και γz µία καµπύλη (εντός του(
S(a,R)\B(a, P )

)
\S(z, ε)) που συνδέει το ∂S(z, ε) µε το A.

B

A

γz
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Βήµα ΙΙΙ: Παϱατηϱούµε ότι οι καµπύλες:

∂S(a,R) +AB − ∂B(a, P )−AB και γz + ∂S(z, ε)− γz

είναι οµοτοπικές (αϕού η δεύτεϱη µποϱεί να �ϕουσκώσει�, εντός του δακτυλίου µε το ενωµένο
σύνοϱο, και να ταυτιστεί µε την πϱώτη). Πϱοσέξτε ότι, για παϱάδειγµα ο κύκλος µε τις δύο γz,
είναι στην πϱαγµατικότητα µία ϑηλειά, αϕού οι γz, −γz µποϱούν να �ξεκολλήσουν�. Αντίστοιχα,
τα AB, −AB µποϱούν να �ξεκολλήσουν�. Εποµένως, εϕόσον η f(·)/(· − z) είναι ολόµοϱϕη
µακϱυά από το z, από την Πϱόταση 3.3 έχουµε:∫

∂S(a,R)−∂B(a,P )

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∫
∂S(a,R)+AB−∂B(a,P )−AB

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∫
γz+∂S(z,ε)−γz

f(ζ)

ζ − z
dζ

δηλαδή, από τον ολοκληϱωτικό τύπο του Cauchy:∫
∂S(a,R)

f(ζ)

ζ − z
dζ −

∫
∂B(a,P )

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∫
∂S(a,R)−∂B(a,P )

f(ζ)

ζ − z
dζ = 2πi · f(z)

΄Ετσι λοιπόν:
f(z) =

1

2πi

∫
∂S(a,R)

f(ζ)

ζ − z
dζ − 1

2πi

∫
∂S(a,P )

f(ζ)

ζ − z
dζ

Βήµα IV: ΄Εχουµε ήδη δει, από την απόδειξη του Θεωϱήµατος 3.6, ότι:

1

2πi

∫
∂S(a,R)

f(ζ)

ζ − z
dz =

∞∑
k=0

1

2πi

∫
∂S(a,R)

f(ζ)

(ζ − a)k+1
dζ · (z − a)k

δηλαδή αναπτύσσεται σε δυναµοσειϱά. Αυτό που αποσκοπούµε να δείξουµε, για να τελειώσει
η απόδειξη, είναι ότι το άλλο ολοκλήϱωµα αποτελεί το κύϱιο µέϱος του αναπτύγµατος Laurent
που ψάχνουµε να ϐϱούµε (εδώ ϑα ϐοηϑήσει να κάνετε την αντιδιαστολή µε την απόδειξη του
Θεωϱήµατος 3.6). Θεωϱούµε λοιπόν ζ ∈ ∂S(a, P ) και παϱατηϱούµε ότι για το z του δακτυλίου:∣∣∣∣ζ − az − a

∣∣∣∣ < 1

κι εποµένως:
∞∑
k=0

Å
ζ − a
z − a

ãk
=

ζ − a
ζ − z

/
1− ζ − a

ζ − z

=
ζ − a
z − ζ

΄Επεται έτσι ότι:

1

ζ − z
= − 1

ζ − a

∞∑
k=0

Å
ζ − a
ζ − z

ãk
⇒
∫
∂S(a,P )

f(ζ)

ζ − z
dζ = −

∫
∂S(a,P )

∞∑
k=0

f(ζ)(ζ − a)k

ζ − a
· (ζ − a) dζ

δηλαδή: ∫
∂S(a,P )

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∞∑
k=0

Ç
− 1

2πi

∫
∂S(a,P )

f(ζ)(ζ − a)k−1 dζ

å
· (z − a)−k

όπου η εναλλαγή του αθροίσµατος µε το ολοκλήρωµα µποϱεί να γίνει όπως στην απόδειξη του
Θεωρήµατος 3.6. Αυτά τελικά δείχνουν ότι στους δακτυλίους S(a,R)\B(a, P ) υπάρχει ανάπ-
τυγµα Laurent:

f(z) =

∞∑
k=−∞

ck(z − a)k

Βήµα V: Επειδή οι συντελεστές ck, k ∈ Z, δεν εξαϱτώνται από τα P,R (γιατί;), αϕήνοντας P → ρ
και R→ r, αποδεικνύουµε το ϑεώϱηµα.
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4.4 Το ϑεώϱηµα σύγκλισης του Weierstrass για τις ολόµορφες
συναρτήσεις

Το τελευταίο ϑεώϱηµα της �κλασικής� µιγαδικής ανάλυσης µε το οποίο ϑα ασχοληθούµε, εί-
ναι αυτό του Weierstrass για τις ολόµορφες συναρτήσεις. Αποτελεί κι αυτό χαρακτηριστικό
της µιγαδικής ανάλυσης και έχει αρκετές εφαρµογές, για παϱάδειγµα στην αναλυτική ϑεωρία
αριθµών.

Θεώϱηµα 4.8: ΄Εστω Ω ⊆ C ένα ανοικτό σύνολο, (fn)n∈N µία ακολουθία ολόµορφων
συναϱτήσεων fn ∈ O(Ω) και µία συνάϱτηση f : Ω → C. Εάν η σύγκλιση fn →o f αληθεύει
στα συµπαγή υποσύνολα του Ω, τότε η σύγκλιση f ′n →o f

′ επίσης αληθεύει, στα συµπαγή
υποσύνολα του Ω.

Αλλιώς, χρησιµοποιώντας σειϱές, εάν:

n∑
k=1

fk →o

∞∑
k=1

fk

στα συµπαγή υποσύνολα του Ω, τότε:

n∑
k=1

f ′k →o

( ∞∑
k=1

fk

)′
στα συµπαγή υποσύνολα του Ω. ∆ηλαδή, στα συµπαγή υποσύνολα του Ω:

∞∑
k=1

f ′k =

( ∞∑
k=1

fk

)′

Απόδειξη: Και πάλι η απόδειξη είναι κάπως εκτενής και ϑα γίνει σε ϐήµατα.

Βήµα Ι: ΄Εστω B(a, r) ⊆ Ω και z ∈ B(a, r). Στον δίσκο αυτό µποϱούµε, µέσω του
ολοκληϱωτικού τύπου του Cauchy, να γράψουµε:

fn(z) =
1

2πi

∫
∂B(a,r)

fn(ζ)

ζ − z
dζ

Τώϱα, επειδή το σύνολο ∂B(a, r) είναι συµπαγές, οι fn ϑα συγκλίνουν οµοιόµοϱϕα στην f στο
σύνοϱο αυτό (από την υπόϑεση). Αυτό δείχνει ότι, επιπλέον:

fn(·)
(· − z)

→o
f(·)

(· − z)

Βήµα ΙΙ: Εϕόσον η πϱοηγούµενη σύγκλιση είναι οµοιόµοϱϕη, από την Πϱόταση 3.1 έχουµε:

fn(z) =
1

2πi

∫
∂B(a,r)

fn(ζ)

ζ − z
dζ → 1

2πi

∫
∂B(a,r)

f(ζ)

ζ − z
dζ, για z ∈ B(a, r)

Επειδή και το B(a, r) είναι συµπαγές, ϑα αληθεύει η σύγκλιση fn(z)→ f(z), κι οπότε συνδυά-
Ϲοντας το προηγούµενο:

f(z) =
1

2πi

∫
∂B(a,r)

f(ζ)

ζ − z
dζ

δηλαδή η f είναι αναλυτική, άϱα κι ολόµορφη (αυτό µποϱεί να ϐρεθεί στην απόδειξη του Θεω-
ϱήµατος 3.6). Ας σηµειωθεί εδώ ότι δεν µποϱούσαµε εξ’ αρχής να γράψουµε την προηγούµενη
ισότητα, µιας και δεν ξέϱαµε την ολοµορφία της f .
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Βήµα ΙΙΙ: Μένει να δείξουµε ότι f ′n →o f
′. Θεωρούµε λοιπόν r < R, S(a,R) ⊆ Ω, και, σύµφωνα

µε τον γενικευµένο τύπο του Cauchy:

f ′n(z)− f ′(z) =
1

πi

∫
∂S(a,ρ)

fn(ζ)

(ζ − z)2
dζ, για z ∈ S(a,R)

Οπότε, για τα z ∈ B(a, r):

|f ′n(z)− f ′(z)| = 1

π

∣∣∣∣∣
∫
∂B(a,r)

fn(ζ)− f(ζ)

(ζ − z)2
dζ

∣∣∣∣∣
6

1

π

∫
∂B(a,r)

∣∣∣∣fn(ζ)− f(ζ)

(ζ − z)2

∣∣∣∣ dζ
6

2πR

π
· sup
ζ∈∂S(a,R)

∣∣∣∣fn(ζ)− f(ζ)

(ζ − z)2

∣∣∣∣
= 2R · sup

ζ∈∂S(a,R)

∣∣∣∣fn(ζ)− f(ζ)

(ζ − z)2

∣∣∣∣
Τώϱα, επειδή ζ ∈ ∂S(a,R), ϑα έχουµε (µε αντίστϱοϕη τϱιγωνική ανισότητα) ότι |ζ − z| > R− r.
Εποµένως, για z ∈ B(a, r):

|f ′n(z)− f ′(z)| 6 2R

(R− r)2
· sup
ζ∈∂S(a,R)

|fn(ζ)− f(ζ)|

Eπειδή το σύνολο ∂S(a,R) είναι συµπαγές, η σύγκλιση fn →o f είναι οµοιόµοϱϕη και, κατά
συνέπεια:

f ′n →o f
′, στο B(a, r)

Βήµα ΙV: Επειδή κάϑε συµπαγές σύνολο (υποσύνολο του Ω) καλύπτεται από πεπεϱασµένους στο
πλήϑος δίσκουςB(a, r) ⊆ Ω, η σύγκλιση f ′n →o f

′ αποδεικνύεται σε όλα τα συµπαγή υποσύνολα
του Ω.





ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5

Ο µετασχηµατισµός Laplace

5.1 Ο µετασχηµατισµός Laplace

Μεϱικές ϕοϱές, όταν δίνονται διαϕοϱικές εξισώσεις ή πϱοϐλήµατα αϱχικών τιµών µεγάλης τάξης,
για παϱάδειγµα:

y′′′(t) + 9y′′(t) + y′(t) + 14y(t) + 8 = 0, y′′(0) = y′(0) = y(0) = 0

είναι πϱοτιµότεϱο να ανάγουµε το πϱόϐληµα εύϱεσης λύσεων µέσω του µετασχηµατισµού Laplace
(ή τέλος πάντων οποιουδήποτε µετασχηµατισµού �µοιάϹει� µε τον Laplace). O µετασχηµατισµός
Laplace L έχει ιδιότητες που τον κάνουν κατάλληλο για την απλοποίηση των παϱαγώγων που
εµϕανίϹονται στις διαϕοϱικές εξισώσεις. Συγκεκϱιµένα:

• Είναι γραµµικός, δηλαδή L(λf + g) = λL(f) + L(g) (οπότε, χρησιµοποιώντας
καταχϱηστικά τους συµβολισµούς από τη γραµµική άλγεβρα, µποϱούµε να γράφουµε
λLf + Lg).

• ΄Εχει καλή συµπεριφορά στις παραγώγους, δηλαδή Ly′ = sLy−y(0) (η s είναι µία µεταβλ-
ητή από τον χώϱο συναϱτήσεων στον οποίο η L έχει πεδίο τιµών -την χρησιµοποιούµε
απλώς για να δώσουµε έµφαση στον δεύτεϱο αυτόν χώϱο, και κανονικά ϑα έπϱεπε να
είχαµε γϱάψει (·) ή id, αϕού στην ουσία εκφράζει την ταυτοτική συνάϱτηση).

Πϱος το παϱόν δεν ξέϱουµε ποιος είναι αυτός ο µετασχηµατισµός ή αν όντως υπάρχει. Πϱοσωϱινά,
αν δεχθούµε την ύπαϱξή του, το παραπάνω πϱόϐληµα αρχικών τιµών, µε χϱήση του µετασχηµα-
τισµού Laplace γίνεται:

L
(
y′′′ + 9y′′ + y′ + 14y + 8

)
= 0

δηλαδή:

s3Ly + 9s2Ly + sLy + 14Ly = −8⇒ Ly =
−8

s3 + 9s2 + s+ 14

και µε την εϕαϱµογή της αντίστϱοϕης διαδικασίας, ϐϱίσκουµε:

y = L−1

Å −8

s3 + 9s2 + s+ 14

ã
Η συνάϱτηση L δεν είναι απλώς µία συνάϱτηση, είναι ένας (γραµµικός) τελεστής. Η L στέλνει
συναρτήσεις σε συναρτήσεις. ΄Αλλο παϱάδειγµα συνάϱτησης, που στέλνει συναρτήσεις σε
συναρτήσεις, είναι ο τελεστής της παραγώγου, που στέλνει κάϑε διαφορίσιµη συνάϱτηση f στη
συνάϱτηση D(f) = Df (και τυγχάνει να είναι κι αυτός γραµµικός).

Φυσικά ο µετασχηµατισµός Laplace δεν ϐοηθά µόνο στην πεϱίπτωση γραµµικών συστη-
µάτων, εκεί όµως η χϱησιµότητά του είναι περισσότερο εµφανής. ΄Ετσι λοιπόν, έχει νόηµα να
µελετήσουµε τον µετασχηµατισµό Laplace γενικά.
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Οϱισµός 5.1: (Μετασχηµατισµός Laplace). ΄Εστω f : [0,∞) → R µία συνάϱτηση. Ορί-
Ϲουµε τον µετασχηµατισµό Laplace της f , αν αυτός υπάρχει:

L(f) =

∫ ∞
0

f(t)e−st dt, s ∈ A ⊆ C

δηλαδή, ακϱιϐέστεϱα:

L(f)(·) =

∫ ∞
0

f(t)e−(·)t dt

σε κάποιο υποσύνολο A του C.

Είναι ϑέµα πράξεων να αποδειχθεί η γραµµικότητα του µετασχηµατισµού, ότι δηλαδή για
ολοκληϱώσιµες συναρτήσεις f, g και λ ∈ R, L(λf + g) = λL(f) + L(g). Αυτό δικαιολογεί,
όπως είπαµε προηγουµένως, τον συµβολισµό Lf αντί L(f).

Θεώϱηµα 5.1: (΄Υπαρξη µετασχηµατισµού Laplace). Εάν f : [0,∞) → R είναι µία
συνάϱτηση µε τις ιδιότητες:

i. Υπάϱχει πεπεϱασµένη οικογένεια {tk}nk=1 ⊆ [0,∞) ώστε f ∈ C
(
[0,∞)\{tk}∞k=1

)
.

ii. Για κάϑε tk, k ∈ [n], έχουµε:

f(tk−) = lim
t→tk−

f(t) ∈ R, f(tk+) = lim
t→tk+

f(t) ∈ R

iii. Υπάϱχουν σταϑεϱές M > 0, c ∈ R, ώστε για αϱκετά µεγάλα t (για κάϑε t > t̃):

|f(t)| 6Mect, t > t̃

Τότε ο µετασχηµατισµός Laplace L της f υπάϱχει.

Απόδειξη: Γϱάϕουµε:

(Lf)(s) =

∫ ∞
0

f(t)e−st dt

και σπάϹοντας το ολοκλήϱωµα παίϱνουµε:

(Lf)(s) =

∫ t̃

0
f(t)e−st dt︸ ︷︷ ︸

O1

+

∫ ∞
t̃

f(t)e−st dt︸ ︷︷ ︸
O2

Τώϱα τo ολοκλήϱωµα O1 υπάϱχει στο R, αϕού οι ιδιότητες i. και ii. αληϑεύουν. Μάλιστα, λόγω
του iii.: ∣∣∣∣∫ ∞

t̃
f(t)e−st dt

∣∣∣∣ 6 ∫ ∞
t̃
|f(t)|e−<(s)t dt 6M ·

∫ ∞
t̃

e−(<(s)−c)t dt

µε το τελευταίο ολοκλήρωµα να υπάρχει για <(s) > c (κι άϱα −(<(s)− c) < 0). Αυτό περιορίζει,
έπειτα του t̃, πόσο µεγάλο µποϱεί να γίνει το O2, κι άϱα το O2 υπάρχει.

Κατά συνέπεια, ο (Lf)(s) υπάρχει για <(s) > c (δηλαδή στο ηµιεπίπεδο Hc = {s ∈
C | <(s) > c}).

Φυσικά το παραπάνω ϑεώϱηµα ϑα µποϱούσε να ϐελτιωθεί, ώστε να εξασφαλίζει την ύπαϱξη του
µετασχηµατισµού Laplace για περισσότερες συναρτήσεις. Εµείς δεν ϑα ασχοληθούµε παραπάνω.

Μία χϱήσιµη ιδιότητα του µετασχηµατισµού Laplace δίνεται παϱακάτω.



5.2 Ο αντίστϱοϕος µετασχηµατισµός Laplace 89

Πϱόταση 5.1: Εάν η f : [0,∞) → ∞ είναι παϱαγωγίσιµη και η f ′ ικανοποιεί τις τϱεις
υποϑέσεις του Θεωϱήµατος 5.1, τότε:

(Lf ′)(s) = s(Lf)(s)− f(0)

Απόδειξη: Εϕόσον ισχύει η ιδιότητα iii. του εν λόγω ϑεωϱήµατος, για t > t̃ έχουµε:

|f(t)| 6Mect ⇒ |f(t)e−st| = |f(t)e−<(s)t| 6Me−(<(s)−c)t

∆ηλαδή, αν <(s) > c (ή αλλιώς s ∈ Hc):

lim
t→∞

f(t)e−st = 0

΄Επειτα, ϑεωϱούµε T > 0. Aν {tk}nk=1 είναι η οικογένεια των σηµείων ασυνέχειας της ιδιότητας
ii. του Θεωϱήµατος 5.1 (για την f ′), τότε ϑα έχουµε:∫ T

0
f ′(t)e−st dt =

∫ t1

0
f ′(t)e−st dt+

nT−1∑
k=1

∫ tk+1

tk

f ′(t)e−st dt+

∫ T

tnT

f ′(t)e−st dt

όπου οι ασυνέχειες της f ′ στο [0, T ] είναι τα σηµεία της υποοικογένειας {tk}nTk=1. Με παϱαγοντική
ολοκλήϱωση τώϱα:

[f(t)e−st|t10 +

nT−1∑
k=1

[f(t)e−st|tk+1

tk
+ [f(t)e−st|TtnT + s

∫ t1

0
f(t)e−st dt+ s

nT−1∑
k=1

∫ tk+1

tk

f ′(t)e−st dt+

+s

∫ T

tnT

f ′(t)e−st dt

δηλαδή: ∫ T

0
f ′(t)e−st dt = s

∫ T

0
f(T )− f(0) + e−sT f(T )

Επειδή limt→∞ f(t)e−st = 0 για <(s) > c, τα παϱαπάνω δίνουν µε όϱιο T →∞ ότι:

(Lf ′)(s) = s(Lf)(s)− f(0)

το οποίο δείχνει το Ϲητούµενο.

5.2 Ο αντίστϱοϕος µετασχηµατισµός Laplace

Κοµϐικό εργαλείο για την εφαρµογή του µετασχηµατισµού Laplace στις λύσεις διαφορικών
εξισώσεων ή προβληµάτων αρχικών τιµών, είναι η αντιστροφή του. Αυτό που µας ενδιαφέρει
εδώ (ξεκινώντας από έναν από τους πολλούς τϱόπους κανείς να αναπαραστήσει τον αντίστροφο
µετασχηµατισµό Laplace), είναι το ακόλουϑο ϑεώϱηµα. Πϱιν απ’ αυτό όµως, ϑα χρειαστούµε το
επόµενο λήµµα:

Λήµµα 5.1: (Ολοκλήϱωµα του Dirichlet). Αληϑεύει:∫ ∞
−∞

sin ξ

ξ
dξ = π

Ειδικότεϱα: ∫ 0

−∞

sin ξ

ξ
dξ =

∫ ∞
0

sin ξ

ξ
dξ =

π

2

αϕού η sin ξ/ξ είναι άϱτια. �
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Απόδειξη:

R−R ρ−ρ

Κατ’ αϱχάς ϑεωϱούµε τη συνάϱτηση eiz/z και την καµπύλη ολοκλήϱωσης C που αποτελείται από
τα εξής µέϱη:

• ΄Ενα ηµικύκλιο CR ακτίνας R, µε κέντϱο το 0 και αϱιστεϱόστϱοϕο πϱοσανατολισµό.

• ΄Ενα ευϑύγϱαµµο τµήµα [−R,−ρ], όπου ρ ∈ R και ρ < R.

• Το ηµικύκλιο Cρ ακτίνας ρ, µε κέντρο το 0, στο ηµιεπίπεδο του CR, µε δεξιόστροφο
προσανατολισµό.

• Το ευϑύγϱαµµο τµήµα [ρ,R].

Εϕόσον η eiz/z είναι ολόµοϱϕη στο C∗ και το χωϱίο X (C) δεν πεϱιέχει το 0 (που είναι σηµείο
ανωµαλίας της συνάϱτησης), από το Λήµµα 3.3 έπεται:∫

C

eiz

z
dz = 0

δηλαδή: ∫
CR

eiz

z
dz +

∫
[−R,−ρ]

eiz

z
dz +

∫
Cρ

eiz

z
dz +

∫
[ρ,R]

eiz

z
dz = 0

Στο παραπάνω άθροισµα, τα δύο ολοκληρώµατα στα ευθύγραµµα τµήµατα έχουν µία ενδι-
αφέρουσα ιδιότητα. Συγκεκριµένα:∫

[−R,−ρ]

eiz

z
dz +

∫
[ρ,R]

eiz

z
dz

?
=

∫
[R,ρ]

e−iξ

ξ
dξ +

∫
[ρ,R]

eiz

z
dz =

∫
[ρ,R]

eiξ − e−iξ

ξ
dξ

(στην άστϱο (?) γίνεται αλλαγή µεταϐλητής ξ = −z) δηλαδή:∫
[−R,−ρ]

eiz

z
dz +

∫
[ρ,R]

eiz

z
dz = 2i

∫
[ρ,R]

eiξ − e−iξ

2iξ
dξ = 2i

∫
[ρ,R]

sin ξ

ξ
dξ =

= i

Ç∫
[−R,−ρ]

sin ξ

ξ
dξ +

∫
[ρ,R]

sin ξ

ξ
dξ

å
Πλεόν ϕαίνεται ότι, αν αϕήσουµε ρ→ 0, R→∞, το παϱαπάνω ϑα δώσει το ολοκλήϱωµα:

i

∫ ∞
−∞

sin ξ

ξ
dξ

Για να υπολογίσουµε λοιπόν το εν λόγω ολοκλήρωµα, ϐάσει των προηγουµένων, αϱκεί να υπ-
ολογήσουµε το:

−
Ç∫

Cρ

eiz

z
dz +

∫
CR

eiz

z
dz

å
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Για το πϱώτο, ϑα παϱαµετϱήσουµε το (δεξιόστϱοϕο) ηµικύκλιο µέσω της z = ρei(π−θ) (οπότε
dz = −iρei(π−θ) = −iz dθ) και ϑα έχουµε:∫

Cρ

eiz

z
dz = −i

∫ π

0
eiρe

i(π−θ)
dθ

Επιπλέον, αν ρ→ 0: ∫ π

0
eiρe

i(π−θ)
dθ →

∫ π

0
dθ

δηλαδή: ∫
Cρ

eiz

z
dz = −i

∫ π

0
eiρe

i(π−θ)
dθ → −i

∫ π

0
dθ = −iπ

Για το δεύτεϱο, ϑα δείξουµε ότι τείνει στο 0 καϑώς R→∞. Πϱάγµατι, αν γϱάψουµε z = Reiθ =
R(cos θ + i sin θ): ∫

CR

eiz

z
dz =

∫ π

0
eiR(cos θ+i sin θ) dθ

ϑα έχουµε καϑώς R→∞:∣∣∣∣∫ π

0
eiR(cos θ+i sin θ) dθ

∣∣∣∣ 6 ∫ π

0
|eiR(cos θ+i sin θ)| dθ =

∫ π

0
e−R sin θ dθ → 0

Εποµένως δείξαµε ότι:

−i
∫ ∞
−∞

sin ξ

ξ
dξ = −iπ

κι άϱα το Ϲητούµενο: ∫ ∞
−∞

sin ξ

ξ
dξ = π

Θεώϱηµα 5.2: (Ολοκληϱωτικός τύπος των Fourier - Mellin - Bromwich). Υποϑέτουµε
ότι f : [0,∞)→ R είναι µία συνάϱτηση που έχει µετασχηµατισµό Laplace:

(Lf)(s) =

∫ ∞
0

f(t)e−st dt, στο Hc

Εάν η f είναι παϱαγωγίσιµη και οι f(t)e−µt, f ′(t)e−µt ολοκληϱώσιµες (για κάποιο µ > c),
αληϑεύει:

f(t) = L−1(Lf)(t) =
1

2πi

∫
µ+iR

(Lf)(s)est ds

Απόδειξη: Η απόδειξη ϑα γίνει σε ϐήµατα.

Βήµα Ι: Κατ’ αρχάς, ϑεωρούµε T > 0 και γράφουµε:∫
µ+i[−T,T ]

(Lf)(s)est ds
?
= i

∫ T

−T
(Lf)(µ+iy)e(µ+iy)t dy = i

∫ T

−T

∫ ∞
0

f(τ)e−(µ+iy)τ dτ e(µ+iy)t dy

(όπου στη σχέση άστϱο (?) χϱησιµοποιείται το ότι ds = µ − µ + i · dy = i · dy). Τώϱα, από το
ϑεώϱηµα του Fubini, εναλλάσοντας τα ολοκληϱώµατα (και ξεχνώντας πϱοσωϱινά το i) παίϱνουµε:∫ ∞

0
f(τ)e−µ(τ−t)

Ç∫ T

−T
eiy(t−τ) dy

å
dτ
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οπότε, υπολογίϹοντας το ένϑετο ολοκλήϱωµα:∫ ∞
0

f(τ)e−µ(τ−t) 2 sin
(
T (t− τ)

)
t− τ

dτ

Στη συνέχεια ϑα χϱειαστεί να κάνουµε παραγοντική ολοκλήρωση στο παραπάνω ολοκλήρωµα
-γι’ αυτό όµως ϑα χρειαστούµε το ακόλουϑο ϐήµα.

Βήµα ΙΙ: Ορίζουµε τη συνάϱτηση:

g(x) =
1

2
+

1

π

∫ x

0

sin ξ

ξ
dξ

Η συνάϱτηση αυτή, όπως έχει οϱιστεί, έχει την ιδιότητα:

G(x) = lim
T→∞

g(Tx) =


0, x < 0

1/2, x = 0

1, x > 0

Για να την αιτιολογήσουµε, χϱησιµοποιούµε το ολοκλήϱωµα του Λήµµατος 5.1:∫ ∞
0

sin ξ

ξ
dξ =

π

2

Επιπλέον, η g είναι από τον οϱισµό της παράγουσα της 1/π · sin ξ/ξ.

Βήµα ΙΙΙ: Εφόσον η f(τ)e−µτ είναι ολοκληϱώσιµη, έχουµε:

lim
τ→∞

f(τ)e−µτ = 0

Εποµένως, από τα πϱοηγούµενα ϐήµατα, µε παϱαγοντική ολοκλήϱωση:

1

2πi

∫
µ+i[−T,T ]

(Lf)(s)est ds = −f(0)eµtg(−Tt)−
∫ ∞

0

[
f(τ)e−µ(τ−t)]′g(T (t− τ)

)
dτ

και µε όϱιο T →∞:

1

2πi

∫
µ+iR

(Lf)(s)est ds
??
= −

∫ ∞
0

[
f(τ)e−µ(τ−t)]′G(t− τ) dτ

δηλαδή:

−
∫ ∞

0

[
f(τ)e−µ(τ−t)]′G(t− τ) dτ = −[f(τ)e−µ(τ−t)|∞t = f(t)

Εδώ στην ουσία η απόδειξη ολοκληρώνεται, χωϱίς να έχει αιτιολογηθεί πώς το όϱιο T → ∞
�µπήκε� στο ολοκλήρωµα, µετά την ισότητα διπλό άστϱο (??). Στο επόµενο ϐήµα, για να
είµαστε πλήϱεις, ϑα δώσουµε µία αιτιολόγιση.

Βήµα IV: Γενικά, αν A, a (συγκεκριµένα A(x), a(x, y)) είναι ολοκληϱώσιµες (ως πϱος x)
συναρτήσεις και:

a(x, y)
y

↗ A(x), δηλαδή a(x, y)
y−→ A(x) και A(x)− a(x, y) > 0

τότε:
lim
y→∞

∫ ∞
0

a(x, y) dx =

∫ ∞
0

lim
y→∞

a(x, y) dx =

∫ ∞
0

A(x) dx

Πϱάγµατι, έστω ε > 0 και y0. Εϕόσον οι A(x), a(x, y) είναι ολοκληϱώσιµες, ϑα υπάϱχει αϱκετά
µεγάλο x̃y0 ώστε: ∫ ∞

x̃y0

A(x)− a(x, y0) dx < ε/2
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Μάλιστα, εϕόσον a(x, y)
y

↗ A(x), για κάϑε y > y0:∫ ∞
x̃y0

A(x)− a(x, y) dx < ε/2

Αν τώϱα επιλεγεί αϱκετά µεγάλο y > y0, είναι δυνατόν να επιτευχϑεί η ανισότητα:

A(x)− a(x, y) < ε/(2x̃y0)

και κατά συνέπεια:∫ ∞
0

A(x)− a(x, y) dx =

∫ x̃y0

0
A(x)− a(x, y) dx+

∫ ∞
x̃y0

A(x)− a(x, y) dx < ε/2 + ε/2 = ε

Στη δική µας πεϱίπτωση, έχουµε:

∣∣[f(τ)e−µ(τ−t)]′
∣∣ · g(T (t− τ)

) T
↗
∣∣[f(τ)e−µ(τ−t)]′

∣∣ ·G(t− τ)

κι οπότε:

lim
T→∞

∫ ∞
0

∣∣[f(τ)e−µ(τ−t)]′
∣∣ · g(T (t− τ)

)
dτ =

∫ ∞
0

∣∣[f(τ)e−µ(τ−t)]′
∣∣ ·G(t− τ) dτ ( ? ? ? )

Μάλιστα, αν:

Σ+ =
{
τ > 0

∣∣ [f(τ)e−µ(τ−t)]′ > 0
}
, Σ− =

{
τ > 0

∣∣ [f(τ)e−µ(τ−t)]′ < 0
}

τότε: ∫
Σ+

[f(τ)e−µ(τ−t)]′g
(
T (t− τ)

)
dτ =

∫
Σ+

∣∣[f(τ)e−µ(τ−t)]′
∣∣ · g(T (t− τ)

)
dτ

y−→

y−→
∫

Σ+

∣∣[f(τ)e−µ(τ−t)]′
∣∣ ·G(t− τ) dτ =

∫
Σ+

[f(τ)e−µ(τ−t)]′G(t− τ) dτ

To πϱοηγούµενο, από τη σχέση (? ? ?), δίνει επίσης ότι:∫
Σ−

[f(τ)e−µ(τ−t)]′g
(
T (t− τ)

)
dτ

y−→
∫

Σ−
[f(τ)e−µ(τ−t)]′G(t− τ) dτ

και κατά συνέπεια:

lim
T→∞

∫ ∞
0

[f(τ)e−µ(τ−t)]′g
(
T (t− τ)

)
dτ =

∫ ∞
0

[f(τ)e−µ(τ−t)]′G(t− τ) dτ

Πάντως, πέϱα απ’ αυτόν τον γενικό τύπο, υπάϱχει κι ένας που χϱησιµοποιεί έννοιες και τεχνικές
της µιγαδικής ανάλυσης. Πϱώτα χϱειαϹόµαστε ένα τεχνικό λήµµα.

Λήµµα 5.2: (Λήµµα του Bromwich). ΄Εστω {ωk}nk=1 µία πεπεϱασµένη οικογένεια σηµείων
του C και µία συνάϱτηση F ∈ O

(
C\{ωk}nk=1

)
∩ O(Hc), για την οποία υπάϱχουν ρ,Λ, λ > 0

ώστε:
|F (s)| 6 Λ

|s|λ
, για |s| > ρ

΄Εστω επίσης το κυκλικό τόξο CR, το οποίο κατασκευάϹεται µε τον εξής τϱόπο: ϑεωϱούµε
µ > c, T > 0 και R =

√
µ2 + T 2, και κατασκευάϹουµε το κυκλικό τόξο µε κέντϱο 0, που

διέϱχεται από τα µ− iT , µ+ iT , στο ηµιεπίπεδο C\Hµ.
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µ+ iT

µ− iT
c

R

Τότε:
lim
R→∞

∫
CR

F (s)est ds = 0

�

Απόδειξη: ΑλλάϹοντας τη µεταϐλητή ολοκλήϱωσης σε θ, όπου s = Reiθ (κι άϱα ds = is dθ),
έχουµε: ∫

CR

F (s)est ds =

∫ 3π/2+ϕ

π/2−ϕ
F (Reiθ)eRte

iθ
iReiθ dθ

όπου ϕ είναι η γωνία ϕ = ∠(i, µ+ iT ). Για R > ρ:∣∣∣∣∫
CR

F (s)est ds

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ 3π/2+ϕ

π/2−ϕ
F (Reiθ)eRte

iθ
iReiθ dθ

∣∣∣∣∣ 6
∫ 3π/2+ϕ

π/2−ϕ

Λ

Rλ
R|eRteiθ | dθ

δηλαδή, από τον τύπο eiθ = cos θ + i · sin θ:∣∣∣∣∫
CR

F (s)est ds

∣∣∣∣ 6 ∫ 3π/2+ϕ

π/2−ϕ

Λ

Rλ−1
eRt cos θ dθ =

Λ

Rλ−1

∫ 3π/2+ϕ

π/2−ϕ
eRt cos θ dθ

Τέλος, ϑα αλλάξουµε την ολοκλήϱωση ώστε να έχουµε κέντϱο το 0, µεταϕέϱοντας κατά το θ κατά
−π.

Λ

Rλ−1

∫ π/2+ϕ

−π/2−ϕ
e−Rt cos θ dθ =

Λ

Rλ−1
·
ï

1

−Rt
e−Rt cos θ

∣∣∣∣π/2+ϕ

π/2−ϕ

=
Λ

Rλt
·
Ä
eRt sinϕ − e−Rt sinϕ

ä
Μάλιστα, επειδή sinϕ = µ/R, έχουµε:

Λ

Rλ−1

∫ π/2+ϕ

−π/2−ϕ
e−Rt cos θ dθ =

Λ

Rλt
·
(
eµt − e−µt

)
δηλαδή: ∣∣∣∣∫

CR

F (s)est ds

∣∣∣∣ 6 Λ

Rλt
·
(
eµt − e−µt

) R→∞−−−−→ 0

το οποίο δίνει το Ϲητούµενο.
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Θεώϱηµα 5.3: (Αντιστϱοϕή Laplace µε ολοκληϱωτικά υπόλοιπα). ΄Εστω {ωk}nk=1 µία
πεπεϱασµένη οικογένεια σηµείων του C και µία συνάϱτηση F ∈ O

(
C\{ωk}nk=1

)
∩O(Hc), για

την οποία υπάϱχουν ρ,Λ, λ > 0 ώστε:

|F (s)| 6 Λ

|s|λ
, για |s| > ρ

τότε για την συνάϱτηση:

f(t) =
n∑
k=1

Res
(
F (s)est, ωk

)
αληϑεύει:

f(t) = L−1(F )(t)

Απόδειξη: Η απόδειξη ϑα γίνει σε ϐήµατα.

Βήµα Ι: Θεωρούµε µ > c, T > 0 και το κυκλικό τόξο CR του Λήµµατος 5.2. Επίσης,
ορίζουµε ‹CR = CR + [µ − iT, µ + iT ], και παϱατηϱούµε ότι για αρκετά µεγάλο T (άϱα αρκετά
µεγάλο R), τα σηµεία ανωµαλίας ωk, k ∈ [n] περιέχονται στο χωϱίο X (‹CR).

Παίϱνοντας τώϱα το ολοκλήρωµα:
1

2πi

∫‹CR F (s)est ds

από το Θεώϱηµα 4.3 έχουµε:

1

2πi

∫‹CR F (s)est ds =

n∑
k=1

Res
(
F (s)est, ωk

)
= f(t)

δηλαδή:

f(t) =
1

2πi

Ç∫
µ+i[−T,T ]

F (s)est ds+

∫
CR

F (s)est ds

å
Με όϱιο T →∞ (δηλαδή R→∞), από το Λήµµα 5.2 έπεται:

f(t) =
1

2πi

∫
µ+iR

F (s)est ds

Βήµα ΙΙ: Κάτι που ϑα χϱειαστεί για τα επόµενα, είναι η ύπαϱξη του µετασχηµατισµού Laplace της
f . Για να το δείξουµε αυτό, ϑα αποδείξουµε την ιδιότητα iii. του Θεωϱήµατος 5.1. Θεωϱούµε
λοιπόν γύϱω από κάϑε ανωµαλία ωk, k ∈ [n], έναν αϱκετά µικϱό κύκλο ∂S(ωk, εk), που δεν
τέµνει καµµία ανωµαλία και στο εσωτεϱικό του πεϱιέχει µόνο την ωk. Γϱάϕοντας:

Res
(
F (s)est, ωk

)
=

1

2πi

∫
∂S(ωk,εk)

F (s)est ds

έχουµε:

f(t) =
1

2πi

n∑
k=1

∫
∂S(ωk,εk)

F (s)est ds

Με αλλαγή µεταϐλητής s = εke
iθ + ωk σε καϑένα ολοκλήϱωµα, παίϱνουµε:

f(t) =
1

2π

n∑
k=1

∫ 2π

0
εkF (εke

iθ + ωk)e
εkte

iθ+ωkteiθ dθ
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και µε απόλυτα:

|f(t)| 6 1

2π

n∑
k=1

εk

∫ 2π

0
|F (εke

iθ + ωk)|eεkt cos θ+<(ωk)t dθ

6
1

2π

n∑
k=1

εk max
θ∈(0,π)

|F (εke
iθ + ωk)|

∫ 2π

0
eεkt cos θ+<(ωk)t dθ

6
1

2π

n∑
k=1

εk max
θ∈(0,π)

|F (εke
iθ + ωk)|

∫ 2π

0
eεkt+<(ωk)t dθ

6
n∑
k=1

εk max
θ∈(0,π)

|F (εke
iθ + ωk)|eεkt cos θ+<(ωk)t

Τελικά:
|f(t)| 6 nmax

k∈[n]

(
εk max

θ∈(0,π)
|F (εke

iθ + ωk)|
)
· emaxk∈[n](εk+<(ωk))t

κι εποµένως, αν ϑέσουµε:

M = nmax
k∈[n]

(
εk max

θ∈(0,π)
|F (εke

iθ + ωk)|
)
και a = max

k∈[n]

(
εk + <(ωk)

)
έπεται εν τέλει ότι |f(t)| 6Meat.

Βήµα ΙΙI: Παϱατηϱούµε ότι:

(Lf)(s) =

∫ ∞
0

f(t)e−st dt =

∫ ∞
0

Ç
1

2πi

∫
µ+iR

F (σ)eσt dσ

å
e−sτ dt, στο Ha

και µε εναλλαγή των ολοκληϱωµάτων:∫ ∞
0

Ç
1

2πi

∫
µ+iR

F (σ)eσt dσ

å
e−sτ dt =

1

2πi

∫
µ+iR

F (σ)

∫ ∞
0

e(σ−s)t dt dσ
?
= − 1

2πi

∫
µ+iR

F (σ)

σ − s
dσ

όπου η σχέση άστϱο (?) ισχύει αν s ∈ Hµ (άϱα στο Hmax{a,µ}).

Βήµα ΙV: ΘεωρούµεKR το κυκλικό τόξο που διέρχεται από τα µ− iT, µ+ iT , στο ηµιεπίπεδοHµ
(το �συµπληρωµατικό� τόξο του CR), καθώς επίσης και την καµπύλη ‹KR = KR+[µ+iT, µ−iT ].

µ+ iT

µ− iT
c

R
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Από το Θεώϱηµα 3.5 έχουµε:

F (s) =
1

2πi

∫
K̃R

F (σ)

σ − s
dσ =

1

2πi

Ç∫
µ+i[T,−T ]

F (σ)

σ − s
dσ +

∫
KR

F (σ)

σ − s
dσ

å
κι από την υπόϑεση, εάν επιλεγεί αϱκετά µεγάλο T (κι άϱα αϱκετά µεγάλο R):∣∣∣∣∫

KR

F (σ)

σ − s
dσ

∣∣∣∣ 6 ∫
KR

Λ

|s|λ · |σ − s|
dσ 6

∫
KR

Λ

Rλ · (R− |s|)
dσ 6

2πΛR

R− |s|
· 1

Rλ

Με όϱιο λοιπόν, καϑώς T →∞, έπεται:

F (s) =
1

2πi

∫
µ−iR

F (σ)

σ − s
dσ = − 1

2πi

∫
µ+iR

F (σ)

σ − s
dσ

(λόγω προσανατολισµού).

Βήµα V: Συνδυάζοντας τα Βήµατα ΙΙΙ, ΙV, έxουµε τελικά ότι:

(Lf)(s) =

∫ ∞
0

f(t)e−st dt = − 1

2πi

∫
µ+iR

F (σ)

σ − s
dσ = F (s), στο Hmax{a,µ}

δηλαδή το Ϲητούµενο.





ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6

Μεϱικά στοιχεία αναλυτικής ϑεωϱίας
αϱιϑµών

Η συνάϱτηση ζ του Riemann αποτελεί χϱήσιµο εργαλείο στην αναλυτική ϑεωρία αριθµών, και
χρησιµοποιείται για την απόδειξη του (ίσως γνωστότερου αποτελέσµατος αυτής της ϑεωρίας) ϑεω-
ϱήµατος των πϱώτων αριθµών. Σύµφωνα µ’ αυτό, εάν π(x) είναι η συνάϱτηση του πλήϑους των
πϱώτων αριθµών, δηλαδή η:

π(x) =
∑
p6x

p πϱώτος

τότε:

lim
x→∞

π(x)

/
x

log x

 = 1

Στην πιο γνωστή του µοϱϕή, µε ασυµπτωτικούς συµϐολισµούς, π(x) ∼ x/ log x. Εµείς δεν
ϑα αποδείξουµε το ϑεώϱηµα των πϱώτων αϱιϑµών, καϑώς η απόδειξή του είναι εκτενέστατη και
τεχνική. Κατά µία έννοια, χϱειαϹόµαστε �άλλο τόσο� για να το αποδείξουµε. Παϱαπέµπεστε στο
(Gi).

∆είκτριες συναρτήσεις: Στα παϱακάτω ϑα συµβολίζουµε µε χΣ τη δείκτρια
συνάϱτηση του συνόλου Σ (δηλαδή την χΣ|Σ ≡ 1 και χΣ|Σc ≡ 0).

Λήµµα 6.1: (΄Αϑϱοιση κατά µέϱη). ΄Εστω a : N→ C µία συνάϱτηση και:

A(x) =
∑
n6x

a(n)

Αν έχουµε πϱαγµατικούς αϱιϑµούς 0 6 y < x και µία πϱαγµατική συνάϱτηση f ∈ C1([y, x]),
τότε: ∑

y<n6x

a(n)f(n) = f(x)A(x)− f(y)A(y)−
∫ x

y
A(t)f ′(t) dt

�

Απόδειξη: ΄Εχουµε ότι:∫ x

y
A(t)f ′(t) =

∫ x

y

∑
n6t

a(n)f ′(t) dt

=

∫ x

y

∑
n6x

a(n)χ{(n,t)|n6t}(n, t)f
′(t) dt
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=
∑
n6x

a(n)

∫ x

y
χ{(n,t)|n6t}(n, t)f

′(t) dt

=
∑
n6x

a(n)

∫ x

y
f ′(t) dt+

∑
y<n6x

a(n)

∫ x

n
f ′(t) dt

=
(∑
n6y

a(n)
)
·
(
f(x)− f(y)

)
+
( ∑
y<n6x

a(n) ·
(
f(x)− f(n)

))
=
(∑
n6x

a(n)
)
· f(x)−

(∑
n6y

a(n)
)
· f(y)−

∑
y<n6x

a(n)f(n)

Αυτό τελικά δίνει το Ϲητούµενο:∑
y<n6x

a(n)f(n) = f(x)A(x)− f(y)A(y)−
∫ x

y
A(t)f ′(t) dt

Στη συνέχεια ϑα αναϕέϱουµε κι άλλο ένα σηµαντικό λήµµα, πϱώτα όµως χϱειαϹόµαστε µεϱικούς
συµϐολισµούς.

Ακέϱαιο µέϱος: Εάν x είναι ένας πραγµατικός αρισµός, µε bxc ϑα συµβολίζουµε
το ακέϱαιο µέϱος του.

Υπόλοιπο: Αντίστοιχα, µε {x} ϑα συµβολίζουµε το υπόλοιπο {x} = x− bxc.

Ηµιεπίπεδο: Υπενθυµίζουµε ότι Hc = {s ∈ C | <(s) > c}.

Λήµµα 6.2: (Τύπος άϑϱοισης Euler - Maclaurin). ΄Εστω 0 6 y < x και µία πϱαγµατική
συνάϱτηση f ∈ C1([y, x]). Τότε:∑

y<n6x

f(n) =

∫ x

y
f(t) dt+

∫ x

y
{t}f ′(t) dt− f(x){x}+ f(y){y}

�

Απόδειξη: Χϱησιµοποιούµε το Λήµµα 6.1 µε a(n) = 1 (και κατά συνέπεια A(x) = bxc).∑
y<n6x

f(n) = f(x)bxc − f(y)byc −
∫ x

y
btcf ′(t) dt

= f(x)x− {x}f(x) + {y}f(y)− f(y)y −
∫ x

y
tf ′(t) dt+

∫ x

y
{t}f ′(t) dt

=

∫ x

y
f(t) dt+

∫ x

y
{t}f ′(t) dt− f(x){x}+ f(y){y}

Λήµµα 6.3: ΄Εστω Ω ⊆ C ανοικτό και µία συνάϱτηση f : [a, b] × Ω → C. Εάν η f είναι
συνεχής, η:

F (s) =

∫ b

a
f(t, s) dt

είναι επίσης συνεχής. �

Απόδειξη: Θα δείξουµε ότι η F είναι συνεχής σε τυχόν σ ∈ Ω. Θεωρούµε αρκετά µικϱό δίσκο
B(σ, ρ) ώστε [a, b]×B(σ, ρ), και (επειδή το [a, b]×B(σ, ρ) είναι συµπαγές) η f είναι οµοιόµορφα
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συνεχής.

΄Εστω λοιπόν ε > 0. Υπάρχει δ > 0 ώστε:

|t1 − t2| < δ, |s1 − s2| < δ ⇒ |f(t1, s1)− f(t2, s2)| < ε

και τότε, για κάϑε s ∈ B(σ, ρ) µε |s− σ| < δ:

|F (s)− F (σ)| =
∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(t, s)− f(t, σ) dt

∣∣∣∣∣ 6
∫ b

a
|f(t, s)− f(t, σ)| dt < ε · (b− a)

∆ηλαδή η F είναι συνεχής.

Λήµµα 6.4: ΄Εστω Ω ⊆ C ανοικτό και µία συνάϱτηση f : [a, b] × Ω → C. Εάν η f είναι
συνεχής, η f(t, ·) είναι ολόµοϱϕη για κάϑε t και η µιγαδική παϱάγωγος ∂f/∂s είναι συνεχής,
τότε η:

F (s) =

∫ b

a
f(t, s) dt

είναι ολόµοϱϕη και:

F ′(s) =

∫ b

a

∂f(t, ·)
∂s

(s) dt

�

Απόδειξη: Θα δείξουµε ότι για τυχόν σ ∈ Ω η F είναι ολόµοϱϕη στο σ και:

F ′(s) =

∫ b

a

∂f(t, ·)
∂s

(σ) dt

Βήµα Ι: ΟϱίϹουµε τη συνάϱτηση:

g(t, s) =


f(t, s)− f(t, σ)

s− σ
, s 6= σ

∂f(t, ·)
∂s

(σ), s = σ

και παϱατηϱούµε ότι για τ, σ̃ µε σ̃ 6= σ:

lim
(t,s)→(τ,σ̃)

g(t, s) = g(τ, σ̃)

δηλαδή η g είναι συνεχής στο (τ, σ̃).

Βήµα ΙΙ: Εάν τώϱα ϑεωρήσουµε τα σηµεία (τ, σ), η συνέχεια της g στα (τ, σ) αποδεικνύεται
δυσκολότεϱα.

Αν συµβολίσουµε s = x+ iy και σ = xσ + iyσ, έχουµε:

|g(t, s)− g(τ, σ)| 6 |g(t, s)− g(t, σ)|+ |g(t, σ)− g(τ, σ)|

=
1

|s− σ|
·
∣∣∣∣f(t, s)− f(t, σ)− (s− σ)

∂f(t, ·)
∂s

(σ)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∂f(t, ·)
∂s

(σ)− ∂f(τ, ·)
∂s

(σ)

∣∣∣∣
=

1

|s− σ|
·
∣∣∣∣<f(t, s)−<f(t, σ) + i

(
=f(t, s)−=f(t, σ)

)
−
(
x− xσ + i(y − yσ)

)
·

· ∂f(t, ·)
∂s

(σ)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∂f(t, ·)
∂s

(σ)− ∂f(τ, ·)
∂s

(σ)

∣∣∣∣
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Από το ϑεώϱηµα µέσης τιµής, για κάποια σ1, σ2 ∈ [σ, s] έχουµε:

<f(t, s)−<f(t, σ) =
(
∇<f(t, ·)

)
σ1

(s− σ) = (x− xσ)
∂<f(t, ·)

∂x
(σ1) + (y − yσ)

∂<f(t, ·)
∂y

(σ1)

και:

=f(t, s)−=f(t, σ) =
(
∇=f(t, ·)

)
σ2

(s− σ) = (x− xσ)
∂=f(t, ·)

∂x
(σ2) + (y − yσ)

∂=f(t, ·)
∂y

(σ2)

Επίσης, από τις εξισώσεις Cauchy-Riemann:

∂f(t, ·)
∂s

(s) =
∂<f(t, ·)

∂x
(s) + i · ∂=f(t, ·)

∂x
(s) =

∂<f(, ·)
∂y

(s)− i · ∂=f(t, ·)
∂y

(s)

οπότε, συνδυάϹοντας όλα τα πϱοηγούµενα:

|g(t, s)− g(τ, σ)| 6 1

s− σ

∣∣∣∣(x− xσ)

Å
∂<f(t, ·)

∂x
(σ1)− ∂<f(t, ·)

∂x
(σ)

ã
+

+ (y − yσ)

Å
∂<f(t, ·)

∂y
(σ1)− ∂<f(t, ·)

∂y
(σ)

ã
+ i ·

ï
(x− xσ)

Å
∂=f(t, ·)

∂x
(σ2)− ∂=f(t, ·)

∂x
(σ)

ã
+

+ (y − yσ)

Å
∂=f(t, ·)

∂y
(σ2)− ∂=f(t, ·)

∂y
(σ)

ãò∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∂f(t, ·)
∂s

(σ)− ∂f(τ, ·)
∂s

(σ)

∣∣∣∣
Επειδή η ∂f/∂s είναι συνεχής, από τις εξισώσεις Cauchy-Riemman και οι:

∂<f(t, ·)/∂x, ∂<f(t, ·)/∂x, ∂=f(t, ·)/∂x, ∂=f(t, ·)/∂y

είναι συνεχείς. Κατά συνέπεια, αϕήνοντας t→ τ , s→ σ, έχουµε σ1, σ2 → σ και:

|g(t, s)− g(τ, σ)| → 0, δηλαδή g(t, s)→ g(τ, σ)

Βήµα ΙΙΙ: Αϕού η g είναι συνεχής στο [a, b]× Ω, από το Λήµµα 6.3 η:∫ b

a
g(t, s) dt

είναι συνεχής συνάϱτηση, οπότε:

F ′(σ) = lim
s→σ

F (s)− F (σ)

s− σ
= lim

s→σ

∫ b

a
g(t, s) dt =

∫ b

a
g(t, σ) dt =

∫ b

a

∂f(t, ·)
∂s

(σ) dt

Αυτό ολοκληϱώνει την απόδειξη.

Λήµµα 6.5: Το ολοκλήϱωµα:

Z(s) =

∫ ∞
1

{t}
ts+1

dt

συγκλίνει σε κάϑε s ∈ H0 και µάλιστα Z ∈ O(H0). �

Απόδειξη: Κατ’ αϱχάς παϱατηϱούµε ότι:∣∣∣∣∫ ∞
1

{t}
ts+1

dt

∣∣∣∣ 6 ∫ ∞
1

∣∣∣∣ {t}ts+1

∣∣∣∣ dt 6 ∫ ∞
1

1

t<(s)+1
dt
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(αϕού |{t}| 6 1), οπότε το ολοκλήϱωµα συγκλίνει στο H0. ΟϱίϹουµε τώϱα:

Zk(s) =

∫ k+1

k

{t}
ts+1

dt =

∫ k+1

k

t− k
ts+1

dt

και παϱατηϱούµε από το Λήµµα 6.4 ότι είναι ολόµοϱϕες. Μάλιστα:

Z(s) =
∞∑
k=1

Zk(s)

Αν ϑεωϱήσουµε K ⊆ H0, ϑα µποϱούµε να ϐϱούµε x > 0 ώστε K ⊆ Hx. ΄Ετσι λοιπόν:

|Zk(s)| 6
∫ k+1

k

1

tx+1
dt =

1

x

Å
1

kx
− 1

(k + 1)x

ã
κι επειδή (τηλεσκοπικά) η σειϱά:

∞∑
k=1

1

x

Å
1

kx
− 1

(k + 1)x

ã
συγκλίνει, από την Πϱόταση 2.12 η σειϱά:

Z(s) =

∞∑
k=1

Zk(s)

συγκλίνει οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα K ⊆ H0. Από το Θεώϱηµα 4.8 έπεται τελικά
ότι Z ∈ O(H0).

΄Εχοντας κάνει αυτήν την προετοιµασία, µποϱούµε να αναφερθούµε στη συνάϱτηση
ζ.

Οϱισµός 6.1: (Η συνάϱτηση ζ στο H1). Στο (1,∞) είναι γνωστό ότι η σειϱά:

ζ(x) =
∞∑
n=1

1

nx

συγκλίνει. Μάλιστα, εάν s ∈ H1, τότε <(s) ∈ (1,∞) και:∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

1

ns

∣∣∣∣∣ 6
∞∑
n=1

∣∣∣∣ 1

ns

∣∣∣∣ =

∞∑
n=1

1

n<(s)
<∞

Εποµένως έχει νόηµα να µιλήσουµε για την εν λόγω σειϱά στο ηµιεπίπεδο H1. ΟϱίϹουµε
λοιπόν:

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
, στο H1

Ο οϱισµός της συνάϱτησης ζ είναι ϕυσιολογικός ως �επέκταση� της αντίστοιχης πϱαγµατικής
σειϱάς. Με το επόµενο ϑεώϱηµα ϑα δείξουµε (µέσω αναλυτικής συνέχισης) ότι η συνάϱτηση ζ
µποϱεί να επεκταϑεί σε ολόµοϱϕη συνάϱτηση στο H0\{1}.

Θεώϱηµα 6.1: (Η συνάϱτηση ζ στο H0\{1}). Η συνάϱτηση ζ : H1 → C επεκτείνεται σε
ολόµοϱϕη συνάϱτηση ζ ∈ O(H0\{1}) (τη συµϐολίϹουµε ξανά µε ζ), που µάλιστα στο 1 έχει
πόλο τάξης 1 µε Res(ζ, 1) = 1.

Απόδειξη: Από το Λήµµα 6.2, εάν ϑέσουµε x = m ∈ N και f(n) = 1/nx, για κάϑε x ∈ (1,∞):
m∑
n=1

1

nx
= 1 +

∫ m

1

dt

tx
−
∫ m

1

x{t}
tx+1

dt
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Μάλιστα, τόσο το αριστερό όσο και το δεξί µέλος ορίζουν αναλυτικές συναρτήσεις στο H1 (επεκ-
τείνοντάς τες). Οπότε από το Θεώϱηµα 4.2 οι επετάσεις ταυτίζονται. ∆ηλαδή ισχύει:

m∑
n=1

1

ns
= 1 +

∫ m

1

dt

ts
−
∫ m

1

s{t}
ts+1

dt

για κάϑε s ∈ H1. Παίϱνοντας όϱιο m→∞ έπεται:

ζ(s) =
1

s− 1
− s · Z(s), για s ∈ H1

όπου:
Z(s) =

∫ ∞
1

{t}
ts+1

dt

Επειδή η Z(s) είναι ολόµοϱϕη στο H0 (αυτό από το Λήµµα 6.5), η 1/(s − 1) + s · Z(s) µποϱεί
να επεκταϑεί σε ολόµοϱϕη συνάϱτηση στο H0\{1} χωϱίς πϱόϐληµα. Κατά συνέπεια, από το
Θεώϱηµα 4.2 κάϑε ολόµοϱϕη επέκταση της ζ στο H0\{1} ταυτίϹεται µε την:

ζ(s) =
1

s− 1
− s · Z(s), για s ∈ H0\{1}

Είναι ϕανερό επίσης ότι στο 1 εµφανίζει πόλο τάξης 1 µε Res(ζ, 1) = 1.
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