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Θέµα 1ο: ∆ίνεται ο πίνακας A =

0 0 −2
1 0 −5
0 1 −4

.

α) Είναι ο πίνακας A διαγωνίσιµος στο C;
ϐ) Να ϐρεθεί πολυώνυµο ϕ(x) ∈ R[x], τέτοιο ώστε A−1 = ϕ(A).
γ) ΄Εστω B = A11 + 2048I3. Να ϐρεθεί το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του B.
Λύση: α) Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A ισούται µε

χA(x) = det

−x 0 −2
1 −x −5
0 1 −4− x

 = −x2(x+ 4)− 2− 5x = −(x3 + 4x2 + 5x+ 2) =

= −(x3 + x2 + 3x2 + 3x+ 2x+ 2) = −(x2(x+ 1) + 3x(x+ 1) + 2(x+ 1)) =
= −(x + 1)(x2 + 3x + 2) = −(x + 1)2(x + 2) µε ιδιοτιµές −1

(
διπλή

)
και −2. Για να

είναι διαγωνίσιµος ο A ϑα πρέπει dimVA(−1) = 2. Αλλά,

(A + I3)

xy
z

 =

0
0
0

 ⇔

x− 2z = 0

x+ y − 5z = 0

y − 3z = 0

⇔

{
x = 2z

y = 3z
⇔

xy
z

 =

2z
3z
z

 =

= z

2
3
1

 , z ∈ C. Εποµένως ο VA(−1) παράγεται από το µη µηδενικό ιδιοδιάνυσµα2
3
1

 και συνεπώς dimVA(−1) 6= 2, άρα ο A δεν είναι διαγωνίσιµος στο C
(
και το R

)
.

ϐ) χA(A) = O3×3 ⇔ −A3 − 4A2 − 5A − 2I3 = O3×3 ⇔ A(−A2 − 4A − 5I3) = 2I3 ⇔

⇔ A

(
−1
2
A2 − 2A− 5

2
I3

)
= I3 και κατά συνέπεια A−1 = ϕ(A), όπου

ϕ(x) = −1
2
x2 − 2x− 5

2
.

γ) Εφόσον το χA(x) = −(x + 1)2(x + 2), δηλαδή είναι γινόµενο πρωτοβάθµιων παρα-
γόντων, ο A τριγωνοποιείται, δηλαδή υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας Q ∈ R3×3, τέτοιος

ώστε QAQ−1 =

−1 ∗ ∗
0 −1 ∗
0 0 −2

 ⇔ A = Q−1

−1 ∗ ∗
0 −1 ∗
0 0 −2

Q ⇒ A11 + 2048I3 =

=

Q−1
−1 ∗ ∗

0 −1 ∗
0 0 −2

Q

11

+2048Q−1Q = Q−1

−1 ∗ ∗
0 −1 ∗
0 0 −2

11

Q+2048Q−1Q =

= Q−1

(−1)11 ∗ ∗
0 (−1)11 ∗
0 0 (−2)11

Q+ 2048Q−1Q =

1



= Q−1

−1 ∗ ∗
0 −1 ∗
0 0 −2048

+

2048 0 0
0 2048 0
0 0 2048

Q = Q−1

2047 ∗ ∗
0 2047 ∗
0 0 0

Q.

Επειδή όµοιοι πίνακες έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυµο,

χB(x) = det

2047− x ∗ ∗
0 2047− x ∗
0 0 −x

 = −x(x− 2047)2. �

Θέµα 2ο: ΄Εστω A ∈ Cn×n µε A∗ = −A.
α) ∆είξτε ότι κάθε ιδιοτιµή του A είναι της µορφής λi, όπου λ ∈ R.
ϐ) ∆είξτε ότι ο πίνακας In + A είναι αντιστρέψιµος.
γ) ∆είξτε ότι ο πίνακας U = (In − A)(In + A)−1 είναι µοναδιαίος.
Λύση: α) ΄Εστω µ = κ + λi ∈ C ιδιοτιµή του A

(
κ, λ ∈ R

)
και X ∈ Cn×1 \ {0} ένα

αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα. Τότε έχουµε: µ||X||2 = µ〈X,X〉 = 〈µX,X〉 = 〈AX,X〉 =
= 〈X,A∗X〉 = 〈X,−AX〉 = 〈X,−µX〉 = (−µ)〈X,X〉 = −µ〈X,X〉 = −µ||X||2.
Εφόσον X 6= 0⇔ ||X|| 6= 0, έπεται ότι µ = −µ⇔ κ = Re(µ) =

µ+ µ

2
= 0. ΄Αρα µ = λi,

όπου λ ∈ R.
ϐ) Αν ο πίνακας In + A δεν ήταν αντιστρέψιµος, τότε 0 = |In + A| = |A − (−1)In| και
συνεπώς ο A ϑα είχε πραγµατική ιδιοτιµή, το −1 6= λi, άτοπο. Οµοίως αποδεικνύεται
ότι και ο πίνακας In − A = In − 1 · A είναι αντιστρέψιµος.
γ) Ο A, άρα και ο −A αντιµετατίθενται µε τους πίνακες In + A και In − A. ΄Αρα
αντιµετατίθενται µε τους αντιστρόφους (In + A)−1 και (In − A)−1. Για παράδειγµα,
A(In + A)−1 = (In + A)−1A⇔ (In + A)A = A(In + A) και οµοίως
A(In − A)−1 = (In − A)−1A⇔ (In − A)A = A(In − A). Προφανώς ο In αντιµετατίθεται
µε οποιονδήποτε πίνακα και κατά συνέπεια όλοι οι πίνακες In + A, (In + A)−1, In − A
και (In − A)−1 αντιµετατίθενται ανά δύο. ΄Εχουµε:
UU ∗ = (In − A)(In + A)−1

(
(In − A)(In + A)−1

)∗
= (In − A)(In + A)−1

(
(In + A)−1

)∗
(In − A)∗ = (In − A)(In + A)−1 ((In + A)∗)−1 (In + A) = (In − A)(In + A)−1(In − A)−1
(In + A) = (In − A)(In − A)−1(In + A)−1(In + A) = InIn = In. �

Θέµα 3ο: ΄Εστω A ∈ Rn×n µοναδιαίος και λ ∈ C ιδιοτιµή του A.
α) Να δείξετε ότι λ 6= 0 και ότι το λ−1 είναι επίσης ιδιοτιµή του A.
ϐ) Αν det(A) = 1 και n περιττός, να δείξετε ότι το 1 είναι ιδιοτιµή του A.
Λύση: α) Επειδή ο A είναι µοναδιαίος πίνακας του Rn×n ⊆ Cn×n, διατηρεί τα µήκη των
διανυσµάτων, δηλαδή ||AX|| = ||X||, για κάθε X ∈ Cn×1. ΄Εστω λ ∈ C ιδιοτιµή του A
και X ∈ Cn×1 6= 0 αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα. Τότε αφενός ||AX|| = ||X|| και αφετέρου
||AX|| = ||λX|| = |λ| · ||X||. Επειδή ||X|| 6= 0, έπεται ότι |λ| = 1 6= 0. Γνωρίζουµε

ότι για έναν µη µηδενικό µιγαδικό λ ισχύει λ−1 =
λ

|λ|2
. Αν λοιπόν το λ είναι ιδιοτιµή

του A, τότε λ−1 = λ. Επειδή ο A είναι πραγµατικός πίνακας, το χαρακτηριστικό του
πολυώνυµο χA(x) είναι πραγµατικό, δηλαδή χA(x) ∈ R[x]. Γνωρίζουµε επίσης ότι αν
ένα πραγµατικό πολυώνυµο έχει ϱίζα έναν µιγαδικό λ, τότε έχει ϱίζα και τον συζυγή του
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λ και µάλιστα µε την ίδια πολλαπλότητα. Εποµένως το λ = λ−1 είναι ϱίζα του χA(x),
δηλαδή ιδιοτιµή του A.
ϐ) Αν το χA(x) είχε µόνον µιγαδικές ϱίζες, αυτές χωρίζονται σε κ Ϲεύγη (λ, λ) = (λ, λ−1)
µε γινόµενο 1. Εποµένως degχA(x) = 2κ = 11, άτοπο. Εποµένως το χA(x) έχει πραγ-
µατικές ϱίζες λ µε |λ| = 1⇔ λ = ±1. Αν παραλείψουµε το άρτιο πλήθος των µιγαδικών
ϱιζών

(
αν υπάρχουν, ϑα είναι σε Ϲεύγη αντιστρόφων

)
παίρνουµε περιττό πλήθος ϱιζών

της µορφής ±1.
(
degχA(x) = 11

)
. Αν τώρα όλες οι πραγµατικές ϱίζες ήταν ίσες µε −1,

τότε το γινόµενο των ϱιζών του χA(x), δηλαδή των ιδιοτιµών του A ϑα ήταν ίσο µε −1.
Αλλά το γινόµενο των ιδιοτιµών ενός πίνακα ισούται µε την ορίζουσά του. ΄Αρα ϑα είχαµε
det(A) = −1, άτοπο. Εποµένως ο A έχει µια ιδιοτιµή ίση µε 1. �

Θέµα 4ο: ΄Εστω A ∈ Cn×n κανονικός πίνακας.
α) Αν 〈X, Y 〉 = X tY είναι το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο του Cn×1, να δείξετε ότι
〈AX,AY 〉 = 〈A∗X,A∗Y 〉, για κάθε X, Y ∈ Cn×1.
ϐ) Αν λ ∈ C είναι ιδιοτιµή του A, δείξτε ότι το λ είναι ιδιοτιµή του A∗ και µάλιστα
VA(λ) = VA∗(λ) 6 Cn×1, όπου VA(λ) και VA∗(λ) οι ιδιόχωροι των A και A∗, οι οποίοι
αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές λ και λ των A και A∗ αντίστοιχα.
Λύση: α) Εφόσον ο A είναι κανονικός, έχουµε A∗A = AA∗. Παρατηρούµε ότι :
〈AX,AY 〉 = 〈X,A∗AY 〉 = 〈X,AA∗Y 〉 = 〈A∗X,A∗Y 〉.
ϐ) Εφόσον ο A είναι κανονικός, τότε και ο A− λIn είναι κανονικός, όπου λ ∈ C. Πράγ-
µατι, (A− λIn)∗ = A∗ − λI∗n = A∗ − λIn. Εποµένως (A− λIn)(A− λIn)∗ =
= (A− λIn)(A∗ − λIn) = AA∗ − (λA∗ + λA) + |λ|2In και (A− λIn)∗(A− λIn) =
= (A∗−λIn)(A−λIn) = A∗A−(λA∗+λA)+ |λ|2In, που είναι το ίδιο µε το προηγούµενο
γιατί AA∗ = A∗A. ΄Εχουµε:
X ∈ VA(λ)⇔ AX = λX ⇔ (A− λIn)X = On×1 ⇔ ||(A− λIn)X|| = 0⇔
⇔ ||(A− λIn)X||2 = 0⇔ 〈(A− λIn)X, (A− λIn)X〉 = 0 =

από το α)

= 〈(A− λIn)∗X, (A− λIn)∗X〉 = 0⇔ 〈(A∗ − λIn)X, (A∗ − λIn)X〉 = 0⇔
⇔ ||(A∗ − λIn)X||2 = 0 ⇔ ||(A∗ − λIn)X|| = 0 ⇔ (A∗ − λIn)X = On×1 ⇔ A∗X =
= λX ⇔ X ∈ VA∗(λ). Εποµένως VA(λ) = VA∗(λ). �
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