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2.9 Πολυώνυµα και Πολυωνυµικές Εξισώσεις

Θεωρούµε ότι η διαισθητική έννοια του πολυωνύµου µιας µεταβλητής x είναι γνωστή από τη ϐ΄
λυκείου, ως µια έκφραση της µορφής f(x) = αnx

n + αn−1x
n−1 + · · · + α1x + α0, όπου τα αk

µε k = 0, 1, 2, . . . , n είναι «αριθµοί». Ο αυστηρός ορισµός του πολυωνύµου ϑα δοθεί στη Βασική
΄Αλγεβρα.
Εµείς εδώ ϑα ϑεωρούµε ότι οι συντελεστές αk ανήκουν σε κάποιο σώµα Q, R ή C. Σπανιότερα
ϑα ϑεωρούµε ότι οι συντελεστές είναι ακέραιοι. Συµβολίζουµε µε
Q[x] = {αnxn + αn−1x

n−1 + · · · + α1x + α0 | n µη αρνητικός ακέραιος και αk ∈ Q, για κάθε
k = 0, 1, 2, . . . , n},
R[x] = {αnxn + αn−1x

n−1 + · · · + α1x + α0 | n µη αρνητικός ακέραιος και αk ∈ R, για κάθε
k = 0, 1, 2, . . . , n} και
C[x] = {αnxn + αn−1x

n−1 + · · · + α1x + α0 | n µη αρνητικός ακέραιος και αk ∈ C, για κάθε
k = 0, 1, 2, . . . , n}.
΄Οπως προείπαµε, σπανιότερα ϑα ασχοληθούµε µε το σύνολο Z[x] = {αnxn + αn−1x

n−1 + · · ·+
+α1x+ α0 | n µη αρνητικός ακέραιος και αk ∈ Z, για κάθε k = 0, 1, 2, . . . , n}.
Αντιµετωπίζουµε στην αρχή ενιαία κάποια ϐασικά αποτελέσµατα που αφορούν τα πολυώνυµα
στο Q, R και C. Αν λοιπόν µε F παραστήσουµε κάποιο από τα σώµατα Q ή R ή C, ϑα συµβο-
λίζουµε µε F[x] το αντίστοιχο σύνολο πολυωνύµων µε συντελεστές από το F.

Παρατηρήσεις: 1) Είναι σαφές ότι δύο πολυώνυµα f(x) και g(x) είναι ίσα αν και µόνον
αν έχουν τους ίδιους όρους

(
Μονώνυµα

)
.

2) Μπορούµε να προσθέτουµε αλλά και να διαγράφουµε από ένα πολυώνυµο όρους της µορφής
0xk, ϑεωρώντας τους µηδέν.
3) Το αριθµητικό σώµα F µπορεί να ϑεωρηθεί ως υποσύνολο του F[x] της µορφής α0 = α0x

0 ∈
∈ F. Αυτά είναι τα σταθερά πολυώνυµα. Ανάµεσα σ᾿ αυτά τα σταθερά πολυώνυµα υπάρχει
το µηδενικό πολυώνυµο, το οποίο συµβολίζουµε µε 0. Σύµφωνα µε τη δεύτερη παρατήρηση,
µπορούµε να γράψουµε 0 = 0x3 + 0x2 + 0x+ 0 ή κάτι παρόµοιο.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.12. Αν f(x) = αnx
n+αn−1x

n−1+ · · ·+α1x+α0 ∈ F[x] συµβολίζουµε µε deg f(x)
τον µέγιστο δείκτη k µε την ιδιότητα αk 6= 0. Συνήθως ϑεωρούµε αn 6= 0, οπότε deg f(x) = n.
Για τις µη µηδενικές σταθερές f(x) = α ϑέτουµε degα = 0.
Για το µηδενικό πολυώνυµο και για λόγους τεχνικούς ϑέτουµε deg 0 = −1.

Στο σύνολο F[x] των πολυωνύµων ορίζουµε τις ακόλουθες πράξεις :
Πρόσθεση: Αν f(x) = αnx

n +αn−1x
n−1 + · · ·+α1x+α0 και g(x) = βmx

m + βm−1x
m−1 + · · ·+

+β1x + β0 είναι δύο πολυώνυµα, τότε µε ϐάση την πρώτη παρατήρηση µπορούµε να συµπλη-
ϱώσουµε µε «µηδενικούς» όρους της µορφής 0xk, έτσι ώστε να ϑεωρήσουµε ότι n = m. Το
άθροισµα λοιπόν f(x) + g(x) ορίζεται κατά τον προφανή τρόπο

f(x) + g(x) = (αn + βn)xn + (αn−1 + βn−1)x
n−1 + · · ·+ (α1 + β1)x+ α0 + β0.
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Αλλιώς απλά προσθέτουµε τα όµοια µονώνυµα. Είναι σαφές ότι f(x) + 0 = f(x), για κάθε
πολυώνυµο f(x) ∈ F[x].
Εύκολα µπορεί να αποδείξει κανείς ότι η πρόσθεση στο F[x] έχει την προσεταιριστική και την
αντιµεταθετική ιδιότητα και υπάρχει, όπως αναφέρθηκε µηδενικό στοιχείο, το µηδενικό πολυ-
ώνυµο.
Επίσης, κάθε πολυώνυµο f(x) = αnx

n + αn−1x
n−1 + · · · + α1x + α0 έχει µοναδικό αντίθετο

−f(x) = −αnxn−αn−1xn−1−· · ·−α1x−α0 µε f(x)+(−f(x)) = 0 ή απλούστερα f(x)−f(x) = 0.
΄Ετσι ορίζεται και η πράξη της αφαίρεσης πολυωνύµων ως f(x)− g(x) = f(x) + (−g(x)).

Παρατήρηση: Ισχύει deg(f(x) + g(x)) ≤ max{deg f(x), deg g(x)}. Για παράδειγµα, αν f(x) =
= 2x3 − x2 + 3x− 1 και g(x) = x2 + x+ 1, τότε max{deg f(x), deg g(x)} = 3 και f(x) + g(x) =
= 2x3+4x µε deg(f(x)+g(x)) = 3. Αλλά, αν f(x) = 2x3−x2+3x−1 και g(x) = −2x3+x2+x+1,
τότε f(x)+g(x) = 4x και deg(f(x)+g(x)) = 1 < 3 = max{deg f(x), deg g(x)} = max{3, 3} = 3.

Πολλαπλασιασµός: ΄Εστω f(x) = αnx
n + αn−1x

n−1 + · · · + α1x + α0 και g(x) = βmx
m+

+βm−1x
m−1 + · · ·+ β1x+ β0 πολυώνυµα του F[x] µε αn 6= 0 και βm 6= 0. Το γινόµενο f(x)g(x)

ορίζεται µε ϐάση την επιµεριστική ιδιότητα και ισούται µε
f(x)g(x) = cn+mx

n+m + cn+m−1x
n+m−1 + cn+m−2x

n+m−2 + c1x+ c0,

όπου ck =
∑

s+t=k

αsβt, για όλους τους συνδυασµούς s = 0, 1, 2, . . . , n και t = 0, 1, 2, . . . ,m µε

s+ t = k.
Είναι σαφές ότι ο µη µηδενικός µεγιστοβάθµιος όρος είναι ο cn+m = αnβm, οπότε deg(f(x)g(x)) =
= n+m = deg f(x) + deg g(x). Ο σταθερός όρος c0 ισούται προφανώς µε α0β0.
Αν κάποιο από τα δύο πολυώνυµα είναι µια µη µηδενική σταθερά, π.χ. f(x) = λ, τότε
f(x)g(x) = λg(x) = λβmx

m + λβm−1x
m−1 + · · ·+ λβ1x+ λβ0.

Επειδή deg λ = 0 και πάλι ισχύει ο τύπος deg(f(x)g(x)) = deg f(x) + deg g(x).
Τέλος, αν κάποιο από τα δύο πολυώνυµα είναι µηδέν, τότε και το γινόµενό τους ϑα είναι µηδέν.
Τότε δεν ισχύει ο τύπος deg(f(x)g(x)) = deg f(x) + deg g(x).
Και για τον πολλαπλασιασµό εύκολα µπορεί να δείξει κανείς ότι έχει την προσεταιριστική και
αντιµεταθετική ιδιότητα καθώς και την επιµεριστική ως προς την πρόσθεση. Ουδέτερο στοιχείο
του πολλαπλασιασµού είναι η σταθερά 1.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.13. ΄Εστω f(x), g(x) ∈ F[x] µε f(x)g(x) = 0. Τότε κάποιο από τα f(x) και g(x)
είναι 0.
Απόδειξη: Αν f(x) 6= 0 και g(x) 6= 0, τότε deg f(x) ≥ 0 και deg g(x) ≥ 0. Εποµένως
deg(f(x)g(x)) = deg f(x) + deg g(x) ≥ 0, άτοπο γιατί deg(f(x)g(x)) = deg 0 = −1. �

Σηµείωση: Η παραπάνω ιδιότητα χαρακτηρίζει το F[x] ως ακέραια περιοχή.

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.14. Τα µόνα αντιστρέψιµα στοιχεία του F[x] είναι οι µη µηδενικές σταθερές.
Απόδειξη: ΄Εστω f(x), g(x) ∈ F[x] µε f(x)g(x) = 1. Αν κάποιο από τα f(x), g(x) ήταν το
µηδενικό πολυώνυµο, τότε f(x)g(x) = 0, άτοπο. ΄Αρα f(x), g(x) 6= 0 και εποµένως deg f(x) ≥ 0
και deg g(x) ≥ 0. Εποµένως 0 = deg 1 = deg(f(x)g(x)) = deg f(x) + deg g(x) ≥ 0 + 0 = 0.
΄Αρα deg f(x) = deg g(x) = 0, δηλαδή τα f(x) και g(x) είναι µη µηδενικές σταθερές f(x) = λ ∈
∈ F \ {0} και g(x) = λ−1 ∈ F \ {0}. �
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∆ιαιρετότητα Πολυωνύµων

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.15. ΄Εστω f(x), g(x) ∈ F[x] µε g(x) 6= 0. Τότε υπάρχουν µοναδικά π(x), υ(x) ∈
∈ F[x] µε την ιδιότητα

f(x) = π(x)g(x) + υ(x)
µε deg υ(x) < deg g(x).

(
Αν deg υ(x) = −1, αυτό σηµαίνει ότι υ(x) = 0

)
.

Απόδειξη: Αν g(x) = λ µια µη µηδενική σταθερά, τότε f(x) = λ · λ−1f(x) + 0. Εδώ π(x) =
= λ−1f(x) και υ(x) = 0.
΄Εστω ότι το g(x) δεν είναι σταθερά. Αν deg f(x) < deg g(x), τότε ϑέτουµε π(x) = 0 και
υ(x) = f(x).
Τέλος, υποθέτουµε ότι deg f(x) ≥ deg g(x) και ότι το g(x) είναι µη σταθερό πολυώνυµο. Αν
αnx

n είναι ο µεγιστοβάθµιος όρος του f(x) και βmxm
(
n > m

)
είναι ο µεγιστοβάθµιος όρος

του g(x), τότε ο µεγιστοβάθµιος όρος του αn
βm

xn−mg(x) είναι ίσος µε τον µεγιστοβάθµιο όρο του

f(x), δηλαδή αnx
n. Εποµένως το πολυώνυµο f(x) − αn

βm
xn−mg(x) είναι ϐαθµού µικρότερου

του n. Με επαγωγή επί του n συµπεραίνουµε ότι υπάρχουν πολυώνυµα π′(x), υ(x), τέτοια ώστε
f(x)− αn

βm
xn−mg(x) = π′(x)g(x) + υ(x) µε deg υ(x) < deg g(x).

Εποµένως f(x) = π(x)g(x) + υ(x), όπου π(x) =
αn
βm

xn−m + π′(x) και η ύπαρξη αποδείχτηκε.
΄Οσον αφορά το µονοσήµαντο, υποθέτουµε ότι υπάρχουν και κάποια άλλα πολυώνυµα π1(x)
και υ1(x) µε f(x) = π1(x)g(x) + υ1(x) και deg υ1(x) < deg g(x).
Τότε ϑα έχουµε (π1(x)− π(x))g(x) = υ(x)− υ1(x).
Αν π1(x)− π(x) 6= 0, τότε deg(π1(x)− π(x)) ≥ 0 και επίσης υ(x)− υ1(x) 6= 0.
΄Αρα max{deg υ(x), deg υ1(x)} ≥ (deg υ(x)− υ1(x)) = deg

(
(π1(x)− π(x))g(x)

)
= deg

(
(π1(x)−

−π(x)
)

+ deg g(x) ≥ deg g(x). Αυτό είναι άτοπο γιατί deg υ(x) < deg g(x) και deg υ1(x) <
< deg g(x) και συνεπώς max{υ(x), υ1(x)} < deg g(x). ΄Αρα π1(x) = π(x) και κατά συνέπεια και
υ1(x) = υ(x). �

Παράδειγµα: Εδώ διαιρούµε το −6x5 − 3x4 + x3 − 8x2 − 2x− 6 µε το 2x2 + x+ 1.

−6x5 −3x4 +x3 −8x2 −2x −6 2x2 +x +1

6x5 +3x4 +3x3 −3x3 +2x −5

4x3 −8x2 −2x −6
−4x3 −2x2 −2x

−10x2 −4x −6
10x2 +5x +5

x −1

Πηλίκο −3x3 + 2x− 5 και υπόλοιπο x− 1.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.16. ΄Εστω f(x), g(x) ∈ F[x]. Θα λέµε ότι το f(x) διαιρεί το g(x) ή αλλιώς ότι το
g(x) είναι πολλαπλάσιο του f(x) αν υπάρχει πολυώνυµο h(x) ∈ F[x] µε την ιδιότητα g(x) =
= f(x)h(x). Σε αυτή την περίπτωση γράφουµε f(x) | g(x). Αν το f(x) δεν διαιρεί το g(x)
γράφουµε f(x) - g(x).

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.17. Ισχύουν τα εξής :
(i) f(x) | 0, για κάθε f(x) ∈ F[x]. Αν 0 | f(x), αν και µόνον αν f(x) = 0.
(ii) λ | f(x) για κάθε λ ∈ F \ {0}.
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(iii) Αν f(x) | g(x) και g(x) | h(x), τότε f(x) | h(x).
(iv) Αν f(x) | gk(x), για κάθε k = 1, 2, . . . ,m και h1(x), h2(x), . . . , hm(x) ∈ F[x], τότε

f(x)
∣∣∣

m∑

k=1

hk(x)gk(x).

(v) Αν f(x) | g(x) και h(x) ∈ F[x], τότε f(x)h(x) | g(x)h(x). Αν h(x) 6= 0, τότε ισχύει η ισοδυ-
ναµία : f(x) | g(x)⇔ f(x)h(x) | g(x)h(x).
(vi) Αν fk(x) | gk(x), για κάθε k = 1, 2, . . . ,m, τότε f1(x) · · · fm(x) | g1(x) · · · gm(x). Στην
περίπτωση που f1(x) = · · · = fm(x) = f(x) και g1(x) = · · · = gm(x) = g(x) παίρνουµε:
f(x) | g(x)⇒ (f(x))m | (g(x))m.
(vii) ΄Εστω g(x) 6= 0 ⇔ deg g(x) ≥ 0. Αν f(x) | g(x), τότε deg f(x) ≤ deg g(x). Αν f(x) | g(x)
και g(x) | f(x), τότε g(x) = λf(x), για κάποιο λ ∈ F \ {0}.
Απόδειξη: (i) 0 = f(x) · 0, άρα f(x) | 0. ΄Εστω 0 | f(x) ⇒ υπάρχει h(x) µε f(x) = 0 · h(x) =
= 0. Προφανώς 0 | 0, γιατί 0 = 0 · h(x), για κάθε h(x) ∈ F[x].
(ii) f(x) = λ · (λ−1f(x)).
(iii) g(x) = f(x)τ(x) και h(x) = g(x)µ(x), µε τ(x), µ(x) ∈ F[x] και άρα h(x) = f(x)(τ(x)µ(x)).
(iv) gk(x) = f(x)τk(x), όπου τk(x) ∈ F[x], για κάθε k = 1, 2, . . . ,m.

Εποµένως
m∑

k=1

hk(x)gk(x) =
m∑

k=1

hk(x)τk(x)f(x) =

(
m∑

k=1

hk(x)τk(x)

)
f(x).

(v) f(x) | g(x)⇔ g(x) = f(x)τ(x), για κάποιο τ(x) ∈ F[x].
Εποµένως g(x)h(x) = (f(x)h(x))τ(x)⇒ f(x)h(x) | g(x)h(x). Αν τώρα h(x) 6= 0 και g(x)h(x) =
= (f(x)h(x))τ(x), τότε h(x) (g(x)− f(x)τ(x)) = 0 και επειδή h(x) 6= 0, g(x) = f(x)τ(x) ⇒
⇒ f(x) | g(x).
(vi) fk(x) | gk(x), τότε gk(x) = fk(x)τk(x), για κάθε k = 1, 2, . . . ,m,
όπου τ1(x), τ2(x), . . . , τm(x) ∈ F[x].
Εποµένως g1(x)g2(x) · · · gm(x) = f1(x)f2(x) · · · fm(x)τ(x), όπου τ(x) = τ1(x)τ2(x) · · · τm(x).
(vii) f(x) 6= 0, γιατί αν 0 | g(x), τότε g(x) = 0. ΄Αρα g(x) = f(x)τ(x), όπου τ(x) 6= 0. Κατά
συνέπεια deg g(x) = deg (f(x)τ(x)) = deg f(x) + deg τ(x) ≥ deg f(x).
Αν τώρα f(x) | g(x) και g(x) | f(x), τότε g(x) = τ(x)f(x) και f(x) = g(x)ϕ(x), όπου
τ(x), ϕ(x) ∈ F[x]. Εποµένως g(x) = τ(x)ϕ(x)g(x)⇔ g(x) (1− τ(x)ϕ(x)) = 0 ⇔

g(x)6=0
τ(x)ϕ(x) =

= 1. Εποµένως τα τ(x), ϕ(x) είναι αντιστρέψιµες σταθερές, έστω τ(x) = λ ∈ F και ϕ(x) =
= λ−1. ΄Αρα g(x) = λf(x). �

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.18. ΄Ενα
(
µη µηδενικό πολυώνυµο

)
f(x) = αnx

n + αn−1x
n−1 + · · ·+ α1x+ α0 µε

deg f(x) = n⇔ αn 6= 0, λέγεται µονικό αν αn = 1, δηλαδή
f(x) = xn + αn−1x

n−1 + · · ·+ α1x+ α0.

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.19. ΄Εστω f(x), g(x) δύο µονικά πολυώνυµα. Τότε τα επόµενα είναι ισοδύναµα:
(i) f(x) = g(x).
(ii) f(x) | g(x) και deg f(x) = deg g(x).
Απόδειξη: Η κατεύθυνση (i)⇒(ii) είναι προφανής. Υποθέτουµε τώρα ότι f(x) | g(x) και
deg f(x) = deg g(x). Εποµένως g(x) = f(x)h(x), για κάποιο µη µηδενικό πολυώνυµο h(x).
Τότε deg g(x) = deg f(x)+deg h(x)⇔ deg h(x) = deg g(x)−deg f(x) = 0. Εποµένως h(x) = λ,
όπου λ µια µη µηδενική σταθερά και συνεπώς g(x) = λf(x). Εφόσον το f(x) είναι µονικό, ο
µεγιστοβάθµιος όρος του λf(x) = g(x) έχει συντελεστή λ και άρα, εφόσον το g(x) είναι µονικό,
λ = 1. �

Παρατήρηση: Από το (vii) της πρότασης 2.17 προκύπτει ότι αν για δύο µονικά πολυώνυµα
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2.9. Πολυώνυµα και Πολυωνυµικές Εξισώσεις

f(x) και g(x) έχουµε f(x) | g(x) και g(x) | f(x), τότε f(x) = g(x).

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.20. ΄Ενα µη σταθερό πολυώνυµο p(x) του F[x] λέγεται ανάγωγο αν και µόνον αν
από κάθε σχέση της µορφής p(x) = g(x)h(x) προκύπτει ότι κάποιο από τα g(x), h(x) είναι µη
µηδενική σταθερά.

Παρατηρήσεις: α) Αν το p(x) είναι ανάγωγο και λ µια µη µηδενική σταθερά, τότε και το
λp(x) είναι ανάγωγο. Πράγµατι, αν λp(x) = g(x)h(x), τότε p(x) = (λ−1g(x))h(x). Εποµένως
είτε λ−1g(x) = µ, µη µηδενική σταθερά, άρα g(x) = λµ, µη µηδενική σταθερά ή h(x) µια µη
µηδενική σταθερά.
Στα επόµενα ϑα χρησιµοποιούµε ανάγωγα µονικά πολυώνυµα, που ϕυσικά προκύπτουν αν
διαιρέσουµε µε τον συντελεστή του µεγιστοβάθµιου όρου.
ϐ) Αν p(x) και q(x) είναι δύο ανάγωγα µονικά πολυώνυµα και p(x) | q(x), τότε p(x) = q(x).
Πράγµατι, αν q(x) = p(x)h(x), τότε επειδή το q(x) είναι ανάγωγο και το p(x) µη σταθερό, έπεται
ότι h(x) = λ ∈ F. Αλλά τότε ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου του p(x)λ = q(x) είναι λ.
Επειδή το q(x) είναι µονικό, έπεται ότι λ = 1.

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.21. ΄Εστω f1(x), f2(x), . . . , fn(x) ∈ F[x], όχι όλα µηδενικά, όπου n ≥ 2. Τότε
υπάρχει µοναδικό µονικό πολυώνυµο δ(x) µεγίστου ϐαθµού µε την ιδιότητα δ(x) | fk(x), για
κάθε k = 1, 2, . . . , n, δηλαδή το δ(x) είναι κοινός µονικός διαιρέτης των f1(x), f2(x), . . . , fn(x)
µεγίστου ϐαθµού.
Επιπροσθέτως, υπάρχουν πολυώνυµα

(
όχι µοναδικά

)
h1(x), h2(x), . . . , hn(x) ∈ F[x], τέτοια

ώστε
δ(x) = h1(x)f1(x) + h2(x)f2(x) + · · ·+ hn(x)fn(x).

Επιπλέον, κάθε κοινός διαιρέτης δ′(x) των f1(x), f2(x), . . . , fn(x) διαιρεί το δ(x). Το δ(x)
ονοµάζεται µέγιστος κοινός διαιρέτης των f1(x), f2(x), . . . , fn(x) και συµβολίζεται µε
(f1(x), f2(x), . . . , fn(x)).
Απόδειξη: Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι f1(x) 6= 0. Θεωρούµε το σύνολο

A =

{
n∑

k=1

hk(x)fk(x)

∣∣∣∣ h1(x), h2(x), . . . , hn(x) ∈ F[x] και
n∑

k=1

hk(x)fk(x) 6= 0

}

όλων των µη µηδενικών γραµµµικών συνδυασµών
(
µε συντελεστές στο F[x]

)
των fk(x), k =

= 1, 2, . . . , n. Εφόσον 1 · f1(x) + 0 · f2(x) + · · ·+ 0 · (x)fn(x) = f1(x) 6= 0, άρα f1(x) ∈ A, το A
είναι µη κενό. Επειδή οι ϐαθµοί των πολυωνύµων του A είναι µεγαλύτεροι ή ίσοι του µηδενός,

έπεται ότι υπάρχει πολυώνυµο δ(x) =
n∑

k=1

hk(x)fk(x) ∈ A ελαχίστου ϐαθµού m ≥ 0.

Το δ(x) µπορεί να ϑεωρηθεί µονικό γιατί, σε αντίθετη περίπτωση αν α 6= 0 είναι ο συντελεστής

του µεγιστοβάθµιου όρου του, τότε το α−1δ(x) =
n∑

k=1

α−1hk(x)fk(x) είναι µονικό στοιχείο της A

του ιδίου ϐαθµού µε το δ(x).
Ισχυριζόµαστε ότι δ(x) | fk(x), για κάθε k = 1, 2, . . . , n. Πράγµατι, αν δ(x) - fk(x), για κάποιο
k = 1, 2, . . . , n, τότε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε δ - f1(x).
Εποµένως f1(x) = δ(x)π(x) + υ(x), όπου υ(x) 6= 0 και deg υ(x) < deg δ(x). Αλλά τότε έχουµε:

υ(x) = f1(x)− π(x)δ(x) = f1(x)− π(x)

(
n∑

k=1

hk(x)fk(x)

)
=
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Κεφάλαιο 2. Οι Μιγαδικοί Αριθµοί

=
n∑

k=1

h′k(x)fk(x) ∈ A,

όπου h′1(x) = 1− π(x)h1(x) και h′k(x) = −π(x)hk(x), για κάθε k = 2, 3, . . . , n.
Αυτό είναι άτοπο γιατί το δ(x) είναι ελαχίστου ϐαθµού στο A. Εποµένως δ(x) | fk(x), για κάθε
k = 1, 2, . . . , n.

Αν τώρα δ′(x) είναι κοινός διαιρέτης των f1(x), f2(x), . . . , fn(x), τότε δ′(x) |
n∑

k=1

hk(x)fk(x) =

= δ(x) και συνεπώς deg δ′(x) ≤ deg δ(x). �

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.22. ΄Εστω f(x), g(x) ∈ F[x]. Αν (f(x), g(x)) = 1, τότε τα f(x) και g(x) λέγονται
πρώτα µεταξύ τους ή σχετικώς πρώτα.

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.23. ΄Εστω f(x) 6= 0 και f(x) | g(x)ϕ(x). Υποθέτουµε ότι (f(x), g(x)) = 1. Τότε
f(x) | ϕ(x).
Απόδειξη: Εφόσον (f(x), g(x)) = 1, υπάρχουν τ1(x), τ2(x) ∈ F[x], τέτοια ώστε τ1(x)f(x)+
+τ2(x)g(x) = 1. Εποµένως τ1(x)f(x)ϕ(x)+τ2(x)g(x)ϕ(x) = ϕ(x). Επειδή f(x) | τ1(x)f(x)ϕ(x)
και f(x) | τ2(x) (g(x)ϕ(x)), έπεται ότι f(x) | τ1(x)f(x)ϕ(x) + τ2(x)g(x)ϕ(x) = ϕ(x). �

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.24. (i) Αν p(x) είναι ανάγωγο πολυώνυµο και p(x) - f(x), τότε (p(x), f(x)) = 1.
(ii) Αν p(x) είναι ανάγωγο πολυώνυµο και p(x) | f1(x)f2(x) · · · fm(x), τότε p(x) | fk(x), για
κάποιο k = 1, 2, . . . ,m.
Απόδειξη: (i) ΄Εστω δ(x) = (p(x), f(x)). Τότε p(x) = δ(x)h(x). Αν δ(x) µη σταθερό πολυώνυµο,
τότε h(x) = λ ∈ F \ {0}. Τότε p(x) = δ(x)λ⇔ δ(x) = λ−1p(x). Εφόσον λ−1p(x) = δ(x) | f(x),
έπεται ότι p(x) | f(x), άτοπο. Εποµένως δ(x) είναι σταθερό πολυώνυµο και επειδή είναι µονικό,
δ(x) = 1.
(ii) Αν m = 1 δεν έχουµε τίποτα να αποδείξουµε. ΄Εστω m > 1. Αν p(x) | f1(x) έχει καλώς.
Αν p(x) - f1(x), από το (i) προκύπτει ότι (p(x), f1(x)) = 1. Τώρα µε ϐάση το προηγούµενο
πόρισµα προκύπτει ότι p(x) | f2(x) · · · fm(x).

(
m− 1 παράγοντες

)
. Η απόδειξη συµπληρώνεται

µε επαγωγή επί του πλήθους των παραγόντων fk(x). �

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.25.
(
Θεώρηµα Ανάλυσης σε Γινόµενο Αναγώγων Μονικών Πολυωνύµων

)

΄Εστω f(x) = αnx
n + αn−1x

n−1 + · · · + α1x + α0 ∈ F[x] µη σταθερό πολυώνυµο.
(
αk ∈ F και

αn 6= 0
)
.

Τότε υπάρχουν µονικά πολυώνυµα p1(x), p2(x), . . . , pr(x) µε την ιδιότητα
f(x) = αn · p1(x)p2(x) · · · pr(x). (1)

Επιπλέον, τα p1(x), p2(x), . . . , pr(x) είναι µοναδικά, δηλαδή αν
f(x) = αn · q1(x)q2(x) · · · qt(x), (2)

όπου τα q1(x)q2(x) · · · qt(x) είναι ανάγωγα µονικά πολυώνυµα, τότε r = t και
(
εν ανάγκη

αλλάζοντας την αρίθµηση των qk(x)
)
έχουµε pk(x) = qk(x), για κάθε k = 1, 2, . . . , r.

Απόδειξη: Εφαρµόζουµε επαγωγή επί του deg f(x) = n. Αν n = 1, τότε το f(x) = α1x+α0 είναι

πρωτοβάθµιο, άρα ανάγωγο και f(x) = α1

(
x+

α0

α1

)
και το p1(x) = x +

α0

α1

είναι προφανώς
ανάγωγο µονικό.
΄Εστω ότι ο ισχυρισµός ισχύει για όλα τα πολυώνυµα ϐαθµού µικρότερου του n > 1. ΄Εστω
λοιπόν f(x) = αnx

n + αn−1x
n−1 + · · ·+ α1x+ α0 µε αn 6= 0⇔ deg f(x) = n.

Αν το f(x) ήταν ανάγωγο δεν έχουµε παρά να γράψουµε f(x) = αn ·
1

αn
f(x) και το p1(x) =

100 Κ. Γκότσης-Σηµειώσεις παραδόσεων
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2.9. Πολυώνυµα και Πολυωνυµικές Εξισώσεις

=
1

αn
f(x) είναι ανάγωγο µονικό.

Αν το f(x) δεν ήταν ανάγωγο, τότε ϑα γραφόταν στη µορφή f(x) = g(x)h(x), όπου g(x), h(x)
µη σταθερά πολυώνυµα. Κατά συνέπεια deg g(x) ≥ 1 και deg h(x) ≥ 1. Επειδή deg g(x)+
+ deg h(x) = deg f(x) = n, ϑα είχαµε 1 ≤ deg g(x) < n και 1 ≤ deg h(x) < n. Με ϐάση
την επαγωγική υπόθεση g(x) = βκ · p1(x)p2(x) · · · pµ(x) και h(x) = γλ · p′1(x)p′2(x) · · · p′ν(x),
όπου βκ 6= 0 ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου του g(x),

(
κ = deg g(x)

)
και γλ 6= 0 ο

συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου του h(x).
(
λ = deg h(x)

)
.

Επειδή τα pi(x), p′j(x) είναι µονικά, ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου του g(x)h(x) = f(x)
είναι βκγλ, δηλαδή βκγλ = αn. Συνεπώς f(x) = αn · p1(x)p2(x) · · · pµ(x)p′1(x)p′2(x) · · · p′ν(x) και
ϑέτοντας για λόγους οµοιοµορφίας pµ+1(x) = p′1(x), pµ+2(x) = p′2(x), . . . , pµ+ν(x) = p′ν(x),
γράφουµε το f(x) στη µορφή f(x) = αnp1(x)p2(x) · · · pr(x), όπου r = µ+ ν.
΄Οσον αφορά το µονοσήµαντο : Οι σχέσεις (1) και (2) ισοδυναµούν µε τη σχέση

p1(x)p2(x) · · · pr(x) = q1(x)q2(x) · · · qt(x) (3).
Για r = 1 ϑα είχαµε και t = 1, γιατί αλλιώς το ανάγωγο πολυώνυµο p1(x) ϑα ήταν ίσο µε το
γινόµενο δύο ή περισσότερων µη σταθερών πολυωνύµων. ΄Αρα p1(x) = q1(x) και τελειώσαµε.
΄Εστω r > 1. Επειδή το p1(x) είναι ανάγωγο, σύµφωνα µε το πόρισµα 2.24 (ii) πρέπει να
έχουµε p1(x) | qk(x), για κάποιο k = 1, 2, . . . , s. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι
p1(x) | q1(x). Σύµφωνα µε την παρατήρηση ϐ)

(
σελ. 97

)
έχουµε p1(x) = q1(x). Η σχέση (3)

γράφεται λοιπόν
p2(x) · · · pr(x) = q2(x) · · · qt(x)

και στο πρώτο µέλος έχουµε r− 1 παράγοντες, άρα η απόδειξη συµπληρώνεται µε επαγωγή επί
του r. �

Λυµένες Ασκήσεις-Παραδείγµατα

140. ΄Εστω f(x), g(x) ∈ F[x] \ {0} µε (f(x), g(x)) = 1. Αν f(x) | h(x) και g(x) | h(x), δείξτε ότι
και f(x)g(x) | h(x).
Απόδειξη: Εφόσον f(x) | h(x), h(x) = f(x)τ(x), για κάποιο πολυώνυµο τ(x) ∈ F[x]. Αλλά
g(x) | h(x) = f(x)τ(x) και (f(x), g(x)) = 1. Από το πόρισµα 2.23 προκύπτει ότι g(x) | τ(x)
και άρα τ(x) = g(x)ω(x), για κάποιο ω(x) ∈ F[x]. Εποµένως h(x) = f(x)g(x)ω(x) και συνεπώς
f(x)g(x) | h(x). �

141. Θεωρούµε τα πραγµατικά πολυώνυµα f(x) = x4 +x3− 3x2−x+ 2 και g(x) = x3− 2x2−
5x+ 6. Υπολογίστε τον µέγιστο κοινό διαιρέτη τους και εκφράστε τον ως γραµµικό συνδυασµό
αυτών.
Λύση: ∆ιαιρούµε το f(x) µε το g(x)

x4 +x3 −3x2 −x +2 x3 −2x2 −5x +6
−x4 +2x3 +5x2 −6x x +3

3x3 +2x2 −7x +2
−3x3 +6x2 +15x −18

8x2 +8x −16
΄Αρα π(x) = x+ 3 και υ(x) = 8x2 + 8x− 16 = 8(x2 + x− 2).
Στη συνέχεια διαιρούµε το f(x) = x3 − 2x2 − 5x+ 6 µε το υ(x) = 8x2 + 8x− 16.
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Κεφάλαιο 2. Οι Μιγαδικοί Αριθµοί

x3 −2x2 −5x +6 8x2 +8x −16
−x3 −x2 +2x 1

8x −3
8

−3x2 −3x +6
3x2 +3x −6

0

΄Αρα π1(x) = 1
8
x− 3

8
και υ1(x) = 0.

Το συµπέρασµα είναι ότι
(f(x), g(x)) = x2 + x− 2 = 1

8

(
f(x)− (x+ 3)g(x)

)
= 1

8
f(x)− 1

8
(x+ 3)g(x). �

Αριθµητική Τιµή-Ρίζα Πολυωνύµου

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.26. ΄Εστω f(x) = αnx
n + αn−1x

n−1 + · · · + α1x + α0 ∈ F[x] µε αn 6= 0. Αν ρ ∈ F
ϑέτουµε f(ρ) = αnρ

n + αn−1ρ
n−1 + · · ·+ α1ρ+ α0.

(i) Το f(ρ) ονοµάζεται αριθµητική τιµή του πολυωνύµου για x = ρ.
(ii) Η συνάρτηση F −→ F µε τύπο f(ρ) = αnρ

n + αn−1ρ
n−1 + · · · + α1ρ + α0, για κάθε ρ ∈ F

ονοµάζεται πολυωνυµική συνάρτηση και συµβολίζεται µε f .
(iii) Αν f(ρ) = 0, το ρ ∈ F ονοµάζεται ϱίζα του πολυωνύµου f(x) ή της πολυωνυµικής συνάρ-
τησης f .
Ισχύει το εξής ϑεµελιώδες :

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.27. Το ρ είναι ϱίζα του f(x) αν και µόνον αν x − ρ | f(x). Γενικά, το υπόλοιπο
της διαίρεσης του f(x) µε το x− ρ, όπου ρ ∈ F ισούται µε f(ρ).
Απόδειξη: ΄Εστω f(x) = (x− ρ)π(x) + υ(x), όπου deg υ(x) < deg(x− ρ) = 1. ΄Αρα υ(x) = 0 ή
µια µη µηδενική σταθερά του F. Εποµένως f(x) = (x−ρ)π(x)+υ, όπου υ ∈ F. Συµπεραίνουµε
ότι f(ρ) = (ρ− ρ)π(ρ) + υ = υ.
΄Αρα f(x) = (x − ρ)π(x) + f(ρ). Τώρα, f(ρ) = 0 αν και µόνον αν f(x) = (x − ρ)π(x), δηλαδή
x− ρ | f(x). �

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.28.
(
ΘΕΜΕΛΙΩ∆ΕΣ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΗΣ ΑΛΓΕΒΡΑΣ

)
Κάθε µη σταθερό πολυώνυ-

µο f(x) ∈ C[x]
(
µε µιγαδικούς συντελεστές

)
έχει µία τουλάχιστον ϱίζα στο C. �

Υπάρχουν πολλές αποδείξεις του Θεµελιώδους Θεωρήµατος της ΄Αλγεβρας. Ακόµη και οι στοι-
χειωδέστερες χρησιµοποιούν ως ένα ϐαθµό στοιχεία Ανάλυσης. Τούτο οφείλεται στο γεγονός
ότι το C = R × R κατασκευάζεται µε ϐάση το σύνολο των πραγµατικών και κατά συνέπεια η
συνέχεια των πραγµατικών παίζει καθοριστικό ϱόλο.

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.29. ΄Εστω f(x) = αnx
n + αn−1x

n−1 + · · · + α1x + α0 µε αk ∈ C, για κάθε k =
= 0, 1, . . . , n και αn 6= 0 µη σταθερό µιγαδικό πολυώνυµο.

(
n = deg f(x) ≥ 1

)
.

Τότε το f(x) έχει ακριβώς n µιγαδικές ϱίζες ρ1, ρ2, . . . , ρn όχι κατ᾿ ανάγκην διαφορετικές
µεταξύ τους.
Απόδειξη: Αν f(x) = α1x+ α0 µε α1 6= 0, δηλαδή deg f(x) = 1, τότε f(x) = α1 · (x− ρ), όπου
ρ = −α0

α1

η µοναδική ϱίζα του f(x).
Υποθέτουµε ότι n = deg f(x) > 1 και άρα αn 6= 0. Από το Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας
προκύπτει ότι το f(x) έχει µια µιγαδική ϱίζα ρ1. ΄Οπως είδαµε, αυτό είναι ισοδύναµο µε το ότι
x − ρ1 | f(x) και εποµένως f(x) = (x − ρ1)g(x), όπου g(x) ∈ C[x] και deg g(x) = n − 1 > 0.
Σηµειώνουµε ότι επειδή το x − ρ1 είναι µονικό και ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου
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2.9. Πολυώνυµα και Πολυωνυµικές Εξισώσεις

του f(x) είναι ο αn, αυτός ϑα είναι και ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου του g(x).
Επαγωγικώς υποθέτουµε ότι το g(x) έχει n− 1 ϱίζες, τις ρ2, ρ3, . . . , ρn και
g(x) = αn ·(x−ρ2)(x−ρ3) · · · (x−ρn). Κατά συνέπεια f(x) = αn ·(x−ρ1)(x−ρ2) · · · (x−ρn). �

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.30.
(
Σχέσεις του Vieta2) ΄Εστω f(x) = αnx

n+αn−1x
n−1+· · ·+α1x+α0 µε αk ∈ C,

για κάθε k = 0, 1, . . . , n και αn 6= 0 µη σταθερό µιγαδικό πολυώνυµο.
(
n = deg f(x) ≥ 1

)
.

Αν ρ1, ρ2, . . . , ρn ∈ C είναι οι ϱίζες του f(x), τότε ισχύουν οι σχέσεις :

e1 =
n∑

k=1

ρk = −αn−1
αn

e2 =
∑

1≤k1<k2≤n

ρk1ρk2 =
αn−2
αn

e3 =
∑

1≤k1<k2<k3≤n

ρk1ρk2ρk3 = −αn−3
αn

...

en = ρ1ρ2 · · · ρn = (−1)n
α0

αn





(1)

Απόδειξη: Στη σχέση αnx
n + αn−1x

n−1 + · · · + α1x + α0 = αn · (x − ρ1)(x − ρ2) · · · (x − ρn)
διαιρούµε µε αn και παίρνουµε

xn +
αn−1
αn

xn−1 + · · ·+ α1

αn
x+

α0

αn
= (x− ρ1)(x− ρ2) · · · (x− ρn).

Στο 2ο µέλος το xn προκύπτει αν από κάθε παρένθεση πάρουµε το x. Επίσης στο 2ο µέλος το xn−1
προκύπτει αν από κάθε παρένθεση πάρουµε το x, εκτός από µία, από την οποία ϑα πάρουµε το
−ρk. ΄Εχουµε n επιλογές για το ρk µε συντελεστή −1. ΄Αρα ο συντελεστής του xn−1 στο 2ο µέλος

ισούται µε −
n∑

k=1

ρk, ενώ στο 1ο µέλος αn−1
αn

. Εποµένως −
n∑

k=1

ρk =
αn−1
αn

⇔
n∑

k=1

ρk = −αn−1
αn

.

Συνεχίζοντας, στο 2ο µέλος το xn−2 προκύπτει αν πάρουµε το x από n − 2 παρενθέσεις και
από τις άλλες δύο τα −ρk1 και −ρk2 µε γινόµενο (−ρk1)(−ρk2) = ρk1ρk2. Επειδή τα k1, k2 είναι
διαφορετικοί δείκτες, κάποιος, έστω ο k1 είναι ο µικρότερος. Για όλες αυτές τις επιλογές ρk1ρk2
παίρνουµε τον συντελεστή

∑

1≤k1<k2≤n

ρk1ρk2 του xn−2 στο 2ο µέλος. Στο 1ο µέλος ο συντελεστής

του xn−2 είναι αn−2
αn

. Εποµένως
∑

1≤k1<k2≤n

ρk1ρk2 =
αn−2
αn

.

Για το xn−3 επιλέγουµε τρεις παρενθέσεις από τις οποίες επιλέγουµε τα −ρk1 ,−ρk2 ,−ρk3 µε
k1 < k2 < k3 και γινόµενο −ρk1ρk2ρk3 και αθροίζουµε για όλες αυτές τις επιλογές. Παίρνουµε
ως συντελεστή του xn−3 στο 2ο µέλος τον −

∑

1≤k1<k2<k3≤n

ρk1ρk2ρk3 και στο 1ο µέλος τον αn−3
αn

.

Εποµένως
∑

1≤k1<k2<k3≤n

ρk1ρk2ρk3 = −αn−3
αn

. Προχωρώντας κατ᾿ αυτόν τον τρόπο ϕτάνουµε στον

σταθερό όρο του (x−ρ1)(x−ρ2) · · · (x−ρn) που είναι ο (−1)nρ1ρ2 · · · ρn, ενώ στο πρώτο είναι ο α0

αn
.

Καταλήγουµε, αφού πολλαπλασιάσουµε επί (−1)n στο αποτέλεσµα ρ1ρ2 · · · ρn = (−1)n
α0

αn
. �

2Λατινική απόδοση Franciscus Vieta του ονόµατος του Γάλλου Μαθηµατικού François Viète, 1540-1603.
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Κεφάλαιο 2. Οι Μιγαδικοί Αριθµοί

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.31. Οι παραστάσεις e1 =
n∑

k=1

ρk, e2 =
∑

1≤k1<k2≤n

ρk1ρk2 , e3 =
∑

1≤k1<k2<k3≤n

ρk1ρk2ρk3 ,

. . . , en = ρ1ρ2 · · · ρn στο αριστερό µέλος της σχέσης (1) λέγονται στοιχειώδεις συµµετρικές
παραστάσεις ή συναρτήσεις των ρ1, ρ2, . . . , ρn. ∆εν µεταβάλλονται για οποιαδήποτε µετάθεση
των δεικτών {1, 2, . . . , n}.

Για παράδειγµα, στο τριώνυµο αx2 + βx+ γ = α(x− ρ1)(x− ρ2)
(
α 6= 0 και ρ1, ρ2 οι ϱίζες του

τριωνύµου
)
έχουµε: ρ1 + ρ2 = −β

α
και ρ1ρ2 =

γ

α
. Αυτό είπε ο Vieta; Μάλλον, κατά την άποψη

του ϐιβλίου της α΄ λυκείου....

΄Οπως τονίσαµε, οι ϱίζες ρ1, ρ2, . . . , ρn δεν είναι κατ᾿ ανάγκην διαφορετικές. ΄Εστω ρk1 , ρk2 , . . . ,
ρkt οι διαφορετικές ϱίζες του µιγαδικού πολυωνύµου f(x) = αnx

n +αn−1x
n−1 + · · ·+α1x+α0.

Τότε το f(x) γράφεται στη µορφή
f(x) = αn · (x− ρk1)r1(x− ρk2)r2 · · · (x− ρkt)rt , (2)

όπου ρki 6= ρkj , για i 6= j και ri ≥ 1, για κάθε i = 1, 2, . . . , t.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.32. Ο εκθέτης ri στη σχέση (2) λέγεται πολλαπλότητα της ϱίζας ρki
στο πο-

λυώνυµο f(x), για κάθε i = 1, 2, . . . , t.

Παρατήρηση: Από τα παραπάνω προκύπτει ότι στο C[x] τα µόνα ανάγωγα µονικά πολυώνυµα
είναι της µορφής x− ρ, όπου ρ ∈ C.
Ποια είναι τώρα τα ανάγωγα µονικά πολυώνυµα στο R[x]; Στην άσκηση 92 αποδείξαµε ότι αν
ένα πραγµατικό πολυώνυµο f(x) έχει ϱίζα έναν µιγαδικό αριθµό z, τότε έχει ϱίζα και τον συζυγή
του z̄. Στην επόµενη πρόταση ϑα δώσουµε µιαν άλλη απόδειξη αυτού του αποτελέσµατος, η
οποία ϑα µας επιτρέψει να χαρακτηρίσουµε και τα ανάγωγα πολυώνυµα στο R[x].

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.33. ΄Εστω f(x) = αnx
n+αn−1x

n−1+· · ·+α1x+α0

(
αi ∈ R, για κάθε i = 0, 1, . . . , n

)

και αn 6= 0, οπότε deg f(x) = n. ΄Εστω z = κ+ λi καθαρός µιγαδικός, δηλαδή λ 6= 0, που είναι
ϱίζα του f(x). Τότε το f(x) διαιρείται από το ανάγωγο στο R[x] πολυώνυµο x2 − 2κx+ κ2 + λ2

και εποµένως και ο κ− λi είναι ϱίζα του f(x).
Απόδειξη: Επειδή x2 − 2κx + κ2 + λ2 =

(
x − (κ + λi)

)(
x − (κ − λi)

)
, το x2 − 2κx + κ2 + λ2

είναι όντως ανάγωγο στο R[x], διότι δεν αναλύεται σε γινόµενο πρωτοβάθµιων πραγµατικών
πολυωνύµων ή αλλιώς έχει αρνητική διακρίνουσα, την −4λ2.
Επίσης, deg f(x) ≥ 2 γιατί αν το f(x) ήταν της µορφής αx+ β, µε α, β ∈ R και α 6= 0, τότε ϑα
είχε µια µοναδική πραγµατική ϱίζα, την −β

α
΄Εστω f(x) = (x2 − 2κx+ κ2 + λ2)π(x) + υ(x), όπου π(x), υ(x) ∈ R[x] και deg υ(x) < deg(x2−
−2κx+κ2+λ2) = 2. ΄Αρα το υ(x) είναι το πολύ ϐαθµού 1, δηλαδή υ(x) = px+q, όπου p, q ∈ R.
Εφόσον ο µιγαδικός κ + λi µηδενίζει το f(x), αλλά και το x2 − 2κx + κ2 + λ2, ϑα µηδενίζει
και το υ(x) = px + q, δηλαδή pκ + q + pλi = 0. Εποµένως pλ = 0 και επειδή λ 6= 0, έχουµε
p = 0. Αλλά από τη σχέση pκ + q + pλi = 0 παίρνουµε ότι και q = 0. Εποµένως υ(x) = 0,
δηλαδή x2 − 2κx + κ2 + λ2 | f(x) = (x2 − 2κx + κ2 + λ2)π(x). Επειδή όµως και ο µιγαδικός
κ− λi = κ+ λi µηδενίζει το x2 − 2κ+ κ2 + λ2, ϑα µηδενίζει και το f(x). �

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.34. ΄Εστω f(x) = αnx
n+αn−1x

n−1+· · ·+α1x+α0 = αn ·(x−ρ1)(x−ρ2) · · · (x−ρn)
πραγµατικό πολυώνυµο µε ϱίζες τους µιγαδικούς ρ1, ρ2, . . . , ρn. Αν κάποια ϱίζα ρi = κ + λi
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2.9. Πολυώνυµα και Πολυωνυµικές Εξισώσεις

ήταν καθαρός µιγαδικός της µορφής κ+λi,
(
λ 6= 0

)
, τότε η πολλαπλότητα της ϱίζας ρi συµ-

πίπτει µε την πολλαπλότητα της συζυγούς ϱίζας ρ̄i στην ανάλυση του f(x) σε γινόµενο
πρωτοβάθµιων µιγαδικών παραγόντων.
Απόδειξη: ΄Εστω ri η πολλαπλότητα της ρi και si η πολλαπλότητα του ρ̄i στην ανάλυση του f(x)
σε γινόµενο πρωτοβάθµιων µιγαδικών πολυωνύµων. Από την προηγούµενη πρόταση f(x) =
= (x2−2κx+κ2+λ2)π(x), όπου π(x) ∈ R[x] και deg π(x) = deg f(x)−2. Τότε η πολλαπλότητα
του ρi στην ανάλυση του π(x) ϑα είναι ri−1, πιθανώς µηδέν. Επίσης η αντίστοιχη πολλαπλότη-
τα του ρ̄i ϑα είναι si−1. Με επαγωγή επί του ri συµπεραίνουµε ότι ri−1 = si−1⇔ ri = si. �

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι οι καθαρές µιγαδικές ϱίζες πραγµατικών πολυωνύµων
εµφανίζονται σε Ϲεύγη συζυγών µε προφανώς την ίδια πολλαπλότητα.

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.35. Τα ανάγωγα πολυώνυµα του R[x] είναι :
(i) Τα πρωτοβάθµια και
(ii) Τα δευτεροβάθµια µε αρνητική διακρίνουσα.
Απόδειξη: (i) Προφανώς τα πρωτοβάθµια είναι ανάγωγα στο R[x].
(ii) ΄Εστω f(x) ∈ R[x] µε deg f(x) > 1. Το f(x) δεν µπορεί να έχει πρωτοβάθµιο πραγµατικό
διαιρέτη, γιατί τότε ϑα είχε και άλλον µη σταθερό διαιρέτη, εποµένως δεν ϑα ήταν ανάγωγο.
Επειδή το f(x) αναλύεται στο C σε γινόµενο πρωτοβάθµιων πολυωνύµων, κανείς από τους
πρωτοβάθµιους διαιρέτες δεν ϑα ήταν πραγµατικός, σύµφωνα µε το (i). ΄Αρα ϑα ήταν της µορφής
(x − ρ), όπου ρ = κ + λi καθαρός µιγαδικός. Αλλά τότε και ο ρ̄ = κ − λi ϑα ήταν ϱίζα του
f(x). Εποµένως και το (x − ρ̄) ϑα ήταν διαιρέτης του f(x). Αλλά το α(x − ρ)(x − ρ̄) =
= αx2− 2αRe(ρ) +α|ρ|2 ϑα ήταν ανάγωγο, όπου α ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου του
f(x), αφού η διακρίνουσά του είναι 4α2

(
(Re(ρ))2 − (Re(ρ))2 − (Im(ρ))2

)
= −4α2(Im(ρ))2 <

< 0. Επειδή το f(x) είναι ανάγωγο και διαιρείται από το ανάγωγο αx2 − 2αRe(ρ) + α|ρ|2 και
έχει τον ίδιο συντελεστή µεγιστοβάθµιου όρου το α, έπεται ότι f(x) = αx2 − 2αRe(ρ) + α|ρ|2,
δευτεροβάθµιο τριώνυµο µε αρνητική διακρίνουσα. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.36. Κάθε πραγµατικό πολυώνυµο f(x) περιττού ϐαθµού έχει τουλάχιστον µια
πραγµατική ϱίζα.
Απόδειξη: Αν όλες οι ϱίζες ήταν καθαρές µιγαδικές, αυτές χωρίζονται σε Ϲεύγη συζυγών ρ, ρ̄
και παράγουν τα ανάγωγα

(
στο R

)
δευτεροβάθµια τριώνυµα x2 − 2Re(ρ) + |ρ|2 υψωµένα στη

πολλαπλότητα της ρ, έστω r. Προφανώς deg
(
(x2 − 2Re(ρ) + |ρ|2)r

)
= 2r άρτιος. Εποµένως ο

ϐαθµός του f(x) ϑα ήταν άθροισµα αρτίων ακεραίων, άρα άρτιος. ΄Ατοπο. �

Σηµείωση: Το προηγούµενο πόρισµα προκύπτει και από το ϑεώρηµα Bolzano. ΄Εστω f(x) =
= α2n+1x

2n+1 + α2nx
2n + · · ·+ α1x+ α0 µε α2n+1 6= 0. Αρκούµαστε στην περίπτωση α2n+1 > 0.

Τότε lim
x→−∞

f(x) = −∞ lim
x→+∞

f(x) = +∞. ΄Αρα υπάρχουν δ, ε ∈ R, τέτοια ώστε δ < ε και
f(δ) < 0 και f(ε) > 0. Από το ϑεώρηµα Bolzano υπάρχει ξ ∈ (δ, ε), τέτοιο ώστε f(ξ) = 0.

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.37. (i) Αν ρ1, ρ2, . . . , ρm είναι διαφορετικές ανά δύο ϱίζες ενός πολυωνύµου f(x),
τότε

(x− ρ1)(x− ρ2) · · · (x− ρm) | f(x).
(ii) ΄Ενα πολυώνυµο f(x) το πολύ ϐαθµού n ≥ 0 δεν µπορεί να έχει περισσότερες από n
διαφορετικές ϱίζες. ΄Αρα ένα πολυώνυµο το πολύ ϐαθµού n µε τουλάχιστον n + 1 διαφορετικές
ϱίζες είναι το µηδενικό πολυώνυµο.
Απόδειξη: (i) Αν m = 1, τότε αυτό είναι το περιεχόµενο της πρότασης 2.27. Υποθέτουµε ότι
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m > 1. Εφόσον ρ1 είναι ϱίζα του f(x), τότε x − ρ1 | f(x), δηλαδή f(x) = (x − ρ1)π(x),
για κάποιο πολυώνυµο π(x). Επειδή f(ρk) = (ρk − ρ1)π(ρk) = 0 και ρk − ρ1 6= 0, για κάθε
k = 2, 3, . . . ,m, έπεται ότι π(ρk) = 0, για κάθε k = 2, 3, . . . ,m. Επαγωγικά προκύπτει ότι
π(x) = (x− ρ2)(x− ρ3) · · · (x− ρm)π′(x), για κάποιο πολυώνυµο π′(x). Εποµένως

f(x) = (x− ρ1)(x− ρ2) · · · (x− ρm)π′(x).
(ii) ΄Εστω n = 0, δηλαδή f(x) = α0, σταθερά. Αν ρ είναι µια ϱίζα του f(x), τότε f(x) = α0 =
= f(ρ) = 0.
Υποθέτουµε τώρα ότι η πρόταση ισχύει για 0 ≤ deg f(x) < n, όπου n ϑετικός ακέραιος.
΄Εστω f(x) = αnx

n + αn−1x
n−1 + · · · + α1x + α0 ένα πολυώνυµο ϐαθµού n. Υποθέτουµε ότι

το f(x) έχει n + 1 διαφορετικές ϱίζες ρ1, ρ2, . . . , ρn, ρn+1. Εφόσον το ρn+1 είναι ϱίζα του f(x),
τότε σύµφωνα µε την πρόταση 2.27 το f(x) γράφεται f(x) = (x − ρn+1)g(x), όπου προφανώς
deg g(x) = deg f(x)− 1 = n− 1. Επειδή f(ρk) = (ρk − ρn+1)g(ρk) = 0 και ρk − ρn+1 6= 0, για
κάθε k = 1, 2, . . . , n, έπεται ότι g(ρk) = 0, για κάθε k = 1, 2, . . . , n, δηλαδή το g(x) ϐαθµού
n− 1 έχει n διαφορετικές ϱίζες. Με επαγωγή στο n οδηγούµαστε σε άτοπο. �

Ασκήσεις

142. ∆είξτε ότι το πολυώνυµο f(x) =
(x− α)(x− β)

(γ − α)(γ − β)
+

(x− β)(x− γ)

(α− β)(α− γ)
+

(x− γ)(x− α)

(β − γ)(β − α)
µε

(α− β)(β − γ)(γ − α) 6= 0 είναι το σταθερό πολυώνυµο f(x) = 1.
Απόδειξη: Επειδή στον αριθµητή κάθε κλάσµατος εµφανίζεται το x2 συµπεραίνουµε ότι το f(x),
άρα και το f(x) − 1 είναι το πολύ δευτέρου ϐαθµού. Παρατηρούµε ότι f(α) = 0 + 1 + 0 = 1,
f(β) = 0 + 0 + 1 = 1 και f(γ) = 1 + 0 + 0 = 1. ΄Αρα το πολυώνυµο f(x) − 1, αν δεν ήταν το
µηδενικό, ϑα είχε περισσότερες ϱίζες από το ϐαθµό του, άτοπο. ΄Αρα f(x) − 1 = 0 ⇔ f(x) =
= 1. �

143. Αν ρ 6= 0 είναι ϱίζα του πολυωνύµου f(x) = αnx
n+αn−1x

n−1+· · ·+α1x+α0 ∈ F[x]
(
F = R

ή F = C
)
, τότε το ρ−1 είναι ϱίζα του πολυωνύµου g(x) = α0x

n + α1x
n−1 + · · ·+ αn−1x+ αn.

Απόδειξη: f(ρ) = αnρ
n + αn−1ρ

n−1 + · · ·+ α1ρ+ α0 = 0 ⇔
ρ 6=0

1

ρn
(
αnρ

n + αn−1ρ
n−1 + · · ·+ α1ρ+

+α0

)
= 0⇔ αn + αn−1 ·

1

ρ
+ αn−2 ·

1

ρ2
+ + · · ·+ α1 ·

1

ρn−1
+ α0 ·

1

ρn
= 0. �

144. Αν f(x) = αnx
n + αn−1x

n−1 + · · · + α1x + α0 ∈ Z[x], δηλαδή α0, α1, . . . , αn ακέραιοι(
Προσοχή ! Το Z δεν είναι σώµα

)
µε αn, α0 6= 0 και ρ =

κ

λ
∈ Q ϱίζα του f(x), όπου κ, λ ∈ Z

και (κ, λ) = 1, δηλαδή το κλάσµα κ

λ
είναι ανάγωγο, τότε το κ είναι διαιρέτης του α0 και το λ

διαιρέτης του αn.

Απόδειξη: f
(κ
λ

)
= αn ·

κn

λn
+ αn−1 ·

κn−1

λn−1
+ · · ·+ α1 ·

κ

λ
+ α0 = 0⇔ κ

(
αnκ

n−1 + αn−1κ
n−2λ+

· · · + α1λ
n−1) = −α0λ

n. ΄Αρα το κ διαιρεί το α0λ
n και επειδή είναι πρώτο προς το λ, διαιρεί το

α0. Επίσης, λ
(
αn−1κ

n−1 +αn−2κ
n−2λ+ · · ·+α1κλ

n−2) = −αnκn. ΄Αρα το λ διαιρεί το αnκn και
επειδή είναι πρώτο προς το κ, διαιρεί το αn. �
Σηµείωση: Από την αριθµητική ξέρουµε ότι κάθε µη µηδενικός ακέραιος διασπάται σε γινόµενο
πρώτων αριθµών, δηλαδή είναι της µορφής ±pr11 pr22 · · · prkk όπου pi πρώτοι και pi 6= pj για i 6= j.
Αν κ = ±pr11 pr22 · · · prkk , τότε επειδή κάθε pi διαιρεί τον κ δεν µπορεί να διαιρεί και τον λ, γιατί
τότε το κλάσµα κ

λ
δεν ϑα ήταν ανάγωγο. Κατά συνέπεια δεν εµφανίζεται στην ανάλυση του λ
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σε γινόµενο πρώτων, άρα ούτε και στην ανάλυση του λn. Επειδή όµως διαιρεί τον −α0λ
n, ϑα

εµφανίζεται στην ανάλυση του α0 σε γινόµενο πρώτων. ΄Αρα ολόκληρος ο κ = ±pr11 pr22 · · · prkk
διαιρεί τον α0. Την ίδια επιχειρηµατολογία χρησιµοποιούµε και όταν ο λ διαιρεί τον αnκn.

145. Να αναλυθεί σε γινόµενο πρώτων παραγόντων στο R[x] και στο C[x] το πολυώνυµο x4 + 1.
Λύση: Πρώτα στο R[x]. ΄Εχουµε x4 + 1 = x4 + 2x2 + 1 − 2x2 =

(
x2 + 1

)2 −
(√

2x
)2

=

=
(
x2 +

√
2x + 1

)(
x2 −

√
2x + 1

)
. Τα µονικά πολυώνυµα x2 ±

√
2x + 1 είναι ανάγωγα στο

R[x] γιατί έχουν αρνητική διακρίνουσα ∆ = 2 − 4 = −2. Στο C[x] όµως x2 +
√

2x + 1 =

=
(
x− −

√
2 + i

√
2

2

)(
x− −

√
2− i

√
2

2

)
και x2−

√
2x+ 1 =

(
x−
√

2 + i
√

2

2

)(
x−
√

2− i
√

2

2

)
.

Συνεπώς x4 + 1 =
(
x+

√
2− i

√
2

2

)(
x+

√
2 + i

√
2

2

)(
x−
√

2 + i
√

2

2

)(
x−
√

2− i
√

2

2

)
µε ϱίζες

τους µιγαδικούς −
√

2

2
± i

√
2

2
,
√

2

2
± i

√
2

2
.

Στις ίδιες ϱίζες και στην ίδια ανάλυση του x4 + 1 ϑα καταλήγαµε αν ϐρίσκαµε τις 4ες ϱίζες του

−1 = cos π + i sin π. z0 = cos
π

4
+ i sin

π

4
=

√
2

2
+ i

√
2

2
, z1 = cos

π + 2π

4
+ i sin

π + 2π

4
=

= cos
3π

2
+ i sin

3π

2
= −

√
2

2
+ i

√
2

2
, z2 = cos

5π

2
+ i sin

5π

2
= −

√
2

2
− i

√
2

2
και z3 = cos

7π

2
+

+i sin
7π

2
=

√
2

2
− i

√
2

2
. �

146. (i) ∆είξτε ότι το πολυώνυµο f(x) = xnαn−1+n−1 +xnαn−2+n−2 + · · ·+xnα1+1 +xnα0 διαιρείται
µε το πολυώνυµο g(x) = xn−1 + xn−2 + · · ·+ x+ 1, όπου n, αn−1, . . . , α1, α0 ϑετικοί ακέραιοι.
(ii) ∆είξτε ότι το πολυώνυµο

f(x) =
(
xr−1 + αxr−2 + α2xr−3 + · · ·+ αr−2x+ αr−1

)
x(r+1)n+1 + α(r+1)n+r

διαιρείται από το πολυώνυµο g(x) = xr + αxr−1 + α2xr−2 + · · · + αr−1x + αr όπου α ∈ C και
n, r ϑετικοί ακέραιοι.
Απόδειξη: (i) Για κάθε k = 0, 1, . . . , n−1 έχουµε: xnαk+k−xk = xk(xnαk−1) = xk((xn)αk−1).
Επίσης, (xn)αk − 1 = (xn − 1)

(
xn(αk−1) + xn(αk−2) + · · · + xn + 1

)
= (xn − 1)Lk(x), όπου

Lk(x) = xn(αk−1) + xn(αk−2) + · · · + xn + 1. Εποµένως f(x) − g(x) =
n−1∑

k=0

(
xnαk+k − xk

)
=

=
n−1∑

k=0

xk(xn−1)Lk(x) =
n−1∑

k=0

xkLk(x)(x−1)(xn−1+xn−2+ · · ·+x+1) =
n−1∑

k=0

xkLk(x)(x−1)g(x).

Κατά συνέπεια f(x) = g(x)

(
1 +

n−1∑

k=0

xkLk(x)(x− 1)

)
.

(ii) f(x) =
(
xr−1 + αxr−2 + α2xr−3 + · · ·+ αr−2x+ αr−1

)
x(r+1)n+1 + α(r+1)n+r =

(
xr + αxr−1+

+α2xr−2 + · · · + αr−2x2 + αr−1x
)
x(r+1)n + α(r+1)n+r =

(
xr + αxr−1 + α2xr−2 + · · · + αr−2x2+

+αr−1x+αr
)
x(r+1)n +α(r+1)n+r−αrx(r+1)n = g(x)x(r+1)n +α(r+1)n+r−αrx(r+1)n = g(x)x(r+1)n+

+αr
(
α(r+1)n − x(r+1)n

)
= g(x)x(r+1)n + αr

(
(αr+1)(r+1)n−1 − (xr+1)(r+1)n−1).

Θέτουµε k = (r + 1)n−1, οπότε η τελευταία παράσταση ισούται µε g(x)x(r+1)n + αr
(
(αr+1)k−

−(xr+1)k
)

= g(x)x(r+1)n +αr
(
αr+1− xr+1

)((
αr+1

)k−1
+
(
αr+1

)k−2
xr+1 + · · ·+αr+1

(
xr+1

)k−2
+

+
(
xr+1

)k−1). Θέτουµε ϕ(x) =
(
αr+1

)k−1
+
(
αr+1

)k−2
xr+1 + · · · + αr+1

(
xr+1

)k−2
+
(
xr+1

)k−1

και άρα f(x) = g(x)x(r+1)n + αr
(
αr+1 − xr+1

)
ϕ(x) = g(x)x(r+1)n + αr

(
α − x

)
g(x)ϕ(x) =
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= g(x)
(
x(r+1)n + αr

(
α− x

)
ϕ(x)

)
. �

147. ∆είξτε ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύµου f(x) ∈ C[x] µε το x2 − α2, όπου
α ∈ C \ {0} ισούται µε

υ(x) =
f(α)− f(−α)

2α
x+

f(α) + f(−α)

2
Απόδειξη: Εφόσον deg(x2 − α2) = 2, το υπόλοιπο υ(x) της διαίρεσης f(x) : (x2 − α2) είναι το
πολύ πρώτου ϐαθµού. ΄Εστω υ(x) = κx+λ, όπου κ, λ ∈ C και άρα f(x) = (x2−α2)π(x)+κx+λ,
όπου π(x) ∈ C[x].

Τότε
{
f(α) = κα + λ και
f(−α) = −κα + λ

⇔
{
f(α) + f(−α) = 2λ

f(α)− f(−α) = 2κα
⇔




κ =

f(α)− f(−α)

2α

λ =
f(α) + f(−α)

2

. �

148. Βρείτε ένα πολυώνυµο f(x) τρίτου ϐαθµού µε f(0) = 0 και f(x) − f(x − 1) = x2. Στη
συνέχεια υπολογίστε το άθροισµα σn = 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2, όπου n ϑετικός ακέραιος.
Λύση: ΄Εστω f(x) = αx3+βx2+γx. Τότε f(x)−f(x−1) = 3αx2+(−3α+2β)x+α−β+γ = x2.

Εποµένως α =
1

3
, β =

1

2
και γ =

1

6
, δηλαδή f(x) =

1

3
x3 +

1

2
x2 +

1

6
x.

Εποµένως σn =
(
f(n) − f(n − 1)

)
+
(
f(n − 1) − f(n − 2)

)
+ · · · +

(
f(2) − f(1)

)
+
(
f(1)−

−f(0)
)

=
f(0)=0

f(n) =
1

3
n3 +

1

2
n2 +

1

6
n =

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
. �

149. ∆ίνεται το πολυώνυµο f(x) = x3−x2 +9αx−α. Υποθέτουµε ότι το f(x) έχει τρεις ϑετικές(
πραγµατικές

)
ϱίζες. Να ϐρεθεί το α και οι ϱίζες του f(x).

Λύση: 1ος τρόπος: Από τις σχέχεις Vieta προκύπτει ότι το άθροισµα των ϱιζών είναι −−1

1
= 1.

΄Αρα για κάθε ϱίζα λ έχουµε 0 < λ < 1. Επίσης για κάθε ϱίζα λ έχουµε 9αλ − α = λ2 − λ3 ⇔
⇔ α(9λ− 1) = λ2(1− λ) > 0. Κατά συνέπεια 9λ− 1 6= 0 και µάλιστα 9λ− 1 > 0 γιατί το α από

τις σχέσεις Vieta, ισούται µε το γινόµενο των ϱιζών, άρα είναι ϑετικό. Εποµένως α =
λ2(1− λ)

9λ− 1
.

Αν λοιπόν λ µια ϱίζα του πολυωνύµου, τότε f(x) = f(x)−f(λ) = x3−λ3−x2+λ2+9α(x−λ) =
= (x− λ)(x2 + λx+ λ2)− (x− λ)(x+ λ) + 9α(x− λ) = (x− λ)(x2 + (λ− 1)x+ λ2 − λ+ 9α).
Το τριώνυµο x2 + (λ− 1)x+ λ2− λ+ 9α έχει τις άλλες δύο ϑετικές ϱίζες του f(x). Εποµένως η
διακρίνουσά του είναι µη αρνητική, δηλαδή ∆ = (λ− 1)2 − 4(λ2 − λ+ 9α) ≥ 0.

Αντικαθιστώντας την τιµή α =
λ2(1− λ)

9λ− 1
παίρνουµε: (1−λ)2−4λ(λ−1)− 36λ2(1− λ)

9λ− 1
=

= (1−λ)
(

1−λ+4λ− 36λ2

9λ− 1

)
≥ 0 ⇔

1−λ>0
1+3λ− 36λ2

9λ− 1
≥ 0 ⇔

9λ−1>0
9λ−1+27λ2−3λ−36λ2 ≥

≥ 0 ⇔ −9λ2 + 6λ− 1 ≥ 0 ⇔ −(9λ2 − 6λ + 1) = −(3λ− 1)2 ≥ 0 ⇔ (3λ− 1)2 ≤ 0. Εποµένως
3λ − 1 = 0 ⇔ λ =

1

3
, για κάθε ϱίζα λ του f(x). Το γινόµενο των ϱιζών α =

1

27
και τελικώς

f(x) = x3 − x2 +
1

3
x− 1

27
=
(
x− 1

3

)3
. �

2ος τρόπος: ΄Εστω λ1, λ2, λ3 > 0 οι τρεις ϱίζες του πολυωνύµου. Εφαρµόζουµε την ταυτότητα

Lagrange για τις τριάδες
(√

λ1,
√
λ2,
√
λ3
)
και

(
1√
λ1
,

1√
λ2
,

1√
λ3

)
και παίρνουµε

((√
λ1
)2

+
(√

λ2
)2

+
(√

λ3
)2)
(

1
(√

λ1
)2 +

1
(√

λ2
)2 +

1
(√

λ3
)2

)
−
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−
(
√
λ1 ·

1√
λ1

+
√
λ2 ·

1√
λ2

+
√
λ3 ·

1√
λ3

)2

=

∣∣∣∣
√
λ1

√
λ2(√

λ1
)−1 (√

λ2
)−1
∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
√
λ2

√
λ3(√

λ2
)−1 (√

λ3
)−1
∣∣∣∣
2

+

+

∣∣∣∣
√
λ3

√
λ1(√

λ3
)−1 (√

λ1
)−1
∣∣∣∣
2

. (1)

Αλλά
((√

λ1
)2

+
(√

λ2
)2

+
(√

λ3
)2)
(

1
(√

λ1
)2 +

1
(√

λ2
)2 +

1
(√

λ3
)2

)
= (λ1 + λ2 + λ3)

( 1

λ1
+

1

λ2
+

1

λ3

)
=

σχέσεις Vieta
1 · λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1

λ1λ2λ3
=

σχέσεις Vieta

9α

α
= 9 και

(
√
λ1 ·

1√
λ1

+
√
λ2 ·

1√
λ2

+
√
λ3 ·

1√
λ3

)2

= 32 = 9. ΄Αρα το αριστερό µέλος της (1) είναι µηδέν.

Κατά συνέπεια ϑα είναι µηδέν και το δεξιό µέλος και επειδή αυτό είναι άθροισµα τετραγώνων,
όλοι οι όροι ϑα είναι µηδέν, δηλαδή∣∣∣∣

√
λ1

√
λ2(√

λ1
)−1 (√

λ2
)−1
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
√
λ2

√
λ3(√

λ2
)−1 (√

λ3
)−1
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
√
λ3

√
λ1(√

λ3
)−1 (√

λ1
)−1
∣∣∣∣ = 0.

Τώρα,
∣∣∣∣
√
λ1

√
λ2(√

λ1
)−1 (√

λ2
)−1
∣∣∣∣ = 0⇔

√
λ1λ

−1
2 =

√
λ2λ

−1
1 ⇔

λ1
λ2

=
λ2
λ1
⇔ λ21 = λ22 ⇔

λ1,λ2>0
λ1 = λ2.

Οµοίως προκύπτει ότι και λ2 = λ3 και επειδή το άθροισµα των ϱιζών είναι 1, έχουµε λ1 = λ2 =

= λ3 =
1

3
και το γινόµενό τους α =

1

33
=

1

27
. �

150. Αν α1, α2, α3, . . . , αn µη µηδενικοί πραγµατικοί αριθµοί, οι οποίοι είναι διαδοχικοί όροι
αριθµητικής προόδου, δείξτε ότι το πολυώνυµο

P (x) =
xn

α1α2

+
xn−1

α2α3

+ · · ·+ x2

αn−1αn
− n− 1

α1αn
διαιρείται µε το x− 1.
Απόδειξη: P (1) =

1

α1α2

+
1

α2α3

+ · · · + 1

αn−1αn
− n− 1

α1αn
. ΄Εστω ω η διαφορά της προόδου,

δηλαδή αk+1 = αk + ω, για κάθε k = 1, 2, . . . , n− 1.
Γράφουµε 1

αkαk+1

=
1

αk(αk + ω)
=

A

αk
+

B

αk + ω
, A,B προσδιοριστέοι συντελεστές. ΄Εχουµε

1 = A(αk+ω)+Bαk = Aω+(A+B)αk. Επειδή το 1 δεν εξαρτάται από τα αk, έχουµε A = −B.

Ακόµη, 1 = Aω ⇔ A =
1

ω
και B = − 1

ω
. Εποµένως 1

αkαk+1

=
1

ω

(
1

αk
− 1

αk+1

)
και κατά

συνέπεια
P (1) =

1

ω

(
1

α1

−
�
�
�1

α2

+
�
�
�1

α2

−
�
�
�1

α3

+
�
�
�1

α3

−
�
�
�1

α4

+ · · ·+
�
�
�1

αn−1
− 1

αn

)
−n− 1

α1αn
=

1

ω

αn − α1

α1αn
−n− 1

α1αn
=

=
1

ω

α1 + (n− 1)ω − α1

α1αn
− n− 1

α1αn
= 0. ΄Αρα x− 1 | P (x). �

151. Να ϐρεθεί µονικό πολυώνυµο, του οποίου οι ϱίζες είναι οι αντίστροφες των ϱιζών του πο-
λυωνύµου f(x) = αnx

n + αn−1x
n−1 + · · ·+ α1x+ α0, όπου αn, α0 6= 0.

Λύση: ΄Εστω ρ1, ρ2, . . . , ρn οι µη διακεκριµένες ϱίζες του f(x). ΄Ενα τέτοιο πολυώνυµο ϑα

είναι αναγκαστικά το g(x) =
(
x − 1

ρ1

)(
x − 1

ρ2

)
· · ·
(
x − 1

ρn

)
= xn −

(
n∑

k=1

1

ρk

)
xn−1 +

+

( ∑

1≤k1<k2≤n

1

ρk1ρk2

)
xn−2 −

( ∑

1≤k1<k2<k3≤n

1

ρk1ρk2ρk3

)
xn−3 + · · ·+
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Κεφάλαιο 2. Οι Μιγαδικοί Αριθµοί

+ (−1)n−1


 ∑

1≤k1<k2<···<kn−1≤n

1

ρk1ρk2 · · · ρkn−1


x+ (−1)n

1

ρ1ρ2 · · · ρn
.

Παρατηρούµε ότι
n∑

k=1

1

ρk
=
ρ2 · · · ρn + ρ1ρ3 · · · ρn + · · ·+ ρ1ρ2ρ3 · · · ρn−1

ρ1ρ2ρ3 · · · ρn
=
en−1
en

και γενικά, αν

1 ≤ t < n, τότε τα κλάσµατα που απαρτίζουν το άθροισµα
∑

1≤k1<k2<···<kt≤n

1

ρk1ρk2 · · · ρkt
για να

γίνουν οµώνυµα µε παρονοµαστή ρ1ρ2 · · · ρn, ϑα πρέπει να πολλαπλασιάσουµε αριθµητή και
παρονοµαστή µε τα υπόλοιπα n− t το πλήθος ρk που λείπουν από τους παρονοµαστές. Επειδή
για τους παρονοµαστές έχουµε πάρει όλα τα δυνατά γινόµενα t το πλήθος από τα ρk, στον α-
ϱιθµητή ϑα εµφανιστεί το άθροισµα όλων των γινοµένων των ρk ανά n− t. Εποµένως ϑα έχουµε

∑

1≤k1<k2<···<kt≤n

1

ρk1ρk2 · · · ρkt
=

∑

1≤k1<k2<···<kn−t≤n

ρk1ρk2 · · · ρkn−t

ρ1ρ2 · · · ρn
=
en−t
en

.

Αλλά en−t
en

=
(−1)n−t · αt

αn

(−1)n · α0

αn

= (−1)−t · αn−t
α0

. Εποµένως (−1)t
∑

1≤k1<k2<···<kt≤n

1

ρk1ρk2 · · · ρkt
=

=
αn−t
α0

. ΄Αρα g(x) = xn +
α1

α0

xn−1 +
α2

α0

xn−2 + · · ·+ αn−1
α0

+
αn
α0

. �

152. Να ϐρείτε το άθροισµα των τετραγώνων και των κύβων των ϱιζών του πολυωνύµου f(x) =
= 2x3 − 6x2 + x− 10.
Λύση: ΄Εστω λ1, λ2, λ3 οι ϱίζες του f(x). Τότε λ1+λ2+λ3 = −−6

2
= 3. Εποµένως λ21+λ22+λ23 =

= (λ1 + λ2 + λ3)
2 − 2(λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1) = 32 − 2 · 1

2
= 8.

Από την ταυτότητα των τριών κύβων του Euler έχουµε λ31 + λ32 + λ33 = 3λ1λ2λ3 + (λ1 + λ2+

+λ3)
(
λ21 + λ22 + λ23 − (λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1)

)
= −3 · −10

2
+ 3
(

8− 1

2

)
= 15 +

45

2
=

75

2
. �

Για όσους ακόµα πιστεύουν ότι οι µιγαδικοί αριθµοί είναι «εξωπραγµατικοί» ας δουν την ε-
πόµενη άσκηση.

153. Αν n ≥ 2 ϑετικός ακέραιος, υπολογίστε το γινόµενο sin
π

n
sin

2π

n
· · · sin (n− 1)π

n
.

Λύση: Θεωρούµε το πολυώνυµο xn−1 = (x−1)
n−1∏

k=1

(x−zk), όπου z = cos
2π

n
+i sin

2π

n
µε ϱίζες

τις n-στές ϱίζες της µονάδας. Απ᾿ την άλλη µεριά, xn − 1 = (x− 1)(xn−1 + xn−2 + · · ·+ x+ 1).

Τελικώς διαγράφουµε τον κοινό όρο x−1 και παίρνουµε xn−1 +xn−2 + · · ·+x+1 =
n−1∏

k=1

(x−zk).

Θέτουµε x = 1 στην έκφραση αυτή. ΄Εχουµε 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n το πλήθος

=
n−1∏

k=1

(1 − zk), δηλαδή n =

=
n−1∏

k=1

(1− zk). Τώρα, 1− zk = 1− cos
2kπ

n
− i sin

2kπ

n
= 1−

(
1−2 sin2 kπ

n

)
−2 sin

kπ

n
cos

kπ

n
=

= 2 sin
kπ

n

(
sin

kπ

n
− i cos

kπ

n

)
. Ακόµη, 0 <

kπ

n
< π, για κάθε k = 1, 2, . . . , n−1. ΄Αρα sin

kπ

n
>
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2.9. Πολυώνυµα και Πολυωνυµικές Εξισώσεις

> 0, για κάθε k = 1, 2, . . . , n− 1. Επίσης,
∣∣∣∣sin

kπ

n
− i cos

kπ

n

∣∣∣∣ = 1, για κάθε k = 1, . . . , n− 1.

Παίρνοντας λοιπόν τα µέτρα στη σχέση n =
n−1∏

k=1

(1 − zk) προκύπτει ότι n =
n−1∏

k=1

|1 − zk| =

=
n−1∏

k=1

(
2 sin

kπ

n

)
= 2n−1 sin

π

n
sin

2π

n
· · · sin (n− 1)π

n
.

΄Αρα sin
π

n
sin

2π

n
· · · sin (n− 1)π

n
=

n

2n−1
. �

154. Θεωρούµε κανονικό πολύγωνο Α1Α2Α3 · · ·Αn, όπου n ≥ 3, εγγεγραµµένο στον µοναδιαίο
κύκλο. ∆είξτε ότι Α1Α2 · Α1Α3 · Α1Α4 · · ·Α1Αn = n.
Απόδειξη: Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι οι κορυφές Α1,Α2, . . . ,Αn
αντιστοιχούν στις n-στές ϱίζες της µονάδας µε Α1 = 1, Α2 = cos

2π

n
+ i sin

2π

n
, Α3 = cos

4π

n
+

+i sin
4π

n
και γενικά Αk = cos

2(k − 1)π

n
+ i sin

2(k − 1)π

n
, για κάθε k = 1, 2, . . . , n. Εποµένως

το Α1Αk είναι το µέτρο του µιγαδικού cos
2(k − 1)π

n
+ i sin

2(k − 1)π

n
− 1 = 1− 2 sin2 (k − 1)π

n
+

+2 sin
(k − 1)π

n
cos

(k − 1)π

n
− 1 = 2 sin

(k − 1)π

n

(
− sin

(k − 1)π

n
+ i cos

(k − 1)π

n

)
, για κάθε

k = 2, 3, . . . , n. Επειδή προφανώς
∣∣∣∣− sin

(k − 1)π

n
+ i cos

(k − 1)π

n

∣∣∣∣ = 1 και 0 <
(k − 1)π

n
<

π, οπότε και sin
(k − 1)π

n
> 0, για κάθε k = 2, 3, . . . , n, το Ϲητούµενο γινόµενο ισούται µε

2n−1 sin
π

n
sin

2π

n
· · · sin (n− 1)π

n
= 2n−1 · n

2n−1
= n, ϐάσει της προηγουµένης ασκήσεως. �

155. Αν n ≥ 2 ϑετικός ακέραιος, να υπολογίσετε το γινόµενο cos
π

n
cos

2π

n
· · · cos

(n− 1)π

n
.

Λύση: Θεωρούµε το πολυώνυµο xn − (−1)n = (x + 1)
(
xn−1 + xn−2(−1) + xn−3(−1)2 + · · ·+

+x2(−1)n−3+x(−1)n−2+(−1)n−1
)
. Οι ϱίζες ϐρίσκονται ως εξής : xn−(−1)n = 0⇔ (−x)n−1 =

= 0 και εποµένως οι ϱίζες είναι οι −1 και −zk, όπου z = cos
π

n
+ i sin

π

n
και k = 1, 2, . . . , n− 1.

Εποµένως xn − (−1)n = (x + 1)
n−1∏

k=1

(x + zk). ∆ιαγράφοντας από την ισότητα (x + 1)
(
xn−1+

+xn−2(−1) +xn−3(−1)2 + · · ·+x2(−1)n−3 +x(−1)n−2 + (−1)n−1
)

= (x+ 1)
n−1∏

k=1

(x+ zk) το x+ 1

παίρνουµε

xn−1 + xn−2(−1) + xn−3(−1)2 + · · ·+ x2(−1)n−3 + x(−1)n−2 + (−1)n−1 =
n−1∏

k=1

(x+ zk).

Τέλος, ϑέτουµε x = 1 και παίρνουµε

1 + (−1) + (−1)2 + · · ·+ (−1)n−3 + (−1)n−2 + (−1)n−1 =
n−1∏

k=1

(1 + zk).

Παρατηρούµε ότι 1 + zk = 1 + cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
= 1 + 2 cos2

kπ

n
− 1 + 2i cos

kπ

n
sin

kπ

n
=

= 2 cos
kπ

n

(
cos

kπ

n
+ i sin

kπ

n

)
. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις :
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