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΄Ασκηση 1. ΄Εστω R μεταθετικός δακτύλιος και a, b δύο στοιχεία του R για

τα οποία ισχύει ότι το a δεν είναι διαιρέτης του μηδενός στον R και το b+ aR
δεν είναι διαιρέτης του μηδενός στον R/aR. Δείξτε ότι το αλυσωτό σύμπλεγμα

0 // R
d2 // R⊕R d1 // R

π // R/(a, b) // 0

όπου π είναι η κανονική απεικόνιση προβολής, d1 := (a b) και d2 :=

(
−b
a

)
είναι προβολική επίλύση του R/(a, b) πάνω από τον R.

΄Ασκηση 2. ΄Εστω R δακτύλιος. Δίνεται ακριβές αλυσωτό σύμπλεγμα προ-

βολικών R–προτύπων,

P := · · ·
∂P3−−→ P2

∂P2−−→ P1
∂P1−−→ P0 → 0.

Να δείξετε (κατά προτίμηση με επαγωγή) ότι idP ∼ 0, όπου με ∼ συμβο-

λίζουμε τη σχέση ομοτοπίας μεταξύ μορφισμών συμπλεγμάτων.

Υπόδειξη: Για το επαγωγικό βήμα, έαν για i < n έχουν κατασκευαστεί

οι διαγώνιες απεικονίσεις δi : Pi → Pi+1 όπως στον ορισμό της ομοτοπίας,

θεωρήστε το διάγραμμα

Pn+1

∂Pn+1 // Pn
∂Pn //

?

zz

Pn−1

δn−1

zz
Pn+1

∂Pn+1 // Pn
∂Pn // Pn−1

και δείξτε αρχικά ότι ∂Pn (idPn−δn−1◦∂Pn ) = 0 χρησιμοποιώντας την επαγωγική

υπόθεση.

΄Ασκηση 3. ΄Εστω R δακτύλιος και 0 −→ A
i−→ B

π−→ C → 0 βραχεία ακριβής

ακολουθία R–προτύπων.

(i) ΄Εστω ότι το C είναι επίπεδο. Να δείξετε ότι το A είναι επίπεδο αν και

μόνο αν το B είναι επίπεδο.

(ii) ΄Εστω ότι το C είναι προβολικό. Να δείξετε ότι το A είναι προβολικό

αν και μόνο αν το B είναι προβολικό.

Υπόδειξη: Χρησιμοποιήστε κατάλληλα την μακρά ακριβή ακολουθία των

TorR∗ (−,−) και Ext∗R(−,−) για να απαντήσετε τα (i) και (ii) αντιστοίχως.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω R δακτύλιος και I, J ιδεώδη του R. Δείξτε ότι υπάρχουν

ισομορφισμοί:

(i) TorR1 (R/I,R/J)
∼= (I ∩ J)/IJ .

(ii) Για κάθε i > 1, TorRi (R/I,R/J)
∼= TorRi−1(I,R/J).

΄Ασκηση 5. ΄Εστω A αβελιανή ομάδα όπου κάθε στοιχείο της έχει πεπερα-

σμένη τάξη. Δείξτε ότι υπάρχει ισομορφισμός A ∼= TorR1 (A,Q/Z).
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