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ΑΣΚΗΣΕΙΣ II
(παράδοση 24/04/2026)

Άσκηση 1. Δειξτε οτι αν μια f P L2(T) παιρνει πραγματικες τιμες σχεδον παντου στο T, τοτε υπαρχει
g P L2(T) που επισης παιρνει πραγματικες τιμες σχεδον παντου στο T ωστε η h := f + ig να ανηκει
στον rH2.

Άσκηση 2. (α) Εχει ο S αναλλοιωτους υποχωρους πεπερασμενης διαστασης;
(β) Δειξτε οτι ο S εχει κλειστους αναλλοιωτους υποχωρους απειρης διαστασης, και κλειστους αναλ-
λοιωτους υποχωρους απειρης συνδιαστασης.

Άσκηση 3. Δειξτε οτι αν ενας κλειστος υποχωρος E Ď L2(T) ειναιM1-αναλλοιωτος, τοτε
ή ο E αναγει τονM1 ή αλλιως

Ş
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1 (E) = t0u.

Άσκηση 4. Εστω ϕ P H8.
(α) Δειξτε οτι ο τελεστηςMϕ ειναι ισομετρια στον H2 αν-ν η ϕ ειναι εσωτερικη συναρτηση.
(β) Δειξτε οτι ο χωροςMϕ(H

2) ειναι πυκνος στον H2 αν-ν η ϕ ειναι εξωτερικη (!) συναρτηση.
(γ) Δειξτε οτι οMϕ ειναι unitary (= ισομετρια και επι) στον H2 αν-ν η ϕ ειναι σταθερη.
(δ) Δειξτε οτι η t1, ϕ, ϕ2, . . . u ειναι ορθοκανονικη βαση του H2 αν-ν ϕ(z) = λz οπου λ P T σταθερα.

Άσκηση 5. Στο μαθημα χρησιμοποιηθηκε ότι, αν ενα αριθμησιμο συνολο tcn : n P Nu ειναι πυκνο
στον κυκλο T και θεωρησουμε τα σημεια zn = cn(1´ 1

n2 ), τοτε καθε σημειο του κυκλου T ειναι σημειο
συσσωρευσης του tzn : n P Nu. Αποδειξη;

Άσκηση 6. Αν f, g P L2(T), δειξτε οτι

xfg(n) =
ÿ

kPZ
f̂(k)ĝ(n ´ k) για καθε n P Z

οπου η σειρα συγκλινει απολυτα. [Υποδειξη: }fg}L1 ď }f}L2}g}L2 .]

Άσκηση 7. Αν ενας φραγμενος τελεστης X : ℓ2(Z+) Ñ ℓ2(Z+) ικανοποιει την ιδιοτητα, καθε S-
αναλλοιωτος κλειστος υποχωρος του ℓ2(Z+) να ειναι X-αναλλοιωτος, τοτε SX = XS.

[Υποδειξη: Εξεταστε τους συζυγεις τελεστες.]

Σημ. Θα δειξουμε αργοτερα οτι ισχυει και το αντιστροφο.

Άσκηση 8. Να βρεθει η παραγοντοποιηση σε γινομενο εξωτερικης και εσωτερικης συναρτησης για
την f(z) = z ´ λ στις περιπτωσεις (α) |λ| ą 1, (β) |λ| ă 1 και (γ) |λ| = 1.

Άσκηση 9. (α) Δειξτε οτι αν f P H8 και 1
f P H8 τοτε η f ειναι εξωτερικη συναρτηση.

(β) Δειξτε οτι αν f P H2 και 1
f P H2 τοτε η f ειναι εξωτερικη συναρτηση.


