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ΘΕΜΑ 1 (3 μονάδες)

1. Nα υπολογίσετε τις ολοκληρωτικές καμπύλες του διανυσματικού πεδίου V = x ∂
∂x

+ y ∂
∂y

+ ∂
∂z

στον
R3 και να βρείτε την ροή του. Επίσης, να βρείτε ένα χάρτη ψ = (u1, u2, u

3) : R3 → R3 με την
ιδιότητα ∂

∂u3 = V .

2. Να εξετάσετε αν η απεικόνιση ϕ : R3 × R → R, με ϕ((x, y, z), t) = (x + t, y + 2t, z + t2) είναι
ολική ροή κάποιου διανυσματικού πεδίου.

3. Έστω M μια διαφορική πολλαπλότητα, V ∈ X (M) και έστω ϕ : M × R → M η ροή του V .
Έστω p ∈ M και γp : R → M η καμπύλη γp(t) = ϕ(p, t). Nα δείξετε ότι η γp είναι ολοκληρωτική
καμπύλη του V .

ΘΕΜΑ 2 (3 μονάδες) Έστω ω η 1-μορφή στον R3 \ {(0, 0, 0)} με

ω(x,y,z)

(
a
∂

∂x

∣∣∣∣
(x,y,z)

+ b
∂

∂y

∣∣∣∣
(x,y,z)

+ c
∂

∂z

∣∣∣∣
(x,y,z)

)
= xa+ yb+ zc.

1. Να βρείτε f : R3 → R ώστε df = ω.

2. Αν f είναι μια C∞ συνάρτηση με τις ιδιότητες του υποερωτήματος (α’), να δείξετε ότι τα σύνολα
Sc := {(x, y, z) ∈ R3, x2 + y2 + z2 = c2}, c > 0, είναι εμφυτευμένες υποπολλαπλότητες του R3.

3. Nα βρείτε τις ολοκληρωτικές υποπολλαπλότητες τηςD, αν και όπου υπάρχουν, και έναν χάρτη της
πολλαπλότητας R3 \ {(0, 0, 0)} επίπεδο ως προς την κατανομή D.

ΘΕΜΑ 3 (2 μονάδες)

1. Έστω F : M → N μια ομαλή εμφύτευση, και έστω V,W ∈ X (N) τέτοια ώστε για κάθε p ∈ M ,
VF (p),WF (p) ∈ F∗(TpM). Nα δείξετε ότι [V,W ]F (p) ∈ F∗(TpM).

2. ΈστωM μια διαφορική πολλαπλότητα και V,W ∈ X (M). Nα δείξετε ότι LVW = [V,W ].

ΘΕΜΑ 4 (2 μονάδες)

1. Έστω M,N δύο διαφορικές πολλαπλότητες και F : M → N μια C∞ απεικόνιση. Να δείξετε ότι
αν η ω είναι μια C∞ ακριβής 1-μορφή στηνN , τότε και η F ∗ω είναι μια C∞ ακριβής 1-μορφή στην
M .

2. ΈστωM μια συμπαγής διαφορική πολλαπλότητα και ω μια C∞ 1-μορφή στηνM . Έστω επίσης ότι
υπάρχει V ∈ X (M) με ωp(Vp) > 0, για κάθε p ∈M . Να δείξετε ότι ότι η ω δεν είναι ακριβής.


