
Θεωρία Μέτρου - Εβδομάδα 9 - Ασκήσεις

1. ´Εστω f : R→ R, με

f (x) =

1
x , x ∈ {1,2,3},

0, αλλιώς.

Βρείτε τα
∫
R f dλ και

∫
R f dν , όπου το λ είναι το μέτρο Lebesgue και το ν το μέτρο απαρίθμησης

στο R.

2. ´Εστω an ≥ 0 για κάθε n ∈ N, και f : N→ R με f (n) = an για κάθε n ∈ N. Δείξτε ότι

+∞

∑
n=1

an =
∫
N

f dν .

3. ´Εστω (X ,A ,µ) χώρος μέτρου και f : (X ,A ,µ)→ [0,+∞] μετρήσιμη συνάρτηση. Δείξτε ότι∫
f dµ = 0 αν και μόνο αν f = 0 µ-σ.π.

Παρατηρήστε ότι αυτό σημαίνει το εξής: Αν μία μη αρνητική, μετρήσιμη συνάρτηση είναι

ϑετική πάνω από σύνολο ϑετικού μέτρου, τότε έχει ϑετικό ολοκλήρωμα.

4. (Ανισότητα Markov) ´Εστω (X ,A ,µ) χώρος μέτρου και f : (X ,A ,µ)→ [0,+∞] μετρήσιμη. Δείξτε

ότι, για κάθε a > 0,

µ
(
{x ∈ X : f (x)≥ a

)
≤

∫
f dµ

a
.

5. ´Εστω (X ,A ,µ) χώρος μέτρου και f : (X ,A ,µ)→ [0,+∞] μετρήσιμη, με
∫

f dµ < +∞. Δείξτε

ότι

µ
(
{x ∈ X : f (x) = +∞}

)
= 0.
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