
ΘΕΩΡΗΜΑ 1. (Galois) Η An είναι απλή, για n ≥ 5 .
Απόδειξη: ΄Εστω 1 6= K C An. Επειδή η An παράγεται από τους κύκλους µήκους 3, αρκεί να
δείξουµε ότι κάθε τέτοιος κύκλος ανήκει στην K. Πράγµατι, αν η K περιέχει τον κύκλο, ας
πούµε τον (123), τότε περιέχει κάθε άλλο κύκλο (α1α2α3). Θεωρούµε τη µετάθεση

σ =

(
1 2 3 4 5 · · ·
α1 α2 α3 κ λ · · ·

)
Αν η σ είναι άρτια έχει καλώς. Αν είναι περιττή, τότε ϑεωρούµε τη µετάθεση

σ′ = (κλ)σ = (κλ)

(
1 2 3 4 5 · · ·
α1 α2 α3 κ λ · · ·

)
=

(
1 2 3 4 5 · · ·
α1 α2 α3 λ κ · · ·

)
που είναι άρτια. ΄Αρα ευθύς εξ αρχής µπορούµε να υποθέσουµε ότι η σ είναι άρτια.
Τότε σ(123)σ−1 = (σ(1)σ(2)σ(3)) = (α1α2α3).
Συνεπώς, αν η K περιέχει έναν 3-κύκλο, τότε περιέχει όλους τους 3-κύκλους και εποµένως
K = An. Υποθέτουµε ότι αυτό δεν συµβαίνει, δηλαδή η K δεν περιέχει κανέναν 3-κύκλο. Θα
καταλήξουµε σε άτοπο.
Από όλα τα µη τετριµµένα στοιχεία της K

(
και έχει, γιατί K 6= 1

)
ϑεωρούµε κάποιο, το οποίο

σταθεροποιεί τον µέγιστο αριθµό συµβόλων από το {1, 2, . . . , n}. ΄Εστω αυτό το α. Πώς γράφεται
το α ως γινόµενο ξένων κύκλων, παραλείποντας ϕυσικά τους κύκλους µήκους 1;
1) ΄Εστω ότι το α γράφεται στη µορφή α = (j1j2j3 · · · )γ, όπου γ γινόµενο ξένων κύκλων µήκους
≥ 2 και ξένων προς τον (j1j2j3 · · · ). Είναι όµως δυνατόν γ = 1. Το α µετακινεί 3 τουλάχιστον
σύµβολα, τα j1, j2 και j3. Επειδή το α δεν είναι 3-κύκλος ϑα µετακινεί περισσότερα, γιατί
αλλιώς γ = 1 και α = (j1j2j3). ∆εν µπορεί να µετακινεί µόνον 4, πχ. τα j1, j2, j3, j4 γιατί
τότε γ = 1

(
αλλιώς ο γ ϑα µετακινεί τουλάχιστον 2 σύµβολα

)
και εποµένως α = (j1j2j3j4) =

= (j1j4)(j1j3)(j1j2) περιττή µετάθεση. Εποµένως το α µετακινεί τουλάχιστον 5 σύµβολα, έστω
τα j1, j2, j3, j4 και j5. ΄Εστω β = (j3j4j5) και α1 = βαβ−1 = (j1j2j4 · · · )βγβ−1 ∈ K. Επειδή οι
(j1j2j3 · · · ) και γ είναι ξένες µεταθέσεις και οι β(j1j2j3 · · · )β−1 και βγβ−1 είναι ξένες. Επειδή
α(j2) = j3 και α1(j2) = j4, έπεται ότι α 6= α1 και εποµένως α1α

−1 = βαβ−1α−1 6= 1. Τώρα, το
β σταθεροποιεί όλους τους αριθµούς ji µε i > 5. Επίσης, όσα ji µε i > 5 σταθεροποιούνται και
από το α, τότε αυτοί σταθεροποιούνται και από το βαβ−1α−1 ∈ K. Είδαµε ότι το α µετακινεί
τους j1, j2, j3, j4 και j5. Αλλά βαβ−1α−1(j2) = βαβ−1(j1) = βα(j1) = β(j2) = j2. Εποµένως
το βαβ−1α−1 σταθεροποιεί περισσότερους

(
κατά έναν

)
αριθµούς απ᾿ ότι το α, άτοπο λόγω της

εκλογής του α.
2) ΄Εστω ότι το α γράφεται ως γινόµενο αρτίου πλήθους ξένων αντιµεταθέσεων. ΄Εστω πχ. ότι
α = (j1j2)(j3j4)γ. Θέτουµε πάλι β = (j3j4j5) και παίρνουµε α1 = βαβ−1 = (j1j2)(j4j5)βγβ

−1.
Επειδή οι (j1j2)(j3j4) και γ είναι ξένες µεταθέσεις και οι β(j1j2)(j3j4)β−1 = (j1j2)(j4j5) και
βγβ−1 είναι ξένες. Επειδή α(j4) = j3 και α1(j4) = (j1j2)(j4j5)βγβ

−1(j4) = j5, άρα α1 6= α ⇔
⇔ α1α

−1 = βαβ−1α−1 6= 1. Και πάλι το ίδιο επιχείρηµα: Το β σταθεροποιεί όλους τους
αριθµούς ji, µε i > 5. ΄Οσοι από αυτούς σταθεροποιούνται και από το α, τότε σταθεροποιούνται
και από το βαβ−1α−1. Από τους αριθµούς j1, j2, j3, j4 και j5 το α µετακινεί τους j1, j2, j3, j4.
Για το j5 δεν ξέρουµε. ΄Αρα το α σταθεροποιεί το πολύ έναν από τους j1, j2, j3, j4 και j5. Αλλά
βαβ−1α−1(j1) = βαβ−1(j2) = βα(j2) = β(j1) = j1 και βαβ−1α−1(j2) = βαβ−1(j1) = βα(j1) =
= β(j2) = j2. Εποµένως το βαβ−1α−1 σταθεροποιεί τουλάχιστον έναν παραπάνω απ᾿ ό,τι το α.
΄Ατοπο λόγω της εκλογής του α. �

ΠΟΡΙΣΜΑ 2. Η Sn και η An δεν είναι επιλύσιµες, για n ≥ 5.
Απόδειξη: Αν η Sn ήταν επιλύσιµη, τότε ϑα ήταν και η An C Sn επιλύσιµη. Εφόσον η An είναι
απλή, τότε ϑα έπρεπε να είναι αβελιανή. Προφανώς αυτό δεν συµβαίνει για n ≥ 4.
Το ότι η An είναι µη επιλύσιµη, για n ≥ 5 προκύπτει και από την ακόλουθη παρατήρηση:



΄Εστω (αβγ) ∈ An. Εφόσον n ≥ 5, υπάρχουν άλλα δύο σύµβολα δ, ε.
Τότε (αβγ) = [(αγβ), (βγ)(δε)] ∈ A′n. Εποµένως A′n = An, για n ≥ 5 και η An µη αβελιανή. �

ΑΣΚΗΣΗ 3. ΄Εστω |G| = 8pn, όπου n ϑετικός ακέραιος και p πρώτος. Τότε η G είναι επιλύσιµη.
Απόδειξη: Προσπερνάµε τις απλές περιπτώσεις p = 2 ή P CG, όπου |P | = pn. (γιατί ;) ΄Εχουµε
δύο επιλογές : 1) p = 3 και τέσσερις 3-υποοµάδες του Sylow και 2) p = 7 και οκτώ 7-υποοµάδες
του Sylow.
1) |G| = 8 · 3n. Η αναπαράσταση µε τα σύµπλοκα της 3-υποοµάδας µας πάει στην S8. Αντ᾿
αυτού παίρνουµε τη δράση µέσω συζυγίας της G στις 4 υποοµάδες P = P1, P2, P3, P4 τάξης
3n. Η δράση είναι µεταβατική, άρα ο επαγόµενος οµοµορφισµός ϕ : G → S4 µη τετριµµένος.

Πυρήνας είναι η υποοµάδα H =
4⋂

i=1

NG(Pi). Αν H = 1, τότε η ϕ είναι µονοµορφισµός και άρα

G ∼= Imϕ 6 S4, άρα επιλύσιµη γιατί η S4 είναι επιλύσιµη. (Σε αυτή την περίπτωση G ∼= S4,
γιατί |G| ≥ 8 · 3 = |S4|). ΄Εστω H 6= 1. Επειδή έχουµε µία G-τροχιά, 4 = |G : StabG(P1)| =
= |G : NG(Pi)|, άρα |NG(Pi)| = 2 · 3n, άρα επιλύσιµη (επειδή 2 6≡ 1 mod 3 έχουµε µία
µόνο 3-υποοµάδα του Sylow στην NG(Pi), άρα κανονική δείκτου 2 στην NG(Pi)) για κάθε
i = 1, 2, 3, 4. H 6 NG(P1) και επειδή η NG(P1) είναι επιλύσιµη και η H είναι επιλύσιµη.
Εποµένως H = Kerϕ και G

/
H
∼= Imϕ επιλύσιµες, συνεπώς και η G επιλύσιµη.

2) |G| = 8 · 7n. Αν n ≥ 2, τότε ο οµοµορφισµός ϕ : G→ S8 που προκύπτει από τη δράση της G
στα αριστερά σύµπλοκα της P , όπου |P | = 7n (P µια 7-υποοµάδα του Sylow της G) έχει πυρήνα
µια µη τετριµµένη υποοµάδα της P , γιατί αν G ∼= ϕ(G) 6 S8, τότε επειδή 72 | |G| ϑα έχουµε
72 | |S8| = 1 ·2 ·3 ·4 ·5 ·6 ·7 ·8, άτοπο. Επειδή οι µόνες δυνάµεις του 7 που διαιρούν την τάξη της
ϕ(G) 6 S8 είναι το 70 = 1 ή το 7 και επειδή Kerϕ 6 P , έπεται ότι |Kerϕ| = 7n ή 7n−1. Σε κάθε
περίπτωση ο πυρήνας Kerϕ είναι επιλύσιµος. Εποµένως η τάξη τηςG1 =

G
/

Kerϕ
∼= ϕ(G) είναι

8 ή 8 · 7. Στην πρώτη περίπτωση η G1 είναι επιλύσιµη. Στη δεύτερη περίπτωση, αν P1 C G1,
όπου |P1| = 7, τότε G1 επιλύσιµη. Αλλιώς έχουµε 8 το πλήθος 7-υποοµάδες του Sylow στην
G1, άρα 8 · (7 − 1) = 48 στοιχεία τάξεως 7. Επειδή |G1| = 8 · 7 = 56, αποµένουν 8 στοιχεία
που αποτελούν τη µοναδική 2-υποοµάδα του Sylow, ας την πούµε Q. Εποµένως Q C G1 και
η G1 πάλι επιλύσιµη. Σε κάθε περίπτωση η G1 = G

/
Kerϕ είναι επιλύσιµη. ΄Αρα και η G

επιλύσιµη. �

ΑΣΚΗΣΗ 4. Η Sn εµφυτεύεται στην An+2, για κάθε n, αλλά όχι στην An+1, για n ≥ 2.
Απόδειξη: Ορίζουµε την απεικόνιση ϕ : Sn → An+2 ως εξής :

ϕ(α) =

{
α, αν α άρτια,
α · (n, n+ 1), αν α περιττή.

Παρατηρούµε ότι α · (n, n + 1) = (n, n + 1) · α, για κάθε α ∈ Sn. Εύκολα επαληθεύεται ότι
ϕ(αβ) = ϕ(α)ϕ(β) για κάθε µία από τις περιπτώσεις : α και β άρτιες, α και β περιττές, α άρτια
και β περιττή και α περιττή και β άρτια. Επίσης από τον ορισµό της ϕ προκύπτει ότι Kerϕ = 1.(
Συµπληρώστε τις λεπτοµέρειες

)
.

Αν η Sn εµφυτευόταν στην An+1 µέσω της εµφύτευσης Sn
ϑ
↪→ An+1, τότε H = ϑ(Sn) ∼= Sn

και H 6 An+1. Τότε |An+1 : H| =

(n+ 1)!

2
n!

=
n+ 1

2
∈ Z, άρα n + 1 άρτιος, δηλαδή n

περιττός. Σε αυτή την περίπτωση ϑεωρούµε τη δράση της An+1 επί των αριστερών συµπλόκων
της H. Αυτή επάγεται έναν οµοµορφισµό τ : An+1 → Sn+1

2
µε πυρήνα K =

⋂
x∈An+1

xHx−1.



΄Εχουµε Imτ 6 Sn+1
2
⇒ |Imτ | ≤ |Sn+1

2
| =

(n+ 1

2

)
!, άρα

|An+1|
|K|

=
(n+ 1)!

2|K|
≤
(n+ 1

2

)
!. Αλλά

για n ≥ 4 η An+1 είναι απλή. Εποµένως K = 1 και η τ είναι µονοµορφισµός. Εποµένως
(n+ 1)!

2
≤
(n+ 1

2

)
!⇔ (n+1)! ≤ 2

(n+ 1

2

)
!. ΄Οµως για κάθε περιττό n ≥ 3 έχουµε (n+1)! >

> 2 ·
(n+ 1

2

)
!. Πράγµατι, για n = 3 έχουµε (3 + 1)! = 4! > 4 = 2 · 2! = 2 ·

(3 + 1

2

)
!. Αν

για κάποιον περιττό n έχουµε (n + 1)! > 2 ·
(n+ 1

2

)
!, τότε ο επόµενος περιττός είναι ο n + 2,

οπότε (n + 3)! = (n + 3)(n + 2)(n + 1)! > 2(n + 2)
(n+ 3

2

)
(n + 1)! >

(n+ 3

2

)
(n + 1)! >

>
(n+ 3

2

)
· 2 ·

(n+ 1

2

)
! = 2 ·

(n+ 3

2

)
!

Εποµένως για n ≥ 5 περιττό η Sn δεν εµφυτεύεται στην An+1.
Για n = 3, |S3| = 6 και |A4| = 12. Αν η S3 εµφυτεύτετο στην A4, τότε η A4 ϑα είχε µια (κανονική)
υποοµάδα H ∼= S3 δείκτου 2. Πράγµατι, σε µια τέτοια περίπτωση η A4

/
H ϑα ήταν κυκλική

τάξης 2. Εποµένως α2 ∈ H, για κάθε α ∈ A4. Αν α είναι ένας 3-κύκλος τότε α2 ∈ H, άρα και
α4 = (α2)2 ∈ H. Αλλά α4 = α3α = α. Συνεπώς α ∈ H, για κάθε κύκλο µήκους 3. Επειδή η
A4 παράγεται από όλους τους κύκλους µήκους 3, ϑα είχαµε H = A4, άτοπο. �


