
F ελεύθερη αβελιανή µε r(F ) = n. Αν H 6 F ελεύθερη µε r(H) = n, τότε η
F
/
H πεπερα-

σµένη.

Απόδειξη: Υποθέτουµε ότι η
F
/
H δεν είναι πεπερασµένη. Τότε η

F
/
H έχει ένα στοιχείο

α +H απείρου τάξεως. Αυτό γιατί η F είναι πεπερασµένα παραγόµενη, άρα και η
F
/
H είναι

πεπερασµένα παραγόµενη. Αν όλοι οι γεννήτορες της
F
/
H ήταν πεπερασµένης τάξης, τότε η

F
/
H, ως αβελιανή, ϑα ήταν πεπερασµένη.

Αν λοιπόν το σύµπλοκο α + H ∈ F
/
H είναι άπειρης τάξης, τότε ϑεωρούµε την υποοµάδα

〈α〉+H της F . Το α είναι απείρου τάξεως γιατί αν kα = 0, για κάποιον ϑετικό ακέραιο k, τότε
και k(α +H) = H = 0F/H , άτοπο γιατί το α +H ειναι απείρου τάξεως.

Τώρα, το άθροισµα 〈α〉 + H είναι ευθύ. Πράγµατι, αν x = λα ∈ 〈α〉 ∩ H ⊆ H, για κάποιον

λ ∈ Z, τότε λ(α+H) = H = 0F/H . Εφόσον το σύµπλοκο α+H είναι άπειρης τάξης, έπεται ότι

λ = 0, άρα x = λα = 0.
Θεωρούµε λοιπόν την υποοµάδα H ′ = 〈α〉 ⊕ H της F . Η H ′

είναι ελεύθερη αβελιανή µε

rank(H ′) = rank(〈α〉 ⊕ H) = n + 1. ΄Ατοπο γιατί H ′ 6 F και κατά συνέπεια rank(H ′) ≤
rank(F ) = n. �
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