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Γϱάφετε καθαρά και ευανάγνωστα. ∆ικαιολογείστε πλήϱως τις απαντήσεις σας.

Θέµα 1ο: ΄Εστω G οµάδα τάξης |G| = pk, όπου p πϱώτος και k ϑετικός α-
κέραιος. ∆είξτε ότι η Z(G) ̸= 1 και ότι η G είναι µηδενοδύναµη.
Απόδειξη: Αν η G είναι αβελιανή, τότε η σειρά G ▷ 1 είναι µια κεντρική σειρά. ΄Εστω G µη
αβελιανή. Από την εξίσωση κλάσεων |G| = |Z(G)| +

∑
|G : CG(xi)|, όπου CG(xi) < G,

(
γιατί

αν CG(xi) = G, τότε xi ∈ Z(G)
)

συµπεραίνουµε ότι 1 < |G : CG(xi)|
∣∣ |G| = pk. Κατά συ-

νέπεια p | |Z(G)|, άϱα |Z(G)| ̸= 1. Επειδή |Z(G)|
∣∣ |G| = pk, έπεται ότι |Z(G)| = pr, όπου

1 ≤ r < k. Συνεπώς
∣∣∣G/Z(G)

∣∣∣ = pk−r, δηλαδή η G/Z(G) είναι µια πεπερασµένη p-οµάδα
µε τάξη µικρότερη της τάξης της G. Με επαγωγή στην τάξη της οµάδας συµπεραίνουµε ότι
η G/Z(G) έχει µια κεντρική σειρά G/Z(G) = N ′

0 ▷ N ′
1 ▷ N ′

2 ▷ · · · ▷ N ′
ν = 1G/Z(G), όπου

N ′
i+1

/
N ′

i
⩽ Z

(
G/Z(G)

/
N ′

i

)
, για κάθε i. Οι N ′

i είναι της µορφής Ni
/
Z(G) και κανονικές στην

G
/
Z(G), άϱα οι Ni είναι κανονικές στην G. Επειδή Ni+1/Z(G)

/
Ni/Z(G)

∼= Ni+1

/
Ni

, η σχέση

N ′
i+1

/
N ′

i
⩽ Z

(
G/Z(G)

/
N ′

i

)
γράφεται Ni+1

/
Ni

⩽ Z
(
G
/
Ni

)
, για κάθε i. Παίρνουµε λοιπόν

την κεντρική σειρά της G : G = N0 ▷N1 ▷N2 ▷ · · ·▷Nν = Z(G)▷ 1. ■

Θέµα 2ο: ΄Εστω G οµάδα τάξης 110, η οποία δϱα επί του συνόλου X µε |X| = 10.
Υποθέτουµε ότι η δϱάση είναι µεταβατική, δηλαδή υπάρχει µία µόνον τροχιά.
∆είξτε ότι αν x1, x2 ∈ X, τότε StabG(x1) = StabG(x2).
Απόδειξη: ΄Εστω P = StabG(x1), για κάποιο x1 ∈ X. Επειδή η δϱάση είναι µεταβατική

|X| = |G : P |, δηλαδή 10 =
110

|P |
⇒ |P | = 11. Εποµένως η P είναι µια 11-υποοµάδα του

Sylow της G, µε |G| = 2 · 5 · 11. Το πλήθος k των 11-υποοµάδων του Sylow της G µπορεί
να είναι 1 ή 2 ή 5 ή 10. Αλλά k ̸≡ 1 mod 11, για κάθε k = 2, 5, 10. Αναγκαστικά k = 1,
δηλαδή P = StabG(x1)◁G. Επειδή το X αποτελείται από µία µόνον τροχιά, η σταθεροποιούσα
StabG(x2) οποιουδήποτε σηµείου x2 του X είναι συζυγής της P = StabG(x1) ◁ G και άϱα
ταυτίζεται µε την P . ■

Θέµα 3ο: (i) ΄Εστω G πεπερασµένη οµάδα και K ◁ G. Αν p πϱώτος διαι-
ϱέτης του |G|, δείξτε ότι µια p-υποοµάδα του Sylow της G/K είναι της µορφής
KP/K, όπου P µια p-υποοµάδα του Sylow της G.
(ii) ΄Εστω K ◁G, όπου |G| < ∞ και P µια Sylow p-υποοµάδα της K. ∆είξτε ότι
G = KNG(P ).
Απόδειξη: (i) Η µέγιστη δύναµη του p που διαιρεί την τάξη

|G|
|K|

της G
/
K Ισούται µε pα−β,

όπου pα η µέγιστη δύναµη του p που διαιρεί την τάξη της G και pβ η µέγιστη δύναµη του p που
διαιρεί την τάξη της K. Εποµένως η τάξη µιας p-υποοµάδας του Sylow της G

/
K ισούται µε

pα−β.
΄Εστω P ′ µια p-υποοµάδα του Sylow της K τάξης pβ, όπου β ≥ 0. Αυτή περιέχεται σε µια
µέγιστη p-υποοµάδα της G, έστω P, η οποία είναι p-υποοµάδα του Sylow της G τάξης pα. Ε-
πειδή P ′ ⩽ P και P ′ ⩽ K, έπεται ότι P ′ ⩽ P ∩K. Η P ∩K είναι προφανώς µια p-υποοµάδα
της K που περιέχει µια µέγιστη p-υποοµάδα (άϱα p-Sylow) της K, δηλαδή την P ′. Εποµένως
P ′ = P ∩ K. Επειδή η K είναι κανονική στην G, και η P ′ = P ∩ K είναι κανονική στην P .
Επίσης

∣∣∣P/
P ′

∣∣∣ = pα−β. Ακόµη, P
/
P ′ = P

/
P ∩K

∼= PK
/
K . Εποµένως η PK

/
K είναι



µια p-υποοµάδα του Sylow της G
/
K .

Αντιστϱόφως, έστω L
/
K µια p-υποοµάδα του Sylow της G

/
K . Συνεπώς οι L

/
K και PK

/
K

είναι συζυγείς στην G
/
K .

΄Αϱα υπάρχει σύµπλοκο gK ∈ G
/
K , τέτοιο ώστε L

/
K = (gK)

(
PK

/
K

)
(gK)−1 =

= gPKg−1/
K = (gPg−1)(gKg−1)

/
K =

K◁G

(gPg−1)K
/
K . Η P1 = gPg−1 είναι µια p-

υποοµάδα του Sylow της G. Εποµένως L
/
K = P1K

/
K .

(ii) Επειδή οι K και NG(P ) είναι υποοµάδες της G, προφανώς KNG(P ) ⊆ G. Αρκεί λοι-
πόν να δείξουµε ότι κάθε στοιχείο της G ανήκει στο KNG(P ). ΄Εστω g ∈ G. Επειδή K ◁ G,
gKg−1 = K. ΄Αρα, εφόσον P ⩽ K, έχουµε και gPg−1 ⩽ K. Οι υποοµάδες P και gPg−1 είναι
λοιπόν p-Sylow υποοµάδες της K, άϱα συζυγείς στην K. Εποµένως υπάρχει x ∈ K, τέτοιο ώστε
x−1gPg−1x = P ⇔ x−1gP (x−1g)−1 = P. ΄Αρα x−1g ∈ NG(P ) ⇔ g ∈ xNG(P ) ⊆ KNG(P ). ■

Θέµα 4ο: ∆είξτε ότι η A4 δεν περιέχει υποοµάδα τάξης 6.
Απόδειξη: ΄Εστω H ⩽ A4 µε |H| = 6. Εφόσον |A4| =

4!

2
= 12, η H είναι δείκτου 2 στην

A4, άϱα κανονική στην A4 και
∣∣∣A4

/
H

∣∣∣ = 2. Εποµένως a2 ∈ H, για κάθε a ∈ A4. ΄Αρα και
a4 = (a2)2 ∈ H, για κάθε a ∈ A4. Αν λοιπόν a είναι τυχόν κύκλος µήκους 3 στην A4, τότε
a4 ∈ H. Εποµένως a4 = a3 · a = a ∈ H, γιατί a3 = 1, για κάθε κύκλο µήκους 3. Εποµένως η H
περιέχει όλους τους κύκλους µήκους 3, άϱα H = A4, άτοπο. ■

Θέµα 5ο: ΄Εστω G οµάδα, µε |G| = 4 · pk, όπου p πϱώτος και k ϑετικός α-
κέραιος. Είναι η G επιλύσιµη και γιατί;
Λύση: Αν p = 2, τότε |G| = 2k+2, µια πεπερασµένη 2-οµάδα, και µε ϐάση το 1ο ϑέµα, µηδε-
νοδύναµη, άϱα επιλύσιµη. Αν p ≥ 5, τότε η G περιέχει µια p-υποοµάδα του Sylow P τάξεως
pk. Τότε η G µπορεί να περιέχει 1, 2 ή 4 p-υποοµάδες του Sylow. Για p ≥ 5 έχουµε 2, 4 ̸≡ 1
mod p. ΄Αρα υπάρχει µοναδική p-υποοµάδα του Sylow, η οποία είναι κανονική στην G. Επειδή∣∣∣G/

P

∣∣∣ = 4, η G
/
P είναι αβελιανή, άϱα επιλύσιµη. Εφόσον οι P και G

/
P είναι επιλύσιµες,

και η G είναι επιλύσιµη.
Αποµένει η περίπτωση p = 3. ΄Εχουµε 1, 4 ≡ 1 mod 3 και 2 ̸≡ 1 mod 3. Αν το πλήθος των
3-υποοµάδων είναι 1, δηλαδή µοναδική 3-υποοµάδα, εργαζόµαστε όπως προηγουµένως. ΄Εστω
ότι έχουµε 4 υποοµάδες Sylow για τον πϱώτο 3. Αν P είναι µία από αυτές, τότε το πλήθος των
αριστερών συµπλόκων της P στην G είναι 4. ΄Εστω X = {x1P, x2P, x3P, x4P} το σύνολό τους,
όπου x1 = 1. Η G δϱα µέσω αριστερού πολλαπλασιασµού µεταβατικά επί του X. Η δϱάση αυτή
επάγεται έναν οµοµορφισµό ρ : G → Sym(X) ∼= S4 µε ρ(g)(xiP ) = (gxi)P = xjP, για κάποιο
j ∈ {1, 2, 3, 4}. Γνωρίζουµε ότι Kerρ =

⋂
g∈G

gPg−1 ◁ G και Imρ ⩽ Sym(X) ∼= S4. Επειδή η S4

είναι επιλύσιµη, και η Imρ ∼= G
/

Kerρ είναι επιλύσιµη. Επίσης, Kerρ =
⋂
g∈G

gPg−1 ⩽ P και η P

είναι επιλύσιµη, µάλιστα µηδενοδύναµη. Εποµένως και η υποοµάδα της Kerρ είναι επιλύσιµη.
Εφόσον G

/
Kerρ και Kerρ επιλύσιµες, και η G είναι επιλύσιµη. ■


