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Ενδεικτικές Λύσεις

Θέµα 1ο: ΄Εστω G οµάδα τάξης |G| = 8075 = 52 · 17 · 19. ∆είξτε ότι η G είναι επιλύσιµη. Είναι
η G µηδενοδύναµη ;
Λύση: Το πλήθος των κυκλικών οµάδων τάξης 19 δεν µπορεί να είναι 17, 5, 52 ≡ 6 mod 19,
17 ·5 ≡ −2 ·5 = −10 ≡ 9 mod 19 και 52 ·17 ≡ 6 ·(−2) = −12 ≡ 7 mod 19. Εποµένως υπάρχει
µοναδική κυκλική υποοµάδα P19 τάξεως 19, η οποία είναι κανονική.
Το πλήθος των υποοµάδων τάξης 17 δεν µπορεί να είναι 19 ≡ 2 mod 17, 5, 52 ≡ 8 mod 17,
19 · 5 ≡ 2 · 5 = 10 mod 17 και 19 · 52 ≡ 2 · 8 = 16 mod 17. Εποµένως υπάρχει µοναδική
κυκλική υποοµάδα P17 τάξεως 17, η οποία είναι κανονική.
Το πλήθος των υποοµάδων τάξης 52 = 25 δεν µπορεί να είναι 17 ≡ 2 mod 5, 19 ≡ 4 mod 5
και 17 · 19 ≡ 2 · 4 = 8 ≡ 3 mod 5. ΄Αρα υπάρχει µοναδική υποοµάδα P5 τάξης 52 = 25.
Συνεπώς η G είναι το ευθύ γινόµενο των υποοµάδων της του Sylow, άρα µηδενοδύναµη, άρα
επιλύσιµη.
Παρατήρηση ϕοιτητή: Η τάξη της P5 είναι της µορφής p2, p πρώτος, άρα αβελιανή. Η G ως
ευθύ γινόµενο αβελιανών, είναι αβελιανή, άρα µηδενοδύναµη, άρα επιλύσιµη. ∆εν είχα αυτό
στο µυαλό µου. ΄Ηθελα απλώς να ϕτιάξω µια µηδενοδύναµη. ∆οκιµάστε για |G| = 53 ·17·19. �

Θέµα 2ο: (i) ΄Εστω H γνήσια υποοµάδα της G. ∆είξτε ότι G = 〈G \H〉.
(ii) ΄Εστω S, T δύο µη κενά

(
όχι κατ᾿ ανάγκην ξένα

)
υποσύνολα της πεπερασµένης οµάδας G.

∆είξτε ότι τουλάχιστον µία από τις παρακάτω σχέσεις είναι αληθής :
α) G = ST , όπου ST = {st | s ∈ S και t ∈ T} και ϐ) |G| ≥ |S|+ |T |.(

Υπόδειξη : Αν G 6= ST αντικαταστήστε το T µε ένα ισοπληθικό T ′, ούτως ώστε S ∩ T ′ = ∅
)
.

Λύση: (i) ΄Εστω g ∈ G \ H. Εφόσον g 6∈ H, τότε και g−1 6∈ H. Επίσης, για κάθε h ∈ H,
gh 6∈ H, γιατί αν gh = h′ ∈ H, τότε g = h′h−1 ∈ H. Εποµένως g−1, gh 6∈ H και συνεπώς
g−1 · gh = h ∈ 〈G \H〉. Και αυτό για κάθε h ∈ H. ΄Αρα H ⊆ 〈G \H〉 ⇒ G = 〈G \H〉.
(ii) ΄Εστω g ∈ G µε g 6∈ ST . ΄Εστω T ′ = {gt−1 | t ∈ T}. Προφανώς |T ′| = |T |. Αν s ∈ S ∩ T ′,
τότε ϑα υπήρχε t ∈ T µε s = gt−1 ⇔ g = st ∈ ST , άτοπο. Εποµένως S και T ξένα υποσύνολα
της G και κατά συνέπεια |G| ≥ |S ∪ T ′| = |S|+ |T ′| = |S|+ |T |. �
Σχόλιο: Το (ii) έχει ως συνέπεια το εξής : Σε ένα πεπερασµένο σώµα κάθε στοιχείο είναι άθροι-

σµα δύο τετραγώνων, έστω και κατά τετριµµένο τρόπο, δηλαδή έστω και x = α2 = α2 + 02.
Εδώ ϑεωρούµε την προσθετική οµάδα του σώµατος και S = T =σύνολο των τετραγώνων. Ποια
στοιχεία δίνουν το ίδιο τετράγωνο ; Τα ίσα ή αντίθετα. Αν η χαρακτηριστική του σώµατος F
είναι 2, τα αντίθετα είναι και ίσα, δηλαδή ο οµοµορφισµός του Frobenius είναι µονοµορφισµός
και επειδή το F είναι πεπερασµένο, είναι και επί. Σ΄ αυτή την περίπτωση όλα τα στοιχεία είναι
τετράγωνα. Αν charF = p περιττός, τότε και |F| = 2n+ 1, περιττός. Χωρίζουµε τα µη µηδενικά
στοιχεία σε ξένα ανά δύο δισύνολα αντιθέτων {x,−x}. ∆ιαφορετικά δισύνολα δίνουν διαφορε-
τικά τετράγωνα. ΄Αρα n διαφορετικά τετράγωνα και µαζί µε το 0, n + 1 συνολικά διαφορετικά
τετράγωνα. Αν υπήρχε α ∈ F που δεν γραφόταν ως άθροισµα τετραγώνων, τότε ϑεωρούµε το
σύνολο T ′ = {α − x2 | x ∈ F}. Προφανώς |T ′| = |T | = n + 1. Αν y2 ∈ T ′ ∩ T , τότε για κάποιο
x ∈ F ϑα είχαµε y2 = α− x2 ⇔ α = x2 + y2, άτοπο. Εποµένως T ′ ∩ T = ∅ και κατά συνέπεια
2n+ 1 = |F| ≥ |T ′ ∪ T | = |T ′|+ |T | = 2|T | = 2n+ 2, άτοπο.

Θέµα 3ο: ΄Εστω F ένα σώµα και U η πολλαπλασιαστική οµάδα των πινάκων της µορφής
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1 α β
0 1 γ
0 0 1

 ,

όπου α, β, γ ∈ F. ∆είξτε ότι η U είναι µηδενοδύναµη κλάσεως 2, δηλαδή U = U0 BU1 BU2 = 1
είναι η κατώτερη κεντρική σειρά της U .

Λύση: Παρατηρούµε ότι

1 α β
0 1 γ
0 0 1

−1 =
1 −α αγ − β
0 1 −γ
0 0 1


΄Εστω A =

1 α1 β1
0 1 γ1
0 0 1

 και B =

1 α2 β2
0 1 γ2
0 0 1

. Θεωρούµε τον µεταθέτη

[A,B] =

1 α1 β1
0 1 γ1
0 0 1

1 α2 β2
0 1 γ2
0 0 1

1 α1 β1
0 1 γ1
0 0 1

−11 α2 β2
0 1 γ2
0 0 1

−1 =
=

1 α1 + α2 α1γ2 + β1 + β2
0 1 γ1 + γ2
0 0 1

1 −α1 α1γ1 − β1
0 1 −γ1
0 0 1

1 −α2 α2γ2 − β2
0 1 −γ2
0 0 1

 =

=

1 α2 α1γ2 − α2γ1 + β2
0 1 γ2
0 0 1

1 −α2 α2γ2 − β2
0 1 −γ2
0 0 1

 =

1 0 α1γ2 − α2γ1
0 1 0
0 0 1


Παρατηρούµε ότι

1 0 x
0 1 0
0 0 1

1 0 y
0 1 0
0 0 1

 =

1 0 x+ y
0 1 0
0 0 1

 και

1 0 x
0 1 0
0 0 1

−1 =
1 0 −x
0 1 0
0 0 1

.

Εποµένως U ′ = U1 =


1 0 −x
0 1 0
0 0 1

 ∣∣∣∣ x ∈ F

 ∼= (F,+).

΄Εστω τώρα A =

1 α β
0 1 γ
0 0 1

 ∈ U και B =

1 0 x
0 1 0
0 0 1

 ∈ U1. Τότε [A,B] =

1 α β
0 1 γ
0 0 1


1 0 x
0 1 0
0 0 1

1 −α αγ − β
0 1 −γ
0 0 1

1 0 −x
0 1 0
0 0 1

 =

1 α β + x
0 1 γ
0 0 1

1 −α αγ − β − x
0 1 −γ
0 0 1

 =

=

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = I. Εποµένως U2 = 1. �

Θέµα 4ο: (i) ΄Εστω G πεπερασµένη οµάδα και K CG. Αν p πρώτος διαιρέτης του |G|, δείξτε ότι
µια p-υποοµάδα του Sylow της G/K είναι της µορφής KP/K, όπου P µια p-υποοµάδα του
Sylow της G.
(ii) ΄Εστω K CG, όπου |G| <∞ και P µια Sylow p-υποοµάδα της K. ∆είξτε ότι G = KNG(P ).
Λύση: (i) ΄Εστω |G| = pα1

1 p
α2
2 · · · p

αk
k , όπου p1, p2, . . . , pk διαφορετικοί πρώτοι και αi > 0, για

κάθε i = 1, 2, . . . , k. Επειδή |K| | |G|, έπεται ότι |K| = pβ11 p
β2
2 · · · p

βk
k , όπου αi ≥ βi ≥ 0,

για κάθε i = 1, 2, . . . , k και εποµένως
∣∣∣G/K∣∣∣ = pα1−β1

1 pα2−β2
2 · · · pαk−βk

k . Εποµένως η G/K
έχει µια pi-Sylow υποοµάδα αν και µόνον αν αi > βi. ΄Εστω αi > βi, για κάποιο i. Χάριν
απλότητος ϑέτουµε p = pi, α = αi και β = βi. ΄Εστω P ′ µια p-υποοµάδα του Sylow της K,
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τάξεως pβ.
(
Ενδεχοµένως β = 0, οπότε P ′ = 1, αλλά αυτό δεν έχει σηµασία

)
. Η P ′ περι-

έχεται σε µια µέγιστη p-υποοµάδα P της G, άρα Sylow, τάξεως pα. Προφανώς P ′ = P ∩ K.
Από το 2ο ϑεώρηµα ισοµορφισµών έχουµε P/P ′ = P/P ∩K ∼= KP/K, εφόσον K C G. ΄Αρα∣∣∣KP/K∣∣∣ = ∣∣∣P/P ′∣∣∣ = pα−β και συνεπώς η KP/K είναι µια p-υποοµάδα του Sylow της G/K.

Αντιστρόφως, έστω L/K µια p-υποοµάδα του Sylow της G/K. Οι p − Sylow υποοµάδες
L/K και KP/K =

KCG
PK/K της G/K είναι συζυγείς. Εποµένως υπάρχει σύµπλοκο

αK ∈ G/K , τέτοιο ώστε αK · L/K · α−1K = PK/K . ΄Αρα για κάθε x ∈ L, ϑα πρέπει
αK ·xK ·α−1K = βγK, όπου β ∈ P και γ ∈ K, ισοδύναµα αxα−1K =

γ∈KCG
βK ⇔ β−1αxα−1 ∈

∈ K ⊆ PK ⇒ αxα−1 ∈ βPK =
β∈P

PK. Συνεπώς αLα−1 6 PK ⇒ |L| = |αLα−1| ≤ |PK|.

Αλλά
∣∣L/K∣∣ = pα−β =

∣∣PK/K∣∣ ⇔ |L|
|K|

=
|PK|
|K|

⇔ |L| = |PK|. Εποµένως αLα−1 = PK ⇔

⇔ L = α−1Pα · α−1Kα =
KCG

P1K, όπου P1 = α−1Pα µια p-υποοµάδα του Sylow της G. Συνε-

πώς L/K = P1K/K .
(ii) ΄Εστω g ∈ G. Επειδή K C G, gPg−1 6 gKg−1 = K, άρα οι P και gPg−1 είναι δύο Sylow
υποοµάδες της K που αντιστοιχούν στον ίδιο πρώτο p. Συνεπώς είναι συζυγείς στην K και
εποµένως gPg−1 = αPα−1, για κάποιο α ∈ K. ΄Αρα α−1gP (α−1g)−1 = P ⇔ α−1g ∈ NG(P )⇔
⇔ g ∈ αNG(P ) ⊆ KNG(P ). ΄Αρα G = KNG(P ). �

Θέµα 5ο: (i) ΄Εστω G αβελιανή οµάδα, N 6 G και η G/N είναι ελεύθερη αβελιανή. ∆είξ-
τε ότι υπάρχει ελεύθερη αβελιανή υποοµάδα F της G µε F ∼= G/N και G = F ⊕N .
(ii) Εξετάστε αν οι

(
προσθετικές

)
αβελιανές οµάδεςG1 = Z20⊕Z22⊕Z39 καιG2 = Z12⊕Z55⊕Z26

είναι ισόµορφες.
Λύση: (i) ΄Εστω G/N =

⊕
i∈I

Z(αi + N)
(
προσθετικός συµβολισµός

)
, όπου αi ∈ G, για κάθε

i ∈ I. ΄Εστω F =
∑
i∈I

Zαi 6 G. Θα δείξουµε ότι το άθροισµα
∑
i∈I

Zαi είναι ευθύ και κατά συ-

νέπεια F ∼= G/N γιατί ϑα έχουν τον ίδιο ϐαθµό.
(
rank

)
. ΄Εστω λοιπόν i1, i2, . . . , ik διαφορετικοί

δείκτες από το σύνολο I και λ1, λ2, . . . , λk ∈ Z, τέτοιοι ώστε λ1αi1 +λ2αi2 + · · ·+λkαik = 0. Τότε
όµως λ1(αi1+N)+λ2(αi2+N)+ · · ·+λk(αik+N) = λ1αi1+λ2αi2+ · · ·+λkαik+N = N = 0G/N

και, επειδή το άθροισµα
∑
i∈I

Z(αi +N) είναι ευθύ, έχουµε λ1 = λ2 = · · · = λk = 0. Εποµένως

F =
⊕
i∈I

Zαi ∼=
⊕
i∈I

Z(αi + N) = G/N και εποµένως η F είναι ελεύθερη επί του συνόλου

{αi | i ∈ I}. ΄Εστω x ∈ F ∩ N . Τότε x =
k∑
j=1

λjαij ⇒ 0G/N = N =
x∈N

x + N =
k∑
j=1

λj(αij + N)

και επειδή η G/N είναι ελεύθερη αβελιανή, λ1 = λ2 = · · · = λk = 0, άρα x = 0. Το άθροισµα

λοιπόν F + N είναι ευθύ. Αν y ∈ G, τότε y + N ∈ G/N ⇒ y + N =
k∑
j=1

λj(αij + N) =

=

(
k∑
j=1

λjαij

)
+ N ⇒ x −

k∑
j=1

λjαij = z ∈ N ⇒ x =
k∑
j=1

λjαij + z ∈ F + N . Εποµένως

G = F +N και επειδή F ∩N = 0, έπεται ότι G = F ⊕N .
(ii) G1 = Z20 ⊕ Z22 ⊕ Z39

∼= Z4 ⊕ Z5 ⊕ Z2 ⊕ Z11 ⊕ Z3 ⊕ Z13
∼= Z2 ⊕ Z3 ⊕ Z4 ⊕ Z5 ⊕ Z11 ⊕ Z13
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και G2 = Z12 ⊕ Z55 ⊕ Z26
∼= Z3 ⊕ Z4 ⊕ Z5 ⊕ Z11 ⊕ Z2 ⊕ Z13

∼= Z2 ⊕ Z3 ⊕ Z4 ⊕ Z5 ⊕ Z11 ⊕ Z13.
Εποµένως G1

∼= G2. �
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