
ΑΣΚΗΣΗ: ΄Εστω G =< α > κυκλική τάξεως m και H =< β >6 G τάξεως n. Τότε υπάρχει γεννήτορας α′

της G τέτοιος, ώστε β = α′
m
n .

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 1
η
-Οµαδοθεωρητική: Επαγωγή στο δείκτη |G : H| = m

n
. Για |G : H| = 1 προφανές. ΄Εστω

|G : H| > 1⇔ n < m.
Αν πάλι H = 1⇔ n = 1, πάλι τετριµµένο. Υποθέτουµε λοιπόν ότι 1 < |H| < |G|.
Προφανώς η ακεικόνιση ϕ : G→ H µε ϕ(x) = x

m
n είναι καλά ορισµένη και επί.

(
Η κυκλική οµάδα G

/
H

έχει τάξη
∣∣∣G/H∣∣∣ = m

n
. Εποµένως x

m
n H = (xH)

m
n = 1G/H = H, για κάθε x ∈ G, δηλαδή ϕ(x) = x

m
n ∈ H,

για κάθε x ∈ G. Η τάξη του α
m
n = ϕ(α) είναι προφανώς m και κατά συνέπεια το ϕ(α) = α

m
n είναι

γεννήτορας της H
)
.

1
η
παραλλαγή: Εφόσον η ϕ : G → H είναι είναι επί, υπάρχει γ ∈ G τέτοιο, ώστε ϕ(γ) = γ

m
n = β.

∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις :
α) γ /∈ H. Αν H ′ :=< γ >= G, δηλαδή το γ γεννήτορας της G, τελειώσαµε. ΄Εστω ότι H ′ =< γ > γνήσια
υποοµάδα της G. Τότε H ′ =< γ >% H =< β >, γιατί β = γ

m
n ∈< γ >= H ′ και γ /∈ H.

Τότε |H ′ : H|, |G : H ′| < |G : H|. Με επαγωγή στο δείκτη |G : H| υπάρχουν δ γεννήτορας της H ′

και α′ γεννήτορας της G τέτοιοι, ώστε δ|H′:H| = β και α′ |G:H′| = δ. Εποµένως α′ |G:H| = α′ |G:H′|·|H′:H| =
(α′ |G:H′|)|H

′:H| = δ|H
′:H| = β.

ϐ) γ ∈ H. Η ϕ|H : H → H είναι επί
(
β = ϕ(γ) γεννήτορας της H

)
, άρα αυτοµορφισµός της H. Κατά

συνέπεια H ∩ Kerϕ = 1. Αλλά Kerϕ κυκλική υποοµάδα της G τάξεως
m

n
> 1. ΄Εστω Kerϕ =< ε >.

Θέτουµε γ′ = γε /∈ H.
(
γ ∈ H και ε /∈ H

)
. Προφανώς γ′

m
n = γ

m
n · εm

n =
ε∈Kerϕ

γ
m
n = β. Αναγόµαστε έτσι

στην προηγούµενη περίπτωση µε γ′ στη ϑέση του γ. �
2
η
παραλλαγή: ΄Οπως προηγουµένως, το α

m
n είναι γεννήτορας της H και άρα ο άλλος γεννήτορας αυτής

β ϑα είναι της µορφής αλ·
m
n , όπου

(
λ, n

)
=
(
λ, |H|

)
= 1. Θεωρούµε τον οµοµορφισµό ψ : G → G µε

ψ(x) = xλ, για κάθε x ∈ G. Η ψ|H απεικονίζει τον γεννήτορα α
m
n της H στον γεννήτορα β αυτής. ΄Αρα η

ψ|H είναι ένας αυτοµορφισµός της H. Εποµένως H ∩ Kerψ = 1. Θεωρούµε το στοιχείο γ = ψ(α) = αλ.
Προφανώς γ

m
n = β.

α) γ /∈ H. ΄Οπως προηγουµένως, η υποοµάδα H ′ =< γ > περιέχει γνήσια την H. Ακολουθούµε την ίδια
επιχειρηµατολογία

(
επαγωγή στο δείκτη

)
, όπως στο α) στην προηγούµενη απόδειξη.

ϐ) γ = ψ(α) ∈ H. Επειδή το α είναι γεννήτορας της G, Imψ 6 H. Ακριβέστερα Imψ = H, γιατί γ
m
n ∈ H

και γ
m
n = ψ(α

m
n ) = αλ·

m
n = β που είναι γεννήτορας της H. Εποµένως

|G|
|Kerψ|

=
∣∣∣G/Kerψ

∣∣∣ = |H| < |G|.
Εποµένως 1 < |Kerψ|. ΄Εστω ε γεννήτορας της Kerψ. Τότε επειδή H ∩ Kerψ = 1 έχουµε γε /∈ H.
Αναγόµαστε στην προηγούµενη περίπτωση µε γ′ = γε στη ϑέση του γ. �
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 2

η
-Αριθµοθεωρητική: Κατ΄ αρχάς η περίπτωση n = 1 είναι τετριµµένη. Υποθέτουµε λοιπόν

ότι n > 1. Το πρόβληµα ανάγεται στο εξής :
΄Εστω n | m και (λ, n) = 1. Υπάρχει λ′ τέτοιο, ώστε (λ′,m) = 1 και

λ′ · m
n
≡ λ · m

n
mod m; (1)

Πράγµατι, το α
m
n είναι γεννήτορας της H. Κάθε άλλος γεννήτορας της H είναι της µορφής αλ·

m
n , όπου

(λ, n) = 1. Αν το αλ·
m
n προέρχεται από έναν άλλο γεννήτορα β τηςG µε ύψωση στην

m

n
, τότε το β ϑα είναι της

µορφής β = αλ
′, όπου (λ′,m) = 1. Εποµένως αλ·

m
n = β

m
n = αλ

′·m
n ⇔ αλ·

m
n
−λ′·m

n == 1⇔ m | λ·m
n
−λ′ ·m

n
,

γιατί m είναι η τάξη του α.
Η σχέση (1) είναι ισοδύναµη µε τη σχέση λ′ ≡ λ mod n. (2)

Θεωρούµε το σύνολο A όλων των διακεκριµένων πρώτων παραγόντων του m, οι οποίοι δεν διαιρούν ούτε

τον λ και ούτε τον n.
(
∆ηλαδή δεν διαιρούν το [λ, n] =

(λ,n)=1
λn
)
.

΄Εστω ρ το γινόµενο αυτό των πρώτων παραγόντων που ανήκουν στο A. Αν A = ∅, ϑέτουµε ρ = 1. Επίσης
ϑέτουµε

1



λ′ = λ+ ρn.
Προφανώς λ′ ≡ λ mod n. Αποµένει να δείξουµε ότι (λ′,m) = 1.
΄Εστω p ένας πρώτος παράγοντας του m.
α) Αν p | λ, τότε p /∈ A⇔ p - ρ και επίσης p - n, γιατί (λ, n) = 1. ΄Αρα p - ρn και συνεπώς p - λ′.
ϐ) ΄Εστω ότι p - λ. Αν p | n, τότε p | ρn. Εποµένως πάλι p - λ′. Αν p - n, τότε p ∈ A, οπότε p | ρ ⇒ p | ρn.
Και πάλι p - λ′.
Συµπέρασµα: (λ′,m) = 1. Τέλος. �
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