
Πεϱί της επιλυσιµότητας για τις οµάδες τάξεως p2q και τάξεως 4pn, n ≥ 1, όταν οι p, q είναι

διαφορετικοί πϱώτοι.

Κατ΄ αρχάς αν πρόκειται για αβελιανές οµάδες τότε το αποτέλεσµα προκύπτει άµεσα,
ϑεωρώντας την σειρά G ▷ {1}, όπου G

/
{1}

∼= G αβελιανή. Ας υποθέσουµε ότι δεν
έχουµε αβελιανές οµάδες.
Ας αρχίσουµε µε την περίπτωση όπου |G| = p2q. ΄Εχουµε δει σε άσκηση πως η G έχει
µοναδική q-υποοµάδα του Sylow, έστω Q, και άϱα Q ◁ G. Η Q είναι κυκλική τάξεως
q και άϱα αβελιανή. Επίσης

∣∣∣G/
Q

∣∣∣ = p2, η οποία είναι αβελιανή οµάδα (έχουµε δει σε
άσκηση στην τάξη ότι οι οµάδες τάξης p2 συµπίπτουν µε το κέντϱο τους συνεπώς είναι
αβελιανές). Εποµένως έχουµε την επιλύσιµη σειρά G ▷ Q ▷ {1} µε την G

/
Q να είναι

αβελιανή και την Q
/
{1}

∼= Q κυκλική τάξης q.
Τώϱα, αν έχουµε |G| = 4pn, n ≥ 1, διακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις :

1.) p = 2. Τότε |G| = 2n+2 και η G είναι µια 2-οµάδα, και µάλιστα πεπερασµένη. ΄Ετσι
σύµφωνα µε πόρισµα είναι επιλύσιµη.
2.) Αν p ≥ 5, τότε έχουµε δει πως η G έχει µοναδική p-υποοµάδα του Sylow, έστω P , και
άϱα αυτή είναι κανονική. ΄Εχουµε δηλαδή ότι

∣∣∣G/
P

∣∣∣ = 4pn

pn
= 4, και οι οµάδες τάξεως 4

είναι αβελιανές (αυτό ϑα το αποδείξουµε παρακάτω). Επίσης, έχουµε δει ότι κάθε οµάδα
τάξεως p2, όπου p πϱώτος, είναι αβελιανή, καθώς ως p-οµάδα έχει µη τετριµµένο κέντϱο
και προκύπτει ότι |Z(P )| = p2 = |P | και άϱα Z(P ) = P . ΄Εχουµε δηλαδή την επιλύσιµη
σειρά G ▷ P ▷ {1}, µε G

/
P αβελιανή και P

/
{1}

∼= P που είναι επίσης αβελιανή.
3.) Αν p = 3 έχουµε |G| = 4 · 3n, και τότε το πλήθος των 3-υποοµάδων του Sylow της
G είναι είτε 1 είτε 4. Στην περίπτωση που είναι µοναδική, η διαδικασία είναι ακριβώς η
ίδια όπως στο 2.) και συνεπώς η G είναι επιλύσιµη. Τώϱα, αν το πλήθος τους είναι 4, ας
υποθέσουµε ότι µια από αυτές είναι η P , εποµένως |P | = 3n και άϱα |G : P | = 4. ΄Ετσι
τα σύµπλοκα της P στην G είναι τα {g1P = P, g2P, g3P, g4P} και υπάρχει οµοµορφισµός
φ : G → S4 µε kerφ ◁ G και kerφ ⩽ P . Τώϱα, αν n = 1 έχουµε την |G| = 22 ·3 που είναι
της µορφής |G| = p2q η οποία είναι επιλύσιµη, όπως ϐρήκαµε παραπάνω. Για n ≥ 2,
έχουµε G

/
kerφ

∼= Imφ ⩽ S4 και επειδή kerφ ⩽ P , τότε | kerφ| = 3m, m < n. Οπότε
ο πυρήνας είναι 3-οµάδα και άϱα είναι επιλύσιµη. Η S4 είναι επιλύσιµη, οπότε και η
G
/
kerφ

∼= Imφ ⩽ S4 είναι επιλύσιµη, καθώς ξέρουµε ότι υποοµάδες επιλύσιµων είναι

επιλύσιµες. Συνεπώς, σύµφωνα µε πόρισµα, έχουµε kerφ ◁ G επιλύσιµη και G
/
kerφ

επιλύσιµη, συνεπώς και η G είναι επιλύσιµη.
Σε κάθε περίπτωση λοιπόν έχουµε ότι η G τάξεως 4pn, n ≥ 1, όπου p πϱώτος, είναι
επιλύσιµη.

Οι οµάδες τάξεως 4 είναι αβελιανές.

΄Εστω |G| = 4. Κάθε στοιχείο g της G ϑα διαιϱεί την τάξη της, οπότε o(g) | 4 δηλαδή
o(g) = 1, 2 ή 4. Πϱοφανώς o(g) = 1 ⇐⇒ g = 1. Αν υπάϱχει στοιχείο της G τάξης 4,
τότε η G είναι κυκλική και άϱα αβελιανή. Αν δεν υπάϱχει στοιχείο τάξης 4, τότε κάθε
µη τετϱιµµένο στοιχείο έχει τάξη 2, δηλαδή g2 = 1 ⇒ g = g−1. Συνεπώς για το gh ∈ G
έχουµε 1 = (gh)2 = ghgh ⇒ hg = g−1h−1 = gh και η G είναι αβελιανή.
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