
΄Εστω |G| = pqr, όπου p, q, r διαφορετικοί πρώτοι. Τότε η G δεν είναι απλή. Είναι µάλιστα
επιλύσιµη.
Απόδειξη: Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι p > q > r. Υποθέτουµε ότι καµία
από τις p-υποοµάδες, τις q-υποοµάδες και τις r-υποοµάδες του Sylow δεν είναι µοναδική, άρα
κανονική. Θα καταλήξουµε σε άτοπο.
Πόσες p-Sylow υποοµάδες ϑα έχουµε ; Επειδή q < p, q 6≡ 1 mod p, αλλιώς p | q − 1. Οµοίως
r 6≡ 1 mod p. Αναγκαστικά ϑα έχουµε qr p-υποοµάδες του Sylow. Επειδή οι κυκλικές µε τάξη
πρώτο τέµνονται τετριµµένα ή ταυτίζονται, παίρνουµε qr(p− 1) = pqr − qr στοιχεία τάξης p.
Πόσες q-υποοµάδες του Sylow έχουµε ; Επειδή r 6≡ 1 mod q, ϑα έχουµε p ή pr q-υποοµάδες
του Sylow. ΄Αρα τουλάχιστον p το πλήθος. Παίρνουµε έτσι p(q − 1) = pq − p στοιχεία τάξης q.
Πόσες r-υποοµάδες του Sylow έχουµε ; Θα έχουµε p ή q ή pq. ΄Αρα τουλάχιστον q. Παίρνουµε
λοιπόν τουλάχιστον q(r − 1) = qr − q στοιχεία τάξης r.
Προσθέτοντας το µοναδιαίο η G ϑα περιέχει τουλάχιστον pqr − qr + pq − p + qr − q + 1 =
= pqr+pq−p− q+1 στοιχεία της G. Επειδή |G| = pqr ϑα έχουµε pqr+pq−p− q+1 ≤ pqr ⇔
⇔ pq − p− q + 1 ≤ 0⇔ p(q − 1)− (q − 1) ≤ 0⇔ (p− 1)(q − 1) ≤ 0, άτοπο γιατί p > q > 1.
Συµπέρασµα: Κάποια από τις Sylow υποοµάδες είναι µοναδική, άρα κανονική. ΄Οποια και να
πάρουµε οι άλλοι δύο ακέραιοι ϑα είναι ο ένας µικρότερος του άλλου. ΄Εστω ότι η P -υποοµάδα
του Sylow τάξεως p είναι κανονική. Τότε είναι και αβελιανή, ως κυκλική. Η G
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στοιχεία µε q > r. Επειδή r 6≡ 1 mod q υπάρχει µία µόνο υποοµάδα της G
/
P µε q στοιχεία.
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επιλύσιµη σειρά GBQB P B {1} µε G
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Q κυκλική (άρα αβελιανή) τάξης r, Q

/
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τάξης q και P
/
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Προσπαθείστε να κάνετε τα ίδια (ως προς την επιλυσιµότητα) για τις οµάδες τάξεως p2q και
τάξεως 4pn, n ≥ 1. (p, q διαφορετικοί πρώτοι).


