
Ασκήσεις Μεταθετικής ΄Αλγεβρας-1

1. ΄Εστω x ένα µηδενοδύναµο στοιχείο ενός δακτυλίου A. Να δείξετε ότι το 1 + x είναι αντι-
στρέψιµο στο A. Να συµπεράνετε ότι το άθροισµα ενός µηδενοδύναµου στοιχείου και ενός
αντιστρέψιµου είναι αντιστρέψιµο.

2. ΄Εστω A δακτύλιος και A[x] ο δακτύλιος των πολυωνύµων σε µια µεταβλητή x, µε συντελεστές
από το A. ΄Εστω f = a0 + a1x + · · ·+ anx

n ∈ A[x]. Να αποδείξετε ότι :

α) Το f είναι αντιστρέψιµο στο A[x] ⇔ a0 είναι αντιστρέψιµο στο A και a1, . . . , an είναι
µηδενοδύναµα.

ϐ) Το f είναι µηδενοδύναµο⇔ όλα τα a0, a1, . . . , an είναι µηδενοδύναµα.

γ) Το f είναι µηδενοδιαιρέτης⇔ υπάρχει a 6= 0 στο A ώστε af = 0.

3. Στον δακτύλιο A[x], το ϱιζικό Jacobson είναι ίσο µε το nil(A[x]).

4. ΄Εστω A δακτύλιος και A[[x]] ο δακτύλιος των τυπικών δυναµοσειρώνσειρών f =
∞∑
n=0

anx
n µε

συντελεστές στο A. Να δείξετε ότι :

α) Το f είναι αντιστρέψιµο στο A[[x]]⇔ το a0 είναι αντιστρέψιµο στο A.

ϐ) Αν το f είναι µηδενοδύναµο, τότε το an είναι µηδενοδύναµο για κάθε n ≥ 0. Ισχύει το
αντίστροφο ;

γ) Το f ανήκει στο ϱιζικό Jacobson του A[[x]]⇔ το a0 ανήκει στο ϱιζικό Jacobson του A.

δ) Η τοµή ενός µέγιστου ιδεώδους I του A[[x]] µε τον A είναι µέγιστο ιδεώδες του A, και το
I δηµιουργείται από το Ic και το x.

ε) Κάθε πρώτο ιδεώδες του A είναι τοµή πρώτου ιδεώδους του A[[x]] µε τον A.

5. ΄Εστω A δακτύλιος τέτοιος ώστε κάθε ιδεώδες που δεν περιέχεται στο nil(A) περιέχει ένα µη
µηδενικό αυτοδύναµο στοιχείο (δηλαδή, ένα στοιχείο e τέτοιο ώστε e2 = e 6= 0). Να αποδείξετε
ότι το nil(A) και το ϱιζικό Jacobson του A είναι ίσα.

6. ΄Εστω A δακτύλιος στον οποίο κάθε στοιχείο x ικανοποιεί xn = x για κάποιο n > 1 (ανάλογα
µε το x). Να δείξετε ότι κάθε πρώτο ιδεώδες του A είναι µέγιστο.

7. ΄Εστω A δακτύλιος µε A 6= 0. Να δείξετε ότι το σύνολο των πρώτων ιδεωδών του A έχει
ελάχιστα στοιχεία ως προς τη σχέση ⊆.

8. ΄Εστω I ιδεώδες µε I 6= A, όπου A δακτύλιος. Να δείξετε ότι I =
√
I ⇔ I είναι τοµή πρώτων

ιδεωδών.

9. ΄Εστω A δακτύλιος και J = nil(A) =
√

0. Να δείξετε ότι οι παρακάτω προτάσεις είναι
ισοδύναµες :
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α) Το A έχει ακριβώς ένα πρώτο ιδεώδες·

ϐ) Κάθε στοιχείο του A είναι είτε αντιστρέψιµο είτε µηδενοδύναµο·

γ) Το πηλίκο A/J είναι σώµα.

10. ΄Ενας δακτύλιος A λέγεται Boolean αν x2 = x για κάθε x ∈ A. Σε έναν Boolean δακτύλιο
A, να δείξετε ότι :

α) 2x = 0 για κάθε x ∈ A·

ϐ) Κάθε πρώτο ιδεώδες P είναι µέγιστο, και το A/P είναι σώµα µε δύο στοιχεία·

γ) Κάθε πεπερασµένα παραγόµενο ιδεώδες του A είναι κύριο.

11. ΄Ενας τοπικός δακτύλιος δεν περιέχει αυτοδύναµο στοιχείο διαφορετικό του 0 ή του 1.

12. ΄Εστω A υποδακτύλιος ενός δακτυλίου B τέτοιος ώστε ο B είναι ακέραιος πάνω από τον A,
και έστω f : A → Ω οµοµορφισµός του A σε αλγεβρικά κλειστό σώµα Ω. Να δείξετε ότι ο f
µπορεί να επεκταθεί σε οµοµορφισµό του B στο Ω.

13. ΄Εστω A υποδακτύλιος ενός δακτυλίου B τέτοιος ώστε ο B είναι ακέραιος πάνω από τον
A. ΄Εστω J µέγιστο ιδεώδες του B, και I = J ∩ A το αντίστοιχο µέγιστο ιδεώδες του A.
Είναι απαραίτητα ο BJ ακέραιος πάνω από τον AI ;

(
Υπόδειξη : Εξετάστε τον υποδακτύλιο

A = K[x2 − 1] του B = K[x], όπου K σώµα, και έστω J = (x − 1). Είναι το στοιχείο 1/(x + 1)
ακέραιο ;

)
14. ΄Εστω A ⊆ B δακτύλιοι, µε τον B ακέραιο πάνω από τον A.

α) Αν x ∈ A είναι αντιστρέψιµο στο B, τότε είναι αντιστρέψιµο και στο A.

ϐ) Το ϱιζικό Jacobson του A είναι η τοµή του ϱιζικού Jacobson του B µε τον A.

15. ΄Εστω B1, . . . , Bn ακέραιες επί του A, A-άλγεβρες. Να δείξετε ότι το
∏n

i=1Bi είναι ακέραια
επί του A, A-άλγεβρα.

16. ΄Εστω A υποδακτύλιος ενός δακτυλίου B, τέτοιος ώστε το σύνολο S = B \ A να είναι
πολλαπλασιαστικά κλειστό. Να δείξετε ότι ο A είναι ακέραια κλειστός στον B.

17. α) ΄Εστω M Noetherian A-πρότυπο και u : M → M οµοµορφισµός A-προτύπων. Αν ο u
είναι επί, τότε είναι ισοµορφισµός.
ϐ) Αν το M είναι Artinian και ο u είναι 1-1, τότε και πάλι είναι ισοµορφισµός.

18. ΄Εστω M πρότυπο πάνω από τον A. Αν κάθε µη κενό σύνολο πεπερασµένα παραγόµενων
υπόπροτυπων του M έχει µέγιστο στοιχείο, τότε το M είναι Noetherian.

19. ΄Εστω M πρότυπο πάνω από τον A, και έστω N1, N2 υπόπροτυπα του M . Αν τα πηλίκα
M/N1 και M/N2 είναι Noetherian, τότε και το M/(N1 ∩N2) είναι Noetherian. Ανάλογα ισχύει
και αν αντικαταστήσουµε το Noetherian µε το Artinian.

20. ΄Εστω M Noetherian A-πρότυπο και έστω I = Ann(M) = {a ∈ A | aM = 0} ο µηδενιστής
(annihilator) του M στον A. Να αποδείξετε ότι το A/I είναι Noetherian δακτύλιος.
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