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Γιατί γραµµική άλγεβρα;

Tα πολυµεταβλητά δεδοµένα µπορούν να αναπαρασταθούν 
αποτελεσµατικά µέσω πινάκων.

Πολλά στατιστικά µοντέλα ορίζονται µέσω πινάκων/διανυσµάτων.

Οι πίνακες/διανύσµατα κωδικοποιούνται πολύ εύκολα σε γλώσσες 
στατιστικού προγραµµατισµού.

Η εκτίµηση των παραµέτρων γίνεται ταχύτερα και πιο αποτελεσµατικά µέσω 
πινάκων/διανυσµάτων.
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∆ιανύσµατα (Vectors)

΄Ενα διάνυσµα x είναι µια συλλογή από n (πραγµατικούς) αριθµούς,

x1, x2, . . . , xn

x =


x1

x2

...

xn


n×1

Κατα σύµβαση ϑα το ϑεωρούµε ως ‘στήλη’. Ως ‘γραµµή’

x⊤ = (x1, x2, . . . , xn)
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3D-∆ιανύσµατα

x⊤ = (1, 3, 2)
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∆ιανύσµατα - Ιδιότητες

Για σταθερά c ∈ R

cx =


cx1

cx2

...

cxn


n×1

Για δύο διανύσµατα x και y ίδιας διάστασης

x + y =


x1 + y1

x2 + y2

...

xn + yn


n×1
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∆ιανύσµατα - Ιδιότητες

Εσωτερικό γινόµενο: ΄Εστω x⊤ = (x1, x2, . . . , xn) και y⊤ = (y1, y2, . . . , yn). Ως

εσωτερικό γινόµενο ορίζουµε την ποσότητα,

x⊤y = y⊤x = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn =
n∑

i=1

xiyi

Μήκος διανύσµατος:

∥x∥ =
√
x⊤x =

(
n∑

i=1

x
2
i

)1/2

Γωνία διανυσµάτων - Ερµηνεία εσωτερικού γινοµένου: Η γωνία για την οποία

ισχύει ότι

cos θ =
x⊤y

∥x∥∥y∥
ορίζεται ως η γωνία των διανυσµάτων x, by ∈ Rn
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Πρόσθεση ∆ιανυσµάτων

x1 y1 x1+y1

y2

x2

x2+y2

x

y

x+y
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Ορθογώνια διανύσµατα

Ορθογώνια διανύσµατα: Αν η γωνία θ µεταξύ των διανυσµάτων x και y είναι ίση

µε π/2 (90◦) ή 3π/2 (270◦), τότε τα διανύσµατα λέγονται ορθογώνια (κάθετα)

και συχνά γράφουµε x ⊥ y

x ⊥ y ⇔ y⊤x = x⊤y = 0

Γραµµικός συνδυασµός διανυσµάτων: ΄Εστω x1, . . . , xk ∈ Rn και

a1, . . . , ak ∈ R, το διάνυσµα

a1x1 + . . . anxn ∈ Rn

καλείται γραµµικός συνδυασµός των x1, . . . , xk .

Γραµµική ανεξαρτησία διανυσµάτων: Τα διανύσµατα x1, . . . , xk ∈ Rn

καλούνται γραµµικώς ανεξάρτητα εάν

a1x1 + . . . anxn = 0 ⇔ ai = 0, i = 1, 2, . . . , k

Εάν ένα σύνολο διανυσµάτων είναι ανά δύο ορθογώνια ⇒ γραµµικώς

ανεξάρτητα.
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Ορθοκανονικά διανύσµατα

Τα διανύσµατα x1, x2, . . . , xn ονοµάζονται ορθοκανονικά εάν έχουν µήκος 1 και

είναι ανά δύο κάθετα µεταξύ τους.
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Προβολές

Η προβολή ενός διανύσµατος x σε ένα διάνυσµα y ορίζεται ως

x⊤y
y⊤y

y
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Πίνακες

΄Ενας πίνακας είναι µια συλλογή από πραγµατικούς αριθµούς

An×m = (aij) =



a11 a12 · · · a1j · · · a1m

a21 a22 · · · a2j · · · a2m

...
...

...
...

ai1 ai2 · · · aij · · · aim

...
...

...
...

an1 an2 · · · anj · · · anm


cA = (c × aij), n × m πίνακας

Για πίνακες A και B ίδιου µεγέθους, A+ B = (aij + bij)

A+ 0 = A, όπου 0 ονοµάζεται µηδενικός πίνακας (όλα τα στοιχεία ίσα µε

το µηδέν).
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Ανάστροφος Πίνακα

Ο ανάστροφος ενός An×m = (aij) είναι ένας m × n πίνακας όπου οι γραµµές

έχουν αντικατασταθεί από τις στήλες

A⊤
m×n =



a11 a21 · · · ai1 · · · an1

a12 a22 · · · ai2 · · · an2

...
...

...
...

a1j a2j · · · aij · · · anj

...
...

...
...

a1m a2m · · · aim · · · anm
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Πολλαπλασιασµός Πινάκων

΄Εστω πίνακες An×m και Bm×p. Ο πίνακας C = AB ορίζεται ως ένα n × p

πίνακας όπου το (i, j) στοιχείο είναι ίσο µε

cij =
∑

m

k=1
aikbkj Ουσιαστικά πολλαπλασιάζουµε την i γραµµή του A µε τη j

στήλη του B.

Παράδειγµα

A2×2B2×3 =

(
2 0

1 −1

)(
3 −1 2

1 5 4

)
=

(
6 −2 4

2 −6 −2

)
2×3

Ιδιότητες

A(BC) = (AB)C

A(B + C) = AB + AC (A, B, και C πίνακες κατάλληλων διαστάσεων)

AB ̸= BA εκτός από ειδικές περιπτώσεις.
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Στήλες και γραµµές ενός πίνακα

Εάν

An×m = (aij) =



a11 a12 · · · a1j · · · a1m

a21 a22 · · · a2j · · · a2m

...
...

...
...

ai1 ai2 · · · aij · · · aim

...
...

...
...

an1 an2 · · · anj · · · anm


n×m

Τότε a j = (a1j , a2j , . . . , anj)
⊤ αποτελεί τη j στήλη και b⊤

i = (ai1, ai2, . . . , aim)
την i γραµµή. Πολύ συχνά ϐολεύει να γράφουµε

An×m = (a1, a2, . . . , am) =


b⊤

1

b⊤
2

...

b⊤
n
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Τάξη Πίνακα (Rank of a Matrix)

΄Εστω

An×m = (a1, a2, . . . , am) =


b⊤

1

b⊤
2

...

b⊤
n


΄Εστω r1 ο αριθµός των γραµµικώς ανεξάρτητων διανυσµάτων µεταξύ των a j και

r2 ο αριθµός των γραµµικώς ανεξάρτητων διανυσµάτων µεταξύ των bi .

Αποδεικνύεται ότι r1 = r2 και Rank(A) = r1 = r2.

Rank(A) ≤ min(n,m)

Εάν Rank(A) = min(n,m), τότε λέµε ότι ο πίνακας A είναι πλήρους τάξης.

Rank(AB) ≤ min {Rank(A),Rank(B)}
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Είδη Πινάκων

Τετραγωνικός Πίνακας: Αριθµός γραµµών = Αριθµός στηλών

∆ιαγώνιος Πίνακας: ΄Ενας τετραγωνικός πίνακας µε τα µόνα µη µηδενικά

στοιχεία στην κύρια διαγώνιο

A =


45 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −50


Συχνά γράφεται και ως A = diag(45, 1, 0,−50)
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Είδη Πινάκων (συνέχεια)

Μοναδιαίος Πίνακας: ∆ιαγώνιος πίνακας µε µονάδες στην κύρια διαγώνιο

In×n = In =


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 0 1


Παρατήρηση

Ο πολλαπλασιασµός ενός πίνακα µε το µοναδιαίο δίνει τον αρχικό πίνακα

Am×nIn = Am×n

InBn×p = Bn×p
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Αντίστροφος Πίνακα

΄Εστω An×n τετραγωνικός πίνακας. Εάν υπάρχει πίνακας Bn×n τέτοιος ώστε

AB = BA = In

τότε ο B ονοµάζεται αντίστροφος του A

Παρατηρήσεις

Ο αντίστροφος υπάρχει ⇔ ο πίνακας A είναι πλήρους τάξης.

Ο αντίστροφος είναι µοναδικός και συµβολίζεται µε A−1.

Ο αντίστροφος του αντιστρόφου είναι ο αρχικός πίνακας,
(
A−1

)−1
= A

Εάν οι πίνακες A και B έχουν αντιστρόφους, (AB)−1 = B−1A−1
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Ορίζουσα Πίνακα

΄Εστω An×n τετραγωνικός πίνακας. Η ορίζουσα ορίζεται ως

det(A) = |A| =

{
a11, n = 1∑

n

j=1
(−1)j+1aij det(A⋆

ij )

για οποιοδήποτε i = 1, 2 . . . , n (γραµµή) και A⋆
ij είναι ο πίνακας που προκύπτει

εάν διαγράψουµε την i γραµµή και j στήλη του A.

2 × 2 Πίνακες

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
τότε det(A) = a11a22 − a21a12.
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Ορίζουσα Πίνακα (συνέχεια)

1 |A| ≠ 0 ⇔ ο πίνακας είναι αντιστρέψιµος ⇔ ο πίνακας έχει πλήρη τάξη.

2 |AB| = |A||B|
3 Για κάθε c ∈ R, |cA| = cn|A|
4 |A⊤| = |A|
5 Εάν ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος, |A−1| = |A|−1
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΄Ιχνος Πίνακα (Trace of a Matrix)

΄Ιχνος ενός τετραγωνικού πίνακα An×n λέγεται το άθροισµα των στοιχείων της

κύριας διαγωνίου, tr(A) =
∑

n

i=1
aii .

Ιδιότητες

tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)

tr(cA) = c tr(A)

tr(A⊤) = tr(A)

tr(AB) = tr(BA) = tr(B⊤A⊤) = tr(A⊤B⊤)

Για x, y ∈ Rn (Πίνακες στήλη) ισχύει ότι

x⊤y = y⊤x = tr(y⊤x)

∥x∥2 = x⊤x = tr(x⊤x) = tr(xx⊤)
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Ορθογώνιος Πίνακας

΄Ενας τετραγωνικός πίνακας A λέγεται ορθογώνιος εάν A−1 = A⊤.

Παρατηρήσεις

Εάν A ορθογώνιος ⇒ A⊤ ορθογώνιος.(
A⊤
)−1

=
(
A−1

)⊤
=
(
A⊤
)⊤

= A

Οι στήλες ενός ορθογώνιου πίνακα είναι ορθοκανονικά διανύσµατα:

A = (b1, b2, . . . , bn) ⇒ A⊤A =


b⊤

1 b1 b⊤
1 b2 · · · b⊤

1 bn

b⊤
2 b1 b⊤

2 b2 · · · b⊤
2 bn

...
...

. . .
...

b⊤
n b1 b⊤

n b2 · · · b⊤
n bn

 = I2

Οι γραµµές ενός ορθογώνιου πίνακα είναι ορθοκανονικά διανύσµατα.

Η ορίζουσα ενός ορθογώνιου πίνακα είναι ίση µε 1 ή -1 αφού

1 = |AAT | = |A|2.
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Συµµετρικός Πίνακας

Ενας τετραγωνικός πίνακας λέγεται συµµετρικός εάν A = A⊤. Για παράδειγµα,

ο παρακάτω πίνακας είναι συµµετρικός

A =

 −2 0.5 −0.4
0.5 1 3.2
−0.4 3.2 1


Παρατηρήσεις

Κάθε διαγώνιος πίνακας είναι συµµετρικός.

΄Εστω ένας An×m. Τότε οι πίνακες AA⊤ και A⊤A είναι συµµετρικοί.
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Ιδιοτιµές-Ιδιοδιανύσµατα (Eigenvalues-eigenvectors)

Ορισµός

΄Εστω Ap×p ένας τετραγωνικός πίνακας. ΄Ενας (γενικά µιγαδικός) αριθµός λ
καλείται ιδιοτιµή του A εάν υπάρχει µη µηδενικό διάνυσµα e τέτοιο ώστε

Ae = λe

Το ιδιοδιάνυσµα e καλείται ιδιοδιάνυσµα του A που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ.
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Ιδιοτιµές-Ιδιοδιανύσµατα (Ιδιότητες)

Επειδή

Ae = λe ⇔ Ae − λe = 0 ⇔ (A− λIp)e = 0

γίνεται ϕανερό ότι το λ είναι ιδιοτιµή του A ⇔ det(A− λIp) = 0. Η

ορίζουσα αυτή είναι ένα πολυώνυµο ϐαθµού p ως προς λ, άρα υπάρχουν

ακριβώς p ιδιοτιµές (κάποιες µπορεί να επαναλαµβάνονται). Επιπλέον, έτσι

εξηγείται το γιατί µια ιδιοτιµή µπορεί να είναι µιγαδικός αριθµός.

Κάθε πίνακας έχει τις ίδιες ιδιοτιµές µε τον ανάστροφό του

Εάν e είναι ένα ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ, τότε, το ίδιο

ισχύει και για το ιδιοδιάνυσµα ce. Συνεπώς, χωρίς ϐλάβη της γενικότητος,

µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι το ιδιοδιάνυσµα είναι µοναδιαίο, c = 1

∥e∥
΄Ενας διαγώνιος πίνακας έχει ιδιοτιµές τα διαγώνια στοιχεία του.

΄Ενας συµµετρικός πίνακας έχει όλα τα ιδιοδιανύσµατά του ανά δύο

ορθογώνια.
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Φασµατική ανάλυση (Spectral decomposition)

Εάν ένας συµµετρικός πίνακας Ap×p έχει Ϲεύγη ιδιοτιµών-ιδιοδιανυσµάτων

(λ1, e1), . . . , (λp, ep)

τότε µπορεί να αναλυθεί ως

A = λ1e1e
⊤
1 + . . .+ λpepe

⊤
p =

p∑
i=1

λieie
⊤
i = EΛE⊤

όπου E = (e1, . . . , ep) → p × p πίνακας ιδιοδιανυσµάτων µε στήλες τα p

ιδιοδιανύσµατα και Λ = diag(λ1, . . . , λp).
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Φασµατική ανάλυση (απόδειξη)

Ισχύει ότι Aej = λjej , j = 1, 2, . . . , p. ΄Αρα

AE = A(e1, . . . , ep) = (Ae1, . . . ,Aep) = (λ1e1, . . . , λpep)

= (e1, . . . , ep)


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · λp

 = EΛ

Εποµένως,

AE = EΛ ⇒ AEE⊤ = EΛE⊤

Επειδή ο πίνακας A είναι συµµετρικός, έχει όλα τα ιδιοδιανύσµατα του ανά δύο

ορθογώνια (κάθετα: ei ⊥ ej = 0 για i ̸= j, ενώ e⊤i ei = 1). Αυτό συνεπάγεται

ότι ο πίνακας E είναι ορθογώνιος, άρα, EE⊤ = Ip. Συνεπώς,

A = EΛE⊤ =
∑

p

i=1
λieie⊤i .
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Ορίζουσα, ίχνος, και ιδιοτιµές

΄Εστω Ap×p συµµετρικός πίνακας µε ιδιοτιµές λ1, λ2, . . . , λp. Ισχύει ότι

det(A) =

p∏
i=1

λi

tr(A) =

p∑
i=1

λi

΄Εστω An×m και Bm×n, τότε

det(In + AB) = det(Im + BA)

Συνεπώς, εάν x, y ∈ Rn

1 + x⊤y = det(I1 + x⊤y) = det(In + yx⊤)
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Θετικά ορισµένοι πίνακες (Positive-definite matrices)

΄Ενας συµµετρικός πίνακας Ap×p λέγεται ϑετικά ορισµένος εάν

x⊤Ax > 0 ∀x ∈ Rp
µε x ̸= 0

Εάν ο παραπάνω ορισµός ισχύει για ≥, ο πίνακας A λέγεται ϑετικά

ηµιορισµένος.

Η ποσότητα x⊤Ax καλείται τετραγωνική µορφή.

x⊤Ax =
∑

p

i=1

∑
p

j=1
aijxixj

x⊤Ax = tr(x⊤Ax) = tr(Axx⊤) = tr(xx⊤A)

Οι ϑετικά ορισµένοι πίνακες παίζουν κεντρικό ϱόλο στη Στατιστική (π.χ. πίνακες

συνδιακύµανσης)!

Λουκία Μελιγκοτσίδου Πολυµεταβλητή Ανάλυση 30 / 47



Θετικά ορισµένοι πίνακες (ιδιότητες)

΄Εστω Ap×p συµµετρικός και ϑετικά ορισµένος πίνακας, x⊤Ax > 0 ∀x ̸= 0

΄Ολα τα διαγώνια στοιχεία του A είναι ϑετικοί αριθµοί.

Παίρνουµε x = (1, 0, . . . , 0)⊤ και επιβεβαιώνουµε ότι x⊤Ax = a11 > 0.

Αναλόγως, για το στοιχείο ajj , αρκεί να πάρουµε x = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)⊤

(δηλαδή 1 στη j-οστή ϑέση και 0 στις υπόλοιπες), και επιβεβαιώνεται ότι

x⊤Ax = ajj > 0

΄Ολες οι ιδιοτιµές του A είναι ϑετικές

Αρκεί να πάρουµε x = ej (το j-οστό ιδιοδιάνυσµα). Τότε χρησιµοποιώντας τη

ϕασµατική ανάλυση και την ορθογωνιότητα των ιδιοδιανυσµάτων, προκύπτει ότι

0 < e⊤j Aej = e⊤j

(
p∑

i=1

λieie
⊤
i

)
ej =

p∑
i=1

λi(e
⊤
j ei)(e

⊤
i ej)

= ei⊥ej
λj(e

⊤
j ej)(e

⊤
j ej) = λj
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Θετικά ορισµένοι πίνακες (ιδιότητες)
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⊤
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Θετικά ορισµένοι πίνακες (ιδιότητες)

Κάθε συµµετρικός πίνακας που έχει όλες τις ιδιοτιµές του ϑετικές είναι

ϑετικά ορισµένος

Ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος και ο αντίστροφός του έχει τα ίδια

ιδιοδιανύσµατα και αντίστροφες ιδιοτιµές

Αφού ο πίνακας A είναι ϑετικά ορισµένος, από τη ϕασµατική ανάλυση,

A = EΛE⊤, όπου E είναι ορθογώνιος (E⊤E = Ip). Τότε ο πίνακας B = EΛ−1E⊤

είναι ο αντίστροφος του A, όπου Λ−1 = diag(λ−1

1 , . . . , λ−1
p ) και

B =
∑

p

i=1
λ−1

i eie⊤i

AB = EΛ(E⊤E)Λ−1E⊤ = EΛΛ−1E⊤ = Ip

Ο πίνακας A έχει τετραγωνική ϱίζα, δηλαδή υπάρχει πίνακας B = A1/2

τέτοιος ώστε B2 = BB = A

Ανάλογα αποδεικνύεται ότι A1/2 =
∑

p

i=1
λ

1/2

i eie⊤i .
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Θετικά ορισµένοι πίνακες

Οι ϑετικά ορισµένοι πίνακες αποτελούν γενίκευση των ϑετικών αριθµών!
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Γεωµετρική ερµηνεία µίας ϑετικά ορισµένης τετραγωνικής

µορφής

΄Εστω Ap×p = (aij) ένας ϑετικά ορισµένος πίνακας. Θέλουµε να µελετήσουµε

το σύνολο των σηµείων για τα οποία

x⊤Ax = c
2 (ϑετική σταθερά αφου A ϑετικά ορισµένος)

Υποθέτοντας p = 2, άρα x = (x1, x2) ⇒

x⊤Ax = a11x
2
1 + 2a12x1x2 + a22x

2
2 (συµµετρικότητα A)

= x⊤(λ1e1e
⊤
1 + λ2e2e

⊤
2 )x = λ1(e

⊤
1 x)2 + λ2(e

⊤
2 x)2

Θέτοντας, y1 = e⊤1 x και y2 = e⊤2 x, καταλήγουµε

x⊤Ax = c
2 ⇔ λ1y

2
1 + λ2y

2
2 = c

2

Αυτή είναι η εξίσωση µιας έλλειψης (µε άξονες y1 = e⊤1 x και y2 = e⊤2 x) της

οποίας ο ένας ηµιάξονας έχει µήκος c/
√
λ1 και ο άλλος c/

√
λ2.
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Γεωµετρική ερµηνεία µίας ϑετικά ορισµένης τετραγωνικής

µορφής
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Γεωµετρική ερµηνεία σε µεγαλύτερες διαστάσεις

Για γενικό p,

x⊤Ax =

p∑
i=1

λiy
2
i

όπου yi = e⊤i x. Η σχέση µεταξύ y και x είναι 1-1 διότι

y =

y1

...

yp

 =

e⊤1 x
...

e⊤p x

 = E⊤x

όπου ο πίνακας E είναι ορθογώνιος, άρα αντιστρέψιµος.

Ερµηνεία

Το σύνολο των x ∈ Rp για τα οποία x⊤Ax = c2 είναι ένα ελλειψοειδές µε

άξονες στις διευθύνσεις των e1, . . . , ep και µήκη ηµιαξόνων

c/
√
λ1, . . . , c/

√
λp.
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Γεωµετρική ερµηνεία σε µεγαλύτερες διαστάσεις - Αλλαγή

ϑέσης

΄Ολα τα ελλειψοειδή για τα οποία συζητήσαµε έχουν κέντρο το

0 = (0, . . . , 0).

Για να περιγράψουµε το ελλειψοειδές µε κέντρο x0 ∈ Rp πρέπει όλα τα

σηµεία να µεταφερθούν γύρω από το x0.

Σε αυτήν την περίπτωση το ελλειψοειδές έχει εξίσωση

(x − x0)
⊤A(x − x0) = c

2.
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Γεωµετρική ερµηνεία σε µεγαλύτερες διαστάσεις
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Μεγιστοποίηση τετραγωνικών µορφών

΄Εστω Ap×p ένας ϑετικά ορισµένος πίνακας µε ιδιοτιµές

λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λp > 0

και τα αντίστοιχα (κανονικοποιηµένα) ιδιοδιανύσµατα e1, e2, . . . , ep. Τότε

ισχύουν τα εξής

max
x ̸=0

x⊤Ax
x⊤x

= λ1 (για x = e1)

max
x ̸=0,x⊥e1,...,ek

x⊤Ax
x⊤x

= λk+1 (για x = ek+1), k = 1, 2 . . . , p − 1.
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Μεγιστοποίηση τετραγωνικών µορφών (απόδειξη)

Επειδή A είναι ϑετικά ορισµένος, A = EΛE⊤, όπου E = (e1, . . . , ep) ο

ορθογώνιος πίνακας µε στήλες τα ιδιοδιανύσµατα και Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λp)
ο διαγώνιος πίνακας µε τις ιδιοτιµές. Επίσης, A1/2 = EΛ1/2E⊤.

΄Εστω y = E⊤x. Επειδή E αντιστρέψιµος, x ̸= 0 ⇔ y ̸= 0. Θυµηθείτε επίσης ότι

EE⊤ = Ip. Τότε

x⊤Ax
x⊤x

=
x⊤A1/2A1/2x

x⊤EE⊤x
=

x⊤EΛ1/2(E⊤E)Λ1/2E⊤x
y⊤y

=
y⊤Λy
y⊤y

=

∑
p

i=1
λiy

2
i∑

p

i=1
y2

i

≤
λ1

∑
p

i=1
y2

i∑
p

i=1
y2

i

= λ1 (για κάθε x ̸= 0)

Ολοκληρώνουµε το πρώτο µέρος, ϑέτοντας x = e1

e⊤1 Ae1

e⊤1 e1

= e⊤1 (
p∑

i=1

λieie
⊤
i )e1 =

p∑
i=1

λi(e
⊤
1 ei)

2 = λ1 (e1 ⊥ e2, . . . , ep).
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Μεγιστοποίηση τετραγωνικών µορφών (απόδειξη)

Αφού y = E⊤x, συνεπάγεται ότι

x = Ey = (e1, . . . , ep)(y1, . . . , yp)
⊤ =

p∑
i=1

yiei .

Οπότε για x ⊥ e1, . . . , ej , έχουµε ότι για j = 1, 2, . . . , k

0 = e⊤j x = e⊤j

p∑
i=1

yiei =

p∑
i=1

yi(e
⊤
j ei) = yj

δηλαδή y1 = y2 = . . . = yk = 0. ΄Αρα η παραπάνω ποσότητα γίνεται

x⊤Ax
x⊤x

=

∑
p

i=k+1
λiy

2
i∑

p

i=k+1
y2

i

≤
λk+1

∑
p

i=k+1
y2

i∑
p

i=k+1
y2

i

= λk+1.

Ανάλογα επιβεβαιώνεται ότι e⊤k+1Aek+1 = λk+1.
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Παραγώγιση διανυσµάτων/πινάκων

΄Εστω βk×1 k-διάστατο διάνυσµα και f(β) = f(β1, . . . , βk) µια πραγµατική

συνάρτηση στο R, δηλαδή f : Rk → R. Η παράγωγος της f ως προς β ορίζεται

ως

∂f(β)

∂β
=


∂f(β)
∂β1

...
∂f(β)
∂βk


k×1

δηλαδή το k-διάστατο διάνυσµα των µερικών παραγώγων. Σαν σύµβαση,

ϑεωρούµε το 1 × k διάνυσµα (πίνακας γραµµή)

∂f(β)

∂β⊤ =
{

∂f(β)
∂β1

, . . . , ∂f(β)
∂βk

}
1×k

.
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Παραγώγιση διανυσµάτικών συναρτήσεων

΄Εστω

g(β) =


g1(β)

...

gn(β)


n×1

όπου g είναι µια διανυσµατική συνάρτηση της µεταβλητής β, g : Rk → Rn.

Επειδή η g είναι ουσιαστικά πίνακας στήλη, ορίζουµε την παράγωγο της g ως

προς το β⊤
(πίνακας γραµµή)

∂g(β)

∂β⊤ =


∂g1(β)
∂β1

· · · ∂g1(β)
∂βk

...
. . .

...
∂gn(β)
∂β1

· · · ∂gn(β)
∂βk


n×k

Ισχύει πάντα ότι

∂g⊤(β)

∂β
=

{
∂g(β)

∂β⊤

}⊤
.
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Εσσιανός πίνακας

΄Εστω f(β) ∈ R, ο Εσσιανός πίνακας ορίζεται ως

∂2f(β)

∂β∂β⊤ =
∂2f(β)

∂β⊤∂β
=


∂2f(β)
∂β1∂β1

· · · ∂2f(β)
∂β1∂βk

...
. . .

...

∂2f(β)
∂βk∂β1

· · · ∂2f(β)
∂βk∂βk


k×k

ο οποίος είναι ένας k × k συµµετρικός πίνακας (η σειρά της παραγώγισης δεν

παίζει ϱόλο).
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Παράδειγµα

΄Εστω f(β) = c⊤β = c1β1 + . . .+ ckβk , όπου βk×1 και ck×1 (σταθερά). ΄Αρα,

∂c⊤β
∂β

=


∂(c1β1+...+ckβk)

∂β1

...
∂(c1β1+...+ckβk)

∂βk

 =

c1

...

ck

 = c.

Επειδή c⊤β = β⊤c ⇒ ∂β⊤c
∂β = c.
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Παραδείγµα

΄Εστω g(β) = Aβ, όπου An×k σταθερός πίνακας.

g(β) = Aβ =

a11β1 + · · ·+ a1kβk

...

an1β1 + · · ·+ ankβk


n×1

Εποµένως,

∂Aβ

∂β⊤ =


∂(a11β1+···+a1kβk )

∂β1
· · · ∂(a11β1+···+a1kβk )

∂βk

.

.

.
. . .

.

.

.
∂(an1β1+···+ankβk )

∂β1
· · · ∂(an1β1+···+ankβk )

∂βk

 =

a11 · · · a1k

.

.

.
. . .

.

.

.

a11 · · · a1k

 = A.

Ανάλογα,
∂β⊤A
∂β = A⊤.
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Παραγώγιση τετραγωνικών µορφών

΄Εστω f(β) = β⊤Aβ για κάποιον πίνακα A. Τότε αποδεικνύεται ότι

∂β⊤Aβ
∂β

= (A+ A⊤)β

∂β⊤Aβ

∂β⊤ = β⊤(A+ A⊤)

Εάν A συµµετρικός,
∂β⊤Aβ

∂β = 2Aβ. Επιπλέον,

∂2β⊤Aβ

∂β∂β⊤ = A+ A⊤.
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