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Τυχαία διανύσµατα

Τυχαίο διάνυσµα είναι µια συλλογή (διάνυσµα) τυχαίων µεταβλητών.

Συµβολίζεται ως στήλη ή γραµµή

X =


X1

X2

...

Xp

 ή X⊤ = (X1, X2, . . . , Xp)

Εξετάζουµε την από κοινού κατανοµή τους (π.χ. από κοινού κατανοµή

ύψους, ϐάρους, ηλικίας)

Κάθε στοιχείο του X είναι µια τυχαία µεταβλητή η οποία έχει µια περιθώρια
κατανοµή.
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Από κοινού κατανοµή

Θεµελιώδης έννοια

η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σππ) (joint probability

density function) f(x1, x2, . . . , xp) για τις συνεχείς τυχαίες µεταβλητές

η από κοινού συνάρτησης πιθανότητας (σπ) (joint probability function)

P(X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xp = xp) για την περίπτωση διακριτών τυχαίων

µεταβλητών
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Περιθώριες κατανοµές (συνεχείς τυχαίες μεταβλητές)

Περιθώρια κατανοµή µιας τµ (έστω X1)

f(x1) =

∫
x2

∫
x3

. . .

∫
xp

f(x1, x2, . . . , xp)dxp . . . dx2

Από κοινού περιθώρια κατανοµή δύο ή περισσότερων τµ (έστω X1, X2)

f(x1, x2) =

∫
x3

. . .

∫
xp

f(x1, x2, . . . , xp)dxp . . . dx3

Στη γενική περίπτωση, από κοινού περιθώρια των τµ (m < p) X1, X2, . . . Xm

f(x1, . . . , xm) =

∫
xm+1

∫
xm+2

. . .

∫
xp

f(x1, x2, . . . , xp)dxp . . . dxm+1
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Περιθώριες κατανοµές

Κανόνας

Γενικά για να ϐρούµε µια από κοινού περιθώρια κατανοµή ολοκληρώνουµε ως

προς όλες τις µεταβλητές που ϑέλουµε να µην εµφανίζονται µέσα στην από

κοινού σππ
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∆εσµευµένες κατανοµές

∆εσµευµένη κατανοµή διανύσµατος (έστω X1, X2) δοθέντων των τιµών άλλων τµ

(έστω X3, . . . , Xp)

f(x1, x2|x3, . . . , xp) =
f(x1, x2, . . . , xp)

f(x3, . . . , xp)

Αποτελεί τη γενίκευση του γνωστού τύπου από πιθανότητες

P(A|B) = P(A ∩ B)

P(B)

Απαντά στο ερώτηµα, π.χ για δεδοµένο ύψος 180cm, ποια η κατανοµή του

ϐάρους;

Εάν κρατήσουµε όλα τα άτοµα µε ύψος 180cm, ποιά ϑα είναι η κατανοµή

πιθανότητας του ϐάρους;
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∆εσµευµένες µέσες τιµές

Αναµενόµενη τιµή για οποιαδήποτε συνάρτηση τµ

E{g(X1, X2, . . . , Xp)} =

∫
x1

. . .

∫
xp

g(x1, x2, . . . , xp)f(x1, x2, . . . , xp)dxp . . . dx1

Ειδική περίπτωση, g(X1, X2, . . . , Xp) = X1

E(X1) =

∫
x1

. . .

∫
xp

x1f(x1, x2, . . . , xp)dxp . . . dx1

=

∫
x1

x1

{∫
x2

. . .

∫
xp

f(x1, x2, . . . , xp)dxp . . . dx2

}
dx1

=

∫
x1

x1f(x1)dx1

η αναµενόµενη τιµή της περιθώριας κατανοµής της X1.
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Ανεξαρτησία τµ

Οι τµ X1, X2, . . . , Xp καλούνται από κοινού ανεξάρτητες εάν η από κοινού

κατανοµή τους γράφεται ως

f(x1, x2, . . . , xp) = f(x1)f(x2) . . . f(xp)

για κάθε (x1, x2, . . . , xp)
⊤ ∈ Rp.
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Αναµενόµενες τιµές τυχαίου διανύσµατος

΄Εστω X = (X1, X2, . . . , Xp) τυχαίο διάνυσµα

Αναµενόµενη τιµή X

µ = E(X ) =


E(X1)

...

E(Xp)


p×1

΄Εστω c ∈ Rp σταθερό διάνυσµα, τότε η τµ Y = c⊤X έχει µέση τιµή

E(Y ) = c⊤µ

Y = c1X1 + . . .+ cpXp ⇒ E(Y ) = c1µ1 + . . .+ cpµp = c⊤µ

Αναλόγως, εάν Y = CX , όπου Cm×p σταθερός πίνακας, τότε Ym×1 τυχαίο

διάνυσµα µε E(Y ) = Cµ.
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Τυχαίος πίνακας

Ο πίνακας X διαστάσεων m × p του οποίου όλα τα στοιχεία είναι τµ λέγεται

τυχαίος πίνακας

Αναµενόµενη τιµή τπ

E(X ) =


E(X11) E(X12)

... E(X1p)

E(X21) E(X22)
... E(X2p)

...
...

. . .
...

E(Xm1) E(Xm2)
... E(Xmp)


m×p
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Ιδιότητες τυχαίων πινάκων

΄Εστω X και Y τυχαίοι πίνακες ίδιων διαστάσεων ⇒

E(X + Y ) = E(X ) + E(Y )

Επίσης, εάν A και B πίνακες κατάλληλων διαστάσεων (όχι όµως τυχαίοι)

E(AXB) = AE(X )B
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Πίνακας συνδιακύµανσης τυχαίου διανύσµατος X

Ορίζεται ως

Var(X ) =


Var(X1)

Cov(X2, X1) Var(X2)
...

...
. . .

Cov(Xp, X1) Cov(Xp, X2) . . . Var(Xp)


p×p

συµµετρικός και ϑετικά ηµιορισµένος

Η συνάρτηση

σjk = Cov(Xj , Xk) = E {(Xj − µj)(Xk − µk)} = E(XjXk)− E(Xj)E(Xk) είναι

η συνδιακύµανση µεταξύ Xj και Xk

- Μέτρο της γραµµικής σχέσης µεταξύ δύο µεταβλητών.

- Η συνδιακύµανση µίας τµ µε τον εαυτό της είναι η γνωστή µας διακύµανση.

- ΄Οπως είδαµε στην πρώτη διάλεξη, η συνδιακύµανση εκτιµάται από

Ĉov(Xj , Xk) = sjk =
1

n − 1

n∑
i=1

(xij − x j)(xik − xk)

Λουκία Μελιγκοτσίδου Πολυµεταβλητή Ανάλυση 13 / 31



Ιδιότητες συνδιακύµανσης

Cov(X , Y ) = Cov(Y , X)

Cov(X , X) = Var(X)

Cov(aX + b, cY + d) = acCov(X , Y ), a, b, c, d σταθερές

Cov(X , a) = 0, a σταθερά

Εάν Cov(X , Y ) = 0 τότε οι X , Y είναι ασυσχέτιστες.
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Πίνακας συνδιακύµανσης τυχαίου διανύσµατος X

Ορίζεται ισοδύναµα ως Σ = Var(X ) = E
{
(X − µ)(X − µ)⊤

}
Απόδειξη

W = (X − µ)(X − µ)⊤ =

X1 − µ1

...

Xp − µp

(X1 − µ1 . . . Xp − µp

)

=


(X1 − µ1)

2

(X2 − µ2)(X1 − µ1) (X2 − µ2)
2

...
...

. . .

(Xp − µp)(X1 − µ1) (Xp − µp)(X2 − µ2) . . . (Xp − µp)
2


΄Αρα είναι προφανές ότι E(W) = Σ. Επίσης είναι εύκολο να δειχθεί ότι

Σ = E(XX⊤)− µµ⊤.
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Ιδιότητες τυχαίων διανυσµάτων

΄Εστω Xp×1 τυχαίο διάνυσµα και cp×1 σταθερό διάνυσµα. Εάν Y = c⊤X ,

Var(Y ) = c⊤Σc, όπου Σ = Var(X ) και µ = E(X ).
Απόδειξη

Var(Y ) = Var(c⊤X ) = E

{
(c⊤X − c⊤µ)2

}
= E

[{
c⊤(X − µ)

}2
]

= E

{
c⊤(X − µ)(X − µ)⊤c

}
= c⊤Σc

Παρατηρήσεις

Επειδή Var(Y ) = c⊤Σc ≥ 0 → Σ πάντα ϑετικά ηµιορισµένος

Εάν P(c⊤X = a) ̸= 1 ∀c ∈ Rp και a ∈ R ⇒ Σ ϑετικά ορισµένος

Γενικότερα, εάν Y = CX + b, όπου Cm×p και bm×1 γνωστά

Var(Y ) = CΣC⊤
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Ιδιότητες τυχαίων διανυσµάτων

Για παράδειγµα, εάν Y = CX , από τον ορισµό του πίνακα συνδιακύµανσης του

τυχαίου διανύσµατος Y

Var(Y ) = E(YY⊤)− E(Y )E(Y )⊤

= E(CXX⊤C⊤)− Cµµ⊤C⊤

= C
{

E(XX⊤)− µµ⊤
}
C⊤ = CΣC⊤.
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Παράδειγµα 1

΄Εστω τµ X1 και X2. Ορίζουµε νέες τµ Z1 = X1 − X2 και Z2 = X1 + X2, εναλλακτικά

Z =

(
Z1

Z2

)
. Να ϐρεθούν τα E(Z) και Var(Z).

Γράφουµε Z = CX , όπου C =

(
1 −1

1 1

)
και X =

(
X1

X2

)
. ΄Αρα

E(Z) = Cµ =

(
µ1 − µ2

µ1 + µ2

)
Var(Z) = CΣC⊤ =

(
1 −1

1 1

)(
σ2

1 σ12

σ12 σ2
2

)(
1 1

−1 1

)
=

(
σ2

1 + σ2
2 − 2σ12 σ2

1 − σ2
2

σ2
1 − σ2

2 σ2
1 + σ2

2 + 2σ12

)

Τα διαγώνια στοιχεία του πίνακα αποτελούν τα γνωστά µας αποτελέσµατα

για το άθροισµα και τη διαφορά συσχετισµένων τυχαίων µεταβλητών.

Προφανώς ο πίνακας που προκύπτει είναι συµµετρικός
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Παράδειγµα 2

΄Εστω Z⊤ = (Z1, Z2, Z3), όπου Z3 = 3X1 + 4X2, ενώ τα Z1, Z2 είναι όπως στο

Παράδειγµα 1. Να ϐρεθούν τα E(Z) και Var(Z).
Καθώς η Z έχει διάσταση 3 × 1, ο πίνακας C πρέπει να έχει διάσταση 3 × 2.

΄Αρα, C =

1 −1

1 1

3 4

, εποµένως

E(Z) = CE(X ) =

1 −1

1 1

3 4


3×2

(
µ1

µ2

)
2×1

=

 µ1 − µ2

µ1 + µ2

3µ1 + 4µ2


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Παράδειγµα 2 (συνέχεια)

Var(Z) =

1 −1

1 1

3 4


3×2

(
σ2

1 σ12

σ12 σ2
2

)
2×2

(
1 1 3

−1 1 4

)
2×3

=

 σ2
1 + σ2

2 − 2σ12 σ2
1 − σ2

2 3σ2
1 − 4σ2

2 + σ12

σ2
1 − σ2

2 σ2
1 + σ2

2 + 2σ12 3σ2
1 + 4σ2

2 + 7σ12

3σ2
1 − 4σ2

2 + σ12 3σ2
1 + 4σ2

2 + 7σ12 9σ2
1 + 16σ2

2 + 24σ12


3×3
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Παρατήρηση

Παρατήρηση

Οι τύποι που δόθηκαν παραπάνω αφορούν οποιοδήποτε τυχαίο διάνυσµα χωρίς

καµία υπόθεση για την από κοινού κατανοµή που ακολουθεί το διάνυσµα.

Συνεπώς ισχύουν γενικά και σε κάθε περίπτωση
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Συσχέτιση

Ορίζουµε τη συσχέτιση δύο τµ Xj και Xk

ρjk = ρ(Xj , Xk) =
Cov(Xj , Xk)

σjσk

=
σjk

σjσk

Ισχύουν τα ακόλουθα

ρ(Xj , Xk) ∈ [−1, 1]

ρ(αXj , βXk) = ρ(Xj , Xk) εάν αβ > 0

ρ(αXj , βXk) = −ρ(Xj , Xk) εάν αβ < 0

ρ(Xj , Xk) = 1 ⇔ Xj = αXk + b µε πιθανότητα 1 (α > 0)

ρ(Xj , Xk) = −1 ⇔ Xj = αXk + b µε πιθανότητα 1 (α < 0)

Εκτιµάται από το δείγµα

ρ̂(Xj , Xk) = rjk =
sjk

sjsk

=
∆ειγµατική συνδιακύµανση

Τυπ. απόκλιση j× Τυπ. απόκλιση k
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Πίνακας συσχέτισης

΄Ο πίνακας συσχετίσεων ενός τυχαίου διανύσµατος X = (X1, X2, . . . , Xp) ∈ Rp

ορίζεται ως

P =


1 ρ21 . . . ρp1

ρ21 1 . . . ρp2

...
...

. . .
...

ρp1 ρp2 . . . 1


Τα διαγώνια στοιχεία είναι οι συσχετίσεις των µεταβλητών µε τον εαυτό τους

Τα µη διαγώνια στοιχεία είναι οι ανά δύο συσχετίσεις.

Ο πίνακας P είναι συµµετρικός και ϑετικά ηµιορισµένος
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Σχέση πίνακα συσχέτισης και πίνακα συνδιακύµανσης

Ισχύει ότι P = D−1/2ΣD−1/2, όπου

D = diag(σ2
1, . . . , σ

2
p) =


σ2

1 0 . . . 0

0 σ2
2 . . . 0

...
...

. . . 0

0 0 . . . σ2
p


p×p

⇒ D−1/2 =


1

σ1
0 . . . 0

0
1

σ2
. . . 0

...
...

. . . 0

0 0 . . . 1

σp


p×p
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Σχέση πίνακα συσχέτισης και πίνακα συνδιακύµανσης

P = D−1/2ΣD−1/2

Απόδειξη Παρατηρήστε ότι

D−1/2Σ =


1

σ1
0 . . . 0

0
1

σ2
. . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . 1

σp




σ2
1 σ21 . . . σp1

σ21 σ2
2 . . . σp2

...
...

. . .
...

σp1 σp2 . . . σ2
p



=


σ1

σ21

σ1
. . . σp1

σ1
σ21

σ2
σ2 . . . σp2

σ2

...
...

. . .
...

σp1

σp

σp2

σp
. . . σp


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Σχέση πίνακα συσχέτισης και πίνακα συνδιακύµανσης

D−1/2ΣD−1/2 =


σ1

σ21

σ1
. . . σp1

σ1
σ21

σ2
σ2 . . . σp2

σ2

...
...

. . .
...

σp1

σp

σp2

σp
. . . σp




1

σ1
0 . . . 0

0
1

σ2
. . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . 1

σp



=


1

σ21

σ1σ2
. . . σp1

σ1σp

σ21

σ2σ1
1 . . . σp2

σ2σp

...
...

. . .
...

σp1

σpσ1

σp2

σp
. . . 1

 =


1 ρ21 . . . ρp1

ρ21 1 . . . ρp2

...
...

. . .
...

ρp1 ρp2 . . . 1


Εποµένως, P = D−1/2ΣD−1/2. Ανάλογα αποδεικνύεται ότι Σ = D1/2PD1/2.
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∆εδοµένα από τυχαία διανύσµατα

∆εδοµένα

X =


x11 x12 . . . x1p

x21 x22 . . . x2p

...
...

. . .
...

xn1 xn2 . . . xnp


n×p

=


x⊤1
x⊤2
...

x⊤n


n×p

Οι γραµµές αντιπροσωπεύουν άτοµα (ερευνητικές µονάδας), ενώ οι

στήλες µεταβλητές

Οι παρατηρήσεις x1, x2, . . . , xn είναι ανεξάρτητες µε την ίδια κατανοµή.

Με άλλα λόγια, έχουµε ένα τυχαίο δείγµα µεγέθους n από µια p-διάστατη

κατανοµή.
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Αµεροληψία δειγµατικού µέσου

xp×1 =
1

n

∑
n

i=1
x i → p-διάστατος δειγµατικός µέσος. Το j-οστό στοιχείο είναι ο

δειγµατικός µέσος για την µεταβλητή j.

Υπόθεση

΄Εστω x1, x2, . . . , xn ένα τυχαίο δείγµα µεγέθους n από οποιαδήποτε
p-διάστατη κατανοµή µε µέσο µ και πίνακα συνδιακύµανσης Σ

E(x) =
1

n

n∑
i=1

E(x i) =
nµ

n
= µ

Var(x) =
1

n2

n∑
i=1

Var(x i) =
Σ

n

Εποµένως, ο δειγµατικός µέσος x είναι αµερόληπτος εκτιµητής του

πληθυσµιακού µέσου µ µε πίνακα συνδιακύµανσης
Σ
n

Var(x) → 0 καθώς n → ∞.
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∆ειγµατικός πίνακας συνδιακύµανσης

Το (j, k) στοιχείο του S είναι το sjk = 1

n−1

∑
n

i=1
(xij − x j)(xik − xk), δηλαδή η

δειγµατική συνδιακύµανση των µεταβλητών j και k .

∆ειγµατικός πίνακας συνδιακύµανσης

Σε µορφή πινάκων, έπεται ότι

Sp×p =
1

n − 1

n∑
i=1

(x i − x)(x i − x)⊤

S =


s2
1 s21 . . . sp1

s21 s2
2 . . . sp2

...
...

. . .
...

sp1 sp2 . . . s2
p


sjk = 1

n−1

∑
n

i=1
(xij − x j)(xik − xk) και s2

j = 1

n−1

∑
n

i=1
(xij − x j)

2.
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Αµεροληψία δειγµατικού πίνακα συνδιακύµανσης

Παρατηρήστε ότι

n∑
i=1

(x i − x)(x i − x)⊤ =
n∑

i=1

(x ix
⊤
i − x ix

⊤ − xx⊤i + xx⊤)

=
n∑

i=1

x ix
⊤
i − nxx⊤ − nxx⊤ + nxx⊤

=
n∑

i=1

x ix
⊤
i − nxx⊤

Επιπλέον, για κάθε τυχαίο διάνυσµα x

Var(x) = E(xx⊤)− E(x)E(x)⊤.
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Αµεροληψία δειγµατικού πίνακα συνδιακύµανσης

S =
1

n − 1

(
n∑

i=1

x ix
⊤
i − nxx⊤

)
⇒

E(S) =

{
n∑

i=1

E(x ix
⊤
i )− nE(xx⊤)

}

=

{
n∑

i=1

(Σ+ µµ⊤)− n

(
Σ

n
+ µµ⊤

)}

=
(

  nΣ + nµµ⊤ − Σ − nµµ⊤
)

=
n − 1

n − 1
Σ = Σ.

Ο δειγµατικός πίνακας συνδιακύµανσης, S, είναι αµερόληπτος εκτιµητής του Σ.
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