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Μονοδιάστατη Κανονική κατανοµή

X ∼ N(µ, σ2)

µ → µέσος, σ2 → διασπορά

Συνάρτηση πυκνότητας

f(x) =
1√

2πσ2
exp

{
− 1

2σ2
(x − µ)2

}
, x ∈ R.

Πολλά ϕαινόµενα περιγράφονται ικανοποιητικά από την Κανονική

κατανοµη - υπόθεση σε πολλά στατιστικά µοντέλα (π.χ. απλό γραµµικό

µοντέλο µε κανονικά σφάλµατα)

Ακόµα και εάν η εξαρτηµένη µεταβλητή δεν ακολουθεί την Κανονική
κατανοµή, λόγω Κεντρικού Οριακού Θεωρήµατος, οι εκτιµητές πολλών

στατιστικών µοντέλων ακολουθούν (προσεγγιστικά) την Κανονική κατανοµή

για µεγάλο δείγµα.
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Μονοδιάστατη Κανονική κατανοµή
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Πολυµεταβλητή Κανονική Κατανοµή

Οι περισσότερες µέθοδοι πολυµεταβλητής στατιστικής αναπτύχθηκαν µε

ϐάση την κατανοµή αυτή.

Ακρογωνιαίος λίθος για τις περισσότερες µεθόδους

Από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

f(x) =
1

(2π)p/2|Σ|1/2
exp

{
−1

2
(x − µ)⊤Σ−1(x − µ)

}
όπου x = (x1, x2, . . . , xp), µ = E(x) διάνυσµα p × 1, και Σ = Var(x)
συµµετρικός και ϑετικά ορισµένος p × p πίνακας.

p άγνωστες παράµετροι για τον µέσο

p2 στοιχεία στον Σ, όµως Σ συµµετρικός άρα τα k στοιχεία κάτω από την

κύρια διαγώνιο ίσα µε τα k στοιχεία πάνω από την κύρια διαγώνιο. ΄Αρα

p + 2k = p2 ⇒ k = p(p−1)
2

⇒ τα άγνωστα στοιχεία του Σ είναι

p + k = p(p+1)
2

.
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Από κοινού αθροιστική συνάρτηση κατανοµή

F(x1, x2, . . . , xp) = P(X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, . . . , Xp ≤ xp)

=

∫
x1

−∞

∫
x2

−∞
. . .

∫
xp

−∞
f(y1, y2, . . . , yp)dyp . . . dy2dy1.

Παρατήρηση

∆ύσχρηστη στην πολυµεταβλητή ανάλυση, µε µικρή χρησιµότητα, καθώς για να

υπολογιστούν τα πολύπλοκα πολλαπλά ολοκληρώµατα χρειάζονται ειδικές

αριθµητικές µέθοδοι.
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Πολυµεταβλητές κατανοµες

Πολυµεταβλητό αντίστοιχο κατανοµής: Πολυµεταβλητή κατανοµή µε

περιθώριες κατανοµές στην αντίστοιχη οικογένεια κατανοµών

΄Οµως, υπάρχουν περισσότερες από µία πολυµεταβλητές κατανοµές για

τις οποίες καταχρηστικά έχουµε χρησιµοποιήσει το ίδιο όνοµα, επειδή οι

περιθώριες κατανοµές τις ανήκουν σε κάποια συγκεκριµένη οικογένεια

κατανοµών → Προσοχή στην ονοµατολογία και χρήση πολυµεταβλητών

κατανοµών
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Ειδική περίπτωση: Σ διαγώνιος

Σ =


σ2

1 0 . . . 0

0 σ2
2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . σ2
p

 ⇒ |Σ| =
p∏
i

σ2
i και

Σ−1 =


1/σ2

1 0 . . . 0

0 1/σ2
2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . 1/σ2
p


f(x) =

p∏
i=1

1

(2π)1/2σi

exp

{
− 1

2σ2
i

(xi − µi)
2

}
το οποίο είναι ένα γινόµενο p µονοδιάστατων συναρτήσεων πυκνότητας από

µονοδιάστατες κανονικές κατανοµές.
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Ειδική περίπτωση: Σ διαγώνιος

f(x) =

p∏
i=1

1

(2π)1/2σi

exp

{
− 1

2σ2
i

(xi − µi)
2

}
το οποίο είναι ένα γινόµενο p µονοδιάστατων συναρτήσεων πυκνότητας από

µονοδιάστατες κανονικές κατανοµές.

Συµπέρασµα

Εάν (X1, X2, . . . , Xp) ∼ N(µ,Σ) και είναι ανά δύο ασυσχετίστες ⇒ ϑα είναι

από κοινού ανεξάρτητες.
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∆ιδιάστατη κανονική κατανοµή

΄Εστω τµ (X , Y ) ∼ N(µ,Σ), όπου µ =

(
µx

µy

)
και Σ =

(
σ2

x σxy

σxy σ2
y

)
. Τότε,

f(x, y) =
1

2πσxσy

√
1 − ρ2

exp

[
− 1

2(1 − ρ2)

{(
x − µx

σx

)2

+

(
y − µy

σy

)2

+ 2ρ

(
x − µx

σx

)(
y − µy

σy

)}]

όπου ρ = σxy

σxσy
η συσχέτιση των X και Y .

Αν ρ = 0,→ η από κοινού σππ είναι το γινόµενο δύο σππ µονοδιάστατων

κανονικών κατανοµών.

⇒ οι δύο τµ είναι ανεξάρτητες.

Λουκία Μελιγκοτσίδου Πολυµεταβλητή Ανάλυση 10 / 54



Μορφή διδιάστατης κανονικής

Μορφή διδιάστατης κανονικής:

Συµµετρική

µοιάζει µε καµπάνα της οποίας τα χαρακτηριστικά καθορίζονται από τις

παραµέτρους

Η κορυφή της καµπάνας ϐρίσκεται πάντα στο σηµείο µ

Ενδιαφέρον αποτέλεσµα:

Για τη διµεταβλητή κανονική κατανοµή ισχύει πως αν οι τυχαίες µεταβλητές

X και Y είναι ασυσχέτιστες τότε είναι και ανεξάρτητες, ισχύει και το

αντίστροφο.

Γενικά το αντίστροφο δεν ισχύει
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Διδιάστατη κανονική κατανομή με μηδενικό διάνυσμα μέσων 
και ίσες διασπορές
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Δι διάστατη κανονική κατανομή με μηδενικούς μέσους, 
ίσες διασπορές και υψηλή συσχέτιση
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΄Αλλες συνεχείς κατανοµές
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΄Αλλες συνεχείς κατανοµές
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΄Αλλες συνεχείς κατανοµές
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΄Αλλες συνεχείς κατανοµές
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Σχέση µε χ2 κατανοµή

Θεώρηµα: ΄Εστω xp×1 ∼ N(µ,Σ), τότε

(x − µ)⊤Σ−1(x − µ) ∼ χ2
p

Αποτελεί γενίκευση του

X ∼ N(µ, σ2) ⇒ X − µ

σ
∼ N(0, 1) ⇒ (X − µ)2

σ2
∼ χ2

1
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Ελλειψοειδή ίσης πιθανότητας

Η εξίσωση (x − µ)⊤Σ−1(x − µ) = c2 περιγράφει µια έλλειψη

Για την πολυµεταβλητή κανονική κατανοµή αυτό αντιστοιχεί σε υψοµετρικές

καµπύλες σταθερής πυκνότητας

Με άλλα λόγια, όλα τα σηµεία µε την ίδια πυκνότητα περιγράφονται από

µια έλλειψη

Περιοχές εµπιστοσύνης (confidence regions) για τα τυχαία διανύσµατα

P

{
(x − µ)⊤Σ−1(x − µ) ≤ χ2

p,α

}
= α

δηλαδή το α× 100% των παρατηρήσεων από την N(µ,Σ) ϐρίσκεται εντός

της έλλειψης

(x − µ)⊤Σ−1(x − µ) = χ2
p,α

- Υποθέτει πως το διάνυσµα των µέσων και ο πίνακας διακύµανσης είναι

γνωστά.
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Υψοµετρικές καµπύλες σταθερής πυκνότητας
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Υψοµετρικές καµπύλες σταθερής πυκνότητας
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Υψοµετρικές καµπύλες σταθερής πυκνότητας

Αν οι τυχαίες μεταβλητές X,Y ασυσχέτιστες 
με ίσες διασπορές → η έλλειψη εκφυλίζεται 
σε κύκλο. Στις περισσότερες διαστάσεις 
το υπερελλειψοειδές γίνεται 
υπερσφαίρα

Η απόλυτη τιµή του ϱ καθορίζει τα 
χαρακτηριστικά της έλλειψης. (όσο τείνει 
στο 1 η έλλειψη τείνει να εκφυλιστεί σε 
γραµµή). Οι ελλείψεις αντιστοιχούν σε 
πιθανότητα 0.5, 0.7, 0.8, 0.9, 0.95, 0.99.
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Περιοχές εµπιστοσύνης
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Περιοχές εµπιστοσύνης

Προσοµοίωση από N(µ = 0,Σ)

Από τρόπο κατασκευής περιµένουµε ≃
95% των παρατηρήσεων να είναι µέσα

στην έλλειψη.

Η επιλογή των παραµέτρων δεν επηρεάζει

τα συµπεράσµατα:

- το µ µετακινεί το κέντρο της έλλειψης,

- ο Σ καθορίζει το µήκος των αξόνων
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Γραµµικοί µετασχηµατισµοί

Θεώρηµα

΄Εστω x ∼ N(µ,Σ) και a διάνυσµα διαστάσεων (p × 1) από σταθερούς

αριθµούς (όχι τ.µ.). Τότε για την τ.µ. y = a⊤x ισχύει πως : y ∼ N(a⊤µ, a⊤Σa).

Ερµηνεία

Η κατανοµή γραµµικού συνδυασµού µεταβλητών µε από κοινού κατανοµή

την πολυδιάστατη κανονική ακολουθεί την µονοδιάστατη κανονική

κατανοµή.

Είναι γνωστό πως το αποτέλεσµα ισχύει για την περίπτωση ανεξάρτητων

κανονικών τυχαίων µεταβλητών, τώρα παρατηρούµε πως το ίδιο ισχύει και

για την περίπτωση που οι τ.µ. έχουν συσχέτιση µεταξύ τους.
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Γραµµικοί µετασχηµατισµοί

Θεώρηµα

Εστω x ∼ N(µ,Σ), Aq×p πίνακας και bq×1 διάνυσµα από σταθερούς αριθµούς.

Τότε για το τδ (q × 1) y = Ax + b ισχύει πως y ∼ N(Aµ+ b,AΣA⊤).
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Περιθώριες Από Κοινού Κατανοµές

΄Εστω x⊤ = (X1, X2, . . . , Xp) ∼ N(µ,Σ) και y⊤ = (X1, X2, . . . , Xq) (q < p).

Από κοινού περιθώρια κατανοµή της y ;

y =


X1

X2

...

Xq

 =


1X1 + 0X2 + . . . 0Xq + 0Xq+1 + . . . 0Xp

0X1 + 1X2 + . . . 0Xq + 0Xq+1 + . . . 0Xp

...

0X1 + 0X2 + . . . 1Xq + 0Xq+1 + . . . 0Xp



=


1 0 . . . 0 0 . . . 0

0 1 . . . 0 0 . . . 0

...
...

. . .
...

...
. . .

...

︸ ︷︷ ︸
q × q

0 0 . . . 1 ︸ ︷︷ ︸
q × (p − q)

0 . . . 0


q×p


X1

X2

...

Xp


p×1
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Περιθώριες Από Κοινού Κατανοµές (2)

Εποµένως, y = Aq×pxp×1, όπου A =
(
Iq×q 0q×(p−q)

)
. Κάνοντας χρήση του

προηγούµενου ϑεωρήµατος

y ∼ N(Aµ,AΣA⊤)

∆ηλαδή δηµιουργούµε τους µερικούς πίνακες παίρνοντας συγκεκριµένα

κοµµάτια των πινάκων

Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
ο υποπίνακας Σ11 περιέχει τις διακυµάνσεις και τις συνδιακυµάνσεις όλων

των µεταβλητών που περιέχονται στο διάνυσµα y⊤ = (X1, X2, . . . , Xq) και

αντίστοιχη ερµηνεία µπορεί να δοθεί στον πίνακα Σ22.

οι πίνακες Σ12 και Σ21 δεν είναι συµµετρικοί και απλά περιέχουν τις

συνδιακυµάνσεις των µεταβλητών του ενός διανύσµατος µε τις µεταβλητές

του άλλου διανύσµατος.
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Περιθώριες Από Κοινού Κατανοµές (3)

΄Επεται ότι

Aµ =


1 0 . . . 0 0 . . . 0

0 1 . . . 0 0 . . . 0

...
...

. . .
...

...
. . .

...

︸ ︷︷ ︸
q × q

0 0 . . . 1 ︸ ︷︷ ︸
q × (p − q)

0 . . . 0


q×p


µ1

µ2

...

µp


p×1

=


µ1

µ2

...

µq


q×1

= µ1

Επίσης

AΣA⊤ =
(
Iq×q 0q×(p−q)

)(Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)(
Iq×q

0q×(p−q)

)
=

(
Σ11 Σ12

)( Iq×q

0q×(p−q)

)
= Σ11.

΄Αρα

y ∼ N(µ1,Σ11).
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Περιθώριες Από Κοινού Κατανοµές (4)

Συµπέρασµα

∆ηλαδή κάθε περιθώρια (είτε απλή περιθώρια, δηλαδή για καθεµία µεταβλητή

είτε από κοινού περιθώρια, δηλαδή για Ϲεύγη, τριάδες κλπ µεταβλητών) είναι

πολυµεταβλητή κανονική κατανοµή. Εποµένως και κάθε απλή περιθώρια

κατανοµή είναι µια απλή κανονική κατανοµή

Στην περίπτωση που οι µεταβλητές δεν είναι στη σειρά πρέπει να

προσέξουµε πως ϑα κατασκευάσουµε τους υποπίνακες που ϑέλουµε

ώστε να είµαστε σίγουροι ότι αντιστοιχούν στην διαµέριση που Ϲητάµε
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∆εσµευµένες Κατανοµές

΄Εστω

x : x =


x1︸︷︷︸

q×1

x2︸︷︷︸
m×1


όπου q + m = p,

µ =


µ1︸︷︷︸
q×1

µ2︸︷︷︸
m×1

 και

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
, Σ12 = Σ⊤

21,

όπου Σ11 και Σ22 οι πίνακες συνδιακύµανσης των x1 και x2, αντίστοιχα (εάν

Σ21 = 0 τότε τα x1 και x2 είναι ανεξάρτητα).

Λουκία Μελιγκοτσίδου Πολυµεταβλητή Ανάλυση 32 / 54



∆εσµευµένες Κατανοµές (2)

Θεώρηµα

΄Εστω x ∼ N(µ,Σ), χρησιµοποιώντας την προηγούµενη διαµέριση

x⊤ = (x⊤1 , x
⊤
2 ), για τη δεσµευµένη κατανοµή ισχύει ότι

x1|x2 ∼ N(µ′,Σ′)

όπου µ′ = µ1 +Σ12(x2 − µ2) και Σ′ = Σ11 −Σ12Σ
−1

22 Σ21

Παρατηρήσεις:

Το ϑεώρηµα ισχύει και για την απλή δεσµευµένη κατανοµή µιας τ.µ. ή τη

δεσµευµένη κατανοµή αγνοώντας κάποιες άλλες µεταβλητές.

Ο πίνακας Σ′
δεν εξαρτάται από τις τιµές των µεταβλητών ως προς τις

οποίες έχουµε δεσµεύσει.
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∆εσµευµένες Κατανοµές (3)

΄Εστω 2 τµ (X , Y ) ∼ N(µ,Σ), µε µ⊤ = (µx , µy) και Σ =

(
σ2

x σxy

σxy σ2
y

)
. Βάσει

του προηγούµενου ϑεωρήµατος, Y |X = x ∼ N(·, ·) µε

E(Y |X = x) = µy +
σxy

σ2
x

(x − µx)

Var(Y |X = x) = σ2
y −

σ2
xy

σ2
x

= σ2
y(1 − ρ2)

δεδοµένου ότι ρ = σxy

σxσy
.
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∆εσµευµένες Κατανοµές: Χρήσιµα συµπεράσµατα

Η δεσµευµένη διακύµανση δεν εξαρτάται από την τιµή x της τµ X , δηλαδή

την πληροφορία. Γενικά αυτό δεν συµβαίνει συχνά!

Var(Y |X = x) ≤ Var(Y ) (η ισότητα ισχύει αν ρ = 0). ∆ηλαδή αν υπάρχει

έστω και µικρή συσχέτιση ανάµεσα σε δύο µεταβλητές µπορούµε να

µειώσουµε τη διακύµανση της µιας έχοντας κάποια πληροφορία για την

άλλη.

Το πρόσηµο της συσχέτισης ανάµεσα σε δύο µεταβλητές δεν παίζει ϱόλο.

Η δεσµευµένη αναµενόµενη τιµή είναι γραµµική ως προς την τιµή της τµ Χ.

Στη στατιστική η δεσµευµένη αναµενόµενη τιµή ονοµάζεται παλινδρόµηση

(regression)

Λουκία Μελιγκοτσίδου Πολυµεταβλητή Ανάλυση 35 / 54



∆εσµευµένες Κατανοµές: Οµοιότητες µε παλινδρόµηση

Υποθέσεις γραµµικού µοντέλου

- Η αναµενόµενη τιµή του Y δοθέντος του X = x είναι γραµµική ως προς το x

- Η διακύµανση είναι σταθερή και ανεξάρτητη από το x .

- Η κατανοµή του Y είναι η κανονική.

Τα α και β της γραµµικής παλινδρόµησης εκτιµούνται µε τα δειγµατικά

αντίστοιχα των τύπων στην έκφραση της δεσµευµένης αναµενόµενης

τιµής.
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Παραγώγιση διανυσµάτων/πινάκων

΄Εστω βk×1 k-διάστατο διάνυσµα και f(β) = f(β1, . . . , βk) µια πραγµατική

συνάρτηση στο R, δηλαδή f : Rk → R. Η παράγωγος της f ως προς β ορίζεται

ως

∂f(β)

∂β
=


∂f(β)
∂β1

...
∂f(β)
∂βk


k×1

δηλαδή το k-διάστατο διάνυσµα των µερικών παραγώγων. Σαν σύµβαση,

ϑεωρούµε το 1 × k διάνυσµα (πίνακας γραµµή)

∂f(β)

∂β⊤ =
{

∂f(β)
∂β1

, . . . , ∂f(β)
∂βk

}
1×k

.
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Παραγώγιση διανυσµάτικών συναρτήσεων

΄Εστω

g(β) =


g1(β)

...

gn(β)


n×1

όπου g είναι µια διανυσµατική συνάρτηση της µεταβλητής β, g : Rk → Rn.

Επειδή η g είναι ουσιαστικά πίνακας στήλη, ορίζουµε την παράγωγο της g ώς

προς το β⊤
(πίνακας γραµµή)

∂g(β)

∂β⊤ =


∂g1(β)
∂β1

· · · ∂g1(β)
∂βk

...
. . .

...
∂gn(β)
∂β1

· · · ∂gn(β)
∂βk


n×k

Ισχύει πάντα ότι

∂g⊤(β)

∂β
=

{
∂g(β)

∂β⊤

}⊤
.
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Εσσιανός πίνακας

΄Εστω f(β) ∈ R, ο Εσσιανός πίνακας ορίζεται ως

∂2f(β)

∂β∂β⊤ =
∂2f(β)

∂β⊤∂β
=


∂2f(β)
∂β1∂β1

· · · ∂2f(β)
∂β1∂βk

...
. . .

...

∂2f(β)
∂βk∂β1

· · · ∂2f(β)
∂βk∂βk


k×k

ο οποίος είναι ένας k × k συµµετρικός πίνακας (η σειρά της παραγώγισης δεν

παίζει ϱόλο).
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Παραδείγµα

΄Εστω f(β) = c⊤β = c1β1 + . . .+ ckβk , όπου βk×1 και ck×1 (σταθερά). ΄Αρα,

∂c⊤β
∂β

=


∂(c1β1+...+ckβk)

∂β1

...
∂(c1β1+...+ckβk)

∂βk

 =

c1

...

ck

 = c.

Επειδή c⊤β = β⊤c ⇒ ∂β⊤c
∂β = c.
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Παραδείγµα

΄Εστω g(β) = Aβ, όπου An×k σταθερός πίνακας.

g(β) = Aβ =

a11β1 + · · ·+ a1kβk

...

an1β1 + · · ·+ ankβk


n×1

Εποµένως,

∂Aβ

∂β⊤ =


∂(a11β1+···+a1kβk )

∂β1
· · · ∂(a11β1+···+a1kβk )

∂βk

.

.

.
. . .

.

.

.
∂(an1β1+···+ankβk )

∂β1
· · · ∂(an1β1+···+ankβk )

∂βk

 =

a11 · · · a1k

.

.

.
. . .

.

.

.

an1 · · · ank

 = A.

Ανάλογα,
∂β⊤A
∂β = A⊤.
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Παραγώγιση τετραγωνικών µορφών

΄Εστω f(β) = β⊤Aβ για κάποιον πίνακα A. Τότε αποδεικνύεται ότι

∂β⊤Aβ
∂β

= (A+ A⊤)β

∂β⊤Aβ

∂β⊤ = β⊤(A+ A⊤)

Εάν A συµµετρικός,
∂β⊤Aβ

∂β = 2Aβ. Επιπλέον,

∂2β⊤Aβ

∂β∂β⊤ = A+ A⊤.
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Παράδειγµα: το κανονικό γραµµικό µοντέλο

΄Εστω το µοντέλο πολλαπλής γραµµικής παλινδρόµησης

Yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + . . .+ βpxip + ϵi , i = 1, 2, . . . , n

ϵi ∼ N(0, σ2)

ϵi ⊥⊥ ϵj (i ̸= j) ανεξάρτητες

Το µοντέλο µπορεί να γραφεί στην µορφή πινάκων ως

Y =


Y1

Y2

...

Yn


n×1

, X =


1 x11 x12 . . . x1p

1 x21 x22 . . . x2p

...
...

... . . .
...

1 xn1 xn2 . . . xnp


n×(p+1)
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Παράδειγµα: το κανονικό γραµµικό µοντέλο (2)

β =


β1

β2

...

βp


(p+1)×1

, ϵ =


ϵ1

ϵ2

...

ϵn


n×1

,

Εποµένως,

Y = Xβ + ϵ

Παρατηρήσεις

Στην ϑεωρία της γραµµικής παλινδρόµηση, ο πίνακας σχεδιασµού (design

matrix) ϑεωρείται σταθερός - εξετάζουµε την κατανοµή Y |X , άρα ⇒
E(Y ) = Xβ και Var(Y ) = Var(ϵ) = σ2In αφού τα σφάλµατα είναι

ανεξάρτητα µεταξύ τους.

΄Επεται από τα ϑεωρήµατα γραµµικού συνδυασµού κανονικών

Y ∼ N(Xβ, σ2In).
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Παράδειγµα: το κανονικό γραµµικό µοντέλο (3)

Για να ϐρούµε εκτιµητές των παραµέτρων, αρκεί να ελαχιστοποιήσουµε το

άθροισµα των τετραγωνικών αποστάσεων

Q(β) = (Y − Xβ)⊤(Y − Xβ) = Y⊤Y + βX⊤Xβ − 2β⊤X⊤Y

Παραγωγίζουµε ως προς β

∂Q(β)

∂β
= 2X⊤Xβ − 2X⊤Y = 0 ⇒

(X⊤X )β̂ = X⊤Y ⇒
β̂ = (X⊤X )−1X⊤Y

Πρέπει ο πίνακας X⊤X να είναι ϑετικά ορισµένος.

Αυτό µπορεί να επιβεβαιωθεί εφόσον καµία µεταβλητή (στήλη του X ) εκ

των X1, X2, . . . , Xp δεν είναι γραµµικός συνδυασµός των υπολοίπων

(ϑυµηθείτε το Ϲήτηµα της πολυσυγγραµµικότητας).
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Παράδειγµα: το κανονικό γραµµικό µοντέλο (4)

Συµπεράσµατα

Η κατανοµή του β είναι (p + 1)-διάστατη κανονική ως γραµµικός

συνδυασµών κανονικών κατανοµών

E(β̂) = (X⊤X )−1X⊤
E(Y ) = (X⊤X )−1(X⊤X )β = β

Var(β̂) = (X⊤X )−1X⊤(σ2In)X{(X⊤X )−1}⊤

= σ2(X⊤X )−1(X⊤X )(X⊤X )−1 = σ2(X⊤X )−1

Εποµένως,

β̂ ∼ N

{
β, σ2(X⊤X )−1

}
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Παραγώγιση πινάκα

΄Εστω Σp×p = (σij) ένας p × p πίνακας ανεξάρτητων µεταβλητών (σij),
i, j = 1, 2, . . . , p. Επειδή

∂σst

∂σij

=

{
1, εάν s = i και t = j

0, διαφορετικά

ορίζουµε ότι

∂Σ

∂σij

= u iu
⊤
j {1 στο (i, j) στοιχείο και 0 αλλού}

όπου u i είναι η i στήλη του Ip και u j η j στήλη του Ip.
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Παραγώγιση ίχνους πίνακα

΄Εστω Σp×p = (σij) ένας p × p πίνακας ανεξάρτητων µεταβλητών και Ap×p

σταθερός πίνακας (δεν µεταβάλλεται ως προς σij). Τότε

∂ tr(AΣ)

∂σij

= tr

(
A
∂Σ

∂σij

)
= tr(Au iu

⊤
j ) = tr(u⊤j Au i)

= u⊤j Au i = aji {το (j, i) στοιχείο του Σ }

΄Αρα σε µορφή πινάκων

∂ tr(AΣ)

∂Σ
=

∂ tr(ΣA)
∂Σ

= A⊤.
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Παραγώγιση ορίζουσας πίνακα

΄Εστω Σp×p = (σij) πίνακας ανεξάρτητων µεταβλητών. Υπενθυµίζεται ότι

det(Σ) =
∑

m

t=1
σitξit , όπου ξit = (−1)t+1 det(Σ⋆

it ) είναι ανεξάρτητα (δεν

µεταβάλλονται ως προς σit). Σ
⋆
it → πίνακας που προκύπτει διαγράφοντας την

i-οστή γραµµή και t-οστή στήλη του Σ. Εποµένως,

∂ det(Σ)

∂σij

= ξij .

Στην γραµµική άλγεβρα, ο ανάστροφος πίνακας συµπαραγόντων (cofactor

matrix), adj(Σ) ορίζεται ως adj(Σ) = (ξji). Επιπλέον, εάν Σ αντιστρέψιµος,

ισχύει ότι Σ−1 = adj(Σ)
det(Σ) , άρα συνεπάγεται ότι

∂ det(Σ)

∂Σ
= adj(Σ)⊤ = |Σ|

(
Σ−1

)⊤
.

Λουκία Μελιγκοτσίδου Πολυµεταβλητή Ανάλυση 49 / 54



Παραγώγιση λογαρίθµου ορίζουσας πίνακα

Χρησιµοποιώντας τον κανόνα της αλυσίδας,

∂ log det(Σ)

∂Σ
=

1

|Σ|
∂ det(Σ)

∂Σ
=

(
Σ−1

)⊤
= Σ−T .
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Παραγώγιση αντιστρόφου πίνακα

Εάν F = F(x)p×p πίνακας ο οποίος είναι συνάρτηση ενός διανύσµατος x,

αποδεικνύεται εύκολα ότι (διότι FF−1 = I)

∂F−1

∂xj

= −F−1 ∂F
∂xj

F−1,

για παράδειγµα,

∂ tr
(
Σ−1A

)
∂σij

= tr

(
∂Σ−1

∂σij

A

)
= − tr

(
Σ−1u iu

⊤
j Σ

−1A
)

= −u⊤j Σ
−1AΣ−1u i = −

[
Σ−1AΣ−1

]
ji

Εποµένως,

∂ tr
(
Σ−1A

)
∂Σ

= −
(
Σ−1AΣ−1

)⊤
.
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Εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας για τις παραµέτρους της

πολυδιάστατης κανονικής κατανοµής

΄Εστω x i = (xi1, xi2, . . . , xip)
⊤, i = 1, 2, . . . , n τυχαίο δείγµα από την N(µ,Σ). Η

πιθανοφάνεια του µοντέλου είναι ίση µε

L(µ,Σ) =
n∏

i=1

f(x i |µ,Σ)

=
n∏

i=1

[
1

(2π)p/2|Σ|1/2
exp

{
−1

2
(x i − µ)⊤Σ−1(x i − µ)

}]
Σε λογαριθµική κλίµακα (αγνοώντας σταθερούς όρους)

ℓ(µ,Σ) = −n

2
log |Σ| − 1

2

n∑
i=1

(x i − µ)⊤Σ−1(x i − µ).
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Παραγώγιση ως προς µ

∂ℓ(µ,Σ)

∂µ
= −1

2

∂

∂µ

n∑
i=1

(
x⊤i Σ

−1x i + µ⊤Σµ− 2µ⊤Σ−1x i

)
= −1

2

n∑
i=1

(2Σ−1µ− 2Σ−1x i) = Σ−1

n∑
i=1

(x i − µ) = 0

⇒ µ̂ = n
−1

n∑
i=1

x i = x

ο (διανυσµατικός) δειγµατικός µέσος των δεδοµένων.
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Παραγώγιση ως προς Σ

Για την παραγώγιση ως προς Σ, αντικαθιστούµε την παράµετρο µ µε την

εκτίµησή της

ℓ(µ̂,Σ) = −n

2
log |Σ| − 1

2
tr

{
Σ−1

n∑
i=1

(x i − x)(x i − x)⊤
}

Επειδή ο πίνακας Σ είναι συµµετρικός, µε ϐάση τους κανόνες παραγώγισης της

ορίζουσας, του ίχνους, και του αντιστρόφου πινάκων, ϑέτοντας

A =
∑

n

i=1
(x i − x)(x i − x)⊤ (συµµετρικός πίνακας), προκύπτει ότι,

∂ℓ(µ̂,Σ)

∂Σ
= −n

2

∂ log |Σ|
∂Σ

− 1

2

∂

∂Σ
tr
(
Σ−1A

)
= −n

2
Σ−1 +

1

2
Σ−1AΣ−1 = 0,

και πολλαπλασιάζοντας από αριστερά και δεξιά µε Σ, καταλήγουµε στο

Σ̂ = n−1
∑

n

i=1
(x i − x)(x i − x)⊤.

Λουκία Μελιγκοτσίδου Πολυµεταβλητή Ανάλυση 54 / 54


	Πολυμεταβλητή Κανονική Κατανομή
	Παραγώγιση πινάκων

	2.PlayPauseRight: 
	2.PlayRight: 
	2.PauseRight: 
	2.PlayPauseLeft: 
	2.PlayLeft: 
	2.PauseLeft: 
	anm2: 
	2.9: 
	2.8: 
	2.7: 
	2.6: 
	2.5: 
	2.4: 
	2.3: 
	2.2: 
	2.1: 
	2.0: 
	0.PlayPauseRight: 
	0.PlayRight: 
	0.PauseRight: 
	0.PlayPauseLeft: 
	0.PlayLeft: 
	0.PauseLeft: 
	anm0: 
	0.19: 
	0.18: 
	0.17: 
	0.16: 
	0.15: 
	0.14: 
	0.13: 
	0.12: 
	0.11: 
	0.10: 
	0.9: 
	0.8: 
	0.7: 
	0.6: 
	0.5: 
	0.4: 
	0.3: 
	0.2: 
	0.1: 
	0.0: 


