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Εισαγωγή

Η κεντρική ιδέα Η ανάλυση κυρίων συνιστωσών (PCA) έχει ως στόχο την

ελάττωση της διάστασης (αριθµός µεταβλητών) ενός συνόλου δεδοµένων που

αποτελείται από ένα µεγάλο σύνολο συσχετισµένων µεταβλητών

Πώς επιτυγχάνεται αυτό; Μέσω ενός γραµµικού µετασχηµατισµού των

µεταβλητών προκύπτουν νέες µεταβλητές (οι κύριες συνιστώσες), οι οποίες

1 είναι ασυσχέτιστες

2 έχουν την ίδια συνολική διασπορά µε τις αρχικές

και επιπλέον

Ελπίζουµε ότι ένας µικρός αριθµός εξ αυτών εξηγεί το µεγαλύτερο µέρος

της διασποράς των αρχικών µεταβλητών.

Εάν συµβαίνει αυτό → ίσως µπορούµε να αντικαταστήσουµε τα αρχικά

δεδοµένα µε ένα µικρό αριθµό κυρίων συνιστωσών (χωρίς να χάσουµε

πολλή πληροφορία).
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Παραδείγµατα

1 Σε µία µελέτη για την αντίδραση των ασθενών µε καρκίνο στη

χηµειοθεραπέια έχουµε µετρήσει 10 µεταβλητές. Επειδή είναι δύσκολο να

δουλέψουµε και µε τις 10 για να αξιολογήσουµε την επίδραση κάποιου

ϕαρµάκου ϑα ϑέλαµε να συµπυκνώσουµε την πληροφορία από τις 10

µεταβλητές σε λιγότερες, η PCA µπορεί να ϐοηθήσει σε αυτό.

2 Για να µετρήσουµε την ικανοποίηση των πελατών ϑα πρέπει να

µετρήσουµε διαφορετικές οπτικές της ικανοποιήσης και να τις

συνθέσουµε σε έναν ενδεχοµένως δείκτη.

3 Συνήθως οι ϕωτογραφίες αποθηεκευονται σε RGB format και εποµένως

αν µπορούµε να τις συµπιέσουµε σε λιγότερες µεταβλητές ϑα ηταν

µεγάλο κέρδος. Πόσο ϑα χάσουµε όµως σε ποιότητα;
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Βασική ιδέα

Φασµατική ανάλυση συµµετρικού πίνακα Ap×p :

A = EΛE⊤

όπου Λp×p διαγώνιος πίνακας µε τις ιδιοτιµές του A

Λ =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · λp


Ep×p ορθογώνιος (EE⊤ = Ip) από τα κανονικοποιηµένα ιδιοδιανύσµατα των

αντίστοιχων ιδιοτιµών. Προκύπτει ότι :

Λ = E⊤AE

Αν ξεκινήσουµε από έναν τετραγωνικό πίνακα A µπορούµε να καταλήξουµε σε

έναν διαγώνιο πίνακα Λ.

Χρησιµότητα: Ανάλυση πίνακα διακύµανσης Σ
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Η πρώτη κύρια συνιστώσα

΄Εστω X = (X1, X2, . . . , Xp) τυχαίο διάνυσµα µε Var(X ) = Σp×p ϑετικά

ορισµένο.

Πρώτη κύρια συνιστώσα

Γραµµικός συνδυασµός

Y1 = a⊤X = a1X1 + . . .+ apXp

µε την µέγιστη δυνατή διασπορά.

Παρατηρήσεις:

Η διασπορά αυτή είναι µη ϕραγµένη ποσότητα

Περιοριζόµαστε σε γραµµικούς συνδυασµούς που ικανοποιούν κάποια

συνθήκη

Συνηθέστερη συνθήκη: a⊤a = 1
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Η πρώτη κύρια συνιστώσα µιας κατανοµής (συνέχεια)

Επειδή

Var(Y1) = Var(a⊤X ) = a⊤Σa,

Ϲητάµε να µεγιστοποιήσουµε την a⊤Σa ως προς a υπό τον περιορισµό

∥a∥ = a⊤a = 1.

Μεγιστοποίηση τετραγωνικών µορφών

Αποδεικνύεται ότι (δείτε τις σημειώσεις της γραμμικής άλγεβρας) το µέγιστο 
αυτό ισούται µε λ1, την µέγιστη ιδιοτιµή του Σ, και επιτυγχάνεται για a = e1, 
το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην µεγαλύτερη ιδιοτιµή.
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Μεγιστοποίηση τετραγωνικών µορφών

΄Εστω Ap×p ένας ϑετικά ορισµένος πίνακας µε ιδιοτιµές

λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λp > 0

και τα αντίστοιχα (κανονικοποιηµένα) ιδιοδιανύσµατα e1, e2, . . . , ep. Τότε

ισχύουν τα εξής

max
x ̸=0

x⊤Ax
x⊤x

= λ1 (για x = e1)

max
x ̸=0,x⊥e1,...,ek

x⊤Ax
x⊤x

= λk+1 (για x = ek+1), k = 1, 2 . . . , p − 1.
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Η πρώτη κύρια συνιστώσα µιας κατανοµής (ορισµός)

Ορισµός

Η πρώτη κύρια συνιστώσα µιας κατανοµής είναι ο γραµµικός συνδυασµός

Y1 = e⊤1 X µε διασπορά Var(Y1) = λ1, όπου λ1 η µέγιστη ιδιοτιµή του Σ και e1

το (κανονικοποιηµένο) ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί σε αυτήν την ιδιοτιµή.

Από ϕασµατική ανάλυση του Σ

Σ =

p∑
i=1

λieie
⊤
i

Var(Y1) = Var(e⊤1 X ) = e⊤1 Σe1 = e⊤1

p∑
i=1

λieie
⊤
i e1

=

p∑
i=1

λi(e
⊤
1 ei)(e

⊤
i e1) = λ1(e

⊤
1 e1)

2 = λ1

επειδή e1 ⊥ e2, . . . , ep και e⊤1 e1 = 1.

Λουκία Μελιγκοτσίδου Πολυµεταβλητή Ανάλυση 9 / 61



Η δεύτερη κύρια συνιστώσα µιας κατανοµής

Η δεύτερη κύρια συνιστώσα µιας κατανοµής ορίζεται ως ο γραµµικός

συνδυασµός

Y2 = a⊤X = a1X1 + . . . apXp

τέτοιος ώστε

1 Cov(Y1, Y2) = 0

2 Var(Y2) να γίνει µέγιστη

3 a⊤a = 1

Επειδή ϑέλουµε

0 = Cov(Y1, Y2) = Cov(e⊤1 X , a⊤X ) = e⊤1 Σa = e⊤1

(
p∑

i=1

λieie
⊤
i

)
a = λ1e

⊤
1 a

⇔ e1 ⊥ a. Εποµένως, από το ϑεώρηµα µεγιστοποίησης τετραγωνικών

µορφών, προκύπτει ότι η µέγιστη διασπορά για την Y2 είναι ίση µε λ2 και

επιτυγχάνεται για a = e2.
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Η δεύτερη κύρια συνιστώσα µιας κατανοµής (ορισµός)

Ορισµός

Η δεύτερη κύρια συνιστώσα µιας κατανοµής είναι ο γραµµικός συνδυασµός

Y1 = e⊤2 X µε διασπορά Var(Y2) = λ2, όπου λ2 η δεύτερη µεγαλύτερη ιδιοτιµή

του Σ και e2 το (κανονικοποιηµένο) ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί σε αυτήν την

ιδιοτιµή.
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Η k-οστή κύρια συνιστώσα µιας κατανοµής

Συνεχίζοντας ανάλογα, ορίζουµε την k-οστή κύρια συνιστώσα µιας κατανοµής

ως τον γραµµικό συνδυασµό

Yk = a⊤X

(a⊤a = 1) ο οποίος είναι ασυσχέτιστος µε τις k − 1 προηγούµενες κύριες

συνιστώσες Y1, Y2, . . . , Yk−1, και έχει την µέγιστη δυνατή διασπορά.

Μέσω του ϑεωρήµατος µεγιστοποίησης τετραγωνικών µορφών παροµοίως

αποδεικνύεται ότι η µεγιστη διασπορά είναι ίση µε Var(Yk) = λk και

επιτυγχάνεται για a = ek .
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Συνολική διασπορά (πληροφορία) κυρίων συνιστωσών

Συνολικά λοιπόν έχουµε p κύριες συνιστώσες. Επειδή

p∑
i=1

Var(Xi) =

p∑
i=1

σii = tr(Σ) =

p∑
i=1

λi =

p∑
i=1

Var(Yi)

εποµένως οι p κύριες συνιστώσες Y1, Y2, . . . , Yp διατηρούν ακριβώς την

συνολική διασπορά (πληροφορία) των αρχικών µεταβλητών X1, X2, . . . , Xp.
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Κύριες συνιστώσες

Ορισµός

΄Εστω X τυχαίο διάνυσµα µε Var(X ) = Σ ϑετικά ορισµένο και

(λ1, e1), (λ2, e2), . . . , (λp, ep) τα Ϲεύγη ιδιοτιµών-ιδιοδιανυσµάτων του Σ µε

λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λp > 0. Τότε οι γραµµικοί συνδυασµοί

Y1 = e⊤1 X
... =

...

Yk = e⊤k X
... =

...

Yp = e⊤p X

καλούνται οι κύριες συνιστώσες της κατανοµής του X . Η Yk καλείται η k-οστή

κύρια συνιστώσα και έχει διασπορά Var(Yk) = λk , k = 1, 2, . . . , p. Οι κύριες

συνιστώσες είναι ασυσχέτιστες µεταξύ τους και έχουν συνολική διασπορά ίση

µε την συνολική διασπορά των αρχικών µεταβλητών X1, X2, . . . , Xp.
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Ποσοστό συνολικής διακύµανσης

Συνολική διασπορά µεταβλητών:
∑

p

i=1
λi

Η Y1 εξηγεί το 100 × λ1∑
p

i=1
λi

% της συνολικής διακύµανσης

Οι Y1, Y2 εξηγούν το 100 × λ1+λ2∑
p

i=1
λi

% της συνολικής διακύµανσης

...

Οι Y1, Y2, . . . , Yk εξηγούν το 100 ×
∑

k

i=1
λi∑

p

i=1
λi

% της συνολικής διακύµανσης

Θέλουµε ένας µικρός αριθµός κυρίων συνιστωσών να ερµηνεύει µεγάλο

ποσοστό της συνολικής µεταβλητότητας (π.χ. > 80%)

Πρέπει οι αρχικές µεταβλητές να είναι συσχετισµένες!
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Παράδειγµα

΄Εστω ότι ο πίνακας συνδιακύµανσης του X = (X1, X2, X3)
⊤ είναι

Σ =

100 −5 1

−5 1 0.5
1 0.5 1


λi % πληρ. αθρ. % πληρ. Ιδιοδιανύσµατα

1 100.2 0.98 0.98 e⊤1 = (0.9987,−0.0503, 0.0098)
2 1.4 0.01 0.99 e⊤2 = (0.0238, 0.6260, 0.7795)
3 0.3 0.00 1.00 e⊤3 = (−0.0453,−0.7782, 0.6264)
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Παράδειγµα

λi % πληρ. αθρ. % πληρ. Ιδιοδιανύσµατα

1 100.2 0.98 0.98 e⊤1 = (0.9987,−0.0503, 0.0098)
2 1.4 0.01 0.99 e⊤2 = (0.0238, 0.6260, 0.7795)
3 0.3 0.00 1.00 e⊤3 = (−0.0453,−0.7782, 0.6264)

΄Αρα, η πρώτη κύρια συνιστώσα είναι Y1 = 0.9987X1 − 0.0503X2 + 0.0098X3.

Η πρώτη κύρια συνιστώσα εξηγεί το 98% της συνολικής διασποράς

(ουσιαστικά ταυτίζεται µε την X1).

Αυτό συµβαίνει διότι η διασπορά της X1 είναι πολύ µεγαλύτερη από τις

υπόλοιπες.

∆εν είναι καλή περίπτωση - ϑέλουµε > 1 µεταβλητές να συνεισφέρουν

στις κύριες συνιστώσες.
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Παράδειγµα
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Γενικές παρατηρήσεις

Var(Yj) = λj

Πίνακας διακύµανσης Λ κυρίων συνιστωσών: ∆ιαγώνιος µε στοιχεία τις

ιδιοτιµές λj

tr(Σ) =
∑

p

i=1
λi = tr(Λ), η συνολική διακύµανση διατηρείται

|Σ| =
∏

p

i=1
λi = |Λ| αφού Λ διαγώνιος πίνακας.

% συνολικής διακύµανσης που εξηγεί η j συνιστώσα:
λj∑
p

i=1
λi

Ασυσχέτιστες αρχικές µεταβλητές θα ταυτιστούν µε κάποια συνιστώσα
(επόµενο παράδειγµα)

Οι κύριες συνιστώσες δεν είναι µοναδικές (µπορώ να αλλάζω τα

πρόσηµα, οι τιµές των συντελεστών δεν αλλάζουν σε απόλυτη τιµή)
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Παράδειγµα

Σ =

 1 −2 0

−2 5 0

0 0 2


Ιδιοτιµές: λ1 = 5.83, λ2 = 2, λ3 = 0.17

Ιδιοδιανύσµατα:

e⊤1 = (−0.383, 0.924, 0)

e⊤2 = (0, 0, 1)

e⊤3 = (0.924, 0.383, 0)

Κύριες συνιστώσες:

Y1 = −0.383X1 + 0.924X2

Y2 = X3

Y3 = 0.924X1 + 0.383X2
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Αλλαγή Κλίµακας

Μειονέκτηµα PCA ϐάσει Σ

Αν αλλάξει η κλίµακα µέτρησης, αλλάζουν και οι κύριες συνιστώσες και η

ερµηνεία τους.

Αν κάποια µεταβλητή έχει πολύ µεγαλύτερη διακύµανση από τις

υπόλοιπες, αυτή ϑα τείνει να ταυτιστεί µε την πρώτη κύρια συνιστώσα

΄Εστω Σ =

(
10 5

5 3

)
για ηλικία X1 σε χρόνια και ϐάρος X2 σε κιλά:

Ιδιοτιµές: (12.6033, 0.3967)

Αν αντί X2 σε κιλά έχουµε X ′
2 σε τόνους

Σ′ =

(
10 0.005

0.005 0.0000003

)
Ιδιοτιµές: (10.00000250, 0.00000050) → η πρώτη κύρια συνιστώσα ϑα ταυτίζεται

µε την X1!
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Πρακτικές συµβουλές

Γενικά, διαφορά στις διακυµάνσεις ενδέχεται να περιέχει πληροφορία πολύτιµη

για το ϑέµα που εξετάζουµε. Στην πράξη

Αποφεύγουµε Σ όταν υπάρχουν µεταβλητές µε πολύ µεγαλύτερη

διακύµανση από ότι οι υπόλοιπες.

Αν οι διακυµάνσεις είναι συγκρίσιµες καλό είναι να χρησιµοποιούµε Σ.

Εναλλακτικά µετασχηµατίζουµε δεδοµένα ώστε διακυµάνσεις συγκρίσιµες
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Παράδειγµα

Σ =

 50 −1 0.1
−1 1 −0.5
0.1 −0.5 0.3


Ιδιοτιµές: 50.0206, 1.2425 και 0.0368

Y1 = 0.9997X1 − 0.0190X2 + 0.0075X3

Y2 = −0.0204X1 − 0.8840X2 + 0.4669X3

Y3 = 0.0022X1 + 0.4669X2 + 0.8842X3

Αντιµετώπιση: Χρησιµοποίηση πίνακα συσχετίσεων.

Οι συσχετίσεις

δεν αλλάζουν όταν αλλάξουν οι µονάδες µέτρησης ή η κλίµακα

δίνουν ίδιο ϐάρος σε όλες τις µεταβλητές
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PCA µε πίνακα συσχετίσεων

Ο πίνακας συσχετίσεων είναι ο πίνακας συνδιακύµανσης των τυποποιηµένων

µεταβλητών!

Εποµένως έχει νόηµα να χρησιµοποιήσουµε τις κύριες συνιστώσες του

πίνακα συσχετίσεων.

Εάν E(X ) = µ = (µ1, . . . , µp), έστω

Z1 =
X1 − µ1√

σ11

, . . . , Zp =
Xp − µp√

σpp

οι τυποιηµένες µεταβλητές. Αν ϑέσουµε V = diag(σ11, . . . , σpp), τότε

Z = (Z1, . . . , Zp) = V−1/2(X − µ) και κατά συνέπεια

Var(Z) = Var

{
V−1/2(X − µ)

}
= V−1/2ΣV−1/2 = P

όπου P είναι ο πίνακας συσχετίσεων (µε ij στοιχείο ρij , i ̸= j και άσσους στην

κύρια διαγώνιο)
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PCA µε πίνακα συσχετίσεων (συνέχεια)

Ο πίνακας P είναι ϑετικά ορισµένος εφόσον ο πίνακας Σ είναι ϑετικά

ορισµένος

Η ανάλυση σε κύριες συνιστώσες µπορεί να εφαρµοστεί µέσω του P .

Σε αυτήν την περίπτωση, η συνολική διασπορά είναι ίση µε

tr(P) = p.

αφού στην διαγώνιο υπάρχουν άσσοι.
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Παράδειγµα (συνέχεια)

P =

 1 −0.5 0.1
−0.5 1 0.5
0.1 0.5 1

 απόΣ =

100 −5 1

−5 1 0.5
1 0.5 1


λi % πληρ. αθρ. % πληρ. Ιδιοδιανύσµατα

1 1.66 0.55 0.55 e⊤1 = (−0.482, 0.732, 0.482)
2 1.10 0.37 0.92 e⊤2 = (0.707, 0.000, 0.707)
3 0.24 0.08 1.00 e⊤3 = (−0.517,−0.682, 0.517)

Βλέπουµε ότι τώρα η πρώτη κύρια συνιστώσα εξηγεί το 55% της τυποποιηµένης

διασποράς, ενώ οι δύο πρώτες κύριες συνιστώσες µαζί εξηγούν το 92%
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Παράδειγµα (συνέχεια)

λi % πληρ. αθρ. % πληρ. Ιδιοδιανύσµατα

1 1.66 0.55 0.55 e⊤1 = (−0.482, 0.732, 0.482)
2 1.10 0.37 0.92 e⊤2 = (0.707, 0.000, 0.707)
3 0.24 0.08 1.00 e⊤3 = (−0.517,−0.682, 0.517)

Παρατηρήστε ότι η πρώτη κύρια συνιστώσα είναι ίση µε

Y1 = e⊤1 Z = −0.482Z1 + 0.732Z2 + 0.482Z3

= −0.482
X1 − µ1√

100
+ 0.732

X2 − µ2√
1

+ 0.482
X3 − µ3√

1

= −0.0482X1 + 0.732X2 + 0.482X3

ενώ ϐάσει του πίνακα συνδιακύµανσης ήταν

Y1 = 0.9987X1 − 0.0503X2 + 0.0098X3.
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PCA στον πίνακα συνδιακύµανσης ή πίνακα συσχέτισης;

Ταιριάζουν τα αποτελέσµατα;

Γενικά, ανάλυση µε τους δύο πίνακες → διαφορετικά αποτελέσµατα

Το ένα δεν είναι συνάρτηση του άλλου

Γιατί καλύτερα στον πίνακα συσχέτισης;

Αποτελέσµατα σε διαφορετικά σύνολα µεταβλητών µπορούν να

συγκριθούν ευκολότερα µεταξύ τους

Ανάλυση µε πίνακα συνδιακύµανσης είναι πολύ ευαίσθητα στις µονάδες

µέτρησης

Γιατί καλύτερα στον πίνακα συνδιακύµανσης;

Ευκολότερη στατιστική συµπερασµατολογία στις κύριες συνιστώσες

Ευκολότερη ερµηνεία ως ‘νέες’ µεταβλητές.
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PCA στον πίνακα συνδιακύµανσης ή πίνακα συσχέτισης;

Ποια από τις δύο αναλύσεις προτιµούµε;

∆εν υπάρχει αυστηρός κανόνας

Περιγραφικοί σκοποί: → συνήθως πίνακα συσχέτισης.

Κοινές µονάδες µέτρησης για όλες τις µεταβλητές: → συνήθως πίνακα
συνδιακύµανσης.
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PCA στο δείγµα

΄Εστω X1, X2, . . . , Xn τυχαίο δείγµα από κάποια p-διάστατη κατανοµή µε

Var(X) = Σ ϑετικά ορισµένο και

S = (sij) =
1

n − 1

n∑
i=1

(X i − X )(X i − X )⊤

ο δειγµατικός πίνακας συνδιακύµανσης και

R = (rij) = V−1/2SV−1/2

ο δειγµατικός πίνακας συσχέτισης, όπου V = diag(s11, . . . , spp).

∆ιαδικασία

Εφαρµόζουµε την ίδια διαδικασία που περιγραφηκε προηγουµένως είτε στον S
είτε στον R , αφού είναι ϑετικά ορισµένοι µε πιθανότητα 1.

Απαραίτητη προϋπόθεση: Οι µεταβλητές πρέπει να είναι συσχετισµένες,

οπωσδήποτε να απορρίπτεται η υπόθεση P = Ip!
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Αριθµός των συνιστωσών

Σηµαντικό κοµµάτι της ανάλυσης,

- ∆εν έχει εύκολη και κοινώς αποδεκτή απάντηση.

Επιλέγοντας λιγότερες κύριες συνιστώσες από όσες µεταβλητές είχαµε

αρχικά, χάνουµε αναγκαστικά πληροφορία

Ενδιαφερόµαστε για κάποιον µικρότερο αριθµό συνιστωσών.

Πόσες όµως;
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Ποσοστό συνολικής διακύµανσης που εξηγούν οι συνιστώσες

Βάζουµε κάποιο όριο (π.χ. 80%) και διαλέγουµε τόσες συνιστώσες ώστε

αθροιστικά να εξηγούν µεγαλύτερο ποσοστό από το στόχο που ϐάλαµε.

Απλό και εύκολο, αλλά όχι πάντα καλά αποτελέσµατα.

∆εν είναι ξεκάθαρο ποιο ποσοστό της διακύµανσης πρέπει να ϐάλουµε

σαν στόχο.
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Κριτήριο του Kaiser

Παίρνουµε τόσες ιδιοτιµές όσες είναι µεγαλύτερες από λ =
∑

p

j=1
λj

p
.

Πίνακας συσχέτισης: λ = 1, άρα διαλέγουµε όσες ιδιοτιµές είναι

µεγαλύτερες της µονάδας.

Ασυσχέτιστες µεταβλητές ⇒ R = Ip (µοναδιαίος) ⇒ οι ιδιοτιµές είναι ίσες

µε 1. Εποµένως, κάθε ιδιοτιµή > 1 προσφέρει κάτι

Απλοϊκή υπόθεση

Λόγω τυχαίας µεταβλητότητας του δείγµατος, κάποιες από τις ιδιοτιοµές

> 1.

Το κριτήριο συνήθως υπερεκτιµά τον αριθµό των συνιστωσών που

χρειάζονται.
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Scree plot

Το scree plot είναι ένα γράφηµα που έχει στον οριζόντιο άξονα των x τη σειρά

και στον κάθετο άξονα των y την τιµή της κάθε ιδιοτιµής. Το κριτήριο αυτό

προτείνει να πάρουµε τόσες συνιστώσες µέχρι το γράφηµα να αρχίσει να

γίνεται περίπου επίπεδο, στην ουσία µέχρι να διαπιστώσουµε ότι αρχίζει να

αλλάζει η κλίση.
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Scree plot
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Κανονική προσέγγιση πληθυσµού

∆εν εµπιστευόµαστε το κριτήριο του Καισερ γιατί κάποιες ιδιοτιµές λόγω

τυχαίου σφάλµατος µπορεί > 1.

Υποθέτουµε ότι X1, . . . , Xp ακολουθούν πολυµεταβλητή κανονική κατανοµή.

Αν το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για την i ιδιοτιµή δεν περιέχει το 1 και

είναι µεγαλύτερο από αυτή την τιµή κρατάµε την αντίστοιχη κύρια

συνιστώσα (υποθέτουµε πως δουλεύουµε µε τον πίνακα συσχετίσεων).
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Κανονική προσέγγιση πληθυσµού

Εάν λ̂ = (λ̂1, λ̂2, . . . , λ̂p)
⊤ οι ιδιοτιµές του S και λ = (λ1, λ2, . . . , λp)

⊤ και

Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λp) τότε

√
n(λ̂− λ) ≈ N(0, 2Λ2)

⇒ λ̂i ≈ N(λi , 2λ2
i /n), και συνεπώς ένα 100(1 − α)% ∆Ε για την ιδιοτιµή λi

δίνεται από [
λ̂i

1 + zα/2

√
2/n

,
λ̂i

1 − zα/2

√
2/n

]
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Bootstrap προσέγγιση

Επαναληπτική δειγµατοληψία µε επανάθεση να εκτιµήσουµε ποσότητες

του πληθυσµού και κυρίως τα τυπικά σφάλµατα των εκτιµητριών τους.

∆Ε για τις ιδιοτιµές χωρίς να ϐασιζόµαστε σε ασυµπτωτικά αποτελέσµατα

από την Κανονική κατανοµή.

Βήµατα:

Παίρνουµε ένα δείγµα ίσου µεγέθους µε το πραγµατικό κάνοντας

δειγµατοληψία µε επανάθεση (κάποια παρατήρηση µπορεί να εµφανιστεί

παραπάνω από µια ϕορά)

Για αυτό το δείγµα υπολογίζουµε τον πίνακα διακύµανσης (συσχέτισης) και

ϐρίσκουµε τις ιδιοτιµές.

Αν επαναλάβουµε τη διαδικασία πολλές ϕορές, έχουµε σχηµατίσει µια

σειρά από τιµές της κατανοµής των ιδιοτιµών. ΄Ενα 95% bootstrap ∆Ε είναι

κάτω και άνω όριο το 2.5% και 97.5% ποσοστηµόρια της ϐοοτστραπ

κατανοµής.
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΄Ελεγχοι υποθέσεων

Αν µπορούµε να υποθέσουµε κανονικότητα του πληθυσµού ο Bartlett

περιέγραψε έναν έλεγχο υπόθεσης για να ελέγξουµε αν οι τελευταίες π-κ

ιδιοτιµές είναι ίσες (και εποµένως δεν πρέπει να τις χρησιµοποιήσουµε)

H0 : οι τελευταίες p − k ιδιοτιµές είναι ίσες

H1 : δεν είναι ίσες

Ελεγχοσυνάρτηση:

χ2 = −(n − 1)

p∑
j=k+1

log(λ̂i) + (n − 1)(p − k) log

(∑
p

j=k+1
λ̂i

p − k

)

η οποία ακολουθεί την κατανοµή χ2 µε
1

2
(p − k − 1)(p − k + 2).
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΄Ελεγχοι συσχετίσεων

Αν δεν υπάρχουν συσχετίσεις είναι άσκοπο να συνεχίσουµε.

Μεταβλητές ασυσχέτιστες: τις διώχνουµε από την ανάλυση.

‘Μεγάλη συσχέτιση’ → 0.4 ή και µεγαλύτερη σε απόλυτη τιµή.

Μέτρο συνολικής συσχέτισης

ϕ =

√∑
p

i=1

∑
p

j=1
r2
ij − p

p(p − 1)

ϕ → 1 εάν υπάρχουν µεγάλες συσχετίσεις

ϕ → 0 αν δεν υπάρχουν συσχετίσεις

Στην πράξη τιµές πάνω από 0.4 ϑεωρούνται ικανοποιητικές
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Μερικά Χρήσιµα Αποτελέσµατα

Μεταβλητή ασυσχέτιστη µε τις υπόλοιπες καλό είναι να την αφαιρέσουµε

από την ανάλυση

Ιδιες ιδιοτιµές → ΄Ελεγχος για πρόβληµα σε δεδοµένα (π.χ. στήλες που

επαναλαµβάνονται)

Μηδενικές ιδιοτιµές → Κάποιες µεταβλητές είναι γραµµικά εξαρτηµένες

Σε διαφορετικά σετ δεδοµένων µπορεί να πάρουµε ίδια ιδιοδιανύσµατα

µε διαφορετικές ιδιοτιµές

Αν R έχει µόνο ϑετικά στοιχεία → Y1 σταθµικός µέσος όρος των Xi

Αν έχουµε τα σκορ των συνιστωσών µπορούµε εύκολα να ϐρούµε τα

αρχικά δεδοµένα
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Παράδειγµα: Αποτελέσµατα Επτάθλου (Ολυµπιακοί αγώνες,

Λος ΄Αντζελες 1984)

∆εδοµένα 26 αθλητριών του επτάθλου στα 7 αγωνίσµατα κατά τη διάρκεια

της Ολυµπιάδας του Los Angeles το 1984.

∆ρόµοι (100 µέτρα µε εµπόδια, 200 µέτρα και 800 µέτρα), ϱίψεις

(σφαιροβολία και ακοντισµό) καθώς και άλµατα (άλµα εις µήκος και άλµα

εις ύψος)

Η σειρά των αγωνισµάτων είναι όπως στον παρακάτω πίνακα

Πίνακας: Τα δεδοµένα: Οι επιδόσεις των 26 αθλητριών που έλαβαν µέρος στο έπταθλο στην Ολυµπιάδα του Λος ΄Αντζελες το 1984

Αθλήτρια 100µ µε εµπόδια (sec) ΄Αλµα εις ύψος (m) Σφαιροβολία (m) 200 µέτρα (sec) ΄Αλµα εις µήκος (m) Ακοντισµός (m) 800µ (sec)

1 13.87 1.70 13.11 25.44 6.23 45.42 134.31

2 14.03 1.79 13.05 24.39 6.22 45.18 130.90

3 14.79 1.55 10.71 25.66 5.76 0.00 141.59
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Πίνακας συσχέτισης δεδοµένων επτάθλου

Μέτριες συσχετίσεις γενικά

Κάποιες ισχυρές συσχετίσεις (π.χ. τα 100 µέτρα µε εµπόδια και τα 200

µέτρα) και κάποιες χαµηλές (π.χ. ο ακοντισµός έχει υψηλή συσχέτιση µόνο

µε τη σφαιροβολία)

ϕ = 0.42 (µέτρια συσχέτιση αλλά αξίζει να διερευνηθεί).
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Πίνακας συνδιακύµανσης δεδοµένων επτάθλου
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Πίνακα συνδιακύµανσης ή πίνακα συσχέτισης;

Πίνακα διακύµανσης ή συσχέτισης;

Θα προχωρήσουµε στην ανάλυση και µε τους δύο πίνακες για να

συγκρίνουµε τα αποτελέσµατά τους

Οι µονάδες είναι διαφορετικές (κάποιες µεταβλητές µετριούνται σε µέτρα

ενώ κάποιες σε δευτερόλεπτα)

Το µέγεθος των διακυµάνσεων διαφέρει πάρα πολύ. Ο ακοντισµός έχει

διακύµανση 93 περίπου ενώ στο άλµα σε ύψος η διακύµανση είναι µόλις

0.009.

Πίνακα διακυµάνσεων; οχι καλή ιδέα
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Πίνακας συνδιακύµανσης: Ιδιοτιµές

2 πρώτες ιδιοτιµές είναι πολύ µεγάλες σε σχέση µε τις υπόλοιπες

διαλέγοντας τις δύο πρώτες συνιστώσες → 99% της συνολικής

διακύµανσης. Αν διαλέξουµε µόνο µια συνιστώσα εξηγούµε το 66,7
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Πίνακας συνδιακύµανσης: Κύριες συνιστώσες

Οι δύο πρώτες συνιστώσες σχεδόν ταυτίζονται µε τον ακοντισµό και τα 800

µέτρα αντίστοιχα (τα πρόσηµα δεν παίζουν κάποιο ϱόλο).

Αυτές ήταν οι δύο µεταβλητές µε τη µεγαλύτερη διακύµανση

Τα αποτελέσµατα δεν έχουν κάποιο ενδιαφέρον και αυτό οφείλεται στις

µεγάλες διαφορές των µεταβλητών ως προς τις διακυµάνσεις τους.
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Πίνακας συνδιακύµανσης: Πρώτη κύρια συνιστώσα

Y1 = 0.019802(100µ)− 0.003443(ύψος)− 0.059340(σφαιροβολία)

+ 0.014941(200 µ.)− 0.004937(µήκος)−0.996535(ακοντισµός)

+ 0.052393(800µ)

Παρατηρείστε πως η κύρια συνιστώσα δεν έχει µονάδες.

Ακόµα και αν έχουµε χρησιµοποιήσει τον πίνακα διακυµάνσεων όπου

υπήρχαν µονάδες το αποτέλεσµα πρέπει να το ϐλέπουµε σαν αριθµό

χωρίς µονάδες (δεν έχει νόηµα να προσθέσουµε δευτερόλεπτα µε

µέτρα)!

Σκίαση τους συντελεστές που είναι µεγαλύτεροι σε απόλυτη τιµή από 0.30

Μικροί συντελεστές µπορεί απλά να οφείλονται στην τυχαιότητα του

δείγµατος

Το άθροισµα τετραγώνων των συντελεστών κάθε συνιστώσας είναι 1.
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Πίνακας συσχέτισης: Ιδιοτιµές

Οι 2 πρώτες συνιστώσες εξηγούν µόλις το 65% της συνολικής

διακύµανσης, ενώ οι 3 ανεβαίνουν στο 76
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Πίνακας συσχέτισης: Κύριες συνιστώσες

Κάθε συνιστώσα εξαρτάται από πολλές µεταβλητές

Η πρώτη συνιστώσα έχει ϑετικό πρόσηµο στους δρόµους και αρνητικό στα

υπόλοιπα αγωνίσµατα.
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Πίνακας συσχέτισης: Κύριες συνιστώσες

Πρώτη συνιστώσα: σύγκριση ανάµεσα στους δρόµους και τα λοιπά

αγωνίσµατα;

- Λάθος ερµηνεία διότι στους δρόµους οι καλές επιδόσεις είναι οι µικρές

επιδόσεις (µικρότερος χρόνος τερµατισµού λοιπόν) ενώ στις ϱίψεις και τα

άλµατα οι µεγάλες επιδόσεις.

Συνεπώς αυτή η διαφορά που ϐλέπουµε στα πρόσηµα δεν σηµαίνει

σύγκριση αλλά είναι ένας σταθµικός µέσος όρος των επιδόσεων των

αθλητριών.
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Κύριες συνιστώσες/µετασχηµατισµένα δεδοµένα

Αφού αλλάξουµε πρόσηµο στους δρόµους

1 συνιστώσα → γενικής αθλητικής ικανότητας

Μικρότερος συντελεστής στον ακοντισµό: δύσκολο αγώνισµα, συνήθως

δεν τα πάνε καλά.

Προτιµούµε την απεικόνιση των δύο πρώτων κύριων συνιστωσών σε

γράφηµα.
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Απεικόνιση συντελεστών

Οι δρόµοι (100µ, 200µ, 800µ) είναι πολύ κοντά µεταξύ τους, µαζί τους είναι

και το άλµα εις µήκος - αυτά τα αθλήµατα έχουν πολλά κοινά στοιχεία

Αυτές οι µεταβλητές έχουν αρνητικά πρόσηµα στη 2η κύρια συνιστώσα, για

την οποία µπορούµε να δώσουµε µια ερµηνεία ως µια σύγκριση των

δρόµων µε τις ϱίψεις
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Σκορ συνιστωσών

Y1 = −0.429(100µ)− 0.392(ύψος)− 0.401(σφαιροβολία)− 0.407(200 µ.)

− 0.408(µήκος)− 0.240(ακοντισµός)− 0.332(800µ)

Εποµένως η τιµή της αθλήτριας στην πρώτη κύρια συνιστώσα είναι

Y1 = 0.429(−0.074)− 0.392(−0.710)− 0.401(−0.441)− 0.407(−1.102)

− 0.408(0.304)−−0.240(0.247)− 0.332(0.252) = 0.66845
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Σύγκριση πραγµατικής ϐαθµολογίας µε κύριες συνιστώσες
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Συγκριση πραγµατικής ϐαθµολογίας µε κύριες συνιστώσες

Ετικέτες → η τελική τους κατάταξη µε ϐάση τα αποτελέσµατα της

Ολυµπιάδας

Οµαδοποίηση αθλητριών (µαύρη ϕυλη vs υπόλοιποι)

Μικρότερη µεταβλητότητα στη 2η συνιστώσα

Σχεδόν σε σειρά από δεξιά προς τα αριστερά
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Επιλογή αριθµού συνιστωσών

Κριτήριο Kaiser: έχουµε 2 ιδιοτιµές πάνω από 1 εποµένως διαλέγουµε 2

συνιστώσες (τυχαία µεταβλητότητα);;;

Συνολική διακύµανση > 80%: 4 συνιστώσες ενώ αν ϱίξουµε το ποσοστό

αυτό στο 70% χρειαζόµαστε 3 συνιστώσες

Λουκία Μελιγκοτσίδου Πολυµεταβλητή Ανάλυση 56 / 61



Scree Plot

1 ή 2 κύριες συνιστώσες

Υποκειµενικό κριτήριο.
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∆Ε για ιδιοτιµές

∆ιαλέγουµε τόσες συνιστώσες ώστε οι αντίστοιχες ιδιοτιµές να έχουν 95%

∆Ε µεγαλύτερο του 1

∆Ε ϐασισµένα στην κανονική προσέγγιση είναι πολύ µεγαλύτερα από αυτά

της µεθόδόυ bootstrap

Αυτό συµβαίνει και για τις δύο µεθόδους µόνο για µία ιδιοτιµή και

εποµένως διαλέγουµε να διατηρήσουµε µόνο µία συνιστώσα
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΄Ελεγχος Bartlett

Ιδέα

Αν κάποιες συνιστώσες δεν έχουν στατιστική σηµαντικότητα (δηλαδή δεν

εξηγούν σηµαντικό κοµµάτι ή αλλιώς δεν οφείλονται σε κάποια υπάρχουσα

δοµή των δεδοµένων αλλά απλά οφείλονται στην τυχαία δειγµατοληψία), τότε οι

ιδιοτιµές τους ϑα είναι ϑεωρητικά ίσες στον πληθυσµό

Εποµένως ο έλεγχος ελέγχει τη µηδενική υπόθεση ότι οι τελευταίες

ιδιοτιµές είναι ίσες έναντι της εναλλακτικής ότι δεν είναι.

Ξεκινάµε από τον έλεγχο ότι οι 2 τελευταίες ιδιοτιµές είναι ίσες και αν δεν

απορρίψουµ,ε συνεχίζουµε ελέγχοντας για τις 3 τελευταίες, και ούτω

καθεξής µέχρι να απορρίψουµε για πρώτη ϕορά τη µηδενική υπόθεση.
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΄Ελεγχος Bartlett

∆εν µπορούµε να απορρίψουµε την υπόθεση πως οι 6 τελευταίες

συνιστώσες είναι ίσες, αλλά µόνο την υπόθεση πως όλες οι συνιστώσες

είναι ίσες

∆ιαλέγουµε µόνο την πρώτη

Επειδή ο έλεγχος γίνεται ακολουθιακά → πρόβληµα µε το πραγµατικό

επίπεδο σηµαντικότητας.
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Ποιά µέθοδο προτιµούµε;

Η απάντηση στο ερώτηµα δεν υπάρχει µε σιγουριά

΄Οταν υπάρχει µια πραγµατική δοµή στον πληθυσµό, όλες οι µέθοδοι

δίνουν σχετικά όµοια αποτελέσµατα

Αν εποµένως πρέπει να προτείνουµε κάποιο κριτήριο, αυτό ϑα ήταν µε τη

χρήση της µεθόδου boostrap

- µειονέκτηµα υπολογιστικού χρόνου
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