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Περιεχόµενα

1 Εισαγωγή
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Παραγοντική ανάλυση

Μείωση διαστάσεων προβλήµατος

∆ηµιουργία νέων µεταβλητών (µη µετρήσιµων εννοιών)

Ερµηνεία συσχετίσεων στα δεδοµένα

Παρατήρηση

Η παραγοντική ανάλυση προσπαθεί περισσότερο να ερµηνεύσει τη δοµή παρά

τη µεταβλητότητα
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∆ιαφορές Παραγοντικής µε Ανάλυση σε Κύριες Συνιστώσες

Υπάρχει ένα δοµηµένο µοντέλο και κάποιες υποθέσεις, δεν είναι απλώς

ένας µαθηµατικός µετασχηµατισµός.

Το ενδιαφέρον στηρίζεται στο να εξηγηθεί η συνδιακύµανση των

µεταβλητών και όχι η διακύµανση αυτών.
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Κριτική εναντίον της παραγοντικής ανάλυσης

Στηρίζεται σε ένα πλήθος υποθέσεων οι οποίες δεν είναι απαραίτητα

ϱεαλιστικές - δεν µπορούν να ελεγχθούν εύκολα.

∆εν έχει µοναδική λύση

Οι παράγοντες που προκύπτουν µπορούν να δεχτούν διαφορετικές

ερµηνείες

Ο αριθµός των παραγόντων δεν είναι προφανής - εξαρτάται από τη

µέθοδο εκτίµησης.
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Το ϐασικό µοντέλο της FA

΄Εστω X = (X1, . . . , Xp)
⊤ τυχαίο διάνυσµα µε

E(X ) = µ = (µ1, . . . , µp)
⊤, Var(X ) = Σp×p.

Θεωρούµε ότι υπάρχουν τυχαία διανύσµατα (µη παρατηρήσιµα)

Fm×1 = (F1, . . . , Fm)
⊤, up×1 = (u1, . . . , up)

⊤,

µε p > m και ένας πίνακας Lp×m = {ℓij} τάξης m τέτοιος ώστε

X1 − µ1 = ℓ11F1 + ℓ12F2 + . . .+ ℓ1mFm + u1

X2 − µ2 = ℓ21F1 + ℓ22F2 + . . .+ ℓ2mFm + u2

... =
...

Xp − µp = ℓp1F1 + ℓp2F2 + . . .+ ℓpmFm + up
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Το ϐασικό µοντέλο της FA (2)

X1 − µ1 = ℓ11F1 + ℓ12F2 + . . .+ ℓ1mFm + u1

X2 − µ2 = ℓ21F1 + ℓ22F2 + . . .+ ℓ2mFm + u2

... =
...

Xp − µp = ℓp1F1 + ℓp2F2 + . . .+ ℓpmFm + up

΄Επεται ότι µοντέλο µπορεί να γραφεί ισοδύναµα σε µορφή πινάκων ως

Xp×1 − µp×1 = Lp×mFm×1 + up×1

Παρατήρηση

Θυµίζει ένα µοντέλο γραµµικής παλινδρόµησης µε X εξαρτηµένη και u
σφάλµατα

Η διαφορά είναι ότι εδώ δεν γνωρίζουµε καµία από τις ποσότητες του

δεξιού µέλους.
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Ορολογία

Στο µοντέλο

X − µ = LF + u

η Xi µοντελοποιείται ως

Xi − µi = ℓi1F1 + . . .+ ℓijFj + . . .+ ℓimFm + ui

Οι F1, F2, . . . , Fm λέγονται κοινοί παράγοντες (common factors).

Το ui λέγεται ειδικός παράγοντας (specific factor) ή σφάλµα (error).

Τα ℓ ονοµάζονται ϕορτία (loading). ℓij → ϕορτίο της i µεταβλητής στον j

παράγοντα.
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Το ϐασικό µοντέλο της FA: Παρατηρήσεις

Στο µοντέλο

X − µ = LF + u

η Xi µοντελοποιείται ως

Xi − µi = ℓi1F1 + . . .+ ℓijFj + . . .+ ℓimFm + ui

Στην FA κάθε µεταβλητή γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός m < p µη

παρατηρηθέντων κοινών παραγόντων συν ένα µη παρατηρηθέν ειδικό

σφάλµα

Το ειδικό σφάλµα µπορεί να περιέχει εκτός από τυχαία µεταβλητότητα και

άλλους ειδικούς όρους που αφορούν µόνο στην συγκεκριµένη µεταβλητή

Με αυτόν τον τρόπο ουσιαστικά µοντελοποιούµε τον πίνακα

συνδιακύµανσης Σ.
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Το ϐασικό µοντέλο της FA: Παραδοχές

Το ϐασικό µοντέλο FA κάνει τις παρακάτω παραδοχές

1 Οι κοινοί παράγοντες έχουν µηδενική µέση τιµή, είναι ασυσχέτιστοι µεταξύ

τους και έχουν διακύµανση 1.

E(F) = 0, Var(F) = E(FF⊤) = Im

2 Οι ειδικοί παράγοντες έχουν µηδενική µέση τιµή, είναι ασυσχέτιστοι µεταξύ

τους, αλλά όχι αναγκαστικά µε την ίδια διασπορά

E(u) = 0, Var(u) = E(uu⊤) = Ψ = diag(ψ1, . . . , ψp)

3 Σφάλµατα και παράγοντες ασυσχέτιστα µεταξύ τους

Cov(u, F) = E(uF⊤) = 0p×m

Υπενθυµίζεται ότι Cov(x1, x2) = E(x1x⊤2 )− E(x1)E(x2)
⊤.

Οι παραπάνω παραδοχές και ειδικότερα και ειδικότερα η πρώτη ορίζουν το

µοντέλο ορθογώνιων παραγόντων.
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Το ϐασικό µοντέλο της FA: Πίνακας συνδιακύµανσης

Υπολογίζεται εύκολα

(X − µ)(X − µ)⊤ = (LF + u)(LF + u)⊤

= (LF)(LF)⊤ + (LF)u⊤ + u(LF)⊤ + uu⊤

= L(FF⊤)L⊤ + L(Fu⊤) + (uF⊤)L⊤ + uu⊤

και επειδή Var(F) = Im, Var(u) = Ψ, και Cov(u, F) = 0,

Σ = E

{
(X − µ)(X − µ)⊤

}
= LE(FF⊤)L⊤ + LE(Fu⊤) + E(uF⊤)L⊤ + E(uu⊤)

= LL⊤ +Ψ.
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Το ϐασικό µοντέλο της FA: Σ = LL⊤ +Ψ

Γράφοντας τον πίνακα L ως Lp×m =

ℓ⊤1
...

ℓ⊤p

, προκύπτει ότι

LL⊤ =

ℓ⊤1
...

ℓ⊤p

(ℓ1 . . . ℓp

)

=


ℓ⊤1 ℓ1 ℓ⊤1 ℓ2 . . . ℓ⊤1 ℓp

ℓ⊤2 ℓ1 ℓ⊤2 ℓ2 . . . ℓ⊤2 ℓp

...
...

. . .
...

ℓ⊤p ℓ1 ℓ⊤p ℓ2 . . . ℓ⊤p ℓp


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Το ϐασικό µοντέλο της FA: Σ = LL⊤ +Ψ

Βάσει των προηγουµένων, στο µοντέλο ορθογώνιων παραγόντων ισχύουν τα

εξής:

σ2
i = Var(Xi) =

m∑
k=1

ℓ2
ik + ψi

σij = Cov(Xi , Xj) =
m∑

k=1

ℓikℓjk

Cov(Xi , Fj) = ℓij αφού Cov(X , F) = L.
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Ορολογία (συνέχεια)

Η διασπορά της i µεταβλητής αναλύεται ως εξής:

σ2
i︸︷︷︸ = ℓ2

i1 + . . .+ ℓ2
ij + . . .+ ℓ2

im︸ ︷︷ ︸ + ψi︸︷︷︸
Var(Xi) = communality + specific variance

(εταιρικότητα) + (ειδική διασπορά)

Θέτουµε την i εταιρικότητα

h
2
i = ℓ2

i1 + . . .+ ℓ2
ij + . . .+ ℓ2

im

οπότε

σ2
i = h

2
i + ψi .

Η παραπάνω ορολογία δικαιολογείται από το γεγονός ότι

hi είναι το µέρος της διασποράς που οφείλεται στους κοινούς παράγοντες

ψi είναι το µέρος της διασποράς που οφείλεται στον ειδικό παράγοντα.
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Σκοπός παραγοντικής ανάλυσης

Με ϐάση τα παραπάνω αυτό που χρειαζόµαστε είναι να εκτιµήσουµε τους

πίνακες L και Ψ.

Η παραπάνω σχέση σηµαίνει ότι αν εχουµε διαθέσιµους τους πίνακες L και

Ψ ή έστω µια εκτίµηση τους µπορούµε να ϐρουµε τον πίνακα διακύµανσης

και αρα να µετρήσουµε πόσο καλό είναι το µοντέλο που υποθέσαµε.

Προσέξτε επίσης ότι δεν χρειαζόµαστε όλα τα δεδοµένα αλλά µόνο τον

πίνακα διακύµανσης!
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Παρατηρήσεις

Οι παράγοντες Fi µπορούν να γραφτούν και αυτοί σαν γραµµικός

συνδυασµός των µεταβλητών - χρήσιµο όταν ϑέλουµε να δηµιουργήσουµε

νέες µεταβλητές.

Θα πρέπει όµως να γίνει σαφές ότι οι συντελεστές αυτοί διαφέρουν από

τις επιβαρύνσεις και δεν πρέπει να γίνεται σύγχυση

Οι συντελεστές κάθε παράγοντα όταν εκφράζουµε τις µεταβλητές ως

γραµµικό συνδυασµό των παραγόντων καλούνται επιβαρύνσεις ενώ

αντίστοιχα οι συντελεστές κάθε µεταβλητής όταν εκφράζουµε κάθε

παράγοντα ως γραµµικό συνδυασµό των µεταβλητών καλούνται

συντελεστές των σκορ (factor scores coefficients).
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Βήµατα παραγοντικής ανάλυσης

΄Ελεγχος για ικανοποιητικές συσχετίσεις

Εύρεση αριθµού παραγόντων και εκτίµηση παραµέτρων µοντέλου

Περιστροφή µοντέλου µε σκοπό την αύξηση της ερµηνευτικής του

ικανότητας

Εκτίµηση των σκορ των παραγόντων για περαιτέρω στατιστική χρήση
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΄Ελεγχος Συσχετίσεων

Μας ενδιαφέρει να υπάρχουν µεγάλες συσχετίσεις τουλάχιστον σε

µεγάλο ποσοστό του R (πχ τιµές > 0.40)

Για να ελέγξουµε τη στατιστική σηµαντικότητα ενός δειγµατικού συντελεστή

συσχέτισης:

H0 : ρ = 0

H1 : ρ ̸= 0,

Ελεγχοσυνάρτηση

t =
r√
1−r2

n−2

∼ tn−2

Παρατήρηση: ∆εν µπορεί να χρησιµοποιηθεί για υποθέσεις διάφορες από

τη µορφή ρ = 0 (η ελεγχοσυνάρτηση δεν ακολουθεί t)
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΄Ελεγχος σφαιρικότητας του Bartlett

H0 : P = Ip έναντι της εναλλακτικής

H1 : P ̸= Ip

Υποθέτοντας κανονικότητα, µπορεί να χρησιµοποιηθεί η ελεγχοσυνάρτηση

L = −
[

n − 1

6(2p + 5)
log |R| ∼ χ2

p(p−1)/2

]
.
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Μερικός συντελεστής συσχέτισης

Υπολογίζει τη συσχέτιση αφού αφαιρέσει την επίδραση λοιπών µεταβλητών. Στο

πλαίσιο της παραγοντικής ανάλυσης:

Μερικοί συντελεστές συσχέτισης → εκτιµήσεις των συσχετίσεων µεταξύ

των µοναδικών παραγόντων u

Θα πρέπει ≈ 0 όταν οι υποθέσεις του παραγοντικού µοντέλου ισχύουν
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Μερικός συντελεστής συσχέτισης

Αν οι µεταβλητές µοιράζονται κοινούς παράγοντες, µερικός συντελεστής

συσχέτισης ανάµεσα σε δύο µεταβλητές µικρός, αφού η ακύρωση της

επίδρασης των υπολοίπων µεταβλητών ακυρώνει σε µεγάλο ϐαθµό την

επίδραση των κοινών παραγόντων.

Εποµένως οι µερικοί συντελεστές συσχέτισης είναι εκτιµήσεις των

συσχετίσεων µεταξύ των µοναδικών παραγόντων και ϑα πρέπει να είναι

κοντά στο 0 όταν οι υποθέσεις του παραγοντικού µοντέλου ισχύουν.

Θυµηθείτε ότι από τις υποθέσεις του µοντέλου οι µοναδικοί παράγοντες

είναι ασυσχέτιστοι.
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Kaiser-Meyer-Olkin

Μέτρο σύγκρισης συντελεστών συσχέτισης µε µερικούς συντελεστές

συσχέτισης:

KMO =

∑
p

i,j=1:i ̸=j
r2
ij∑

p

i,j=1:i ̸=j
r2
ij +

∑
p

i,j=1:i ̸=j
a2

ij

aij = Corr(Xi , Xj |X\{Xi , Xj})

όπου δηλαδή aij είναι ο µερικός συντελεστής συσχέτισης. Αν οι µερικοί

συντελεστές συσχέτισης είναι µικροί (ιδανικά 0), ϑα έχουµε KMO = 1. Στην

πράξη δεν εφαρµόζουµε παραγοντική ανάλυση εάν KMO < 0.5. Τιµές γύρω

στο 0.8 ϑεωρούνται εξαιρετικές.
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Kaiser-Meyer-Olkin για κάθε µεταβλητή

Μέτρο δειγµατικής καταλληλότητας (measure of sampling adequacy) για την i

µεταβλητή:

KMOi =

∑
p

j=1:j ̸=i
r2
ij∑

p

j=1:j ̸=i
r2
ij +

∑
p

j=1:j ̸=i
a2

ij

Τιµές κοντά στο 1 είναι ενδείξεις ότι η µεταβλητή είναι πολύ καλή για να

χρησιµοποιηθεί στην ανάλυση.
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Περιστροφή παραγόντων

Η οποιαδήποτε λύση για τον πίνακα L δεν είναι µοναδική!

΄Εστω Qm×m ένας ορθογώνιος πίνακας (QQ⊤ = Im) και

L⋆p×m = Lp×mQm×m

Τότε

L⋆L⋆⊤ +Ψ = (LQ)(LQ)⊤ +Ψ = LQQ⊤L +Ψ = LL⊤ +Ψ = Σ,

δηλαδή ο πίνακας συνδιακύµανσης αναπαράγεται χρησιµοποιώντας είτε

τον L είτε τον L⋆.

Επιπλέον, ισχύει ότι

X − µ = LF + u = L(QQ⊤)F + u = L⋆F⋆ + u

όπου F⋆ = Q⊤F .
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Περιστροφή παραγόντων: Παρατηρήσεις

X − µ = LF + u = L(QQ⊤)F + u = L⋆F⋆ + u

F⋆ = Q⊤F .

Εάν χρησιµοποιήσουµε τον πίνακα L⋆ και το µετασχηµατισµένο διάνυσµα

παραγόντων F⋆ → ίδιο πίνακα συνδιακύµανσης

΄Οταν πολλαπλασιάζουµε ένα διάνυσµα µε έναν ορθογώνιο πίνακα, το

περιστρέφουµε στο χώρο.

Για αυτό τον λόγο, η χρησιµοποίηση του L⋆ αντί του L αναφέρεται ως

περιστροφή των παραγόντων (factor rotation).

Περιστροφή γίνεται για να ερµηνευτούν καλύτερα οι παράγοντες

(περισσότερα σε λίγο)
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Βασικές µέθοδοι εκτίµησης

Μέθοδος κυρίων συνιστωσών: δεν αφορά την PCA που είδαµε απλά

χρησιµοποιεί τη ϕασµατική ανάλυση του πίνακα διακύµανσης. ∆εν πρεπει

να συγχέεται µε την PCA.

Μέθοδος µεγίστης πιθανοφάνειας: ϐασίζεται στην υπόθεση

πολυµεταβλητής κανονικότητας των δεδοµένων
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Εκτίµησης ϕορτιών: Μέθοδος κυρίων συνιστωσών

΄Εστω λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λp > 0 οι ιδιοτιµές και ϵ1, ϵ2, . . . , ϵp τα αντίστοιχα

ιδιοδιανύσµατα του Σ. Τότε

Σ =

p∑
j=1

λjϵjϵ
⊤
j

Θεωρήστε τον πίνακα

L =
(
q1 q2 . . . qp

)
όπου q j =

√
λjϵj , j = 1, 2, . . . , p. Εποµένως, έχουµε ότι

LL⊤ =
(
q1 q2 . . . qp

)

q⊤

1

q⊤
2

...

q⊤
p

 =

p∑
j=1

q jq
⊤
j =

p∑
j=1

λjϵjϵ
⊤
j = Σ
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Εκτίµησης ϕορτιών: Μέθοδος κυρίων συνιστωσών

LL⊤ =
(
q1 q2 . . . qp

)

q⊤

1

q⊤
2

...

q⊤
p

 =

p∑
j=1

q jq
⊤
j =

p∑
j=1

λjϵjϵ
⊤
j = Σ

΄Αρα έχουµε γράψει ότι Σ = LL⊤ +Ψ, όπου Ψ = 0p×p.

L = {ℓij} =
√
λjϵj,i

Τα ϕορτία δηλαδή του j κοινού παράγοντα ισούνται µε τους συντελεστές

της j κύριας συνιστώσας πολλαπλασιασµένους µε
√
λj .

Η παραπάνω αναπαράσταση δεν είναι χρήσιµη γιατί οδηγεί σε p

παράγοντες (όσος δηλαδή ο αριθµός των µεταβλητών).
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Εκτίµησης ϕορτιών: Μέθοδος κυρίων συνιστώσων (2)

Εάν όµως ϑεωρήσουµε ότι οι τελευταίες p − m ιδιοτιµές είναι µικρές, µπορούν

να αγνοηθούν, άρα και να αγνοήσουµε την συνεισφορά του
∑

p

j=m+1
λjϵjϵ

⊤
j

στον Σ. ΄Αρα ϑέτουµε

Lm =
(
q1 q2 . . . qm

)
p×m

και

LmL
⊤
m = λ1ϵ1ϵ

⊤
1 + . . .+ λmϵmϵ

⊤
m =

m∑
j=1

λjϵjϵ
⊤
j

Εποµένως

Σ =

p∑
j=1

λjϵjϵ
⊤
j = LmL

⊤
m +

p∑
j=m+1

λjϵjϵ
⊤
j

Ο πίνακας
∑

p

j=m+1
λjϵjϵ

⊤
j δεν είναι διαγώνιος (όπως ϑα έπρεπε στην

παραγοντική ανάλυση).
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Εκτίµησης ϕορτιών: Μέθοδος κυρίων συνιστώσων (3)

Ιδανικά ϑα ϑέλαµε έναν διαγώνιο πίνακα Ψp×p ώστε

Σ = LmL
⊤
m +Ψ.

Αυτό όµως δεν είναι πάντα εφικτό. Σαν προσέγγιση παίρνουµε

Ψm = diag(ψ1, ψ2, . . . , ψp)

όπου ψi = σ2
i −

∑
m

j=1
ℓ2

ij , i = 1, . . . , p. ∆ηλαδή έχουµε ορίσει τον πίνακα Ψm

ώστε τα διαγώνια στοιχεία του να είναι µε τα αντίστοιχα διαγώνια στοιχεία του

Σ− LmL⊤m . ΄Αρα υποθέτουµε

Σ ≈ LmL
⊤
m +Ψm.

Ο πίνακας Ψm είναι ‘καλή’ προσέγγιση εάν ο πίνακας D = Σ− LmL⊤m +Ψm

είναι περίπου 0p×p (αν δηλαδή τα µη διαγώνια στοιχεία είναι 0 γιατί τα διαγώνια

είναι 0 εξ ορισµού).
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Μέτρο καλής εφαρµογής µεθόδου κυρίων συνιστωσών

΄Ενα µέτρο του πόσο ‘κοντά’ στο 0 είναι ο D είναι το άθροισµα των τετραγωνικών

αποκλίσεων

tr(D⊤D) =
p∑

i=1

p∑
j=1

dij

Η προσέγγιση είναι καλή εάν tr(D⊤D) ≈ 0.

Παρατηρήσεις

Εάν χρησιµοποιήσουµε p κοινούς παράγοντες: ⇒ Ψp = 0 ⇒ D = 0.

Γενικά, όσο µεγαλώνει το m, τόσο πιο κοντά στο 0 ϑα ϐρίσκεται ο πίνακας

Σ− LmL⊤m =
∑

p

j=m+1
λjϵjϵ

⊤
j αφού οι ιδιοτιµές λm+1, λm+2, . . . ϑα

γίνονται όλο και µικρότες.

- Καλύτερη προσέγγιση µε κόστος όµως την αύξηση του αριθµού των

παραγόντων.

΄Ενα πλεονέκτηµα αυτής της µεθόδου εκτίµησης παραµέτρων είναι ότι αν

προσθέσουµε επιπλέον παράγοντες, τα ϕορτία των προηγούµενων

παραγόντων παραµένουν αναλοίωτα.
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Εκτίµηση παραγόντων µε τη µέθοδο των κυρίων συνιστωσών

Το ενδιαφέρον στην παραγοντική ανάλυση συνήθως επικεντρώνεται στην

εκτίµηση των L και Ψ. Μερικές ϕορές όµως χρειάζεται να εκτιµήσουµε και τις

τιµές των παραγόντων.

Αποτέλεσµα

Εάν χρησιµοποιήσουµε την µέθοδο των κυρίων συνιστωσών τότε οι κοινοί

παράγοντες είναι οι τυποποιηµένες κύριες συνιστώσες!
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Εκτίµηση παραγόντων µε τη µέθοδο των κυρίων συνιστωσών

Μοντέλο FA: X ⋆ =

X1 − µ1

...

Xp − µp

 = LF + u. Γνωρίζουµε ότι οι κύριες

συνιστώσες για τις αρχικές µεταβλητές X ⋆ = (X⋆
1 , . . . , X

⋆
p ) υπολογίζονται ως

Zj = ϵ⊤j X ⋆, j = 1, 2, . . . , p. Σε µορφή πινάκων, Z = E⊤X ⋆, όπου

Z = (Z1, . . . , Zp)
⊤ και E⊤ =

ϵ⊤1
...

ϵ⊤p

. Επειδή E ορθογώνιος

(EE⊤)X ⋆ = EZ ⇒ X ⋆ = EZ.

Επιπλέον, γνωρίζουµε ότι E(Zj) = 0 και Var(Zj) = λj . Ορίζουµε τις

τυποποιηµένες κύριες συνιστώσες

Z̃j =
Zj√
λj

⇒ Z = Λ1/2Z̃

όπου Λ = diag(
√
λ1, . . . ,

√
λp) και Z̃ = (Z̃1, . . . , Z̃p).
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Εκτίµηση παραγόντων µε τη µέθοδο των κυρίων συνιστωσών

Με ϐάση τα προηγούµενα X ⋆ = EΛ1/2Z̃ . Θέτοντας Fj = Z̃j , j = 1, . . . , p,

F = (F1, . . . , Fp)
⊤ και Lp = EΛ1/2 = (

√
λ1ϵ1, . . . ,

√
λpϵp), έχουµε

X ⋆ = LpF

το οποίο αντιστοιχεί σε u = 0. ∆ηλαδή έχουµε p κοινούς παράγοντες καθένας

από τους οποίους αντιστοιχεί σε µια (τυποποιηµένη) κύρια συνιστώσα και όλοι οι

ειδικοί παράγοντες είναι 0.
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Εκτίµηση παραγόντων µε τη µέθοδο των κυρίων συνιστωσών

Εάν πάρουµε τις m πρώτες κύριες συνιστώσες, Z̃j , j = 1, 2, . . . ,m ως κοινούς

παράγοντες

X ⋆ = EΛ1/2Z̃ =
(
q1 . . . qp

)
Z̃

=
(
q1 . . . qm qm+1 . . . qp

)


Z̃1

...

Z̃m

Z̃m+1

...

Z̃p


=

(
q1 . . . qm

) Z̃1

...

Z̃m

+
(
qm+1 . . . qp

)Z̃m+1

...

Z̃p


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Εκτίµηση παραγόντων µε τη µέθοδο των κυρίων συνιστωσών

X ⋆ =
(
q1 . . . qm

) Z̃1

...

Z̃m

+
(
qm+1 . . . qp

)Z̃m+1

...

Z̃p

 .

Θέτουµε Fj = Z̃j , j = 1, . . . ,m και Lm =
(
q1 . . . qm

)
, οπότε X ⋆ = LmF + u,

όπου u =
(
qm+1 . . . qp

)Z̃m+1

...

Z̃p

 =
∑

p

j=m+1

√
λjϵj Z̃j και ϑυµηθείτε ότι οι

κύριες συνιστώσες είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους. ΄Αρα

Σ = Var(LmF + u) = LmImL
⊤
m + Var(u) = LmL

⊤
m + Var(u)

όπου Var(u) =
∑

p

j=m+1
λjϵjϵ

⊤
j , όπως είπαµε προηγουµένως, Εποµένως, η

µέθοδος των κυρίων συνιστωσών → µια προσεγγιστική λύση για την εύρεση

των κοινών παραγόντων.
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Ποσοστό συνολικής διακύµανσης

Η communality της τµ X i : h2
i =

∑
m

j=1
ℓ2

ij =
∑

m

j=1
λjϵ

2
j,i

Συνολική διακύµανση:∑
p

i=1
h2

i =
∑

p

i=1

∑
m

j=1
λjϵ

2
j,i =

∑
m

j=1
λj

∑
p

i=1
ϵ2

j,i =
∑

m

j=1
λj , αφού

έχουµε µοναδιαία ιδιοδιανύσµατα.

΄Αρα, ∑
p

j=1
h2

j∑
p

j=1
σ2

j

=

∑
m

j=1
λj

tr(Σ)
=

∑
m

j=1
λj∑

p

j=1
λj

Το ποσοστό της συνολικής διασποράς που ερµηνεύεται από τους m

κοινούς παράγοντες, εάν χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο των κυρίων

συνιστωσών είναι ίσο µε ∑
m

j=1
λj∑

p

j=1
λj
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FA µε την µέθοδο των κυρίων συνιστωσών στον πίνακα

συσχέτισης

Η µέθοδος των κυρίων συνιστωσών µπορεί επίσης να χρησιµοποιηθεί

παροµοίως στον πίνακα συσχέτισης

Πώς αιτιολογείται αυτό;

∆ουλεύουµε µε τις τυποποιηµένες παρατηρήσεις

X̃ =


X1−µ1√
Var(X1)

...
Xp−µp√
Var(Xp)

 = L̃mF̃ + ũ

και ο πίνακας συνδιακύµανσης των τυποποιηµένων µεταβλητών είναι ο

πίνακας συσχέτισης των αρχικών µεταβλητών.
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FA µε την µέθοδο των κυρίων συνιστωσών στο δείγµα

Στην πράξη η µέθοδος εφαρµόζεται στον δειγµατικό πίνακα συνδιακύµασης

S = 1

n−1

∑
n

i
(x i − x)⊤(x i − x) είτε στον δειγµατικό πίνακα συσχέτισης R .

FA µε την µέθοδο των κύριων συνιστωσών

΄Εστω (l1, e1), . . . , (lp, ep) τα Ϲεύγη ιδιοτιµών-ιδιοδιανυσµάτων του S (ή του R),

µε l1 ≥ . . . ≥ lp > 0. Τότε στο µοντέλο µε m < p παράγοντες εκτιµούµε τον

πίνακα των ϕορτίων µε

L̂p×m = (̂lij) =
(√

l1e1

√
l2e2 . . .

√
lpep

)
και τις ειδικές διασπορές µε ψ̂i = s2

i − ĥ2
i = s2

i −
∑

m

j=1
l̂2ij .
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FA µε την µέθοδο των κυρίων συνιστωσών στο δείγµα

Παρατηρήσεις

΄Ενα πλεονέκτηµα αυτής της µεθόδου είναι ότι εάν προσθέσουµε

επιπλέον παράγοντες, τα ϕορτία των προηγούµενων παραγόντων

παραµένουν αναλλοίωτα.

Γενικά, όπως και στην PCA, οι πίνακες S και R δεν δίνουν τα ίδια

αποτελέσµατα.
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Εκτίµηση µε τη µέθοδο µέγιστης πιθανοφάνειας

Χρειάζεται να κάνουµε συγκεκριµένες υποθέσεις για τις κατανοµές των

µεταβλητών.

Υπόθεση κανονικότητας: Fj ∼ N(0, 1), j = 1, . . . ,m ανεξάρτητες τµ και

u j ∼ N(0, ψj), j = 1, . . . , p ανεξάρτητες τµ. Σε µορφή πινάκων

F ∼ N(0, Im) και u ∼ N(0,Ψ) (F και u ανεξάρτητα). Αυτό συνεπάγεται ότι

X ⋆ =

X1 − µ1

...

Xp − µp

 = LF + u ∼ N(0, LL⊤ +Ψ)

Επειδή δεν υπάρχει µοναδική λύση για τον L, πρέπει να εισάγουµε

περιορισµούς!

Συνήθης περιορισµός στα στατιστικά πακέτα: L⊤Ψ−1L → διαγώνιος.
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Συνάρτηση πιθανοφάνειας

΄Εχουµε ότι x⋆i =

xi1 − µ1

...

xip − µp

 ∼ N(0,Σ), όπου Σ = LL⊤ +Ψ. Η συνάρτηση

πιθανοφάνειας

L(L,Ψ) =
n∏

i=1

f(x⋆i |L,Ψ) =
n∏

i=1

1

(2π)p/2|Σ|1/2
exp

(
−1

2
x⋆i

⊤Σ−1x⋆i

)
⇒

ℓ(L,Ψ) = log {L(L,Ψ)} = −np

2
log(2π)− n

2
log |Σ|

− 1

2
tr

(
Σ−1

n∑
i=1

x⋆i x
⋆
i

⊤
)

⇒

ℓ(L,Ψ) = −np

2
log(2π)− n

2
log |LL⊤ +Ψ| − n − 1

2
tr
{
(LL⊤ +Ψ)−1S

}
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Μεγιστοποίηση συνάρτηση πιθανοφάνειας

ℓ(L,Ψ) = −np

2
log(2π)− n

2
log |LL⊤ +Ψ| − n − 1

2
tr
{
(LL⊤ +Ψ)−1S

}
όπου S = (n − 1)−1

∑
n

i=1
x⋆i x

⋆
i
⊤

. Η µεγιστοποίηση της ℓ(L,Ψ) ως προς L και

Ψ υπό τον περιορισµό L⊤Ψ−1L διαγώνιος γίνεται µε αριθµητικές µεθόδους.
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Εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας: Αριθµός παραγόντων

Στην παραγοντική ανάλυση µε m κοινούς παράγοντες, ο πίνακας L έχει pm

στοιχεία ενώ ο πίνακας Ψ p µη µηδενικά στοιχεία. ΄Αρα έχουµε p(m + 1)

παραµέτρους ενας πίνακας συνδιακύµανσης (χωρίς δοµή) έχει
p(p+1)

2

µοναδικά στοιχεία.

Μπορούµε να εκτιµήσουµε το πολύ
p(p+1)

2
παραµέτρους, υπάρχει δηλαδή

περιορισµός στον αριθµό των παραγόντων που µπορεί να µπει στο

µοντέλο.

Εποµένως, µπορούµε να έχουµε το πολύ m0 παράγοντες όπου m0 είναι η

λύση της εξίσωσης

p(m0 + 1) =
p

2
(p + 1) ⇒ m0 =

[
p − 1

2

]
,

όπου [a] συµβολίζει το ακέραιο µέρος του a.
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Μέθοδος πιθανοφάνειας: ΄Ελεγχος καλής εφαρµογής

΄Ενα πλεονέκτηµα της µεθόδου µέγιστης πιθανοφάνειας είναι ότι µπορούµε να

εκτελέσουµε έναν έλεγχο καλής εφαρµογής. Θεωρήστε τον έλεγχο

H0 : Σ = LL⊤ +Ψ

H1 : όχι δοµή στον Σ

Η ελεγχοσυνάρτηση ϐασίζεται στον λόγο των λογαρίθµων των πιθανοφανειών

κάτω από την H0 και H1

LR = n {tr(A)− log(|A|)− p} , όπου A = (̂L̂L
⊤
+ Ψ̂)−1S

Ισχύει ότι LR ∼ χ2
s όπου s = {(p − m)2 − (p + m)}/2. Απορρίπτουµε την H0,

σε επίπεδο στατιστικής σηµαντικότητας α, εάν LR > χ2
s,α.

Παρατήρηση

Εάν το µοντέλο έχει καλή εφαρµογή, A ≈ I ⇒ |A| ≈ 1 ⇒ log |A| ≈ 0 και

tr(A) ≈ p. ΄Αρα τιµές του LR ≈ 0 → καλή εφαρµογή, ενώ µεγάλες τιµές του

LR → απόκλιση από την H0.
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΄Ελεγχος καλής εφαρµογής: ϐαθµοί ελευθερίας

Η ελεγχοσυνάρτηση ϐασίζεται στον λόγο των λογαρίθµων των πιθανοφανειών

κάτω από την H0 και H1

LR = n {tr(A)− log(|A|)− p} , όπου A = (̂L̂L
⊤
+ Ψ̂)−1S

Ισχύει ότι LR ∼ χ2
s όπου s = {(p − m)2 − (p + m)}/2. Θυµηθείτε ότι έχουµε

επιβάλει τον περιορισµό ο L⊤Ψ−1L να είναι διαγώνιος → m(m−1)
2

µη διαγώνια

στοιχεία να είναι διάφορα του 0. Πώς προκύπτουν οι ϐαθµοί ελευθερίας;

H1 : p (µέσες τιµές) +
p(p + 1)

2
(Σ)

H1 : p (µέσες τιµές) + p(m + 1) (L,Ψ)− m(m − 1)

2
(περιορισµοί)

∆ιαφορά στον αριθµό (ελεύθερων) παραµέτρων

p(p + 1)

2
− p(m + 1) +

m(m − 1)

2
=

(p − m)2 − (p + m)

2
.
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Μέθοδος πιθανοφάνειας: ΄Ελεγχος καλής εφαρµογής

Παρατήρηση

Μια ενδιαφέρουσα ιδιότητα της µεθόδου µέγιστης πιθανοφάνειας στην FA είναι

ότι δίνει τα ίδια αποτελέσµατα οποιονδήποτε από τους S και R και να

χρησιµοποιήσουµε.
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Ποιά από τις δύο µεθόδους να χρησιµοποιούµε;

Μέθοδος κυρίων συνιστωσών

Αν η ανάλυση γίνεται κυρίως για περιγραφικούς σκοπούς

Αν δεν µπορούµε να υποθέσουµε κανονικότητα

Αν δεν ϑέλουµε η προσθήκη ή η απαλοιφή ενός παράγοντα να επηρεάζει

τα προηγούµενα αποτελέσµατα

Μέθοδος µέγιστης πιθανοφάνειας

Αν η ανάλυση γίνεται για επιβεβαίωση και συµπερασµατολογία

Αν µπορούµε να υποθέσουµε κανονικότητα

Αν είµαστε αναποφάσιστοι σχετικά µε ποιον πίνακα να χρησιµοποιήσουµε

Παρατήρηση

Εάν το µοντέλο FA είναι κατάλληλο και το δείγµα αρκετά µεγάλο, οι δύο

µέθοδοι ϑα πρέπει να δίνουν παρεµφερή αποτελέσµατα. Εάν δεν συµβαίνει

αυτό, τότε µάλλον η FA δεν είναι η κάταλληλη µέθοδος.
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Περιστροφή

Ανεξάρτητη της µεθόδου εκτίµησης

Σκοπός: Αύξηση της ερµηνευτικής ικανότητας του µοντέλου.

Γενικά: αν L πίνακας µε επιβαρύνσεις και Q ορθογώνιος πίνακας τότε

ισχύει

LQ(LQ)⊤ = LQQL = LL⊤.

Βασικές µέθοδοι περιστροφής:

Varimax: Ελαχιστοποίηση αριθµού µεταβλητών µε µεγάλες επιβαρύνσεις

για κάθε παράγοντα

Quartimax: Ελαχιστοποίηση αριθµού παραγόντων που εξηγούν µια

µεταβλητή

Equimax: Συνδυασµός varimax - quartimax

Oblique: Μη ορθογώνια περιστροφή
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Εφαρµογή σε πραγµατικά δεδοµένα

∆εδοµένα από 406 αυτοκίνητα και τα χαρακτηριστικά τους

συµπεριλαµβανοµένων τεχνικών χαρακτηριστικών αλλά και ήπειρο

προέλευσης.
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Σκοπός της ανάλυσης

Να δούµε αν και κατά πόσο τα παραπάνω δεδοµένα µπορούν να

ερµηνευτούν µε τη χρήση του ορθογώνιου παραγοντικού µοντέλου και

κατά πόσο µπορούµε να ερµηνεύσουµε τους παράγοντες που

προκύπτουν

καταναλωση = L11F1 + L12F2 + . . .+ L1mFm + u1

µέγεθος µηχανης = L21F1 + L22F2 + . . .+ L2mFm + u2

... =
...

κυλινδροι = L71F1 + L72F2 + . . .+ L7mFm + u7
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Βασικά περιγραφικά χαρακτηριστικά

∆εν ασχολούµαστε τόσο µε τις µέσες τιµές (δεν είναι άµεσα συγκρίσιµες)

Οι διακυµάνσεις διαφέρουν αρκετά → ο πίνακας συσχετίσεων µοιάζει πιο

λογικός

Εχει σηµασία µόνο για µέθοδο κυρίων συνιστωσών αφού η µέθοδος

µεγίστης πιθανοφάνειας ϑα δώσει τα ίδια αποτελέσµατα.
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Πίνακας συσχετίσεων

Οι συσχετίσεις είναι ικανοποιητικές (> 0.4) - δεν ασχολούµαστε µε

στατιστική σηµαντικότητα (επηρεάζεται πολύ από µέγεθος δείγµατος).

Η µεταβλητή που έχει τις µικρότερες συσχετίσεις µε τις υπόλοιπες είναι η

χρονιά κατασκευής.
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΄Ελεγχος Keiser-Meyer-Olkin

KMO = 0.813 υψηλό → ικανοποιητικές συσχετίσεις

Ο έλεγχος σφαιρικότητας του Bartlett απορρίπτει τη µηδενική υπόθεση

πως ο πίνακας συσχέτισης είναι ο µοναδιαίος (τιµή της ελεγχοσυνάρτησης

3459.6, ϐαθµοί ελευθερίας 21, p < 0.001).
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Μερικές συσχετίσεις και KMOj

∆ιαγώνια στοιχεία : KMOj για κάθε µεταβλητή

Μη διαγώνια στοιχεία : µερικές συσχετίσεις (ϑέλουµε να είναι ≈ 0)

Ο πίνακας αυτός ονοµάζεται Anti-Image.

Χρονιά κατασκευής: η µικρότερη τιµή (0.631), εξηγείται και από τον πίνακα

συσχετίσεων και δηλώνει πως αυτή η µεταβλητή είναι λιγότερο ‘σχετική’ µε

τις υπόλοιπες. Γενικά, οι τιµές κρίνονται ικανοποιητικές και δεν υπάρχει

λόγος να διώξουµε κάποια µεταβλητή.
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Επιλογή αριθµού παραγόντων

∆υναµική διαδικασία - προϋποθέτει επαναληπτικά την εκτίµηση και

αξιολόγηση του µοντέλου εκτός εάν υπάρχουν ισχυρά στοιχεία ότι ο

αριθµός των παραγόντων είναι συγκεκριµένος.

Κριτήρια βασισµένα στις ιδιοτιµές του πίνακα συνδιακύµανσης (ή συσχέτισης)

κανόνα του Kaiser,

το ποσοστό της διακύµανσης που εξηγείται

το scree plot

αλλά και όλα τα υπόλοιπα κριτήρια που αναφέραµε στην ανάλυση σε

κύριες συνιστώσες

Κριτήρια βασισµένα στο µοντέλο (για µέθοδο µέγιστης πιθανοφάνειας)
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Βάσει των ιδιοτιµών του R

Με αυτή την προσέγγιση, 2 παράγοντες εξηγούν πάνω από το 80% της

διακύµανσης

Αυτό ισχύει εάν χρησιµοποιήσουµε τις κύριες συνιστώσες σαν µέθοδο

εκτίµησης των παραγόντων!
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Scree plot

΄Οχι απόλυτα ξεκάθαρο, αλλά προς το παρόν, ας κρατήσουµε 2 κοινούς

παράγοντες
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Εκτίµηση παραµέτρων µε PCA

Ο πίνακας ϕορτίων είναι L̂ =
(√

l1e1

√
l2e2

)
όπου (li , ei) είναι τα Ϲεύγη

ιδιοτιµών-ιδιοδιανυσµάτων του εκτιµηµένου πίνακα συσχέτισης R .
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Εκτίµηση παραµέτρων µε PCA

Κατανάλωση = −0.890F1 + 0.188F2

Μέγεθος µηχανής = +0.961F1 + 0.168F2

Ιπποδύναµη = +0.947F1 + 0.078F2

Βάρος οχήµατος = +0.926F1 + 0.216F2

Επιτάχυνση = −0.646F1 + 0.015F2

Χρονιά κατασκευής = −0.510F1 + 0.848F2

Αριθµός κυλίνδρων = +0.931F1 + 0.187F2

Κατανάλωση, Επιτάχυνση και Χρονιά κατασκευής έχουν αρνητικά πρόσηµα

ενώ οι υπόλοιπες ϑετικά πρόσηµα για τον πρώτο παράγοντα

Πρώτος παράγοντας: σύγκριση µεγέθους/όγκου και επιδόσεων

(επιτάχυνση/κατανάλωση);
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Οι επιβαρύνσεις των παραγόντων για κάθε µια µεταβλητή

Σε κάθε άξονα αντιστοιχούµε έναν παράγοντα και για κάθε µεταβλητή την

αναπαριστούµε µε συντεταγµένη τις επιβαρύνσεις κάθε παράγοντα

Παρατηρήστε πως οι µεταβλητές ϐάρος, ιπποδύναµη, µέγεθος µηχανής

και αριθµός κυλίνδρων είναι πολύ κοντά η µία στην άλλη και σε

αντιδιαστολή µε τις υπόλοιπες τρεις
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Οι εταιρικότητες των µεταβλητών

Εταιρικότητες: → το ποσοστό της διακύµανσης κάθε µεταβλητής που

εξηγείται από τον αριθµό των παραγόντων που προσαρµόσαµε

ερµηνεύουµε το 83% της κατανάλωσης: (−0.89)2 + (0.188)2 = 0.828.

1-communalities → εκτιµήσεις ειδικοτήτων ψi
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Μέθοδος µεγίστης πιθανοφάνειας

Μπορούµε να εκτιµήσουµε το πολύ 3 παράγοντες

Επιλέγουµε 2 για λόγους συγκρισιµότητας
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Επιβαρύνσεις µε τη µέθοδο µεγίστης πιθανοφάνειας

Κατανάλωση = −0.454F1 − 0.697F2

Μέγεθος µηχανής = +0.574F1 + 0.802F2

Ιπποδύναµη = +0.721F1 + 0.608F2

Βάρος οχήµατος = +0.453F1 + 0.844F2

Επιτάχυνση = −0.999F1 + 0.032F2

Χρονιά κατασκευής = −0.305F1 − 0.249F2

Αριθµός κυλίνδρων = +0.536F1 + 0.789F2

Σηµαντικές διαφορές µε την µέθοδο κυρίων συνιστωσών → Ισχυρή

ένδειξη πως το µοντέλο δεν είναι σωστό.
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Εταιρικότητες µε τη µέθοδο µεγίστης πιθανοφάνειας

∆ιακύµανση κάθε µεταβλητής που καταφέραµε να εξηγήσουµε µε 2

παράγοντες (2η στήλη).

Με τη µέθοδο µεγίστης πιθανοφάνειας εξηγώ µόλις το 15% της χρονιάς

κατασκευής ενώ µε την προηγούµενη µέθοδο είχα εξηγήσει το 98%.
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Το ποσοστό της διακύµανσης που εξηγούν οι 2 παράγοντες

Η πρώτη στήλη είναι για σύγκριση µε την PCA µέθοδο.

Λουκία Μελιγκοτσίδου Πολυµεταβλητή Ανάλυση 66 / 76



Οι επιβαρύνσεις των παραγόντων για διαφορετικό αριθµό

παραγόντων

Κάθε ϕορά που προσθέτουµε έναν παράγοντα οι επιβαρύνσεις των

προηγούµενων αλλάζουν
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Αξιολόγηση του µοντέλου

Η χρήση της µεθόδου µεγίστης πιθανοφάνειας µας επιτρέπει τη στατιστική

αξιολόγηση του µοντέλου.

Συγκεκριµένα µπορούµε να ελέγξουµε τη µηδενική υπόθεση

H0 : Σ = LL⊤ +Ψ

H1 : ∆εν υπάρχει δοµή στον Σ

Στην πράξη, προσθέτουµε παράγοντες µέχρι το µοντέλο να µην µπορεί να

απορριφθεί.

Αριθµός παραγόντων Τιµή ελεγχ. Βαθµοί ελευθερίας p − value

1 499.618 14 0.000

2 282.514 8 0.000

3 108.140 3 0.000

Το µοντέλο µε 2 ή 3 παράγοντες δεν ϕαίνεται να περιγράφει καλά τα

δεδοµένα
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Αποτυχία µοντέλου

Το µοντέλο µε 2 ή 3 παράγοντες δεν ϕαίνεται να περιγράφει καλά τα

δεδοµένα. Τι µπορεί να ϕταιει για αυτό;

1 Μη κανονικότητα δεδοµένων

2 Μη γραµµικότητα της σχέσης παραγόντων και µεταβλητών

3 ΄Υπαρξη συσχέτισης µεταξύ των παραγόντων (το µοντέλο δεν είναι

ορθογώνιο)

4 Παραβίαση υπόθεσης πως η συσχέτιση ανάµεσα σε δύο µεταβλητές

οφείλεται στην ύπαρξη κάποιων κοινών παραγόντων

Παρατήρηση

΄Εχει δειχτεί πως η ΕΜΠ είναι ισοδύναµη µε τη µεγιστοποίηση της ορίζουσας του

πίνακα των µερικών συσχετίσεων και εποµένως η υπόθεση της κανονικότητας

χρειάζεται περισσότερο για σκοπούς στατιστικής συµπερασµατολογίας παρά

για την εκτίµηση των ϕορτίων.
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Περιστροφή

Varimax: προσπαθεί να αποµακρύνει όσο γίνεται τις µεταβλητές ώστε σε

κάθε παράγοντα µόνο λίγες µεταβλητές να έχουν µεγάλες επιβαρύνσεις.

- Αν σκοπός µας είναι να δούµε ποιες µεταβλητές επιδρούν σε κάθε

παράγοντα για να αναγνωρίσουµε τον παράγοντα

Quartimax: προσπαθεί να ‘µαζέψει’ τις µεταβλητές κοντά σε µια από τις

δύο γραµµές που δείχνουν τους παράγοντες.

- Σε ποιο παράγοντα είναι κάθε µεταβλητή πιο σηµαντική, κι ενδεχοµένως να

δούµε οι µεταβλητές πως τείνουν να είναι µαζί στους παράγοντες,
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Varimax
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Quartimax
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∆ηµιουργία των factor scores

F1 = a11X
⋆
1 + a12X

⋆
2 + . . . a1pX

⋆
p

F2 = a21X
⋆
1 + a22X

⋆
2 + . . . a2pX

⋆
p

... =
...

Fm = am1X
⋆
1 + am2X

⋆
2 + . . . ampX

⋆
p

F = AX ⋆, A → factor score coefficient matrix.

Αποθηκεύουµε τους παράγοντες σαν νέες ‘µεταβλητές’.

Το αν ϑα είναι όµως ασυσχέτιστες ή όχι εξαρτάται από τη µέθοδο

υπολογισµού που χρησιµοποιήσαµε αλλά και την περιστροφή που

επιλέξαµε.

Τα αυτοκίνητα είναι ταξινοµηµένα σε Αµερικάνικα, Ευρωπαϊκά και Ιαπωνικά.
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Χρήση των σκορ

Παράγοντας 1 ανά προέλευση αυτοκινήτου

Πρώτος παράγοντας: σύγκριση ανάµεσα στο µέγεθος του αυτοκινήτου και

τις επιδόσεις του.

Λογικό αποτέλεσµα, αφού τα αµερικάνικα είναι συνήθως ογκώδη και για

αυτό ξεχωρίζουν από τα υπόλοιπα.
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Χρήση και των δύο παραγόντων

Χρησιµοποιώντας την παραγοντική ανάλυση η πληροφορία που

συµπυκνώνουν οι 2 πρώτοι παράγοντες είναι αρκετή για να αποκτήσουµε

την ικανότητα να ξεχωρίζουµε τα αυτοκίνητα
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Χρήση και των δύο παραγόντων

Το παραγοντικό µοντέλο απέτυχε στο συγκεκριµένο σετ δεδοµένων.

Χρησιµοποιώντας το απλά για περιγραφικούς σκοπούς κάποιος µπορεί να

αποκτήσει µια εικόνα σχετικά µε τον τρόπο που συσχετίζονται οι

µεταβλητές ακόµα και αν το µοντέλο δεν είναι καλό

Πολλές ϕορές το παραγοντικό µοντέλο χρησιµοποιείται απλά για

περιγραφικούς σκοπούς αγνοώντας κάθε µορφή ελέγχου της

καταλληλότητας του µοντέλου
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