
Πολυµεταβλητή Ανάλυση

∆ιακρίνουσα ανάλυση (Discriminant analysis)

Λουκία Μελιγκοτσίδου

Τμήμα Μαθηματικών, ΕΚΠΑ

Λουκία Μελιγκοτσίδου Πολυµεταβλητή Ανάλυση 1 / 63



Περιεχόµενα

1 Εισαγωγή

2 Κατάταξη για 2 πληθυσµούς

Λουκία Μελιγκοτσίδου Πολυµεταβλητή Ανάλυση 2 / 63



Ταξινόµηση (Classification)

Η ταξινόµηση (Classification) είναι το πρόβληµα της κατάταξης καινούριων

παρατηρήσεων σε ήδη υπάρχουσες οµάδες (κατηγορίες) ϐασισµένοι σε

υπάρχοντα δεδοµένα για τα οποία η κατάταξη είναι γνωστή

Συνήθως είναι διαθέσιµα δεδοµένα από κάθε µια από τις οµάδες.

Αυτά περιλαµβάνουν µια σειρά από µεταβλητές και πρέπει να ϕτιάξουµε

έναν κανόνα κατάταξης ώστε όταν έχουµε καινούριες παρατηρήσεις να

µπορούµε να τις κατατάξουµε σε οµάδες
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Παραδείγµατα εφαρµογών

Ιατρική διάγνωση µε ϐάση κάποια συµπτώµατα του ασθενούς

Credit Risk: Στα χρηµατοοικονοµικά οι τράπεζες ενδιαφέρονται να

εντοπίσουν καλούς και κακούς πελάτες πριν τη χορήγηση δανείου ή

πιστωτικής κάρτας

Marketing: όπου Ϲητείται ο διαχωρισµός επιτυχηµένων και αποτυχηµένων

διαφηµιστικών εκστρατειών.

Αναποφάσιστοι : Θέλουµε να δηµιουργήσουµε κανόνες ώστε ο

αναποφάσιστος να κατατάσσεται σε κάποια οµάδα ψήφου.
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Παραδείγµατα εφαρµογών (συνέχεια)

∆ορυφορικές ϕωτογραφίες: Με ϐάση κάποια προηγούµενα δεδοµένα

µπορεί κανείς να κατατάξει το είδος της ϐλάστησης µε ϐάση την εικόνα

από το δορυφόρο

Κοινωνικές επιστήµες: υπάρχει έντονο ενδιαφέρον να κατατάξουµε

οµάδες πληθυσµού σε συγκεκριµένες κοινωνικές οµάδες µε ϐάση µία

σειρά από χαρακτηριστικά που έχουν
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Handwritten digits

΄Εχοντας δεδοµένα για τα οποία ξέρουµε ποιο ψηφίο απεικονίζεται

ϑέλουµε να ϕτιάξουµε έναν κανόνα ώστε να µπορούµε να

αναγνωρίζουµε/κατατάξουµε καινούρια δεδοµένα (ψηφία).
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Προβλήµατα που ϑα δούµε

Τι µέθοδοι είναι διαθέσιµες;

Χρειαζόµαστε πολλές µεταβλητές για έναν καλό κανόνα κατάταξης;

Πως ϑα µετρήσουµε αν ο κανόνας που ϕτιάξαµε είναι καλός 
(goodness of fit);
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Μέθοδοι

Τεράστια ποικιλία

∆ιακρίνουσα Ανάλυση

Μη παραµετρική διακριτική ανάλυση

k-nn

Παλινδρόµηση

Λογιστική και πολυωνυµική παλινδρόµηση

∆έντρα αποφάσεων

SVM

Νευρωνικά δίκτυα

Θα ασχοληθούµε κυρίως µε την ∆ιακρίνουσα ανάλυση
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∆ιακρίνουσα Ανάλυση

Η ∆ιακρίνουσα ή διαχωριστική ανάλυση έχει σκοπό τη δηµιουργία κανόνων

κατάταξης από τα υπάρχοντα δεδοµένα έτσι ώστε να είµαστε σε ϑέση να

κατατάξουµε καινούριες παρατηρήσεις στις υπό εξέταση οµάδες.

Στην πραγµατικότητα πρόκειται για µια µεγάλη οικογένεια διαφορετικών

µεθόδων.

Αποτελεί µια παραδοσιακή µέθοδο µε αρκετά διαφορετικές ερµηνείες
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Ταξινόµηση µιας παρατήρησης σε έναν από δύο πληθυσµούς

΄Εστω G = 1, 2 → δηλώνει την οµάδα (πληθυσµό) 1 ή 2.

Θέλουµε να κατατάξουµε µια νέα παρατήρηση x ∈ Rp στην οµάδα 1

(G = 1) ή 2 (G = 2)

Αυτό σηµαίνει ότι

- Εάν G = 1, X ∼ f1(x) (συνάρτηση πυκνότητας f1)

- Εάν G = 2, X ∼ f2(x) (συνάρτηση πυκνότητας f2)

Κανόνας κατάταξης

Θέλουµε να ϐρούµε R1 και R2 διαµέριση του Rp τέτοια ώστε

Εάν x ∈ R1 →κατατάσσουµε οµάδα 1

Εάν x ∈ R2 →κατατάσσουµε οµάδα 2
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Κανόνας πιθανοφάνειας

Κατατάσσουµε την νέα παρατήρηση x στην οµάδα 1 εάν

f1(x)
f2(x)

≥ 1

διαφορετικά την κατατάσσουµε στην οµάδα 2. Εποµένως,

R1 =

{
x ∈ Rp :

f1(x)
f2(x)

≥ 1

}
.
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Με απλά λόγια

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε δυο οµάδες, (προφανώς γενικεύεται και σε

παραπάνω)

Εκτίµησε από τα δεδοµένα που έχεις µια πιθανοφάνεια (πυκνότητα

πιθανότητας) για την πρώτη οµάδα. Αυτό ισοδυναµεί µε το να εκτιµήσω πχ

τις παραµέτρους µιας κατανοµής που πιστεύω ότι περιγράφει τα

δεδοµένα µου.

Κάνε το ίδιο και για τη δεύτερη οµάδα.

΄Οταν έρθει καινούρια παρατήρηση κατάταξε εκεί που έχει µεγαλύτερη

πιθανότητα να ανήκει.
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΄Ενα απλό παράδειγµα

Ας υποθέσουµε πως έχουµε δύο πληθυσµούς.

Ο πρώτος πληθυσµός ακολουθεί N(0, 1) ενώ ο δεύτερος N(3, 1.5).

Και έστω ότι έχουµε µια καινούρια παρατήρηση µε τιµή 4 και ϑέλουµε να

την κατατάξουµε σε έναν από τους δύο πληθυσµούς.

Επειδή f(4|µ = 0, σ = 1) = 0.000134 ενώ

f(4|µ = 3, σ = 1.5) = 0.212965, ϑα κατατάξουµε την παρατήρηση στο

δεύτερο πληθυσµό

Λουκία Μελιγκοτσίδου Πολυµεταβλητή Ανάλυση 13 / 63



΄Ενα απλό παράδειγµα
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Για τιµές x > 1.395 η πυκνότητα του 2ου πληθυσµού είναι µεγαλύτερη

συνεπώς κατατάσσουµε εκεί την παρατήρηση, ενώ αντίστοιχα για τιµές

x < 1.395 κατατάσσουµε στον πρώτο πληθυσµό
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΄Ενα απλό παράδειγµα
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Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα ϑέλουµε να κατατάξουµε τις µπλε νέες

παρατηρήσεις
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Κανόνας Μεγίστης Πιθανοφάνειας - 2 πληθυσµοί

Παρατήρηση

∆εν είναι απαραίτητο να έχουµε την ίδια οικογένεια κατανοµών σε κάθε

πληθυσµό, δηλαδή ϑα µπορούσαν οι f1 και f2 να ανήκουν σε άλλη οικογένεια

(πχ η µία να είναι κανονική κατανοµή και η άλλη t-κατανοµή)
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Παράδειγµα Poisson

Ας υποθέσουµε πως η τµ X παίρνει τιµές 0, 1, . . .. Οι δυο πληθυσµοί

ακολουθούν κατανοµή Poisson µε παραµέτρους θ και µ, αντίστοιχα. Τότε ο

κανόνας µεγίστης πιθανοφάνειας δίνεται ως εξής: Εάν

f1(x|θ)
f2(x|µ)

=
exp(−θ)θx

exp(−µ)µx
≥ 1

κατατάσσουµε στην οµάδα 1, αλλιώς στην οµάδα 2. Εναλλακτικά ο κανόνας

µπορεί να γραφτεί ως

(µ− θ) + x log

(
θ

µ

)
≥ 0.
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Παράδειγµα: Κανονικοί πληθυσµοί

΄Εστω ότι η κατανοµή µιας τυχαίας µεταβλητής X στα δύο επίπεδα µιας

κατηγορική µεταβλητής είναι κανονική

Group 1 : N(µ1, σ
2
1)

Group 2 : N(µ2, σ
2
2)

f1(x|µ1, σ
2
1) =

1√
2πσ2

1

exp

{
− 1

2σ2
1

(x − µ1)
2

}
f2(x|µ2, σ

2
2) =

1√
2πσ2

2

exp

{
− 1

2σ2
2

(x − µ2)
2

}
Ο κανόνας µεγίστης πιθανοφάνειας ϑα κατατάξει στην πρώτη οµάδα όταν

f1(x|µ1, σ
2
1)

f2(x|µ2, σ2
2)

≥ 1

Λουκία Μελιγκοτσίδου Πολυµεταβλητή Ανάλυση 18 / 63



Παράδειγµα: Κανονικοί πληθυσµοί (συνέχεια)

Ο κανόνας µεγίστης πιθανοφάνειας ϑα κατατάξει στην πρώτη οµάδα όταν
f1(x|µ1,σ2

1
)

f2(x|µ2,σ2
2
)
≥ 1

⇔ σ2

σ1

exp

{
− 1

2σ2
1

(x − µ1)
2 +

1

2σ2
2

(x − µ2)
2

}
≥ 1

⇔ − 1

σ2
1

(x − µ1)
2 +

1

σ2
2

(x − µ2)
2 ≥ −2 log

(
σ2

σ1

)
⇔ x

2

(
1

σ2
1

− 1

σ2
2

)
− 2x

(
µ1

σ2
1

− µ2

σ2
2

)
+

(
µ2

1

σ2
1

− µ2
2

σ2
2

)
≤ 2 log

(
σ2

σ1

)
Ανίσωση δευτέρου ϐαθµού ως προς x

Μπορεί να έχουµε ένα κριτήριο που χωρίζει την ευθεία των πραγµατικών

σε 3 µέρη, και να κατατάσσουµε στην πρώτη οµάδα στα δύο ακραία και

στη δεύτερη το µεσαίο.

Λουκία Μελιγκοτσίδου Πολυµεταβλητή Ανάλυση 19 / 63



∆ιαχωρισµος δυο πληθυσµών N(0, 1) και N(0.5, 0.52)
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Οι περιοχές κατάταξης δεν είναι συνεχόµενες, κατατάσσουµε στον

πληθυσµό 1 όταν x < −0.0904 και όταν x > 1.4238 στον πληθυσµό 2.

R1 = (∞,−0.0904) ∪ (1.4238,∞) ενώ R2 = [−0.0904, 1.4238]
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∆υσταξινόµηση

΄Εστω G = 1, 2 → δηλώνει την οµάδα (πληθυσµό) 1 ή 2.

Νέα παρατήρηση x ∈ στην οµάδα 1 (G = 1) ή 2 (G = 2);
- Εάν G = 1, X ∼ f1(x) (συνάρτηση πυκνότητας f1)

- Εάν G = 2, X ∼ f2(x) (συνάρτηση πυκνότητας f2)

Θέλουµε να ϐρούµε R1 και R2 διαµέριση του Rp τέτοια ώστε

Εάν x ∈ R1 →κατατάσσουµε οµάδα 1

Εάν x ∈ R2 →κατατάσσουµε οµάδα 2

∆υσταξινόµηση

π21 = P(η x ταξινοµείται στην οµάδα 2 ενώ προέρχεται από την οµάδα 1)

= P(X ∈ R2|G = 1) =

∫
R2

f1(x)dx

π12 = P(η x ταξινοµείται στην οµάδα 1 ενώ προέρχεται από την οµάδα 2)

= P(X ∈ R1|G = 2) =

∫
R1

f2(x)dx
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Εκ των προτέρων πιθανότητες (prior distributions)

Ο κανόνας της µέγιστης πιθανοφάνειας που µόλις είδαµε δεν λαµβάνει

υπόψη του τα διαφορετικά µεγέθη των υπο-πληθυσµών, δηλαδή της εκ των

προτέρων πιθανότητας να πάρουµε παρατήρηση από κάθε υπο-πληθυσµό

Εκ των προτέρων πιθανότητες:

p1 = εκ των προτέρων πιθανότητα η x να προέρχεται από την οµάδα 1

p2 = 1 − p1

p1 = P(G = 1) = 1 − p2 = 1 − P(G = 2)

Οι εκ των προτέρων πιθανότητες µπορεί να ϐασίζονται σε

προηγούµενη γνώση (πριν δούµε τα δεδοµένα), π.χ. εάν είναι γνωστό ότι

ο πληθυσµός 1 είναι διπλάσιος του 2, p1 = 2p2 ⇒ p1 = 2/3 και p2 = 1/3

προσωπική εµπειρία

Εαν δεν υπάρχει εκ των προτέρων πληροφορία, p1 = p2 = 0.5.
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∆υσταξινόµηση

Τα ενδεχόµενα {X ∈ R1,G = 1} και {X ∈ R2,G = 2} δηλώνουν ορθή

ταξινόµηση.

∆υσταξινόµηση: {X ∈ R2,G = 1} και {X ∈ R1,G = 2}
Ολική πιθανότητα δυσταξινόµησης (total probability of misclassification, TPM)

TPM = P(X ∈ R2,G = 1) + P(X ∈ R1,G = 2)

= P(X ∈ R2|G = 1)P(G = 1) + P(X ∈ R1|G = 2)P(G = 2)

= p1

∫
R2

f1(x)dx + p2

∫
R1

f2(x)dx

= p1

(
1 −

∫
R1

f1(x)dx

)
+ p2

∫
R1

f2(x)dx

= p1 +

∫
R1

{p2f2(x)− p1f1(x)} dx

Θέλουµε το ολοκλήρωµα να γίνει ελάχιστο άρα η R1 να περιλαµβάνει

µόνο τα στοιχεία για τα οποία p2f2(x)− p1f1(x) ≤ 0
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Ελαχιστοποίηση TPM

Ολική πιθανότητα δυσταξινόµησης (total probability of misclassification, TPM)

TPM = p1 +

∫
R1

{p2f2(x)− p1f1(x)} dx

η οποία ελαχιστοποιείται διαλέγοντας την R1 (σύνολο των x τα οποία ϑα

κατατάσσαµε στην 1η οµάδα)

R1 = {x ∈ Rp : p2f2(x)− p1f1(x) ≤ 0}

=

{
x ∈ Rp :

f1(x)
f2(x)

≥ p2

p1

}

Κανόνας ταξινόµησης

Εάν
f1(x)
f2(x)

≥ p2

p1
, ταξινόµηση την νέα παρατήρηση στην οµάδα 1, διαφορετικά

στην οµάδα 2

Likelihood ratio > prior ratio

p1 = p2 → κανόνας µέγιστης πιθανοφάνειας.

Λουκία Μελιγκοτσίδου Πολυµεταβλητή Ανάλυση 24 / 63



Κανόνας Bayes

Ο κανόνας που ελαχιστοποιεί την ολική πιθανότητα λανθασµένης ταξινόµησης

επιλέγει τον πληθυσµό µε την µεγαλύτερη εκ τών υστέρων πιθανότητα

Η X έχει µεικτή κατανοµή: f(x) = p1f1(x) + p2f2(x)

Η εκ των υστέρων πιθανότητα η νέα παρατήρηση x να προέρχεται από την

οµάδα 1 είναι

P(G = 1|X = x) =
P(G = 1,X = x)
p1f1(x) + p2f2(x)

=
p1f1(x)

p1f1(x) + p2f2(x)

= 1 − p2f2(x)
p1f1(x) + p2f2(x)

= 1 − P(G = 2|X = x)

P(G = 1|X = x) ≥ P(G = 2|X = x) ⇔ f1(x)
f2(x)

≥ p2

p1
.
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∆υσταξινόµηση: Παραδείγµατα

΄Οσο µεγαλύτερη είναι η επικάλυψη τόσο µεγαλύτερο είναι το σφάλµα. Αν

δηλαδή οι υποπληθυσµοί µοιάζουν αρκετά είναι δύσκολο να ϕτιάξουµε έναν

πολύ καλό κανόνα κατάταξης
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Περισσότερες διαστάσεις
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Ελαχιστοποίηση κόστους λανθασµένης κατάταξης

Σε πολλά παραδείγµατα αν κάνουµε λανθασµένη κατάταξη αυτό σηµαίνει

ένα κόστος.

Για παράδειγµα στην περίπτωση του credit risk αν κάποιος πελάτης

λανθασµένα ϑεωρηθεί καλός αλλά στην πραγµατικότητα δεν είναι, τότε το

κόστος της τράπεζας είναι το ποσό του δανείου που δεν ϑα αποπληρωθεί.

Μπορούµε να δηµιουργήσουµε κανόνες κατάταξης που να λαµβάνουν

υπόψη αυτό το κόστος.

΄Εστω c12 και c21 το κόστος αν κατατάξουµε στον πληθυσµό 1 ενώ η

παρατήρηση πραγµατικά ανήκει στον πληθυσµό 2 και αντίστοιχα.

Το συνολικό κόστος λανθασµένης κατάταξης (expected cost of

misclassification, ECM) είναι

ECM = p1π21c21 + p2π12c12
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Ελαχιστοποίηση κόστους λανθασµένης κατάταξης

ECM = p1π21c21 + p2π12c12

Με ανάλογο τρόπο, αποδεικνύεται ότι το αναµενόµενο κόστος λανθασµένης

ταξινόµησης ελαχιστοποιείται για

R1 =

{
x ∈ Rp :

f1(x)
f2(x)

≥ c12p2

c21p1

}
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Παράδειγµα

΄Εστω µια ασθένεια µε ποσοστό στον πληθυσµό 2%.

Το κόστος να µην εντοπίσουµε σωστά τον ασθενή είναι 10 ϕορές

µεγαλύτερο από το κόστος να µην εντοπίσουµε σωστά έναν υγιή.

Στην ουσία αυτό σηµαίνει ότι προτιµούµε να στείλουµε άδικα κάποιον για

περαιτέρω ϑεραπεία παρά να µην εντοπίσουµε κάποιον ασθενή και να τον

αφήσουµε χωρίς ϑεραπεία.

Τότε 1ος πληθυσµός είναι οι υγιείς και 2ος οι ασθενείς,

c12 = c(Υγιής|Ασθενής) = 10c(Ασθενής|Υγιής) = 10c21

Αν

f1(x)
f2(x)

≥ 10 × 0.02

0.98

τότε ϑεωρούµε το άτοµο ως Υγιή (1η οµάδα) διαφορετικά ϑεωρούµε το

άτοµο ως ασθενή (2η οµάδα) και του χορηγούµε περαιτέρω ϑεραπεία
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Σύγκριση

΄Οταν δουλεύουµε µε 2 πληθυσµούς ο κανόνες για να κατατάξουµε στον πρώτο

πληθυσµό γίνεται

Κανόνας µεγ. Πιθανοφάνειας
f1(x)
f2(x)

≥ 1

Κανόνας Bayes
f1(x)
f2(x)

≥ p2

p1

Ελάχιστο κόστος
f1(x)
f2(x)

≥ c12p2

c21p1
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Ταξινόµηση µιας παρατήρησης σε έναν από δύο κανονικούς

πληθυσµούς

΄Εστω X |G = 1 ∼ N(µ1,Σ1) και X |G = 2 ∼ N(µ2,Σ2)
Υποθέτουµε Σ1 = Σ2 = Σ

f1(x) =
1

(2π)p/2|Σ|1/2
exp

{
−1

2
(x − µ1)Σ

−1(x − µ1)

}
f2(x) =

1

(2π)p/2|Σ|1/2
exp

{
−1

2
(x − µ2)Σ

−1(x − µ2)

}
⇒

f1(x)
f2(x)

= exp

{
−1

2
(x − µ1)Σ

−1(x − µ1) +
1

2
(x − µ2)Σ

−1(x − µ2)

}
= exp

{
− 1

2
x⊤Σ−1x − 1

2
µ⊤

1 Σ
−1µ1 + µ⊤

1 Σ
−1x

+
1

2
x⊤Σ−1x +

1

2
µ⊤

2 Σ
−1µ2 − µ⊤

2 Σ
−1x

}
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Ταξινόµηση µιας παρατήρησης σε έναν από δύο κανονικούς

πληθυσµούς (συνέχεια)

΄Αρα,

f1(x)
f2(x)

= exp

{
(µ1 − µ2)

⊤Σ−1x − 1

2
µ⊤

1 Σ
−1µ1 +

1

2
µ⊤

2 Σ
−1µ2

}
Επιπλέον, επειδή (µ1 − µ2)

⊤Σ−1(µ1 + µ2) =
1

2
µ⊤

1 Σ
−1µ1 − 1

2
µ⊤

2 Σ
−1µ2,

καταλήγουµε

f1(x)
f2(x)

≥ c12p2

c21p1

⇔ (µ1 − µ2)
⊤Σ−1x − 1

2
(µ1 − µ2)

⊤Σ−1(µ1 + µ2) ≥ log

(
c12p2

c21p1

)
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Ταξινόµηση µιας παρατήρησης σε έναν από δύο κανονικούς

πληθυσµούς (συνέχεια)

Κανόνας κατάταξης

Μια νέα παρατήρηση, κατατάσσεται στον πληθυσµό 1 εάν

(µ1 − µ2)
⊤Σ−1x0 −

1

2
(µ1 − µ2)

⊤Σ−1(µ1 + µ2) ≥ log

(
c12p2

c21p1

)
διαφορετικά κατατάσσεται στον πληθυσµό 2.

Θέτοντας L = Σ−1(µ1 − µ2), ο κανόνας παίρνει απλούστερη µορφή

L⊤x − 1

2
L⊤(µ1 + µ2) ≥ k0 (κάποια σταθερά)

Η παραπάνω συνάρτηση είναι γραµµική ως προς τις µεταβλητές.

Στην πράξη αυτό σηµαίνει πως η συνάρτηση είναι µια ευθεία που χωρίζει

το χώρο σε δύο µέρη

→ Γραµµική ∆ιακρίνουσα Ανάλυση (Linear Discriminant Analysis)
Λουκία Μελιγκοτσίδου Πολυµεταβλητή Ανάλυση 34 / 63



Παρατηρήσεις

Λόγος λογαριθµικών πιθανοφανειών που χρησιµοποιούµε → την

απόσταση Mahalanobis της παρατήρησης από το µέσο κάθε οµάδας.

∆εν είναι εύκολο να πάρουµε τόσο εύχρηστους τύπους για κάθε

κατανοµή. Στην πράξη απλά υπολογίζουµε τους λόγους πιθανοφανειών.

Στην περίπτωση που δεν χρησιµοποιήσουµε την υπόθεση των ίσων

διακυµάνσεων τότε ο κανόνας που προκύπτει δεν είναι γραµµικός αλλά

τετραγωνικός (quadratic) και άρα στο επίπεδο διαχωρίζουµε τις δυο

οµάδες όχι µε µια γραµµή αλλά µε µια καµπύλη
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Στην πράξη ταξινόµηση µέσω ενός δείγµατος

Στην πράξη δεν γνωρίζουµε τις παραµέτρους τών πληθυσµών, άρα πρέπει να

τις εκτιµήσουµε. ΄Εστω

x(1)1 , . . . , x(1)n1
τυχαίο δείγµα από την N(µ1,Σ)

x(2)1 , . . . , x(2)n2
τυχαίο δείγµα από την N(µ2,Σ)

Παράµετρος Εκτίµηση

µ1 x(1) = 1

n1

∑
n1

i=1
x(1)i

µ2 x(2) = 1

n2

∑
n2

i=1
x(2)i

Σ Sp = 1

n1+n2−2

{∑
n1

i=1
(x(1)i − x(1))(x(1)i − x(1))⊤

+
∑

n2

i=1
(x(2)i − x(2))(x(2)i − x(2))⊤

}
Χρησιµοποιούµε τις εκτιµήσεις στην ϑέση των παραµέτρων

Sp → pooled covariance matrix (αντίστοιχο της κοινής διακύµανσης του

t-test).
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∆υο οµάδες
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∆εδοµένα
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Η διακρίνουσα γραµµή
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Αξιολόγηση συναρτήσεων ταξινόµησης

Ολική πιθανότητα λανθασµένης ταξινόµησης ενός κανόνα µε R1 και R2

TPM = p1

∫
R2

f1(x)dx + p2

∫
R1

f2(x)dx

Στην πράξη δεν µπορεί όµως να εκτιµηθεί επειδή οι πυκνότητες f1(x) και

f2(x) είναι άγνωστες

Εάν υποθέσουµε ότι X |G = 1 και X |G = 2 ακολουθούν την πολυδιάστατη

κανονική κατανοµή και εκτιµήσουµε τις παραµέτρους τους από το δείγµα,

οι υπολογισµοί µπορούν να γίνουν, αλλά πρέπει να επιβεβαιωθεί ότι η

προσέγγιση της κανονικότητας είναι αξιόπιστη - δύσκολο σε µεγάλες

διαστάσεις.
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Αξιολόγηση συναρτήσεων ταξινόµησης

Για την αξιολόγηση τού κανόνα ταξινόµησης χρησιµοποιούµε την φαινοµενική
πιθανότητα λανθασµένης ταξινόµησης (apparent error rate, APER) που ορίζεται

ως το ποσοστό τών παρατηρήσεων στο εκπαιδευτικό δείγµα τα οποία

ταξινοµούνται λανθασµένα από τον κανόνα

ταξινόµηση από τον κανόνα

Οµάδα 1 Οµάδα 2

Πραγµατικός Οµάδα 1 n1C n1M = n1 − n1C n1

πληθυσµός Οµάδα 2 n2M = n2 − n2C n2C n2

Η ϕαινοµενική πιθανότητα λανθασµένης ταξινόµησης είναι

APER =
n1M + n2M

n1 + n2

Παρ΄ όλο που το APER είναι ένας λογικός εκτιµητής της πραγµατικής

δυσταξινόµησης, την υποεκτιµά. Για να διορθωθεί αυτό το πρόβληµα

απαιτούνται ‘µεγάλα’ n1, n2.

Η ‘αισιοδοξία’ τού εκτιµητή δικαιολογείται από το γεγονός ότι το ίδιο δείγµα

αξιολογεί τον κανόνα που εκείνο υπέδειξε
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Αξιολόγηση συναρτήσεων ταξινόµησης

Για την αξιολόγηση τού κανόνα ταξινόµησης χρησιµοποιούµε την φαινοµενική
πιθανότητα λανθασµένης ταξινόµησης (apparent error rate, APER) που ορίζεται

ως το ποσοστό τών παρατηρήσεων στο εκπαιδευτικό δείγµα τα οποία

ταξινοµούνται λανθασµένα από τον κανόνα

ταξινόµηση από τον κανόνα

Οµάδα 1 Οµάδα 2

Πραγµατικός Οµάδα 1 n1C n1M = n1 − n1C n1

πληθυσµός Οµάδα 2 n2M = n2 − n2C n2C n2

Η ϕαινοµενική πιθανότητα λανθασµένης ταξινόµησης είναι

APER =
n1M + n2M

n1 + n2

Παρ΄ όλο που το APER είναι ένας λογικός εκτιµητής της πραγµατικής

δυσταξινόµησης, την υποεκτιµά. Για να διορθωθεί αυτό το πρόβληµα

απαιτούνται ‘µεγάλα’ n1, n2.

Η ‘αισιοδοξία’ τού εκτιµητή δικαιολογείται από το γεγονός ότι το ίδιο δείγµα

αξιολογεί τον κανόνα που εκείνο υπέδειξε

Λουκία Μελιγκοτσίδου Πολυµεταβλητή Ανάλυση 41 / 63
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Αξιολόγηση συναρτήσεων ταξινόµησης (Cross-validation)

Εάν έχουµε «αρκετές» παρατηρήσεις, διαιρούµε το δείγµα σε δύο µέρη:

Πρώτο µέρος (συνήθως ≃ 50%): εκπαιδευτικό δείγµα (training sample)

∆εύτερο µέρος (συνήθως ≃ 50%): επικυρωτικό δείγµα (validation

sample).

Ο κανόνας ταξινόµησης κατασκευάζεται από το εκπαιδευτικό δείγµα και

αξιολογείται από το επικυρωτικό δείγµα όπως προηγουµένως.

Αυτή η προσέγγιση έχει δύο µειονεκτήµατα:

1 Απαιτεί «µεγάλα» δείγµατα

2 ∆εν χρησιµοποιούνται όλες οι παρατηρήσεις για την αξιολόγηση και

εποµένως µπορεί να χάνεται σηµαντική πληροφορία
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∆εύτερη εναλλακτική προσέγγιση: jackknifing

Η µέθοδος jackknife (Leave-One-Out Cross-Validation) είναι µία γενική

µέθοδος που ϐασίζεται στην εξής απλή ιδέα: Η διαδικασία εφαρµόζεται n

ϕορές (όσο είναι το συνολικό µέγεθος δείγµατος) παραλείποντας κάθε ϕορά

µία παρατήρηση µε την σειρά

1 Παραλείποντας µια παρατήρηση, κατασκευάζουµε τον κανόνα

ταξινόµησης από τις υπόλοιπες παρατηρήσεις.

2 Βάσει αυτού τού κανόνα, ταξινοµούµε την παρατήρηση που παραλείψαµε

σε κάποιον από τους δύο πληθυσµούς

3 Επαναλαµβάνουµε για όλες τις παρατηρήσεις

Αποδεικνύεται ότι το συνολικό ποσοστό λανθασµένα ταξινοµηµένων

παρατηρήσεων είναι αµερόληπτος εκτιµητής της πραγµατικής πιθανότητας

λάθους ταξινόµησης
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Η προσέγγιση του Fisher

Αν έχουµε πολλές µεταβλητές/διαστάσεις τότε ϑα µπροούσαµε να επιλύσουµε

το πρόβληµα πιο απλά κάνοντας το εξής:

Να ϐρούµε εναν γραµµικό συνδυασµό των µεταβλητών, τέτοιο ωστε 
υπολογίζοντας αυτα τα σκορ οι δυο οµάδες µας να ειναι όσο γινεται πιο 
µακριά η µία από την άλλη

Σκοπός, δηλαδή είναι η εύρεση ενος γραµµικού µετασχηµατισµού των 
δεδοµένων

U(x) = L⊤x

ο οποίος µεγιστοποιεί την πιθανοφάνεια και το t-test που συγκρίνει τις 2

οµάδες

Λουκία Μελιγκοτσίδου Πολυµεταβλητή Ανάλυση 44 / 63



Η διαχωριστική ανάλυση του Fisher

Μετατροπή των χαρακτηριστικών x σε µονοδιάστατα σκορ

U(x) = L
⊤x

U(x) ονοµάζεται διαχωριστική/διακρίνουσα συνάρτηση.

Τα σκορ των δύο οµάδων ϑα πρέπει να είναι όσο το δυνατόν πιο

αποµακρυσµένα έτσι ώστε να µπορούµε εύκολα µε ϐάση αυτά τα σκορ να

κάνουµε διαχωρισµό και ταξινόµηση των δύο οµάδων.

Ο Fisher πρότεινε τη χρήση γραµµικών συνδυασµών για τη δηµιουργία

αυτών των σκορ χωρίς να γίνει κάποια υπόθεση για την κατανοµή των

οµάδων.

Η γραµµικότητα υιοθετήθηκε για λόγους ευκολίας.

Υπέθεσε ισότητα των πινάκων συνδιακύµανσης (χωρίς να το λέει ϱητά)

αφού χρησιµοποίησε τη συνδυασµένη κοινή (pooled) εκτίµηση Sp.
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Η διαχωριστική ανάλυση του Fisher (2)

΄Εστω τα σκορ U(1) και U(2) για τις 2 οµάδες.

Μέτρο απόκλισης των σκορ των δύο οµάδων = απόσταση των µέσων τιµών

(U
(1) − U

(2)
).

Ο Fisher χρησιµοποίησε την ποσότητα:

D =
|U(1) − U

(2)|
sU

όπου s2
U δηλώνει την κοινή (pooled) διακύµανση

s
2
U =

∑
n1

i=1
(U

(1)
i − U

(1)
)2 +

∑
n2

i=1
(U

(2)
i − U

(2)
)2

n1 + n2 − 2

Σκοπός: η µεγιστοποίηση της ποσότητας D ή αντίστοιχα της απόστασης D2.
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Η διαχωριστική ανάλυση του Fisher (3)

Θέλουµε να ϐρούµε τον γραµµικό συνδυασµό L ώστε

D
2 = (U

(1) − U
(2)
)2/s

2
U

να γίνει µέγιστο.

Ανισότητα Cauchy-Schwarz: (a⊤b)2 ≤ (a⊤a)(b⊤b), ∀a, b ∈ Rp.

Επειδή Sp είναι ϑετικά ορισµένος, ϑέτοντας a = S1/2
p L και

b = S−1/2
p (x(1) − x(2))

{
L⊤S1/2

p S−1/2
p (x(1) − x(2))

}2

≤ (L⊤SpL)(x
(1) − x(2))⊤S−1

p (x(1) − x(2))

⇒

{
L⊤(x(1) − x(2))

}2

L⊤SpL
≤ (x(1) − x(2))⊤S−1

p (x(1) − x(2))
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Η διαχωριστική ανάλυση του Fisher (4)

Παρατηρείστε ότι U
(1)

= L⊤x(1) και U
(2)

= L⊤x(2). Επίσης,

s
2
U =

∑
n1

i=1
(U

(1)
i − U

(1)
)2 +

∑
n2

i=1
(U

(2)
i − U

(2)
)2

n1 + n2 − 2

=

∑
n1

i=1

{
L⊤(x(1)i − x(1))

}2

+
∑

n2

i=1

{
L⊤(x(2)i − x(2))

}2

n1 + n2 − 2

=
L⊤

{∑
n1

i=1
(x(1)i − x(1))(x(1)i − x(1))⊤

}
L

n1 + n2 − 2

+
L⊤

{∑
n2

i=1
(x(2)i − x(2))(x(2)i − x(2))⊤

}
L

n1 + n2 − 2

= LSpL
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Η διαχωριστική ανάλυση του Fisher (5)

Εποµένως, έχουµε αποδείξει ότι για κάθε γραµµικό µετασχηµατισµό L

D
2 =

(U
(1) − U

(2)
)2

s2
U

=

{
L⊤(x(1) − x(2))

}
LSpL

≤ (x(1) − x(2))⊤S−1
p (x(1) − x(2))

Παίρνοντας L = S−1
p (x(1) − x(2)), επιβεβαιώνεται εύκολα ότι

D2 = (x(1) − x(2))⊤S−1
p (x(1) − x(2)). ΄Αρα, η L = S−1

p (x(1) − x(2)) είναι ο

ϐέλτιστος γραµµικός µετασχηµατισµός

Κρίσιµη τιµή: Μέση τιµή των 2 σκορ

m =
1

2
(U

(1)
+ U

(2)
)

∆ιαχωριστική (διακρίνουσα) συνάρτηση: L⊤x −m
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Η διαχωριστική ανάλυση του Fisher (6)

∆ιαχωριστικός κανόνας: L⊤x −m

∆ιαφορετική προσέγγιση αλλά ίδιο αποτέλεσµα µε µέθοδο µέγιστης

πιθανοφάνειας για 2 πληθυσµούς (k0 = 0)

L⊤x −m = (x(1) − x(2))⊤S−1
p x − 1

2
(x(1) − x(2))⊤S−1

p (x(1) + x(2))

Η παραπάνω προσέγγιση δεν προϋποθέτει κανονικότητα. Για το λόγο αυτό

µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και µη κανονικές µεταβλητές ακόµα και

κατηγορικές. Αυτός είναι ο λόγος που αυτή η προσέγγιση αναφέρεται πιο

πολύ στη ϐιβλιογραφία

Υπάρχουν όµως οι προϋποθέσεις της γραµµικότητας και της

οµοσκεδαστικότητας (οι οποίες πολλές ϕορές δεν ισχύουν στην πράξη).
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Ταξινόµηση µίας παρατήρησης σε έναν από k ≥ 2

πληθυσµούς

΄Εστω G ∈ {1, 2, . . . , k} (k διαφορετικοί πληθυσµοί)

Θέλουµε να ταξινοµήσουµε µια παρατήρηση x ∈ Rp σε έναν εκ των k

πληθυσµών

X |G = i ∼ fi , i = 1, 2, . . . , k .

Εκ των προτέρων πιθανότητες, pi = P(G = i), i = 1, 2, . . . , k , και∑
k

i=1
pi = 1

cij → κόστος ταξινόµησης της παρατήρησης στον i πληθυσµό ενώ

προέρχεται από τον j (cii = 0)

Η x κατατάσσεται στον i πληθυσµό εάν x ∈ Rp, όπου {R1, . . . , Rk}
διαµέριση του Rp

πij = P(X ∈ Ri |G = j) =
∫

Ri
fj(x)dx

πjj = 1 −
∑

i ̸=j
πij
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Αναµενόµενο κόστος δυσταξινόµησης

Το (δεσµευµένο) αναµενόµενο κόστος δυσταξινόµησης µίας παρατήρησης x
από τον πληθυσµό j είναι

ECM(j) =
k∑

i=1

cijπij =
k∑

i=1

cij

∫
Ri

fj(x)dx

ενώ το αναµενόµενο κόστος δυσταξινόµησης µίας παρατήρησης ξ είναι

ECM =
k∑

j=1

pjECM(j) =
k∑

i=1

∫
Ri

{
k∑

j=1

pjcij fj(x)dx

}

Το αναµενόµενο κόστος δυσταξινόµησης ελαχιστοποιείται αν επιλέξουµε

Ri =

{
x ∈ Rp :

k∑
j=1

pjcij fj(x) = min
1≤ν≤k

k∑
j=1

pjcν j fj(x)

}
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Αναµενόµενο κόστος δυσταξινόµησης

Ισοδύναµα, υπολογίζουµε σκορ καταχώρισης στην i οµάδα

Wi = −
k∑

j=1

pjcij fj(x), i = 1, 2, . . . , k

και καταχωρούµε την παρατήρηση µας στην οµάδα µε το µεγαλύτερο σκορ.

Παρατήρηση

Εάν τα κόστη είναι σταθερά, ο προηγούµενος κανόνας είναι ισοδύναµος µε την

µεγιστοποίηση τής εκ τών υστέρων πιθανότητας

P(G = i|X = x) =
pi fi(x)∑

k

ν=1
pν fν(x)
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Γραµµική διακρίνουσα ανάλυση µε 3 οµάδες

Πίνακες συνδιακύµανσης ίσοι

−6 −4 −2 0 2 4 6

−
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−
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−
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Τετραγωνική διακρίνουσα ανάλυση µε 3 οµάδες

Πίνακες συνδιακύµανσης διαφορετικοί
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app. error rate: 0.073
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Η µέθοδος του Fisher για k ≥ 2 πληθυσµούς

΄Εστω k ≥ 2 πληθυσµοί µε µέσες τιµές µ1, . . . ,µk και κοινό πίνακα

συνδιακύµανσης Σ (ϑετικά ορισµένο).

∆είγµα

x(1)1 , x(1)2 , . . . , x(1)n1
∼ G = 1

x(2)1 , x(2)2 , . . . , x(2)n2
∼ G = 2

...

x(k)1 , x(k)2 , . . . , x(k)nk
∼ G = k

Για ευκολία, δουλεύουµε µε µετασχηµατισµένες (µονοδιάστατες)

παρατηρήσεις από τον κάθε πληθυσµό, y
(j)
i = a⊤x(j)i , όπου a ∈ Rp.

Το ερώτηµα είναι πως ϑα επιλεγεί το a...
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Η µέθοδος του Fisher για k ≥ 2 πληθυσµούς

∆είγµα µετασχηµατισµένων παρατηρήσεων

y
(1)
1 , y

(1)
2 , . . . , y

(1)
n1

∼ G = 1

y
(2)
1 , y

(2)
2 , . . . , y

(2)
n2

∼ G = 2

...

y
(k)
1 , y

(k)
2 , . . . , y

(k)
nk

∼ G = k

Θα ϑέλαµε οι µέσες τιµές y(1), . . . , y(k) να είναι όσο το δυνατόν πιο

διαφορετικες µεταξύ τους
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Η µέθοδος του Fisher: sum of squares

Μία «λογική» προσέγγιση για να εξετάσουµε την ισότητα τών µέσων τιµών τών

µετασχηµατισµένων πληθυσµών είναι να συγκρίνουµε το άθροισµα τών

τετραγώνων τών αποκλίσεων µεταξύ τών δειγµάτων (between sum of squares)

SSB =
k∑

j=1

nj(y
(j) − y)2 =

k∑
j=1

nj(a
⊤x(j) − a⊤x)2 =

k∑
j=1

nj

{
a⊤(x(j) − x)

}2

= a⊤

{
k∑

j=1

nj(x
(j) − x)(x(j) − x)⊤

}
a = a⊤Ba

µε το άθροισµα τών τετραγώνων τών αποκλίσεων εντός τών δειγµάτων (within

sum of squares)

SSW =
k∑

j=1

nj∑
i=1

(y
(j)
i − y

(j))2 =
k∑

j=1

nj∑
i=1

(a⊤x(j)i − a⊤x(j))2

= a⊤

{
k∑

j=1

nj∑
i=1

(x(j)i − x(j))(x(j)i − x(j))⊤
}

a = a⊤Wa
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Η µέθοδος του Fisher: one-way ANOVA

΄Οπως στην one{way ANOVA

SSB = a⊤

{
k∑

j=1

nj(x
(j) − x)(x(j) − x)⊤

}
a = a⊤Ba

SSW = a⊤

{
k∑

j=1

nj∑
i=1

(x(j)i − x(j))(x(j)i − x(j))⊤
}

a = a⊤Wa

Είναι ϕανερό ότι

W =
k∑

j=1

(nj − 1)Sj = (n1 + n2 + . . . nk − k)Sp

δηλαδή είναι ένα πολλαπλάσιο τού κοινού εκτιµητή τού Σ

Λουκία Μελιγκοτσίδου Πολυµεταβλητή Ανάλυση 59 / 63



Η ιδέα του Fisher

Η υπόθεση τής ισότητας τών µέσων τιµών αµφισβητείται όσο ο λόγος

Q(a) =
SSB

SSW
=

a⊤Ba
a⊤Wa

παίρνει µεγαλύτερες τιµές.

Η ιδέα του Fisher ήταν να χρησιµοποιήσουµε το a που µεγιστοποιεί το Q(a)
γιατί έτσι διαχωρίζονται περισσότερο οι πληθυσµοί

Εάν πολλαπλασιάσουµε το a µε ένα σταθερό αριθµό c ̸= 0, έχουµε τον

ίδιο λόγο → Q(a) = Q(ca).

Εποµένως, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε ότι

a⊤Wa = 1

Λουκία Μελιγκοτσίδου Πολυµεταβλητή Ανάλυση 60 / 63



∆ιακρίνουσα του Fisher

Αποτέλεσµατα

Αποδεικνύεται ότι ο πίνακας W−1B έχει s ≤ min(k − 1, p) µη µηδενικές

ιδιοτιµές λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λs > 0 και έστω e1, . . . , es τα αντίστοιχα

ιδιοδιανύσµατα, κανονικοποιηµένα ώστε e⊤i Wei = 1. Τότε ισχύει ότι

max
a∈Rp: a⊤Wa=1

a⊤Ba
a⊤Wa

=
e⊤1 Be1

e⊤1 We1

= λ1

max
a∈Rp: a⊤Wa=1,a⊥e1...,er

a⊤Ba
a⊤Wa

=
e⊤r+1Ber+1

e⊤r+1Wer+1

= λr+1

για r = 1, 2, . . . , s − 1.
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∆ιακρίνουσα του Fisher: Στην πράξη

΄Εστω y1 = e⊤1 x, . . . , ys = e⊤s x οι s δειγµατικές διακρίνουσες κατά Fisher και

έστω ότι αποφασίζουµε να χρησιµοποιήσουµε r ≤ s από αυτές για την

ταξινόµηση µίας νέας παρατήρησης σε κάποιον από τους k πληθυσµούς

Κανόνας

Μία νέα παρατήρηση x ταξινοµείται στον πληθυσµό i για τον οποίον

r∑
j=1

(e⊤j x − e⊤j x(i))2 =
r∑

j=1

{
e⊤j (x − x(i))

}2

= min
1≤ν≤k

r∑
j=1

{
e⊤j (x − x(ν))

}2

Κάθε νέα παρατήρηση κατατάσσεται στον πληθυσµό απο του οποίου τη

µέση τιµή ‘απέχει’ λιγότερο ϐάσει των διακρίνουσων συναρτήσεων.

Προσοχή, ο κανόνας διαχωρισµού εδώ είναι διαφορετικός και συµπίπτει

µε τη µέθοδο πιθανοφανειών (κανονικών κατανοµών) µόνο για k = 2.
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∆ιακρίνουσα του Fisher: Ερµηνεία

Ερµηνεία των παραπάνω διαχωριστικών συναρτήσεων:

1η διαχωριστική συνάρτηση µεγιστοποιεί τις διαφορές των µέσων σε µια

διάσταση.

2η διαχωριστική συνάρτηση µεγιστοποιεί την απόσταση των µέσων σε µια

κατεύθυνση ορθογώνια στην 1η

3η µας δείχνει την απόσταση σε µια 3η διάσταση ανεξάρτητη των άλλων 2

κ.ο.κ.
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