
Θεωρία Μέτρου 2025-26 - Φυλλάδιο 3

Προθεσμία παράδοσης: 7 Ιανουαρίου 2026. Παραδίδετε 5 από τις ασκήσεις.

1. Σωστό ή Λάθος; Δικαιολογήστε τις απαντήσεις σας.

a) ´Εστω f : (R,L (R),λ )→ [0,+∞) φραγμένη, μετρήσιμη συνάρτηση. Τότε,∫
R

f dλ = inf
{∫

R
s dλ : s απλή, με f ≤ s

}
.

b) ´Εστω f : ([0,1],L ([0,1]),λ )→ [0,+∞) φραγμένη, μετρήσιμη συνάρτηση. Τότε,∫
R

f dλ = inf
{∫

R
s dλ : s απλή, με f ≤ s

}
.

c) ´Εστω fn : (R,L (R),λ )→R μετρήσιμη για κάθε n∈N. ´Εστω ότι ορίζεται καλά το
∫
R fn dλ

για κάθε n ∈ N, και ότι η ακολουθία ( fn)n∈N είναι αύξουσα. Τότε,

lim
n→+∞

∫
R

fn dλ =
∫ (

lim
n→+∞

fn

)
dλ .

2. ´Εστω f : (R,L (R),λ )→ [0,+∞) ολοκληρώσιμη συνάρτηση.

a) Δείξτε ότι, για κάθε ε > 0, υπάρχει n ∈ N ώστε∣∣∣∣∫
[−n,n]

f dλ −
∫
R

f dλ

∣∣∣∣< ε.

b) Δείξτε ότι, για κάθε ε > 0, υπάρχει φραγμένο A ⊆ R, ώστε η f χA να είναι φραγμένη

συνάρτηση και ∣∣∣∣∫A
f dλ −

∫
R

f dλ

∣∣∣∣< ε.

3. ´Εστω f : (R,L (R),λ )→ [0,+∞) ολοκληρώσιμη συνάρτηση. Δείξτε ότι, για κάθε ε > 0, υπάρχει

δ > 0 ώστε:

για κάθε A ∈ L (R) με λ (A)< δ , να ισχύει ότι

∫
A

f dλ < ε.

4. ´Εστω f : (R,L (R),λ )→ R ολοκληρώσιμη συνάρτηση.

a) Δείξτε ότι, για κάθε n ∈ N,∫ 1

0
f (x+n) dλ (x) =

∫ n+1

n
f (x) dλ (x).

b) Δείξτε ότι η ∑
+∞

n=1 f (x+n) συγκλίνει για λ -σχεδόν κάθε x ∈ [0,1].
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5. a) ´Εστω f : [0,1]→ R, με

f (x) =

cosx, αν x ∈ [0,1]\Q,

0, αν x ∈ [0,1]∩Q.

Δείξτε ότι η f είναι Lebesgue-μετρήσιμη και υπολογίστε το
∫
[0,1] f dλ .

b) ´Εστω f : [0,1]→ [0,+∞) Lebesgue-ολοκληρώσιμη συνάρτηση. Δείξτε ότι

lim
n→+∞

∫
[0,1]

n
√

f (x) dλ (x) = λ
(
{x ∈ [0,1] : f (x)> 0}

)
.

6. Υπολογίστε τα παρακάτω (με δικαιολόγηση).

(i)
+∞

∑
n=0

∫
π/2

0
(1−

√
sinx)n cosx dx.

(ii) lim
n→+∞

∫
(1,+∞)

(
sinx

x

)n

dλ (x).

7. ´Εστω (X ,A ,µ) χώρος μέτρου, με µ(X) < +∞. ´Εστω f : (X ,A ,µ) → [−∞,+∞] Lebesgue-

μετρήσιμη. (Προσοχή, η f μπορεί να παίρνει και τις τιμές ±∞.) Ο στόχος αυτής της άσκησης

είναι να δειχθεί ότι∫
| f |dµ <+∞ ⇐⇒

+∞

∑
n=1

2n ·µ ({x ∈ X : | f (x)| ≥ 2n})<+∞.

a) ´Εστω ότι ∑
+∞

n=1 2n ·µ ({x ∈ X : | f (x)| ≥ 2n})<+∞. Δείξτε ότι η f ∈ L 1(µ).

b) ´Εστω ότι η f ∈ L 1(µ).

(i) Για κάθε k ∈ N, ορίζουμε Ak := {x ∈ X : 2k ≤ | f (x)|< 2k+1}. Δείξτε ότι

µ({x ∈ X : | f (x)| ≥ 2n}) =
+∞

∑
k=n

µ(Ak), για κάθε n ∈ N.

(ii) Δείξτε ότι ∑
+∞

n=1 2n ·µ ({x ∈ X : | f (x)| ≥ 2n})≤ 2
∫
| f | dµ (<+∞).
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