
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΙΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ

1. Να υπολογίσετε τα όρια των ακόλουθων ακολου-
θιών και να δώσετε αιτιολόγηση για τους υπολο-
γισμούς:

(αʹ)
𝑛

𝑛2 + 3 + 𝑛√𝑛

(βʹ)
𝑛 + 1
2𝑛 + 5

(γʹ)
𝑛3 + 3𝑛2 + 5

𝑛2 + 2

(δʹ)
35𝑛7 + 1

71𝑛7 + 5𝑛6 + 1

(εʹ)
3√𝑛2 + 𝑛 + 𝑛

4√2𝑛4 + 1 + √𝑛

(ϛʹ)
√

𝑛3 + 2𝑛4 + 1 − 𝑛
−2𝑛2 + 3√𝑛2 + 3

(ζʹ)
(1 + 2√𝑛)√𝑛 + 1

𝑛 + 3√𝑛

(ηʹ)
3√1 − 27𝑛3

1 + 4𝑛

(θʹ)
𝑛((−1)𝑛 + √𝑛)

2 +
√

𝑛3 + 1

(ιʹ)
𝑛 3√𝑛2 + 2

𝑛2 + (−1)𝑛𝑛

(ιαʹ)
2𝑛 ⋅ 𝑒1/𝑛

(−1)𝑛 +
√

𝑛2 + 5
2. Να υπολογίσετε τα όρια των ακόλουθων ακολου-

θιών:

(αʹ) (𝑛2 − 1
𝑛2 )

𝑛

(βʹ) (4𝑛 − 5
4𝑛 + 3)

2𝑛

(γʹ) (𝑛 + 2
𝑛 + 4)

𝑛+1

(δʹ) ( 𝑛 + 2
5 + 5𝑛)

𝑛

(εʹ) (3𝑛 + 1
3𝑛 + 2)

𝑛

(ϛʹ) (3 − 2𝑛 + 1
𝑛 )

4𝑛−2

(ζʹ) (2𝑛 + 5
2𝑛 + 1)

𝑛+4

(ηʹ) ( 𝑛2 + 3
2𝑛2 + 1)

𝑛
𝑒arctan(𝑛).

3. Να υπολογίσετε τα όρια των ακόλουθων ακολου-
θιών και να αιτιολογήσετε τους υπολογισμούς:

(αʹ)
3𝑛 sin(23𝑛 + 1)

23𝑛 + 1
(βʹ)

1
𝑛 cos(𝑛 + 1) log(𝑛)

(γʹ)
𝑛2 + 3

𝑛
√

𝑛3 + 2
⋅ cos(√𝑛3 + 2)

(δʹ)
1
𝑛

𝑛√𝑛!

(εʹ) 𝑛√ 𝑛2𝑒−𝑛 − ( 𝑛4

𝑛4 + 1)
𝑛4

(ϛʹ)
𝑛 sin𝑛

2𝑛√
5𝑛3 + 1

(ζʹ) √𝑛2 + 2𝑛 − 𝑛

(ηʹ) ((𝑛 + 1) 𝑛+2

(𝑛 + 2) 𝑛+1 − 𝑛
3 ) ⋅ sin( 1

𝑛)

(θʹ)
3𝑛 − 5
5𝑛 + 3

4. Να υπολογίσετε τα όρια των ακόλουθων ακολου-
θιών και να δώσετε σαφή αιτιολόγηση για κάθε
υπολογισμό:

(αʹ) 𝑎𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=1

sin2(𝑛)
𝑛2 + 3𝑘2

(βʹ) 𝑏𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=1

5𝑛√
𝑛4 + 𝑘

(γʹ) 𝑐𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=1

3√2𝑛
3√𝑛4 + 𝑘

5. Να βρείτε τα όρια των ακολουθιών:

(αʹ) 𝑎𝑛 = 𝑛 + 1
2𝑛 − √𝑛2 + 1 και

(βʹ) 𝑏𝑛 = (
√

2𝑛 + 1 −
√

2𝑛) ⋅ cos2(𝑛)
και να δώσετε σαφή αιτιολόγηση της απάντησής
σας.

6. Να εξετάσετε την ακολουθία που ορίζεται αναδρο-
μικά:

{ 𝑢1 =
√

2,
𝑢𝑛+1 = √2𝑢𝑛, ∀𝑛 ∈ ℕ.

(αʹ) Να δειχθεί με επαγωγή ότι 0 < 𝑢𝑛 < 2,
∀𝑛 ∈ ℕ.

(βʹ) Να δειχθεί ότι η ακολουθία είναι αύξουσα.
(γʹ) Να δειχθεί ότι η ακολουθία συγκλίνει.
(δʹ) Να υπολογισθεί το όριο της ακολουθίας.
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7. Να εξετάσετε την ακολουθία

{ 𝑎1 =
√

2,
𝑎𝑛+1 = (

√
2)𝑎𝑛 , ∀𝑛 ∈ ℕ.

(αʹ) Να δειχθεί με επαγωγή ότι
√

2 ≤ 𝑎𝑛 < 2,
∀𝑛 ∈ ℕ.

(βʹ) Να δειχθεί με επαγωγή ότι η ακολουθία (𝑎𝑛)
είναι αύξουσα.

(γʹ) Να δειχθεί ότι υπάρχει 𝑎 ≤ 2 τέτοιο ώστε
𝑎𝑛 → 𝑎.

8. Έστω 𝑎 ∈ ℝ θετικός αριθμός. Να εξετάσετε
την ακολουθία πραγματικών αριθμών που ορίζε-
ται αναδρομικά

⎧{
⎨{⎩

𝑥1 = 𝑎,
𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛

2 + 𝑥𝑛
, ∀𝑛 ∈ ℕ.

(αʹ) Να δειξετε με επαγωγη οτι 𝑥𝑛 > 0, για καθε
𝑛 ∈ ℕ.

(βʹ) Να δειξετε οτι η ακολουθια ειναι φθινουσα.
(γʹ) Να δειξετε οτι η ακολουθια συγκλινει και να

προσδιορισετε το οριο της.

9. Να εξετάσετε την ακολουθία που ορίζεται αναδρο-
μικά:

{𝑢1 =
√

2,
𝑢𝑛+1 = √2𝑢𝑛, ∀𝑛 ∈ ℕ.

(αʹ) Να δείξετε με μαθηματική επαγωγή ότι 0 <
𝑢𝑛 < 2, ∀𝑛 ∈ ℕ.

(βʹ) Να δείξετε ότι η ακολουθία είναι αύξουσα.
(γʹ) Να δείξετε ότι η ακολουθία συγκλίνει.
(δʹ) Να υπολογίσετε το όριο της ακολουθίας.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΙΣ ΣΕΙΡΕΣ

1. Να δειχθεί ότι οι παρακάτω σειρές συγκλίνουν και
να βρεθούν τα αθροίσματά τους:

(αʹ)
∞

∑
𝑛=1

1
𝑛2 + 3𝑛 + 2 .

(βʹ)
∞

∑
𝑛=1

(arctan(𝑛 + 3) − arctan(𝑛)).

(γʹ)
∞

∑
𝑛=0

( 1
𝑒𝑛 − 1

𝑒𝑛+1 ).

(δʹ)
∞

∑
𝑛=1

( 1
arctan(𝑛) − 1

arctan(𝑛 + 1)).

(εʹ)
∞

∑
𝑛=1

( 1
22𝑛−1 − 1

23𝑛−2 ).

(ϛʹ)
∞

∑
𝑛=0

3𝑛 + 7𝑛

3𝑛 ⋅ 7𝑛 .

(ζʹ)
∞

∑
𝑛=1

( 1
4𝑛−1 − 2

5𝑛 + 3
6𝑛+1 ).

(ηʹ)
∞

∑
𝑛=2

log(𝑛+2
𝑛 )

log(𝑛) log(𝑛 + 2) .

2. Να δειχθεί ότι η σειρά
∞

∑
𝑛=2

( 1
(𝑛 + 1)2 + 1

𝜋𝑛 )

συγκλίνει και να βρεθεί το άθροισμά της, γνωρί-

ζοντας ότι
∞

∑
𝑛=1

1
𝑛2 = 𝜋2

6 .

3. Να γραφούν οι παρακάτω περιοδικοί δεκαδικοί ως
κλάσματα:

(αʹ) 0, 5.
(βʹ) 0, 34.
(γʹ) 1, 345.
(δʹ) 0, 324101.

4. Να ελεγχθεί η σύγκλιση της παρακάτω σειράς με
κριτήριο σύγκρισης:

∞
∑
𝑛=1

2𝑛2 − 1
3𝑛5 + 2𝑛 + 1.

5. Να μελετηθεί η σύγκλιση των παρακάτω σειρών:

(αʹ)
∞

∑
𝑛=1

(−1)𝑛 log(𝑛)
𝑛 .

(βʹ)
∞

∑
𝑛=1

(−1)𝑛+1 2
𝑒𝑛 + 𝑒−𝑛 .

(γʹ)
∞

∑
𝑛=1

(−1)𝑛 1
log(3𝑛) .

(δʹ)
∞

∑
𝑛=1

(−1)𝑛 sin( 1
𝑛)

𝑛 .

(εʹ)
∞

∑
𝑛=1

(−1)𝑛 3𝑛

𝑒2𝑛+1 .

(ϛʹ)
∞

∑
𝑛=1

sin(𝜋
2 )√𝑛 + 1 .

6. Να χρησιμοποιήσετε το κριτήριο λόγου (κριτήριο
d’Alembert) για να καθορίσετε αν οι παρακάτω
σειρές συγκλίνουν ή αποκλίνουν:
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(αʹ)
∞

∑
𝑛=1

𝑛𝑛

𝜋𝑛 𝑛!

(βʹ)
∞

∑
𝑛=1

𝑛 2𝑛

4𝑛 3𝑛 + 1

(γʹ)
∞

∑
𝑛=1

(𝑛 + 1)! − 𝑛!
𝑛! (𝑛 + 1)!

(δʹ)
∞

∑
𝑛=1

2 ⋅ 4 ⋅ 6 ⋯ (2𝑛 + 2)
1 ⋅ 4 ⋅ 7 ⋯ (3𝑛 + 1)

(εʹ)
∞

∑
𝑛=1

(𝑛 + 1)!
𝑛𝑛√3𝑛 + 2

(ϛʹ)
∞

∑
𝑛=1

3𝑛 + 𝑛!
𝑛! + 𝑛𝑛

(ζʹ)
∞

∑
𝑛=1

𝑛!
(2𝑛)! + 2𝑛

(ηʹ)
∞

∑
𝑛=0

𝑛! + 3𝑛
(𝑛 + 1)!2

7. Να χρησιμοποιήσετε το κριτήριο ρίζας (κριτήριο
Cauchy) για να καθορίσετε αν οι παρακάτω σει-
ρές συγκλίνουν ή αποκλίνουν:

(αʹ)
∞

∑
𝑛=3

(1 − 2
𝑛)

𝑛2

(βʹ)
∞

∑
𝑛=0

𝑒−𝑛2

(γʹ)
∞

∑
𝑛=1

( 𝑛√2 − 1)𝑛

(δʹ)
∞

∑
𝑛=1

(cos(𝜋
6 + 1

𝑛))
𝑛

(εʹ)
∞

∑
𝑛=0

(2 + (−1)𝑛 𝑛
4𝑛 + 1)

𝑛

(ϛʹ)
∞

∑
𝑛=1

(𝑛2 − 2
3𝑛2 )

𝑛

8. Να ελέγξετε αν συγκλίνουν ή αποκλίνουν οι ακό-
λουθες σειρές. Αν υπάρχει σύγκλιση, να αναφέ-
ρετε αν είναι υπό συνθήκη ή απόλυτη:

(αʹ)
∞

∑
𝑛=2

(−1)𝑛

log(𝑛𝑛)

(βʹ)
∞

∑
𝑛=1

( 𝑛2
√

𝑛5 + 1
+ (1 + 2

𝑛)
𝑛

)

(γʹ)
∞

∑
𝑛=2

log(1 − 1
𝑛2 )

(δʹ)
∞

∑
𝑛=1

sin(𝑛) + 2𝑛

𝑛 + 5𝑛

(εʹ)
∞

∑
𝑛=1

(−1)𝑛 𝑒𝑛+1

𝑛𝑛

(ϛʹ)
∞

∑
𝑛=1

(−1)𝑛 + 1
𝑛

𝑛

(ζʹ)
∞

∑
𝑛=1

log(1 + 1
2𝑛 )

(ηʹ)
∞

∑
𝑛=1

(1 − 𝑛√𝑛)𝑛

(θʹ)
∞

∑
𝑛=1

(−1)𝑛

1 − (−1)𝑛𝑛2

(ιʹ)
∞

∑
𝑛=1

((−1)𝑛 + 4
𝑛 + 4𝑛 + ( 3

𝑛 + 2)
2𝑛

)

(ιαʹ)
∞

∑
𝑛=1

(1 − 1
𝑛)

𝑛

(ιβʹ)
∞

∑
𝑛=2

1
𝑛(log(𝑛))3

(ιγʹ)
∞

∑
𝑛=1

∫
𝑛+2

𝑛

1
𝑥2 𝑑𝑥

(ιδʹ)
∞

∑
𝑛=1

(−1)𝑛
√𝑛 + 1 + 3√𝑛 + 1

(ιεʹ)
∞

∑
𝑛=1

1
𝑛(√𝑛 + 1 + √𝑛)

(ιϛʹ)
∞

∑
𝑛=1

(−1)𝑛 (1 − cos( 1
𝑛))

(ιζʹ)
∞

∑
𝑛=1

(−1)𝑛2𝑛 sin( 1
3𝑛 )

to be continued....
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