
Όριο συνάρτησης



Τι παρατηρούμε; Παρατηρούμε ότι όσο οι τιμές του x 
πλησιάζουν στο 1 οι τιμές της 
συνάρτησης πλησιάζουν στο 2



Ορισμός: Έστω συνάρτηση 𝑓: 𝐴 → ℝ , με 𝐴 ⊆ ℝ διάστημα ή ένωση διαστημάτων και 𝑥(
πραγματικός αριθμός. Λέμε ότι η 𝑓 συγκλίνει στον αριθμό 𝛼 όταν το 𝑥 τείνει στο 𝑥( (συμβ. 
lim
-→-.

𝑓 𝑥 = 𝑎) αν για κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει 𝛿 > 0 ώστε  αν 0 < 𝑥 − 𝑥( < 𝛿 τότε 𝑓 𝑥 − 𝑎 < 𝜀

• Για να μελετήσουμε τη σύγκλιση της 𝑓 όταν το 𝑥 τείνει στο 𝑥( δεν είναι αναγκαίο το 𝑥( να ανήκει 
στο πεδίο ορισμού της 𝑓. Πρέπει το πεδίο ορισμού της 𝑓 να περιέχει ένα σύνολο της μορφής  
(𝑎 , 𝑥( )⋃( 𝑥(, 𝛽) ή 𝑎 , 𝑥( ή ( 𝑥(, 𝛽)

• Το όριο μιας συνάρτησης όταν υπάρχει είναι μοναδικό 
• Το όριο μιας συνάρτησης όταν το 𝑥 τείνει στο 𝑥( από μικρότερες τιμές το συμβολίζουμε 

lim
-→-.<

𝑓(𝑥) και όταν το 𝑥 τείνει στο 𝑥( από μεγαλύτερες τιμές το συμβολίζουμε lim
-→-.=

𝑓(𝑥).

• Όταν lim
-→-.<

𝑓(𝑥) = lim
-→-.=

𝑓(𝑥) = α τότε lim
-→-.

𝑓 𝑥 = 𝑎

• Όταν lim
-→-.<

𝑓(𝑥) ≠ lim
-→-.=

𝑓(𝑥) τότε δεν υπάρχει lim
-→-.

𝑓(𝑥) .



Διαισθητική περιγραφή του ορισμού του ορίου συνάρτησης: 
Μια συνάρτηση f(x) έχει όριο τον αριθμό α όταν το x τείνει στο  x0 , αν 
οι τιμές της, δηλαδή τα f(x), βρίσκονται οσοδήποτε κοντά στο α όταν 
τα x είναι κατάλληλα κοντά στο x0 και διαφορετικά του x0.



Παραδείγματα

• Έστω η συνάρτηση 𝑓:ℝ → ℝ με 𝑓 𝑥 = 𝑐 για κάθε 𝑥 ∈ ℝ.
lim
-→-.

𝑓 𝑥 = 𝑐 για κάθε 𝑥( ∈ ℝ.

• Έστω η συνάρτηση 𝑓:ℝ → ℝ με 𝑓 𝑥 = 𝑥 για κάθε 𝑥 ∈ ℝ.
lim
-→-.

𝑓 𝑥 = 𝑥( για κάθε 𝑥( ∈ ℝ.



Υπολογισμός ορίων με τη βοήθεια της 
γραφικής παράστασης 



Άπειρα όρια

α) lim
-→C

𝑓 𝑥 = +∞ (το 𝑓(𝑥) γίνεται οσοδήποτε μεγάλο όταν το 𝑥 τείνει στο 2)

β) lim
-→C

𝑓 𝑥 = −∞ (το 𝑓(𝑥) γίνεται οσοδήποτε μικρό όταν το 𝑥 τείνει στο 2)

γ) lim
-→C<

𝑓 𝑥 = +∞ 𝜅𝛼𝜄 lim
-→C=

𝑓 𝑥 = −∞ άρα δεν υπάρχει lim
-→C

𝑓 𝑥

δ) lim
-→C<

𝑓 𝑥 = −∞ και lim
-→C=

𝑓 𝑥 = +∞ άρα δεν υπάρχει lim
-→C

𝑓 𝑥





Επιτρεπτές πράξεις με το άπειρο
+∞ + +∞ = +∞, (- ∞)+(- ∞)=- ∞, 

(±∞)+α=α+(±∞)= ±∞ για κάθε α∈ ℝ
(+∞). +∞ = +∞, (+∞).(- ∞)=- ∞, (- ∞).(- ∞)=+ ∞
α(+∞)=(+ ∞ )α=+ ∞, α(-∞)=(+-∞ )α=- ∞ για κάθε α>0
α(+∞)=(+ ∞ )α=-∞, α(−∞)=(-∞ )α=+∞ για κάθε α<0
J
KL

= J
ML

= 0 για κάθε α∈ ℝ

• Οι πράξεις +∞ + −∞ , −∞ + +∞ , 0. ±∞ , ±∞ . 0, ±L
±L

, (
(

δεν επιτρέπονται. 



Συνέχεια συνάρτησης
Ορισμός. Έστω συνάρτηση 𝑓: 𝐴 → ℝ , με 𝐴 ⊆ ℝ διάστημα ή ένωση 
διαστημάτων.
i) Έστω 𝑥( στοιχείο του 𝐴.
Η 𝑓 λέγεται συνεχής στο 𝑥( αν lim

-→-.
𝑓 𝑥 = 𝑓(𝑥().

Η 𝑓 λέγεται ασυνεχής στο 𝑥( αν η 𝑓 δεν είναι συνεχής στο 𝑥(.

ii) Η 𝑓 λέγεται συνεχής συνάρτηση αν είναι συνεχής σε κάθε στοιχείο 
του πεδίου ορισμού της. 
Δηλαδή αν ισχύει lim

-→-.
𝑓 𝑥 = 𝑓(𝑥() για κάθε 𝑥( ∈ 𝐴.



Ποια είναι τα όρια των παρακάτω συναρτήσεων όταν το x τείνει στο xo;
Ποια/ες από τις παρακάτω συναρτήσεις είναι συνεχείς στο x0;

α) lim
-→-.

𝑓 𝑥 =𝑓(𝑥(). Άρα η 𝑓 είναι συνεχής στο 𝑥(.

β) lim
-→-.

𝑔 𝑥 ≠𝑔(𝑥(). Άρα η 𝑔 δεν είναι συνεχής στο 𝑥(.

γ) lim
-→-.<

ℎ(𝑥) ≠ lim
-→-.=

ℎ(𝑥) . Άρα δεν υπάρχει lim
-→-.

ℎ 𝑥 . Συνεπώς η ℎ δεν είναι συνεχής στο 𝑥(.



Ποιο είναι το πεδίο ορισμού της f;
Η f είναι συνεχής στο 1;
Η f είναι συνεχής συνάρτηση;

Το πεδίο ορισμού της f είναι το ℝ\{1}.
Δεν έχει νόημα η συνέχεια της f στο 1 γιατί το 1 δεν ανήκει στο πεδίο ορισμού της.
Η f είναι συνεχής συνάρτηση γιατί ισχύει lim

-→-.
𝑓 𝑥 = 𝑓(𝑥() για κάθε 𝑥( ∈ ℝ\{1}.



Εφαπτόμενη καμπύλης



• Το ζήτημα της εφαπτομένης 
καμπύλης

• Απόσπασμα από το βιβλίο 
Απειροστικός λογισμός των Finney, R. 
L., Weir, M. D., & Giordano, F. R. 
(2012). 

Απόδοση στα ελληνικά Μανώλης 
Αντωνογιαννάκης, Πανεπιστημιακές 
Εκδόσεις Κρήτης.



Η ευθεία 𝒚 = 𝒂𝒙 + 𝜷
Ευθεία είναι μια συνάρτηση της μορφής 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝛽.
Αν θέσουμε 𝑦 = 𝑓 𝑥 τότε η συνάρτηση γράφεται 𝒚 = 𝒂𝒙 + 𝜷

Κλίση της ευθείας είναι η εφαπτομένη της γωνίας που σχηματίζει η 
ευθεία με τον οριζόντιο άξονα.

𝜀𝜑𝜔 =
𝑓(𝑥C) − 𝑓(𝑥[)

𝑥C − 𝑥[
=
𝑦C − 𝑦[
𝑥C − 𝑥[

Αν μια ευθεία έχει κλίση 𝜆
και διέρχεται από το σημείο
P(𝑥(, 𝑦() τότε η εξίσωση της είναι
𝑦 − 𝑦( = 𝜆(𝑥 − 𝑥()



Η εφαπτομένη κύκλου



Η εφαπτομένη καμπύλης



Παράδειγμα

Να βρεθεί η εφαπτομένη της 𝑓 𝑥 = 𝑥C στο σημείο 𝑃(2,4).

Ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης είναι

lim
a→(

b CKa Mb(C)
a

= lim
a→(

(CKa)cMCc

a
= lim

a→(

a(-Kd)
a

= lim
a→(

ℎ + 4 = 4

Άρα η εξίσωση της εφαπτομένης είναι
𝑦 − 𝑓(2) = 4(𝑥 − 2) ⟺ 𝑦 − 4 = 4 𝑥 − 2 ⟺ 𝑦 = 4𝑥 − 4.
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