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ΗΜΕΘΟΔΟΣ ΤΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ ΚΑΙ ΤΗΣ ΣΥΝΘΕΣΗΣ. Η μέθοδος επίλυσvης ενός προβλήματος

με τη μέθοδο της ανάλυσvης και της σvύνθεσvης σvυνίσvταται σvε δύο διαδοχικά βήματα, την ανάλυσvη και

τη σvύνθεσvη. Κατά την ανάλυσvη το ζητούμενο λαμβάνεται ως δεδομένο και αναζητούμε μια πρότασvη

από την οποία το ζητούμενο μπορεί να σvυναχθεί παραγωγικά. Κατά τη σvύνθεσvη, εκκινώντας από την

πρότασvη σvτην οποία καταλήξαμε μέσvω της ανάλυσvης σvυναγάγουμε το ζητούμενο παραγωγικά.

Αν κατά την ανάλυσvη σvυναγάγουμε μια αντίφασvη, τότε το ζητούμενο είναι ψευδές. Η μέθοδος της εις

άτοπον απαγωγής μπορεί να θεωρηθεί ειδική περίπτωσvη ανάλυσvης.

Ο ΔΙΑΙΣΘΗΤΙΚΟΣ ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΟΡΙΟΥ (Spiva:81). Η σvυνάρτησvη f τείνει σvτο όριο l κοντά
σvτο a, αν μπορούμε να φέρουμε το f (x) όσvο κοντά θέλουμε σvτο l απαιτώντας το x να είναι αρκετά
κοντά, αλλά όχι ίσvο, με το a.

****

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 Να δειχθεί ότι το όριο της σvυνάρτησvης f : R∗ → R : f (x)= 1
x καθώς το x να είναι

αρκετά κοντά, αλλά όχι ίσvο, με το a ∈ R∗
είναι ο πραγματικός αριθμός

1
a .

Λύση. Η λύσvη περιλαμβάνει τα δύο βήματα της μεθόδου.

Ανάλυσvη Θεωρούμε ως δεδομένο ότι οι τιμές f (x) βρίσvκονται κοντά σvτον αριθμό 1
a . Δηλαδή, για

κάποιο ε > 0,

f (x) ∈ (
1
a
− ε,

1
a
+ ε). (0.1)

Οπότε,

1
a
− ε < f (x) <

1
a
+ ε ⇔ | 1

x
− 1

a
| < ε

Εκτελώντας τις πράξεις

| 1
x
− 1

a
| < ε ⇔ 1

|a| ·
1
|x| · |x − a| < ε (0.2)
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Για να ισvχύει η παραπάνω ανισvότητα θα πρέπει η ποσvότητα |x| να μην είναι κοντά σvτο μηδέν (και,
προφανώς, να μην είναι ίσvη με το μηδέν), διότι όσvο προσvεγγίζουμε το μηδέν η ποσvότητα

1
|x| θα

μεγαλώνει και το γινόμενο
1
|a| ·

1
|x| · |x − a| θα γίνει μεγαλύτερο από οποιονδήποτε αριθμό ε > 0.

Για να το επιτύχουμε αυτό θέτουμε τον εξής περιορισvμό:

|x − a| < |a|
2

Οπότε,

|x − a| < |a|
2

⇔ a − |a|
2

< x < a +
|a|
2

Λαμβάνουμε δύο περιπτώσvεις για το a:

1. Αν a ≥ 0 τότε a − |a|
2 < x < a + |a|

2 ⇔ |a|
2 < x < 3 |a|

2 ⇒ |a|
2 < x ⇒ 1

|x| <
2
|a|

2. Αν a < 0 τότε a − |a|
2 < x < a + |a|

2 ⇔ −3 |a|
2 < x < − |a|

2 ⇒ − |a|
2 > x ⇒ − |a|

2 > −|x| ⇒
1
|x| <

2
|a|

Επομένως, αν |x − a| < |a|
2 τότε

0 <
1
|x| <

2
|a| (0.3)

Στη σvυνέχεια θα βρούμε έναν περιορισvμό για το πόσvο κοντά πρέπει να είναι το x σvτο a ώσvτε να ισvχύει
η (0.1). Από τη σvχέσvη (0.3), η οποία ισvχύει αν |x − a| < |a|

2 , έχουμε:

0 <
1
|x| <

2
|a| ⇒ 0 <

1
|a| ·

1
|x| · |x − a| < 2

|a|2 |x − a|

Σύμφωνα με τη (0.2) θέλουμε να ισvχύει ότι
1
|a| ·

1
|x| · |x − a| < ε. Για αυτό απαιτούμε

2
|a|2 · |x − a| < ε ⇐⇒ |x − a| < |a|2

2
ε

Συνεπώς,

Αν |x − a| < |a|
2 και |x − a| < |a|2

2 ε τότε | 1
x − 1

a | < ε

ή ισvοδύναμα,

Αν |x − a| < δ = min
{

|a|
2 , |a|

2

2 ε
}
τότε | 1

x − 1
a | < ε
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Σύνθεσvη Αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε ε > 0 ισvχύει ότι

αν |x − a| < δ = min
{

|a|
2 , |a|

2

2 ε
}
τότε | 1

x − 1
a | < ε

Διακρίνουμε δύο περιπτώσvεις:

1. Αν
1
|a| > ε > 0 τότε |x − a| < δ = |a|2

2 ε < |a|
2 , οπότε

2
|a|2 · |x − a| < ε

(0.3)
=⇒ 1

|a| ·
1
|x| · |x − a| < ε

(0.2)⇐⇒ | 1
x
− 1

a
| < ε

2. Αν ε ≥ 1
|a| τότε |x − a| < δ = |a|

2 ≤ |a|2
2 ε, οπότε ακολουθώντας τα ίδια ακριβώς βήματα

λαμβάνουμε το ζητούμενο.

2
|a|2 · |x − a| < ε

(0.3)
=⇒ 1

|a| ·
1
|x| · |x − a| < ε

(0.2)⇐⇒ | 1
x
− 1

a
| < ε

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 Να δειχθεί ότι το όριο της σvυνάρτησvης f : R → R : f (x) =
{

0, αν x ∈ R r Q

1, αν x ∈ Q

καθώς το x να είναι αρκετά κοντά, αλλά όχι ίσvο, με κάποιο a ∈ R δεν υπάρχει.

Λύση. Η λύσvη ακολουθεί την εις άτοπον απαγωγή.

Ανάλυσvη ΄Εσvτω ότι υπήρχε l ∈ R τέτοιο ώσvτε

| f (x)− l| < ε (0.4)

για κάποιο ε > 0, όταν το x είναι επαρκώς κοντά , αλλά όχι ίσvο, με το a ∈ R. Δηλαδή, αν για κάποιο

θετικό αριθμό δ
0 < |x − a| < δ ⇐⇒ x ∈ (a − δ, a + δ) (0.5)

΄Ομως, λόγω της πυκνότητας των ρητών και των αρρήτων αριθμών σvτους πραγματικούς αριθμούς, θα

υπάρχει ρητός ξ και άρρητος ξ ΄ , σvτο διάσvτημα (a − δ, a + δ).

Επομένως, αν η σvυνθήκη 0 < |x − a| < δ , για κάποιο θετικό αριθμό δ , σvυνεπάγονταν ότι | f (x)− l| <
ε για κάποιο αριθμό ε > 0, τότε θα έπρεπε να ισvχύει ότι

| f (ξ ΄)− l| < ε = |0 − l| < ε και | f (ξ)− l| < ε = |1 − l| < ε,

το οποίο είναι άτοπο.
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