
Κεϕάλαιο 2

Μηχανισμοι αλληλεπιδρασεως
ΗΜ ακτινοβολιας - υλης (δισταθμικου
συστηματος).

2.1 Μηχανισμοί Einstein αλληλεπιδράσεως
ΗΜ ακτινοβολίας με δισταθμικό σύστημα:
(Εξαναγκασμένη) Απορρόϕηση.
Αυθόρμητη Εκπομπή.
Εξαναγκασμένη Εκπομπή.
Συντελεστές Einstein A και B.

LASER είναι ένα ακρωνύμιο που σημαίνει Light Amplification by Stimulated Emission
of Radiation, δηλαδή Ενίσχυση Φωτός μέσω Εξαναγκασμένης Εκπομπής Ακτινοβο-
λίας. Την περίοδο 1916-1917 ο Albert Einstein έβαλε τα θεωρητικά θεμέλια για το
LASER μέσω μιας επανεξαγωγής του νόμου του Max Planck για την ακτινοβολία
μέλανος σώματος, επαν-απόδειξη η οποία βασιζόταν πάνω στους λεγόμενους σήμερα
συντελεστές Einstein οι οποίοι εκϕράζουν τις πιθανότητες (Εξαναγκασμένης) Απορ-
ροϕήσεως, Αυθόρμητης Εκπομπής και Εξαναγκασμένης Εκπομπής, οι οποίες είναι οι
διεργασίες που υπεισέρχονται στην αλληλεπίδραση ΗΜ ακτινοβολίας - ύλης ή ακρι-
βέστερα δισταθμικού συστήματος π.χ. ενός δισταθμικού ατόμου ή κβαντικής τελείας
κ.ο.κ..
Θα ασχοληθούμε λοιπόν με την αλληλεπίδραση ΗΜ ακτινοβολίας ή καλύτερα

κβάντων ϕωτός (ϕωτονίων) με ένα δισταθμικό σύστημα όπως π.χ. ένα δισταθμικό
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άτομο δηλαδή ένα άτομο με δύο ενεργειακές στάθμες, E1 και E2 > E1. Θα θεωρή-
σουμε ότι το δισταθμικό αυτό άτομο έχει ένα και μοναδικό ηλεκτρόνιο. Σε αυτήν την
αλληλεπίδραση κατά τον Einstein [50] υπεισέρχονται τρεις διεργασίες: η Αυθόρμη-
τη Εκπομπή (Spontaneous Emission), η Εξαναγκασμένη Απορρόϕηση (Stimulated
Absorption) και τέλος η Εξαναγκασμένη Εκπομπή (Stimulated Emission). Η τελευ-
ταία εισήχθη από τον Einstein [50]. ῾῾ Εξαναγκασμένη ᾿᾿ χαρακτηρίζεται μια διεργασία
που για να γίνει απαιτεί την επίδραση ΗΜ ακτινοβολίας στο άτομο. ῾῾ Αυθόρμητη ᾿᾿
χαρακτηρίζεται μια διεργασία που δεν χρειάζεται την παρουσία ΗΜ ακτινοβολίας
στο χώρο όπου βρίσκεται το άτομο. Στον όρο Εξαναγκασμένη Απορρόϕηση το
῾῾ Εξαναγκασμένη ᾿᾿ συχνά παραλείπεται διότι εννοείται, δηλαδή κάθε απορρόϕηση εί-
ναι ῾῾ εξαναγκασμένη ᾿᾿ αϕού γίνεται μόνο παρουσίᾳ ΗΜ ακτινοβολίας. Θα δούμε
παρακάτω αναλυτικά τι είναι η Εξαναγκασμένη Εκπομπή, καθώς και οι άλλες δύο
εμπλεκόμενες διεργασίες, δηλαδή η Αυθόρμητη Εκπομπή και η (Εξαναγκασμένη) Α-
πορρόϕηση. Οι μηχανισμοί ή διεργασίες της αλληλεπιδράσεως ΗΜ ακτινοβολίας με
δισταθμικό άτομο αναλύονται στα άρθρα [50] που δημοσιεύτηκαν την περίοδο 1916-
1917. Στα ίδια άρθρα εκτός από τον ορισμό των διεργασιών γίνεται και υπολογισμός
του νόμου του Planck από τις ανωτέρω διεργασίες. Συνοπτικά λοιπόν:

Stimulated Emission Εξαναγκασμένη Εκπομπή οϕείλεται στο ρ(ν, T )

Stimulated Absorption Εξαναγκασμένη Απορρόϕηση οϕείλεται στο ρ(ν, T )

Spontaneous Emission Αυθόρμητη Εκπομπή
(2.1)

Ο Albert Einstein είχε είδη (1905) εξηγήσει το ϕωτοηλεκτρικό ϕαινόμενο [44] υ-
ποθέτοντας ότι υπάρχουν κβάντα ϕωτός με ενέργεια E = hν τα οποία αργότερα
ονομάστηκαν ϕωτόνια (το 1926 μάλλον πρωτοεισήχθη [45] η λέξη από τον Gilbert
Newton Lewis). Αξίζει να σημειωθεί εδώ ότι μόνο πολλές δεκαετίες μετά - με έμϕαση
στις δεκαετίες 1950-1960 - και κατόπιν διεθνών προσπαθειών πολλών επιϕανών και
μη ϕυσικών, έγινε δυνατόν να κατασκευαστούν τα πρώτα MASER1 και LASER. Το
1964 οι Charles Townes, Nikolay Basov, και Aleksandr Prokhorov μοιράστηκαν το
Βραβείο Νόμπελ Φυσικής ῾῾ για θεμεδιώδες έργο στο πεδίο της κβαντικής ηλεκτρο-
νικής, έργο που οδήγησε στην κατασκευή ταλαντωτών και ενισχυτών βασισμένων
στην αρχή λειτουργίας των MASER-LASER ᾿᾿
Υποθέτουμε ότι βρισκόμαστε εντός μέλανος σώματος σε θερμοδυναμική ισορρο-

πία. Οι μηχανισμοί ή διεργασίες αλληλεπιδράσεως ΗΜ ακτινοβολίας με δισταθμικό
άτομο εξηγούνται παρακάτω. ΄Οπως θα ϕανεί στη συνέχεια, για τους λεγόμενους
συντελεστές Einstein A21, B12, B21, χρησιμοποιούμε το A στην αυθόρμητη διεργα-

1Το ῾῾Μ᾿᾿ σημαίνει Microwaves, Μικροκύματα.
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σία και το B σε εξαναγκασμένες διεργασίες.

2.1.1 (Εξαναγκασμένη) Απορρόϕηση.

Η Εξαναγκασμένη (ή Διεγερμένη) Απορρόϕηση παρουσιάζεται στο Σχήμα 2.1. Ας
υποθέσουμε ότι αρχικώς το άτομο είναι ακίνητο. Επιπλέον, ας υποθέσουμε ότι η
πιθανότητα dW εξ

απορ να απορροϕήσει το άτομο ϕωτόνιο σε χρόνο dt δίνεται από τη
σχέση

dW εξ
απορ = B12ρ(ν, T )dt (2.2)

δηλαδή είναι ανάλογη του χρόνου dt και της πυκνότητας ενέργειας ΗΜ ακτινοβολίας
σε στοιχειώδη περιοχή συχνότητας ρ(ν, T ), με συντελεστή αναλογίας B12 όπου ο
δείκτης 12 σημαίνει ότι με την απορρόϕηση το ηλεκτρόνιο θα μεταβεί από τη στάθμη
1 στη στάθμη 2. Ας εϕαρμόσουμε τη Διατήρηση της Ενέργειας και της Ορμής.

Διατήρηση Ενέργειας E1 + hν = E2 +
�

�
���
υποθέτουμε αμελητέο

p2ατ
2mατ

⇒ E2 − E1 = hν

Διατήρηση Ορμής pϕ = pατ ⇒ pατ =
hν

c
=
hc

λc
=
h

λ
=
h2π

2πλ
= ~k

⇒pατ =
h

λ
= ~k

Ας ελέγξουμε τώρα αν πράγματι το η κινητική ενέργεια του ατόμου μετά την απορρό-

ϕηση
p2ατ
2mατ

είναι αμελητέα σε σχέση με την ενέργεια του ϕωτονίου Eϕ, υπολογίζοντας

το λόγο τους Λ.

Λ =

p2ατ
2mατ
Eϕ

=
h2 λ

λ22mατhc
=

h

2λcmατ

Για να μεγαλώσει το Λ θα πρέπει το mατ να μικρύνει. Οπότε ας θέσουμε στο mατ τη
μάζα του μικρότερου δυνατού ατόμου (του υδρογόνου)

mατ ≈ mp +me

mp ≈ 1.673 · 10−27 kg

me ≈ 9.109 · 10−31 kg

⇒ mατ ≃ 1.673 · 10−27 kg
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Σχήμα 2.1: Εξαναγκασμένη Απορρόϕηση (Stimulated Absorption).

Γράψαμε mατ ≈ mp + me και όχι mατ = mp + me γιατί υπάρχει κι ένα (μικρό)
῾῾ έλλειμμα μάζας ᾿᾿ δηλαδή η ενέργεια συνδέσεως του ηλεκτρονίου και του πρωτονίου
στο άτομο του υδρογόνου. Ας πάρουμε ένα τυπικό πράσινο ϕωτόνιο με λ ≈ 500 nm.
Τότε

Λ =
6.626 · 10−34Js s

2 · 500 · 10−9m 3 · 108m 1.673 · 10−27kg
≈ 1.320 · 10−9

Οπότε στο παράδειγμα η κινητική ενέργεια του ατόμου είναι πράγματι αμελητέα σε
σχέση με την ενέργεια του ϕωτονίου.

Ερώτηση: Για ποιο μήκος κύματος λ, στο άτομο του υδρογόνου, θα μπορούσε ο
λόγος Λ να γίνει ίσος με τη μονάδα;
Απάντηση:

Λ =
h

2λcmατ
= 1⇒

λ =
h

2cmατ
=

6.626 · 10−34Js s

2 · 3 · 108m 1.673 · 10−27kg
≈ 0.660 · 10−15m = 0.660 fm

Αυτό είναι ένα εξαιρετικά λιλλιπούτειο μήκος κύματος αϕού ακόμα και οι ακτίνες γ
έχουν τυπικά μήκη κύματος κάτω από 10 pm (10 ·10−12 m), αλλά εδώ μιλάμε για
δέκατα του fm το οποίο είναι 10−15 m. Ακόμα κι η διάμετρος του πυρήνα των ατόμων
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κυμαίνεται από 1.75 fm (1.75 ·10−15 m) για το υδρογόνο (διάμετρος ενός πρωτονίου)
έως περίπου 15 fm για τα μαζικότερα άτομα όπως το ουράνιο. ΄Αρα η υπόθεσή μας να
θεωρήσουμε αμελητέα την κινητική ενέργεια του ατόμου σε σχέση με την ενέργεια
του ϕωτονίου είναι σωστή σε όλο σχεδόν το ΗΜ ϕάσμα.
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2.1.2 Αυθόρμητη Εκπομπή.

Η Αυθόρμητη Εκπομπή παρουσιάζεται στο Σχήμα 2.2. Ας υποθέσουμε ότι η πιθα-
νότητα dW αυθ

εκπ η πιθανότητα το άτομο να εκπέμψει ϕωτόνιο αυθορμήτως σε χρόνο dt
δίνεται από τη σχέση

dW αυθ
εκπ = A21dt (2.3)

δηλαδή είναι ανάλογη του χρόνου dt με συντελεστή αναλογίας A21 όπου ο δείκτης
21 σημαίνει ότι με την εκπομπή το ηλεκτρόνιο θα μεταβεί από τη στάθμη 2 στη
στάθμη 1. Σημειώνουμε ότι αϕού η διεργασία αυτή είναι αυθόρμητη, η dW αυθ

εκπ δεν
εξαρτάται από την πυκνότητα ενέργειας ΗΜ ακτινοβολίας σε στοιχειώδη περιοχή
συχνότητας ρ(ν, T ). Μπορούμε να ορίσουμε το χρόνος ζωής της στάθμης 2 ως το

Σχήμα 2.2: Αυθόρμητη Εκπομπή (Spontaneous Emission).

χρόνο που απαιτείται ώστε σίγουρα να εκπεμϕθεί αυθορμήτως το ϕωτόνιο (οπότε το
ηλεκτρόνιο μεταβαίνει από τη στάθμη 2 στη στάθμη 1). Αν τον ονομάσουμε τ2 = τ
τότε 1 = A21τ , συνεπώς

τ2 = τ =
1

A21

(2.4)

Ας εϕαρμόσουμε τώρα τη Διατήρηση της Ενέργειας και της Ορμής. Ας υποθέσουμε
ότι αρχικώς το άτομο ήταν ακίνητο. ΄Αρα με την εκπομπή ϕωτονίου, το άτομο θα
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κινηθεί προς την αντίθετη κατεύθυνση.

Διατήρηση Ενέργειας E2 = E1 + Eϕ +
p2ατ
2mατ

Διατήρηση Ορμής pατ + pϕ = 0

Επειδή η διαδικασία είναι αυθόρμητη, τα ϕωτόνια εκπέμπονται προς τυχαία κατεύ-
θυνση δηλαδή χωρίς κατευθυντικότητα (without directionality) και με τυχαία ϕάση
δηλαδή χωρίς συνοχή (incoherence) με άλλα λόγια πρόκειται για μη συνεκτικά ϕω-
τόνια (incoherent photons).
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2.1.3 Εξαναγκασμένη Εκπομπή.

Η Εξαναγκασμένη (ή Διεγερμένη) Εκπομπή παρουσιάζεται στο Σχήμα 2.3. Ας υ-
ποθέσουμε ότι αρχικώς το άτομο είναι ακίνητο. Κατά τη διεργασία αυτή, πριν πέσει
το ηλεκτρόνιο αυθορμήτως από τη στάθμη 2 στη στάθμη 1, το ρίχνει ένα ϕωτόνιο
¨ΔΙΕΓΕΡΤΗΣ¨. Ας υποθέσουμε ότι θεωρούμε θετική ϕορά την αρχική ϕορά του ϕω-
τονίου ¨ΔΙΕΓΕΡΤΗ¨. Επιπλέον, ας υποθέσουμε ότι η πιθανότητα dW εξ

εκπ να εκπέμψει
με αυτό τον τρόπο το άτομο ϕωτόνιο σε χρόνο dt δίνεται από τη σχέση

dW εξ
εκπ = B21ρ(ν, T )dt (2.5)

δηλαδή είναι ανάλογη του χρόνου dt και της πυκνότητας ενέργειας ΗΜ ακτινοβολίας
σε στοιχειώδη περιοχή συχνότητας ρ(ν, T ), με συντελεστή αναλογίας B21 όπου ο
δείκτης 21 σημαίνει ότι με την εκπομπή το ηλεκτρόνιο θα μεταβεί από τη στάθμη 2
στη στάθμη 1. Τα δύο ϕωτόνια, δηλαδή το αρχικό ϕωτόνιο ΔΙΕΓΕΡΤΗΣ και το

Σχήμα 2.3: Εξαναγκασμένη Εκπομπή (Stimulated Emission).

ϕωτόνιο που εκπέμπεται από το άτομο είναι ας πούμε ῾῾ ΚΛΩΝΟΙ ᾿᾿ δηλαδή τα δύο
ϕωτόνια έχουν ίδια

::::::::
ενέργεια (→

:::::::::::::::::::
μονοχρωματικότητα), . . . . .ορμή. . . . .άρα . . .και. . . . . . . . . . . . .κατεύθυνση (→

. . . . . . . . . . . . . . . . . .κατευθυντικότητα), ϕάση (→ συνοχή), πόλωση (→ πολωμένο ϕως).

μονοχρωματικότητα

κατευθυντικότητα

συνοχή

πόλωση∗

 ιδιότητες που έχει το LASER
∗
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∗ Παρόλο που τα δύο ϕωτόνια που εμπλέκονται στην διεργασία της Εξαναγκα-
σμένης Εκπομπής έχουν την ίδια πόλωση, δηλαδή το ηλεκτρικό πεδίο των ϕωτονίων
αυτών βρίσκεται σην ίδια διεύθυνση, στο ενεργό μέσο μιας διατάξεως laser συμβαί-
νουν και οι άλλες δύο διεργασίες, η Αυθόρμητη Εκπομπή και η (Εξαναγκασμένη)
Απορρόϕηση. Στην Αυθόρμητη Εκπομπή, όμως, τα ϕωτόνια που εκπέμπονται έχουν
τυχαία κατεύθυνση, ϕάση και πόλωση (ενώ η ενέργειά τους σε ένα αυστηρά δισταθ-
μικό σύστημα είναι ίδια). Επομένως, συνολικά, τα ϕωτόνια που κυκλοϕορούν στο
ενεργό μέσο μιας διατάξεως laser δεν έχουν συγκεκριμένη πόλωση. Βεβαίως, το ϕως
μιας διατάξεως laser μπορεί να πολωθεί π.χ. με την τοποθέτηση ενός πολωτή 2 ή
και ενός ῾῾ παραθύρου Brewster ᾿᾿ 3 που τοποθετείται στην έξοδο της διατάξεως laser.
Στην πράξη, το ϕως κάποιων διατάξεων laser είναι σε μεγάλο βαθμό πολωμένο (π.χ.
laser αερίου) ενώ το ϕως κάποιων άλλων διατάξεων laser (π.χ. laser διόδου) είναι σε
μικρότερο βαθμό πολωμένο. Οι διατάξεις laser έχουν κάποια κοιλότητα που περιο-
ρίζει το ενεργό μέσο πράγμα που δημιουργεί ανταγωνισμό μεταξύ των ΗΜ τρόπων
ταλαντώσεως αλλά και των πολώσεων. Εν τέλει, ο τρόπος / πόλωση με τις μικρό-
τερες απώλειες υπερισχύει. Αλλά υπάρχουν και laser πολλών τρόπων / πολώσεων.

Σχήμα 2.4: Η γωνία Brewster.

2Πολωτής είναι ένα υλικό που αϕήνει μόνο ϕως ορισμένης πολώσεως να περάσει.
3΄Οταν δέσμη ϕωτός συναντήσει τη διαχωριστική επιϕάνεια δύο μέσων, το μέρος της δέσμης

που ανακλάται περιγράϕεται από τις Εξ. Fresnel και εξαρτάται από την πόλωση του προσπίπτοντος
ϕωτός και τη γωνία προσπτώσεως. ΄Ετσι, ϕως με p-πόλωση (ηλεκτρικό πεδίο πολωμένο στο επίπεδο
που ορίζουν η προσπίπτουσα ακτίνα και η κάθετη στη διεπιϕάνεια) δεν θα ανακλαστεί εάν η γωνία
προσπτώσεως είναι θB = arctan(n2/n1), όπου n1, n2 οι δείκτες διαθλάσεως του αρχικού και
του άλλου μέσου. Η εξίσωση αυτή είναι γνωστή ως νόμος του Brewster και η γωνία θB ως γωνία
Brewster. Με την τοποθέτηση ενός ῾῾ παραθύρου Brewster ᾿᾿ η εξερχόμενη δέσμη πολώνεται μερικώς.
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Ας σημειωθεί ότι

• τα περί ίδιας ϕάσεως, πολώσεως δεν υπάρχουν στα άρθρα του Einstein [50]
ούτε παίζουν ρόλο στην εκεί εξαγωγή του νόμου του Planck που δείχνουμε
και στη συνέχεια

• τα ϕωτόνια είναι μποζόνια άρα δύο ή περισσότερα ϕωτόνια μπορούν να έχουν
ίδια ενέργεια, ορμή (άρα και κατεύθυνση), ϕάση

• χρειάζεται η υπόθεση ότι το αρχικό ϕωτόνιο (ΔΙΕΓΕΡΤΗΣ), ενέργειας Eϕ =
E2 − E1 = hν, δεν παθαίνει τίποτε κατά τη διάρκεια της εξαναγκασμένης εκ-
πομπής.

• θα μπορούσαμε να πούμε ότι το αρχικό ϕωτόνιο ΔΙΕΓΕΡΤΗΣ καθορίζει τη
ϕάση και την πόλωση του εκπεμπόμενου ϕωτονίου όπως σε μια εξαναγκασμένη
ταλάντωση ο διεγέρτης καθορίζει τη ϕάση και την πόλωση της εξαναγκασμένης
ταλαντώσεως

Ας εϕαρμόσουμε τώρα τη Διατήρηση της Ενέργειας και της Ορμής. Ας υποθέ-
σουμε ότι αρχικώς το άτομο ήταν ακίνητο. Σύμϕωνα με τα όσα είπαμε έως τώρα

Διατήρηση Ενέργειας E2 + Eϕ = 2Eϕ + E1 +
�
�
���
μικρό

p2ατ
2mατ

Διατήρηση Ορμής pϕ = 2pϕ + pατ

Μπορούμε βεβαίως, να θεωρήσουμε δοκιμαστικά ότι τα δύο ϕωτόνια ίσως είχαν δια-
ϕορετική ενέργεια και ορμή, δηλαδή να γράψουμε κάτι σαν

Διατήρηση Ενέργειας E2 +�
�Eϕ = E1 +�

�Eϕ + E ′
ϕ +

�
�

���
μικρό

p2ατ
2mατ

⇒

E ′
ϕ = E2 − E1 = Eϕ

τα ϕωτόνια έχουν ίδια ενέργεια
:::::::::::::::::::::::::::::::

→ μονοχρωματικότητα

Ας θεωρήσουμε θετική την αρχική ϕορά του ϕωτονίου ΔΙΕΓΕΡΤΗ.

Διατήρηση Ορμής ��pϕ =��pϕ + p′ϕ + pατ ⇒ p′ϕ = −pατ ⇒
ή (1) το νέο ϕωτόνιο ή (2) το άτομο

θα κινηθεί στην κατεύθυνση του παλαιού ϕωτονίου.
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Αν υποθέσουμε ότι το ϕωτόνιο ΔΙΕΓΕΡΤΗΣ καθορίζει κατεύθυνση του νέου ϕω-
τονίου, δηλαδή ότι ισχύει το (1), τότε

p′ϕ > 0 p′ϕ =
E ′
ϕ

c
=
Eϕ
c

= pϕ ⇒ τα ϕωτόνια έχουν ίδια ορμή. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
→ κατευθυντικότητα
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2.2 Εξαγωγή του νόμου Planck από τους μη-
χανισμούς εκπομπής και απορροϕήσεως και
τη στατιστική Boltzmann.
Σχέση συντελεστών Einstein A και B.

Ας θεωρήσουμε αλληλεπίδραση ΗΜ ακτινοβολίας και ύλης σε θερμοδυναμική ισορ-
ροπία, οπότε η θερμοκρασία T = σταθερή. Ας ονομάσουμε Ni τον πληθυσμό της
στάθμης i, δηλαδή τον μέσο αριθμό ατόμων με το ηλεκτρόνιο στη στάθμη i, ο οποίος
θα υποθέσουμε ότι υπακούει στην κατανομή Boltzmann.

κατανομήBoltzmann

(1) χωρίς διαϕορετικά στατιστικά βάρη (2) με διαϕορετικά στατιστικά βάρη

(απλούστερη μορϕή) (γενικότερη μορϕή)

Ni = Nολ
e
−
Ei
kΒT

Z︸ ︷︷ ︸
Pi

Ni = Nολ
gie

−
Ei
kΒT

Z︸ ︷︷ ︸
Pi

ή

Z =
∑
i

e
−
Ei
kΒT Z =

∑
i

gie
−
Ei
kΒT

pi είναι η πιθανότητα καταλήψεως της στάθμης i και Z η λεγόμενη ῾῾ συνάρτηση ε-
πιμερισμού ᾿᾿. Αϕού υποθέσαμε

::::::::::::::
θερμοδυναμική

:::::::::::
ισορροπία, θα έχουμε ίσες μεταβολές

του πληθυσμών των σταθμών σε χρόνο dt, δηλαδή ο αριθμός των ατόμων που μετα-
βαίνουν από την 1 στη 2 θα ισούται με τον αριθμό των ατόμων που μεταβαίνουν από
τη 2 στην 1

dN1→2 = dN2→1. (2.6)

Ο dN1→2 θα ισούται με τον πληθυσμό N1 επί την πιθανότητα μετάβασης από την 1
στη 2 στο χρόνο dt, πιθανότητα η οποία αϕορά την (Εξαναγκασμένη) Απορρόϕηση
και δίνεται από την Εξ. 2.2. Ο dN2→1 θα ισούται με τον πληθυσμό N2 επί την
πιθανότητα μετάβασης από τη 2 στην 1 στο χρόνο dt, πιθανότητα η οποία αϕορά την
Αυθόρμητη Εκπομπή που δίνεται από την Εξ. 2.3 και την Εξαναγκασμένη Εκπομπή
που δίνεται από την Εξ. 2.5. Δηλαδή

N1dW
εξ
απορ = N2(dW

αυθ
εκπ + dW εξ

εκπ) (2.7)
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(1) Αρχικά, ας κάνουμε πράξεις χωρίς διαϕορετικά στατιστικά βάρη. Λόγω των
Εξ. 2.2, 2.3, 2.5, η Εξ. 2.7 γίνεται

Nολ
e
− E1

kΒT

Z
B12ρ(ν, T )dt = Nολ

e
− E2

kBT

Z

(
A21dt+B21ρ(ν, T )dt

)
⇒

B12e
− E1

kΒT ρ(ν, T )−B21e
− E2

kΒT ρ(ν, T ) = A21e
− E2

kΒT ⇒

ρ(ν, T ) =
A21e

− E2
kΒT

B12e
− E1

kΒT −B21e
− E2

kΒT

Γνωρίζουμε όμως ότι:

lim
T→∞

ρ(ν, T ) =∞⇒

A21

B12 −B21

=∞⇒ B12 = B21 := B

A21 := A

΄Αρα

ρ(ν, T ) =

A

B

e
(E2−E1)

kΒT − 1

Συγκρίνοντας με το νόμο του Planck ( ή και διαστατικά με το νόμο τουWien) έχουμε

έως τώρα ρ(ν, T ) =

A

B

e
(E2−E1)

kΒT − 1
νόμος Planck ρ(ν, T ) =

8πh

c3
ν3

e
hν

kΒT − 1

΄Αρα

A

B
=

8πhν3

c3
(2.8)

E2 − E1 = hν (2.9)
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(2) Τώρα ας κάνουμε πράξεις με διαϕορετικά στατιστικά βάρη. Λόγω των Εξ. 2.2,
2.3, 2.5, η Εξ. 2.7 γίνεται

Nολ
g1 e

− E1
kΒT

Z
B12ρ(ν, T )dt = Nολ

g2 e
− E2

kΒT

Z

(
A21dt+B21ρ(ν, T )dt

)
⇒(

g1 e
− E1

kΒT B12 − g2 e
− E2

kΒT B21

)
ρ(ν, T ) = g2 e

− E2
kΒT A21 ⇒

ρ(ν, T ) =
g2A21 e

− E2
kΒT

g1B12e
− E1

kΒT − g2B21e
− E2

kΒT

Γνωρίζουμε όμως ότι:

lim
T→∞

ρ(ν, T ) =∞⇒

g2A21

g1B12 − g2B21

=∞⇒

g1B12 = g2B21 (2.10)

Οπότε, συγκρίνοντας με το νόμο του Planck

έως τώρα ρ(ν, T ) =

A21

B21

e
E2−E1
kΒT − 1

νόμος του Planck ρ(ν, T ) =
8πh

c3
ν3

e
hν

kΒT − 1

΄Αρα

A21

B21

=
8πhν3

c3
(2.11)

E2 − E1 = hν (2.12)
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2.3 Σύγκριση εκπομπών. Σύγκριση εξαναγ-
κασμένων μηχανισμών.

• Ας συγκρίνουμε την Αυθόρμητη Εκπομπή με την Εξαναγκασμένη Εκπομπή.

μη συνεκτική διεργασία

dW αυθ
εκπ

dW εξ
εκπ

συνεκτική διεργασία

=
A21dt

B21ρ(ν, T )dt
=

8πhν3

c3

8πh

c3
ν3

ehν/kΒT − 1

= e
hν

kΒT − 1

Εϕ΄ όσον η Αυθόρμητη Εκπομπή είναι μη συνεκτική διεργασία δηλαδή τα ϕωτόνια
που παράγονται δεν έχουν συνοχή (σταθερή σχέση ϕάσεων), ενώ η Εξαναγκασμένη
Εκπομπή είναι συνεκτική διεργασία δηλαδή τα ϕωτόνια που παράγονται έχουν συνο-
χή (ίδια ϕάση), άρα, αν θέλουμε ΣΥΝΟΧΗ συνάγεται ότι θέλουμε όσο το δυνατόν
(1) μεγαλύτερο T , (2) μικρότερο ν (μεγαλύτερο λ). Οπότε, από αυτή την άποψη,

Σχήμα 2.5: Η γραϕική παράσταση της f(x) = ex − 1, εδώ x = hν/kΒT .

ϕαίνεται ευκολότερη η δημιουργία συνεκτικής δέσμης π.χ. στα μικροκύματα από ότι
στο ορατό. Για το λόγο αυτό, ίσως, μερικές από τις πρώτες προσπάθειες δημιουργίας
μιας διατάξεως η οποία να παράγει συνεκτικά ΗΜ κύματα εστιάστηκαν στα μικρο-
κύματα (microwaves) και οδήγησαν στην κατασκευή του MASER4 ως προπομπού
του LASER5. Σήμερα βέβαια το ακρωνύμιο LASER χρησιμοποιείται ακόμα και για
μη ορατό τμήμα του ΗΜ ϕάσματος, λέμε π.χ. infrared laser, ultraviolet laser, X-ray
laser, κλπ. 6 Επειδή το MASER αναπτύχθηκε πριν από το LASER, οι διατάξεις
αυτού του είδους που λειτουργούν στα μικροκύματα και τα ραδιοκύματα συνηθίζεται

4microwave amplification by stimulated emission of radiation
5light amplification by stimulated emission of radiation
6Σήμερα υπάρχει ακόμα και η ονομασία atom-laser για μια διάταξη που παράγει συνεκτικές

δέσμες ατόμων που είναι μποζόνια όπως το 87
37Rb [13].
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να ονομάζονται ακόμα και σήμερα MASERS αντί για microwave lasers ή radio la-
sers. Το πρώτο maser ϕτιάχτηκε το 1953 από τους Charles Townes, James Gordon,
Herbert Zeiger.
Αυτό αποτυπώνεται σχηματικά:

MASER (λ ∼ 1 cm) LASER (λ ∼ 500 nm)

ευκολότερη συνοχή δυσκολότερη συνοχή

΄Εστω, επί παραδείγματι, ότι θέλουμε ο λόγος
dW αυθ

εκπ

dW εξ
εκπ

= 1. Ας εξετάσουμε σε

τι θερμοκρασία είναι αυτό εϕικτό (α΄) στο ερυθρό π.χ. με λ ∼ 700 nm και (β΄) στα
μικροκύματα π.χ. με λ ∼ 1 cm. Λοιπον,

dW αυθ
εκπ

dW εξ
εκπ

= 1⇒ e
hν

kΒT − 1 = 1⇒ e
hν

kΒT = 2⇒ hν

kΒT
= ln 2⇒

T =
hν

kΒ ln 2
ή T =

hc

λkΒ ln 2

⋆ . . . . . . . . . . . .λ = 700 nm . . . . . . . .(ερυθρό. . . . . .ϕως)

T =
6.626 · 10−34Js 3 · 108 m K

700 · 10−9m 1.38 · 10−23Js ln 2
≃ 6.626 · 3

7 · 1.38
10−34+30+8K

ln 2
≃ 29687K

Οπότε με θερμοδυναμική ισορροπία αυτό είναι πρακτικώς ανέϕικτο. Για παράδειγμα
η ϕωτόσϕαιρα του Ηλίου έχει ενεργό θερμοκρασία ∼ 6000 Κ, ενώ θερμοκρασία ∼
30000 Κ εμϕανίζεται στην επιϕάνεια αστέρων με 20πλάσια μάζα από αυτή του Ηλίου
(Σχήμα 2.6). Το ανέϕικτο αυτό ώθησε τους ερευνητές να αναζητήσουν λύσεις εκτός
θερμοδυναμικής ισορροπίας ήτοι η Αναστροϕή Πληθυσμού (population inversion)
μέσω Αντλήσεως (pumping). Αυτά όμως θα τα δούμε στο Κεϕάλαιο 5.

⋆
::::::::::
λ = 1 cm

:::::::::::::::
(μικροκύματα)

Ομοίως, βρίσκουμε T ∼ 2.078 Κ, δηλαδή μια πειραματικώς εϕικτή θερμοκρασία.

H Ας συγκρίνουμε τις εξαναγκασμένες διεργασίες.

dW εξ
απορ

dW εξ
εκπ

=
B12����ρ(ν, T )��dt

B21����ρ(ν, T )��dt
= 1



79

Σχήμα 2.6: Το διάγραμμα Hertzsprung-Russell, η κατανομή της ϕωτεινότητας έναντι της επιϕα-
νειακής θερμοκρασίας των αστέρων [51].

αν μιλάμε για σύστημα με ίδια στατιστικά βάρη (g1 = g2).

Αλλά σε Θερμοδυναμική Ισορροπία N2 << N1

dN εξ2→1 = N2 · dW εξ
εκπ

dN εξ1→2 = N1 · dW εξ
απορ

⇒ dN εξ2→1 << dN εξ1→2

΄Αρα μέσω των Εξαναγκασμένων διεργασιών αυξάνεται ο πληθυσμός της στάθμης 2
και άρα μειώνεται η πυκνότητα ακτινοβολίας. Στη συνέχεια η Αυθόρμητη Εκπομπή
που συνοδεύεται από τη μετάβαση του ηλεκτρονίου από τη στάθμη 2 στη στάθμη
1 ενισχύει τη μη συνεκτική ακτινοβολία. Το πρόβλημα αυτό (που οϕείλεται στο
N2 << N1 σε θερμοδυναμική ισορροπία) επιλύεται με την αναστροϕή πληθυσμού
μέσω αντλήσεως που θα δούμε στο Κεϕάλαιο 5. Υπάρχουν πολλά είδη αντλήσεως.
Αντλώ σημαίνει ότι με κάποιο τρόπο ανεβάζω ηλεκτρόνια στη στάθμη 2 ούτως ώστε
N2 > N1.
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2.4 Διακριτό ϕάσμα: άτομα και μόρια, κέντρα
χρώματος, τεχνητά άτομα και μόρια.

Γνωρίζουμε ότι τα άτομα και τα μόρια έχουν διακριτό ενεργειακό ϕάσμα, μ΄ άλλα
λόγια υπάρχουν μόνο κάποιες επιτρεπόμενες στάθμες, οι οποίες διαχωρίζονται από ε-
νεργειακά χάσματα όπου απαγορεύεται να βρίσκονται τα ηλεκτρόνια. Αντιθέτως, στα
στερεά έχουμε συνεχές ενεργειακό ϕάσμα με επιτρεπόμενες ζώνες, οι οποίες διαχω-
ρίζονται από ενεργειακά χάσματα όπου απαγορεύεται να βρίσκονται τα ηλεκτρόνια.
Συμβατικά, λοιπόν

ΑΤΟΜΑ, ΜΟΡΙΑ ΣΤΕΡΕΑ

διακριτό ϕάσμα, στάθμες συνεχές ϕάσμα, ζώνες

Σε ένα διακριτό π.χ. μοριακό σύστημα, η υψηλότερη κατειλημμένη στάθμη ονομάζε-
ται HOMO (highest occupied molecular orbital), ενώ η χαμηλότερη άδεια ονομά-
ζεται LUMO (lowest unoccupied molecular orbital). Σε ένα συνεχές π.χ. στερεό
σύστημα, τα αντίστοιχα είναι η κορυϕή της ζώνης σθένους (top of valence
band, EV) και ο πυθμένας της ζώνης αγωγιμότητας (bottom of conduction
band, EC).
Θα μπορούσαμε λοιπόν να θεωρήσουμε ότι μια προσέγγιση ενός δισταθμικού

συστήματος θα ήταν ένα απλό άτομο (και τι απλούστερο από το άτομο του
υδρογόνου) όπου θα περιοριστούμε, επί παραδείγματι, στις κατώτερες δύο στάθμες.
Υπάρχουν όμως και περιπτώσεις όπου μπορούμε να έχουμε διακριτό ενεργειακό

ϕάσμα εντός στερεών. Αυτό συμβαίνει όταν υπάρχουν διαταραχές στην ῾῾ τακτικότητα ᾿᾿
ενός στερεού (στην περιοδικότητα εϕ΄ όσον επρόκειτο για περιοδικό κρύσταλλο) εί-
τε λόγω προσμίξεων, ατελειών κ.ο.κ. είτε οικειοθελώς, εκ κατασκευής, όπως π.χ.
στις ετεροδομές 7. Χαρακτηριστικό παράδειγμα είναι για την πρώτη περίπτωση τα
κέντρα χρώματος (color centers) και για τη δεύτερη περίπτωση οι κβαντικές
τελείες (quantum dots), οι οποίες πολλές ϕορές αναϕέρονται και ως νανοσω-
ματίδια (nanoparticles) αϕού είναι σωματίδια μεγέθους της τάξεως των μερικών
νανομέτρων. Επομένως, θα μπορούσαμε να θεωρήσουμε ως μια προσέγγιση δισταθ-
μικού συστήματος μία κβαντική τελεία ή ένα κέντρο χρώματος όπου θα
περιοριστούμε, επί παραδείγματι, στις κατώτερες δύο στάθμες.

7Ετεροδομές (heterostructures): δομές που αποτελούνται από διαϕορετικά υλικά, οπότε υπάρχει
μόνο κατά τμήματα τακτικότητα ή εϕ΄ όσον επρόκειτο για περιοδικούς κρυστάλλους, περιοδικότητα.
Αυτές οι αλλαγές στην τακτικότητα ή περιοδικότητα αναϕέρονται συνήθως σε τάξη μεγέθους, πολύ
χονδρικώς, 1 nm - 1000 nm.
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2.4.1 Κέντρα χρώματος.

΄Ενας ιδανικός κρύσταλλος 8 εκτείνεται στο άπειρο. Κατά τα γνωστά, όπως στε-
ρεό = πλέγμα + βάση, έτσι και κρύσταλλος = κρυσταλλικό πλέγμα + βάση. Το
κρυσταλλικό πλέγμα, ένα σύνολο μαθηματικών σημείων με περιοδικότητα στο χώ-
ρο, δημιουργείται παίρνοντας σε γραμμικό συνδυασμό ακέραιες ϕορές τα θεμελιώδη
διανύσματα του πλέγματος. Τοποθετώντας σε κάθε κρυσταλλικό πλεγματικό ση-
μείο που προκύπτει τη βάση (ένα σύνολο ατόμων, μορίων, ιόντων κλπ με ορισμένο
προσανατολισμό) έχουμε τον κρύσταλλο. ΄Ενας μονοκρύσταλλος είναι η καλύτερη
πραγματική προσέγγιση ενός ιδανικού κρυστάλλου, διαϕέρει από αυτόν στο ότι η πε-
ριοδικότητα τερματίζεται μοιραία στις επιϕάνειες του κρυστάλλου. Αλλά ακόμα και
σε ένα τέτοιο κρύσταλλο, υπάρχουν αποκλίσεις από την περιοδικότητα. Κάθε απόκλι-
ση από την τέλεια περιοδική δομή είναι μια ατέλεια (defect). Συνηθισμένες ατέλειες
είναι οι προσμίξεις, οι κενές θέσεις, τα επιπλέον άτομα σε μεσοπλεγματικές θέσεις
κ.α.. Στην περίπτωση ξένων ατόμων αυτά ονομάζονται προσμίξεις (impurities)
και ο κρύσταλλος μέσα στον οποίο βρίσκονται ϕιλοξενών κρύσταλλος (host
crystal). Οι ιδιότητες του υλικού εξαρτώνται από τον ϕιλοξενούντα κρύσταλλο και
από τις ατέλειες.
Εδώ θα ασχοληθούμε με ένα είδος ατέλειας, το κέντρο χρώματος ή χρω-

ματικό κέντρο [color-center, F-center (από τη γερμανική λέξη farbe = χρώμα)],
μια ατέλεια που απορροϕά ϕως. Οι ατέλειες αυτές έχουν πάρει το όνομα τους από το
χαρακτηριστικό χρωματισμό που δίδουν στους κρυστάλλους των αλογονούχων αλ-
καλίων (alkaline halides). Κάθε ανωμαλία της κρυσταλλικής δομής, που σχετίζεται
με την ῾῾ παγίδευση ᾿᾿ ενός ηλεκτρονίου μπορεί να χαρακτηρισθεί ως χρωματικό κέν-
τρο αν απορροϕά περίπου στην περιοχή του ορατού ϕάσματος. Τα χρωματικά κέντρα
μπορούν να σχηματιστούν εύκολα σε ιοντικούς κρυστάλλους αλογονούχων αλκαλίων
(π.χ. KCl) με τη βοήθεια ιονίζουσας ακτινοβολίας, όπως οι ακτίνες X [π.χ. από ένα
περιθλασίμετρο σκόνης (powder diffractometer) ή ένα σύχνοτρον (synchrotron)].
Μπορεί να χρησιμοποιηθεί κι ένα πηνίο Τέσλα (Tesla coil). Κατάλληλη πηγή ιονί-
ζουσας ακτινοβολίας θα μπορούσε να είναι και μια ισχυρή πηγή ακτίνων γ όπως π.χ.
το 60Co. Η ιονίζουσα ακτινοβολία προκαλεί απελευθέρωση ηλεκτρονίων από κάποια
ανιόντα αλογόνου (π.χ. Cl−). Το ῾῾ ελεύθερο ᾿᾿ πια ηλεκτρόνιο περιπλανάται στον
κρύσταλλο και τελικά παγιδεύεται σε μια θέση όπου λείπει κάποιο ανιόν αλογόνου,
όπου υπάρχει δηλαδή ένα κενό (vacancy) ανιόντος. Σε ένα κρύσταλλο KCl ένα
κενό Cl− έχει 6 κατιόντα K+ ως πρώτους γείτονες (Σχήμα 2.7 αριστερά). Σε πολύ

8Εδώ όταν γράϕουμε ῾῾ κρύσταλλος ᾿᾿ εννούμε ῾῾ περιοδικός κρύσταλλος ᾿᾿. Υπάρχουν και οιονεί
κρύσταλλοι κ.α.
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απλοϊκή προσέγγιση η δυναμική ενέργεια του ηλεκτρονίου στο κέντρο του χρωματι-
κού κέντρου είναι ≈ − 6e2

4πεε0r
< 0, r = a/2 είναι η απόσταση ανιόντος - γειτονικού

κατιόντος, a η πλεγματική σταθερά (lattice constant) ή πλεγματική παρά-
μετρος (lattice parameter) και ε η διηλεκτρική σταθερά. ΄Ενα απλό πρότυπο για
αυτή την κατάσταση είναι ένα σωματίδιο σε τριδιάστατο ϕρέαρ δυναμικής ενέργειας,
επειδή υπάρχει παγίδευση και στις τρεις διαστάσεις. Μια επίπεδη αναπαράσταση ενός
χρωματικού κέντρου σε κρύσταλλο KCl ϕαίνεται στο Σχήμα 2.7 δεξιά. Εκτός από
τα κέντρα περίσσειας ηλεκτρονίου (electron center), μπορεί να έχουμε κέντρα οπών
(hole centers), κέντρα προσμίξεων (impurity centers) κ.α.

Σχήμα 2.7: (Αριστερά) Κρύσταλλος χλωριούχου καλίου (KCl). Η δομή μπορεί να περιγραϕεί με
ένα εδροκεντρωμένο κυβικό πλέγμα [fcc, face-centered cubic] με διατομική βάση (ζεύγος κατιόντος
- ανιόντος), π.χ. σε κάθε πλεγματικό σημείο τοποθετείται (i) ένα κατιόν ακριβώς στο πλεγματικό
σημείο και (ii) ένα ανιόν σε σημείο που απέχει απόσταση (a/2)(x̂+ ŷ+ ẑ), όπου a είναι η πλεγματική
σταθερά. Για παράδειγμα στο πλεγματικό σημείο στην αρχή των αξόνων (στο 0) έχουμε ένα κατιόν
και το αντίστοιχο ανιόν βρίσκεται στο κέντρο της συμβατικής κυβικής κυψελίδας. Κάθε π.χ. κενό
ανιόντος χλωρίου έχει 6 κατιόντα καλίου ως πρώτους γείτονες. (Δεξιά) Επίπεδη αναπαράσταση.
Χρωματικό κέντρο με παγιδευμένο ηλεκτρόνιο σε ένα κενό Cl−. Το ηλεκτρόνιο έχει ϕύγει από
ένα ανιόν Cl− π.χ. λόγω ακτινοβολήσεως. Η κατανομή της κυματοσυναρτήσεως του ηλεκτρονίου
καθορίζεται από τη μορϕή του τριδιάστατου κβαντικού ϕρέατος που δημιουργείται στην άδεια θέση.

Το χρώμα εξαρτάται από το μέγεθος του κενού δηλαδή εν τέλει, από το είδος
ατόμου αλογόνου που λείπει, διότι όσο στενότερο είναι το ϕρέαρ, τόσο περισσότερο
απέχουν οι επιτρεπόμενες εντός του καταστάσεις, όσο ϕαρδύτερο είναι τόσο αυτές
πλησιάζουν. Σε μια πολύ αδρή προσέγγιση για το κέντρο χρώματος, ας θυμηθούμε
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το απειρόβαθο ϕρέαρ. Σε ένα μονοδιάστατο -κατά μήκος του άξονα x- απειρόβαθο
πηγάδι δυναμικής ενέργειας, εύρους L, με δυναμική ενέργεια

V (x) =

{
0, 0 < x < L

∞, αλλού
(2.13)

το διακριτό του ενεργειακό ϕάσμα είναι

En =
~2π2n2

2mL2
, (2.14)

όπου n = 1, 2, 3, . . . και m είναι η μάζα του σωματιδίου, εν προκειμένῳ του ηλεκτρο-
νίου. Επειδή η κίνηση του ηλεκτρονίου δεν γίνεται στον ελεύθερο χώρο αλλά εντός
κάποιου κρυστάλλου, η μάζα m θα πρέπει να αντικατασταθεί με τη λεγόμενη ενεργό
μάζα m∗. Συνεπώς

En =
~2π2n2

2m∗L2
. (2.15)

΄Αρα η απόσταση μεταξύ διαδοχικών σταθμών είναι

En+1 − En =
~2π2

2m∗L2
(2n+ 1) n = 1, 2, 3, . . . (2.16)

δηλαδή αντιστρόϕως ανάλογη του τετραγώνου του εύρους του ϕρέατος. Ας θυμη-
θούμε ακόμη ότι η κυματοσυνάρτηση για τη στάθμη n είναι

ψn(x) =


√

2

L
sin

(
nπx

L

)
, 0 < x < L

0, αλλού
(2.17)

και επομένως η αντίστοιχη πυκνότητα πιθανότητας να βρεθεί το σωματίδιο στη θέση
x είναι

Pn(x) =


2

L
sin2

(
nπx

L

)
, 0 < x < L

0, αλλού
(2.18)

Στα κέντρα χρώματος, ο χρωματισμός οϕείλεται στην απορρόϕηση (absorption)
ενός ϕωτονίου από το παγιδευμένο ηλεκτρόνιο και στη συνακόλουθη διέγερσή του
(excitation) από τη θεμελιώδη κατάσταση (ground state) σε μια διεγερμέ-
νη κατάσταση (excited state). Αυτές οι ενεργειακές διαϕορές δίνονται από την
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Σχήμα 2.8: Ιδιοσυναρτήσεις, ιδιοενέργειες και ενεργειακή διασπορά (kn = nπ/L, n = 1, 2, 3, . . . )
του σωματιδίου στο απλοϊκό πρότυπο απειρόβαθου ϕρέατος. Στην εικόνα της ενεργειακής διασποράς
η γκρίζα συνεχής γραμμή αντιπροσωπεύει ένα σωματίδιο που κινείται ελεύθερα μέσα στον κρύ-
σταλλο. Στο δεσμευμένο σωματίδιο, όμως, επιτρέπονται μόνο συγκεκριμένες ενέργειες (διακριτές
ενεργειακές καταστάσεις).

Εξ. 2.16. Συνεπώς, με τη βοήθεια αυτού του απλοϊκού 1Δ προτύπου προβλέπουμε
ότι αύξηση (μείωση) του L οδηγεί σε απορρόϕηση ϕωτονίων μικρότερης (με-
γαλύτερης) ενέργειας. Δηλαδή το ϕάσμα μετατοπίζεται προς το ερυθρό
(μπλέ) [redshift (blueshift)].
Σε τρεις διαστάσεις το πρόβλημα είναι κάπως πολυπλοκότερο. ΄Ομως, αύξηση

της πλεγματικής σταθεράς a αυξάνει το χώρο γύρω από το κενό όπου δημιουργείται
το κέντρο χρώματος. Αν θεωρήσουμε, εύλογα, ότι L ∝ a, τότε, όπως ϕαίνεται
από τις παραπάνω εξισώσεις, το ϕάσμα απορροϕήσεως μετατοπίζεται σε χαμηλότερες
ενέργειες, δηλαδή σε μεγαλύτερα μήκη κύματος. Για παράδειγμα επειδή aNaCl <
aKCl < aKBr, τα ϕάσματα απορροϕήσεώς τους έχουν τη σειρά που ϕαίνεται στο
Σχήμα 2.9 αριστερά. Στο Σχήμα 2.9 δεξιά παρουσιάζεται η εξάρτηση της κορυϕής
του ϕάσματος απορροϕήσεως από την πλεγματική παράμετρο ή πλεγματική σταθερά,
a, σε κρυστάλλους αλογονούχων αλκαλίων.
΄Εχουν προταθεί αρκετά θεωρητικά πρότυπα για να ερμηνευθούν οι οπτικές ιδιό-

τητες των χρωματικών κέντρων [53]. ΄Ολα θεωρούν ότι στην περιοχή του κενού η
δυναμική ενέργεια παρίσταται με ένα τριών διαστάσεων ϕρέαρ, που είναι υπεύθυνο
για τη δέσμευση του ηλεκτρονίου, οδηγώντας έτσι σε σημαντικές αλλαγές στις ο-
πτικές ιδιότητες π.χ. την απορρόϕηση ή εκπομπή. Παρακάτω θα περιγράψουμε ένα
απλοϊκό πρότυπο τριδιάστατου απειρόβαθου ϕρέατος. Θεωρούμε, ότι το
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Σχήμα 2.9: (Αριστερά) Φάσματα απορροϕήσεως χρωματικών κέντρων, που ελήϕθησαν στον αέρα,
σε 298 Κ, στο υπεριώδες - ορατό, από κρυστάλλους NaCl, KCl, KBr, που ακτινοβολήθηκαν με
πηνίο Tesla [52]. Το χρώμα εξαρτάται από το μέγεθος του χώρου που αϕήνει η ατέλεια, άρα από
την πλεγματική παράμετρο ή πλεγματική σταθερά, a. Η κορυϕή του ϕάσματος απορροϕήσεως είναι
έτσι μετατοπισμένη επειδή aNaCl < aKCl < aKBr. (Δεξιά) Εξάρτηση της κορυϕής το ϕάσματος
απορροϕήσεως από την a σε κρυστάλλους αλογονούχων αλκαλίων [52]. Αύξηση της a δημιουργεί
μεγαλύτερα κενά όταν λείπει κάποιο ιόν, επομένως ευρύτερο ϕρέαρ δυναμικής ενέργειας και άρα
μικραίνει η ενεργειακή απόσταση θεμελιώδους - 1ης διεγερμένης στάθμης και επομένως μικραίνει
η ενέργεια (αυξάνεται το μήκος κύματος) του ϕωτονίου που αντιστοιχεί στη μετάβαση.

χρωματικό κέντρο σε ένα κρύσταλλο αλογονούχου αλκαλίου είναι ένα τριδιάστατο
απειρόβαθο ϕρέαρ δυναμικής ενέργειας κατά τους άξονες x, y, z, αντιστοίχως V1(x),
V2(y), V3(z) ούτως ώστε

V (r⃗) = V1(x) + V2(y) + V3(z), (2.19)

όπου όλα τα Vi είναι ϕρέατα απείρου βάθους. Θεωρούμε ακόμη ότι το πλάτος του
ϕρέατος σε κάθε άξονα Li πρέπει να είναι της τάξεως της πλεγματικής σταθεράς a.
Ας εξετάσουμε την ενέργεια των ϕωτονίων που αντιστοιχούν στη μετάβαση από τη
θεμελιώδη κατάσταση στην 1η διεγερμένη κατάσταση π.χ. για τους κρυστάλλους
LiF, NaCl. Λόγω της μορϕής της δυναμικής ενέργειας οι μεταβλητές χωρίζονται και
τελικώς το ενεργειακό ϕάσμα ενός τέτοιου απειρόβαθου ϕρέατος είναι

En1,n2,n3 =
~2π2n2

1

2m∗
1L

2
x

+
~2π2n2

2

2m∗
2L

2
y

+
~2π2n2

3

2m∗
3L

2
z

(2.20)

και αν υποθέσαμε ότι Lx = Ly = Lz = L και m∗
1 = m∗

2 = m∗
3 = m∗, τότε

En1,n2,n3 =
~2π2

2m∗L2
(n2

1 + n2
2 + n2

3) (2.21)
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΄Αρα η θεμελιώδης στάθμη (ΘΣ, n1 = n2 = n3 = 1) και η 1η διεγερμένη στάθμη
(1ηΔΣ, ένα εκ των ni ίσο με 2 και τα άλλα δύο ίσα με 1) έχουν, αντιστοίχως,
ιδιοενέργεια

EΘΣ =
3~2π2

2m∗L2

E1ηΔΣ =
6~2π2

2m∗L2

 (2.22)

΄Αρα η ενέργεια ϕωτονίου που π.χ. απορροϕάται ώστε το ηλεκτρόνιο να ανέβει από
τη ΘΣ στην 1ηΔΣ είναι

hν =
3~2π2

2m∗L2
(2.23)

Αν τώρα θεωρήσουμε ότι L =
a

2

hν =
6~2π2

m∗a2
(2.24)

Στο NaCl όπου a ≈ 0.565 nm, m∗ ≈ 1.13me προκύπτει hν ≈ 12.498 eV. Ενώ αν
χρησιμοποιούσαμε L = a θα βρίσκαμε

hν =
3~2π2

2m∗a2
(2.25)

οπότε προκύπτει hν ≈ 3.1245 eV. Η πειραματική τιμή για το μέγιστο της απορρο-
ϕήσεως στο NaCl είναι hνπειρ ≈ 2.7 eV. δηλαδή η απόκλιση από την πειραματική
τιιμή της προβλέψεως του απλοϊκού μας προτύπου είναι ≈ 16%, δηλαδή όχι και πολύ
μακριά. Τα 2.7 eV αντιστοιχούν σε λ ≈ 460 nm δηλαδή στο μπλε-γαλανό. Είναι
προϕανές ότι όλα αυτά είναι πολύ προσεγγιστικά. Αλλά παρά τους αριθμητικούς
παράγοντες, προκύπτει

hν ∝ 1

a2
(2.26)

οπότε το hν μικραίνει όταν το a αυξάνει. Δηλαδή εξηγείται ποιοτικώς η συμπεριϕορά
της Εικόνας 2.9. Για το LiF η ενεργός μάζα μπορεί να θεωρηθεί ότι είναι, σε μια
ιδιαίτερη προσέγγιση (Εξίσωση 2.72 της αναϕοράς [53]), m∗ = 1.51me ≈ 1.5me.
Οπότε, από την Εξ. 2.25, για το LiF έχουμε hν ≈ 4.62 eV, που αποκλίνει από την
πειραματική τιμή μόνο κατά 12%. Από την άλλη, βέβαια, η τιμή της ενεργού μάζας
μπορεί να είναι κάπως διαϕορετική π.χ. κατά την αναϕορά [54] στο LiF m∗ ≈ me.
Δεν έχει νόημα να προσπαθούμε να ταιριάξουμε ακριβώς το απλοϊκό μας θεωρητικό
πρότυπο με το πείραμα, παίζοντας με την τιμή της ενεργού μάζας. Θα αρκεστούμε στο
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ότι κάτι τόσο απλό μπορεί να έρθει σχετικά κοντά στο πείραμα, προβλέποντας μάλιστα
την εξάρτηση περίπου από το a−2. Αυτό το πρότυπο που αβίαστα μαντέψαμε εδώ έχει
περίπου σε αυτή τη μορϕή πράγματι χρησιμοποιηθεί για τα χρωματικά κέντρα [53] με
ικανοποιητικά αποτελέσματα. Συγκεκριμένα, στη μορϕή

hν ≈ 0.97

(a σε nm)1.772
eV (2.27)

μπορούμε να ταιριάξουμε ικανοποιητικά όλα τα πειραματικά δεδομένα των αλογονού-
χων αλκαλίων [53] (δείτε το Σχήμα 2.9).
΄Ισως ένας προσεκτικός οϕθαλμός θα έχει ήδη παρατηρήσει ότι ενώ μιλάμε για

μεταβάσεις μεταξύ διακριτών σταθμών, τα ϕάσματα του Σχήματος 2.9 δεν
είναι γραμμικά αλλά, αντιθέτως, έχουν αρκετά μεγάλο εύρος. Ο
λόγος είναι ότι μέχρι στιγμής λάβαμε υπ΄ όψιν μόνο τις διακριτές στάθμες που προ-
έρχονται από τον χωρικό εντοπισμό. Γενικώς, η διεύρυνση διακρίνεται σε ομογε-
νή διεύρυνση (homogeneous broadening) και σε ανομοιογενή διεύρυνση
(inhomogeneous broadening). Εάν το ϕυσικό αίτιο που προκαλεί τη διεύρυνση εί-
ναι το ίδιο για κάθε απορροϕητή / εκπομπό (εν προκειμένῳ για κάθε δισταθμικό
σύστημα) τότε αυτή καλείται ομογενής διεύρυνση, ενώ εάν είναι διαϕορετικό τότε
αυτή καλείται ανομοιογενής διεύρυνση. ΄Ενα παράδειγμα ομογενούς διευρύνσεως εί-
ναι η σχετιζόμενη με το χρόνο ζωής της ενεργειακής στάθμης (lifetime broadening).
Συγκεκριμένα, ο χρόνος ζωής μιας διεγερμένης καταστάσεως (π.χ. ο σχετιζόμενος
με την Αυθόρμητη Εκπομπή) σχετίζεται με την αβεβαιότητα στην ενέργειά της. Μι-
κρός χρόνος ζωής σημαίνει μεγάλη αβεβαιότητα στην ενέργεια και άρα ευρεία εκπομπή
(broad emission). Αυτού του είδους η διεύρυνση δίνει Λορεντζιανή μορϕή στο ϕάσμα
(Lorentzian profile). Συνήθως, στην ϕυσική συμπυκνωμένης ύλης, η διακύμανση εί-
ναι διαϕορετική για κάθε απορροϕητή / εκπομπό. Ο λόγος είναι ότι σε ένα μεγάλο
σύστημα όπως π.χ. σε ένα κρύσταλλο, το περιβάλλον κάθε απορροϕητή / εκπομπού
σπανίως είναι ταυτόσημο λόγῳ τυχαίας παρουσίας προσμίξεων, ατελειών, κ.ο.κ.. Η
ανομοιογενής διεύρυνση συνήθως έχει γκαουσιανή μορϕή ( Gaussian profile). Να
σημειωθεί ακόμα ότι η διεύρυνση μπορεί να οϕείλεται σε πολλά αίτια, οπότε και η
μορϕή της ποικίλει. Υπάρχουν κι άλλες πηγές που διαμορϕώνουν το ενεργειακό ϕά-
σμα όπως οι ταλαντωτικοί βαθμοί ελευθερίας. Επίσης, π.χ. τα κέντρα χρώματος
βρίσκονται εντός κάποιου στερεού, οπότε υπάρχει όλο το υπόβαθρό του.
Στην πράξη, με απορρόϕηση ϕωτονίου, το ηλεκτρόνιο μπορεί π.χ. να μεταβεί από

τη ΘΣ σε κάπως υψηλότερη από την 1ηΔΣ στάθμη και μετά να αϕησυχάσει στην
1ηΔΣ εκπέμποντας ένα ή περισσότερα ϕωνόνια (κβάντα ταλαντώσεων πλέγματος)
και στη συνέχεια να κατέβει στην ΘΣ εκπέμποντας αυτή τη ϕορά ϕωτόνιο ενέργειας
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ελαϕρώς μικρότερης από την ενέργεια του αρχικώς απορροϕημένου ϕωτονίου, κατά
το ποσό της ενέργειας των ϕωνονίων του αϕησυχασμού. Μετατόπιση Stokes
(Stokes shift) είναι η διαϕορά (μήκους κύματος ή συχνότητας ή ενέργειας) μετα-
ξύ των θέσεων των μεγίστων των ϕασμάτων απορροϕήσεως και εκπομπής. Εάν το
εκπεμπόμενο ϕωτόνιο έχει μικρότερη ενέργεια από το απορροϕημένο ϕωτόνιο, αυ-
τή η ενεργειακή διαϕορά λέγεται μετατόπιση Stokes. Εάν το εκπεμπόμενο ϕωτόνιο
έχει μεγαλύτερη ενέργεια, αυτή η ενεργειακή διαϕορά λέγεται μετατόπιση anti-
Stokes (anti-Stokes shift). Η διαϕορές αυτές συνήθως οϕείλονται στις πλεγματικές
ταλαντώσεις (ϕωνόνια) [55].

Σχήμα 2.10: Μετατόπιση Stokes μεταξύ απορροϕήσεως και εκπομπής. ΄Ενα απλό σχήμα (αριστερά)
και μετατοπίσεις Stokes χρωματικών κέντρων KCl, KBr, KI (δεξιά), εικόνα προσαρμοσμένη από
την αναϕορά [56]. Σε συμϕωνία με την αναϕορά [57] στο KCl η μετατόπιση Stokes είναι ≈ 1.1 eV.
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2.4.2 Κβαντικές τελείες.

΄Ενα τυπικό τετραγωνικό, μη απειρόβαθο κβαντικό ϕρέαρ που σχηματίζεται σε μια
ετεροδομή ημιαγωγών παρουσιάζεται στο Σχήμα 2.11. Φαίνεται το εύρος του ϕρέ-
ατος L, το ελάχιστο της ζώνης αγωγιμότητας EC, το μέγιστο της ζώνης σθένους
EV, η ασυνέχεια μεταξύ των ζωνών αγωγιμότητας των δύο υλικών ∆EC και η α-
συνέχεια μεταξύ των ζωνών σθένους των δύο υλικών ∆EV. Ανάλογα με τα υλικά
που απαρτίζουν την ετεροδομή, το κβαντικό ϕρέαρ έχει συνήθως ∆EC και ∆EV της
τάξεως των 0.01-10 eV και L συνήθως της τάξεως των 0.1-100 nm. Μπορούμε να
έχουμε κβαντικό περιορισμό σε 1 διάσταση (1Δ) οπότε χρησιμοποιούμε την έκϕρα-
ση quantum well (κβαντικό ϕρέαρ ή πηγάδι), σε 2 διαστάσεις (2Δ) οπότε
χρησιμοποιούμε την έκϕραση quantum wire (κβαντικό σύρμα ή νήμα), σε
3 διαστάσεις (3Δ) οπότε χρησιμοποιούμε την έκϕραση quantum dot (κβαντική
τελεία ή κουκίδα). Οι κβαντικές τελείες ονομάζονται καμιά ϕορά και τεχνητά
άτομα (artificial atoms) όταν είναι απλές ή τεχνητά μόρια (artificial mole-
cules) εϕ΄ όσον είναι συζευγμένες. ΄Ενα τετραγωνικό μη απειρόβαθο 1Δ κβαντικό
ϕρέαρ έχει τουλάχιστον μία δέσμια στάθμη [58]. Στο Σχήμα 2.11 έχουμε υποθέσει
ότι το ϕρέαρ της ζώνης αγωγιμότητας έχει δύο στάθμες ενώ το ϕρέαρ της ζώνης
σθένους μία. ΄Ενα κβαντικό ϕρέαρ εύρους L περιέχει [58]

n = 1 + Int

[√
2m∗VbL2

π2~2

]
(2.28)

δέσμιες ενεργειακές καταστάσεις (῾῾ στάθμες ᾿᾿). Int(ξ) είναι το ακέραιο μέρος του
ξ, Vb είναι η ασυνέχεια της ζώνης αγωγιμότητας (∆EC) ή σθένους (∆EV) μεταξύ
των δύο υλικών και m∗ η ενεργός μάζα του ηλεκτρονίου ή της οπής. Οπότε σε μια
κβαντική τελεία μπορούμε να εκλέξουμε ως δισταθμικό σύστημα είτε μία στάθμη της
ζώνης αγωγιμότητας και μια στάθμη της ζώνης σθένους, είτε δύο στάθμες της ζώνης
αγωγιμότητας, είτε δύο στάθμες της ζώνης σθένους. Στις τελευταίες δύο περιπτώ-
σεις, εννοείται, υπάρχει ο περιορισμός της Εξ. 2.28 δηλαδή ενδέχεται να υπάρχει μόνο
μία στάθμη στη ζώνη αγωγιμότητας ή στη ζώνη σθένους. Υπολογισμούς μπορεί να
κάνει ο αναγνώστης - η αναγνώστρια στη σχέτική άσκηση για κβαντικές τελείες.
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Σχήμα 2.11: ΄Ενα τετραγωνικό, μη απειρόβαθο κβαντικό ϕρέαρ (quantum well) π.χ. σε μια ετε-
ροδομή AlAs/GaAs/AlAs. Φαίνεται το εύρος του ϕρέατος (well width) L, το ελάχιστο της ζώνης
αγωγιμότητας (bottom of conduction band) EC, το μέγιστο της ζώνης σθένους (top of valence
band) EV, η ασυνέχεια μεταξύ των ζωνών αγωγιμότητας των δύο υλικών (conduction band offset)
∆EC και η ασυνέχεια μεταξύ των ζωνών σθένους των δύο υλικών (valence band offset) ∆EV. Τα
ϕρέατα έχουν ζωγραϕιστεί, πολύ σχηματικά, ως τετραγωνικά αλλά το σχήμα τους εξαρτάται από
πολλούς παράγοντες που είναι αρκετά πέρα από το σκοπό του συγγράμματος.


