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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

 

ΗΛΕΚΤΡΟΝΙΚΗ ∆ΟΜΗ ΜΕΤΑΛΛΩΝ, ΗΜΙΑΓΩΓΩΝ, MΟΝΩΤΩΝ 

 

1. Μέταλλα, ηµιαγωγοί και µονωτές 

Ηλεκτρόνια που ανήκουν σε τελείως γεµάτη ενεργειακή ζώνη δεν είναι διαθέσιµοι 

φορείς ρεύµατος. Το γεγονός αυτό είναι η βάση της διάκρισης ανάµεσα στα µέταλλα 

και στους µονωτές. Στη θεµελιώδη κατάσταση οι ενεργειακές ζώνες ενός µονωτή 

είναι είτε τελείως γεµάτες είτε τελείως άδειες. Αντίθετα σ’ ένα µέταλλο υπάρχει 

τουλάχιστον µια ζώνη µερικώς γεµάτη, διότι µια από τις βασικές συνθήκες 

µεταλλικής συµπεριφοράς ενός κρυστάλλου αποτελεί η ύπαρξη µη κατειληµένων 

ιδιοκαταστάσεων κοντά (σε άµεση ενεργειακά συνέχεια) µε κατειληµένες 

ιδιοκαταστάσεις ενός ηλεκτρονίου. Μόνο σε τέτοιες καταστάσεις τα ηλεκτρόνια 

µπορούν να προσλάβουν ένα έστω απειροελάχιστο ποσό ενέργειας και να κινηθούν 

στην κατεύθυνση του εξωτερικού πεδίου. Σε χαµηλές θερµοκρασίες, αυτό συµβαίνει 

µόνον όταν η ενέργεια Fermi τέµνει τις ζώνες ενέργειας που πηγάζουν από τους 

εξωτερικούς φλοιούς των ατόµων που απαρτίζουν τον κρύσταλλο. Οι ζώνες αυτές 

καλούνται ζώνες αγωγιµότητας ή, συλλογικά, ζώνη αγωγιµότητας. 

Μπορούµε να χαρακτηρίσουµε τους µονωτές από το απόλυτο ενεργειακό 

χάσµα, gE , ανάµεσα στην κορυφή της ενεργειακά υψηλότερης κατειληµένης ζώνης 

και τον πυθµένα της ενεργειακά χαµηλότερης κενής ζώνης. Ένα υλικό στο οποίο 

εµφανίζεται ενεργειακό χάσµα θα είναι µη αγώγιµο στο απόλυτο µηδέν. Αν βέβαια η 

εξωτερικά εφαρµοζόµενη τάση είναι τόσο ισχυρή και το ενεργειακό χάσµα τόσο 

µικρό, ώστε η λόγω του οµογενούς εξωτερικού πεδίου προκαλούµενη κλίση των 

ενεργειακών ζωνών να επιτρέπει τη διέλευση των ηλεκτρονίων από το ένα άκρο του 

υλικού στο άλλο, θα έχουµε ηλεκτρική κατάρρευση του υλικού. Αγωγιµότητα 

µπορούµε επίσης να παρατηρήσουµε αν εφαρµόσουµε εξωτερικό εναλλασσόµενο 

πεδίο υψηλής συχνότητας ώστε =ω > Eg  (φωτοαγωγιµότητα). 

Όταν η θερµοκρασία είναι διάφορη του µηδενός, υπάρχει µια µη µηδενική 

πιθανότητα µερικά ηλεκτρόνια, λόγω θερµικής διέγερσης, να υπερπηδήσουν το 

ενεργειακό χάσµα και να µεταβούν στις ενεργειακά χαµηλότερες κενές ζώνες οι 

οποίες λέγονται ζώνες αγωγιµότητας (ή, συλλογικά, ζώνη αγωγιµότητας), αφήνοντας 

πίσω κενές καταστάσεις στις ενεργειακά υψηλότερες πλήρεις ζώνες οι οποίες 
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ονοµάζονται ζώνες σθένους (ή, συλλογικά, ζώνη σθένους). Τα θερµικά διηγερµένα 

ηλεκτρόνια προκαλούν αγωγιµότητα, ενώ αγωγιµότητα τύπου οπών εµφανίζεται 

επίσης στην όχι πλέον ολότελα γεµάτη ζώνη σθένους απ’ όπου µετανάστευσαν τα 

ηλεκτρόνια. Το αν η θερµική διέγερση µπορεί να οδηγήσει σε παρατηρήσιµη 

αγωγιµότητα εξαρτάται από το µέγεθος του ενεργειακού χάσµατος και από τη 

θερµοκρασία, εφόσον το ποσοστό των θερµικά διεγειρόµενων ηλεκτρονίων είναι της 

τάξης του exp( )− E k Tg B2 . Με ενεργειακό χάσµα 4 eV  σε θερµοκρασία δωµατίου 

( k T eVB ≅ 0 025. ) το ποσοστό αυτών των ηλεκτρονίων είναι αµελητέο (≅ −10 35 ). Αν 

όµως το χάσµα είναι 0 25. eV , το ποσοστό αυτό σε θερµοκρασία δωµατίου γίνεται 

10 2− , που είναι αρκετά σηµαντικό για να έχουµε παρατηρήσιµη αγωγιµότητα. Υλικά 

που είναι µονωτές στο απόλυτο µηδέν, αλλά των οποίων το ενεργειακό χάσµα είναι 

τόσο µικρό ώστε θερµική διέγερση να οδηγεί σε παρατηρήσιµη αγωγιµότητα σε 

θερµοκρασίες χαµηλότερες του σηµείου τήξης, είναι γνωστά ως ηµιαγωγοί. 

Προφανώς, η διαχωριστική γραµµή ανάµεσα σε ηµιαγωγούς και µονωτές δεν είναι 

σαφής, χονδρικά όµως το ενεργειακό χάσµα των ηµιαγωγών κυµαίνεται από την τάξη 

δεκάτου του eV , έως ≈ 2eV . Τυπικές τιµές ειδικής αντίστασης ηµιαγωγών σε 

θερµοκρασία δωµατίου κυµαίνονται ανάµεσα στα 10 3−  και 109 Ohm cm , ενώ στα 

µέταλλα είναι της τάξης του 10 6− Ohm cm  και στους µονωτές 1022 Ohm cm . 

 

2. Ηλεκτρονική δοµή απλών µετάλλων 

Τα απλά µέταλλα χαρακτηρίζονται από το ότι τα ηλεκτρόνια αγωγιµότητας δεν είναι 

εντοπισµένα κοντά στα άτοµα, αλλά δηµιουργούν µια σχεδόν οµοιογενή κατανοµή 

ηλεκτρονικού νέφους. Μια τέτοια εικόνα συναντάµε συνήθως σε µέταλλα ατόµων 

που έχουν ηλεκτρόνια s ή/και p στην εξωτερική στιβάδα (αλκάλια, αλκαλικές γαίες, 

Al, κλπ.). Η χωρική έκταση αυτών των ηλεκτρονικών καταστάσεων είναι συνήθως 

µεγάλη σε σύγκριση µε την πλεγµατική σταθερά (αντίθετα από τις καταστάσεις d και 

f) λόγω του σχετικά ασθενούς κεντροµόλου δυναµικού, 2/)1( r+≈ AA , που 

αισθάνονται. Εποµένως, τέτοιες καταστάσεις γειτονικών ατόµων αλληλοεπι-

καλύπτονται σε σηµαντικό βαθµό και δηµιουργούν στον κρύσταλλο ζώνες 

αγωγιµότητας που µοιάζουν µε αυτή των ελεύθερων ηλεκτρονίων (παραβολική σχέση 

διασποράς, οµοιογενής χωρική κατανοµή ηλεκτρονίων). Για το λόγο αυτό, µπορούµε 

να περιγράψουµε τα απλά µέταλλα µε τη µέθοδο των επιπέδων κυµάτων, κρατώντας 
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ένα σχετικά µικρό αριθµό συνιστωσών Fourier του δυναµικού που θα τροποποιήσουν 

λίγο τις ιδιοκαταστάσεις των ελεύθερων ηλεκτρονίων (µέθοδος σχεδόν ελεύθερων 

ηλεκτρονίων). Θα σκιαγραφήσουµε τη µέθοδο αυτή σ’ ένα ρεαλιστικό παράδειγµα. 

 Το αλουµίνιο είναι ένα τρισθενές άτοµο και το πλέγµα του κρυσταλλικού 

αλουµινίου είναι fcc. Αν θεωρήσουµε τα ηλεκτρόνια αγωγιµότητας στον κρύσταλλο 

αυτό ελεύθερα, προκύπτει µια σταθερή ηλεκτρονική πυκνότητα 3/12 an = , όπου a  

είναι η πλεγµατική σταθερά. Η πυκνότητα αυτή αντιστοιχεί σε ενέργεια Fermi 
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ενέργεια αυτή, οι ζώνες των ελεύθερων ηλεκτρονίων αναδιπλώνονται µέσα στο µη 

αναγωγίσιµο τµήµα της 1ης ΖΒ (βλ. σχήµα 3.3) χρησιµοποιώντας µόνο τέσσερα 

διανύσµατα αντίστροφου πλέγµατος 
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Ειδικότερα, στο σηµείο W: )0,1,2(
aW
π

=k , η χαµηλότερη ενεργειακή στάθµη 

2
2

2

)5(
2

πε
maW
=

=  είναι τετραπλά εκφυλισµένη και βρίσκεται πολύ κοντά στην 

ενέργεια Fermi. Αυτή η στάθµη αντιστοιχεί στις τέσσερεις ιδιοκαταστάσεις της 

χαµιλτονιανής των ελεύθερων ηλεκτρονίων, mH 2/ˆ 220 ∇−= = , που περιγράφονται 

από τις ορθοκανονικές κυµατοσυναρτήσεις 
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Η παρουσία του κρυσταλλικού δυναµικού µπορεί να αντιµετωπισθεί ως διαταραχή 

που θα τροποποιήσει κάπως τις παραπάνω καταστάσεις ελεύθερων ηλεκτρονίων. Στα 

πλαίσια της θεωρίας διαταραχών, σε προσέγγιση πρώτης τάξης, κατασκευάζουµε 
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αρχικά µια προσεγγιστική λύση της διαταραγµένης κατάστασης ως γραµµικό 

συνδυασµό των τεσσάρων κυµατοσυναρτήσεων που δίνονται από την Εξ.(2) 
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που διαφέρει από την ακριβή λύση κατά Ψδ . Έτσι, η εξίσωση Schrödinger για το 

διαταραγµένο σύστηµα παίρνει τη µορφή 

 

( )( ) ( ) .)(ˆˆ 0 Ψ+Ψ+=Ψ+Ψ+ δδεεδ WWVH   (4) 

 

Θεωρώντας το δυναµικό ασθενές και παραλείποντας τους όρους δεύτερης τάξης, η 

Εξ.(4) γράφεται 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .0ˆˆ0ˆˆˆ 000 =Ψ−+Ψ−⇒=Ψ−+Ψ−+Ψ− WWWWW VHVHH δεδεδεδεε
(5) 

∆ρώντας στην Εξ.(5) από αριστερά µε Wkν , διαδοχικά για ,4,3,2,1=ν  

καταλήγουµε στο σύστηµα γραµµικών εξισώσεων 
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όπου )(~ KV  είναι οι συντελεστές του αναπτύγµατος Fourier (3.25) του δυναµικού. 

Όπως προκύπτει απευθείας από τον ορισµό τους [Εξ.(3.27)],  ισχύει γενικά ότι 

)(~)(~ PKK VV = , όπου P̂  µετασχηµατισµός της σηµειακής οµάδας συµµετρίας του 

κρυστάλλου. Βασισµένοι σ’ αυτή την ιδιότητα, µπορούµε αµέσως να δούµε ότι 
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Πρέπει να σηµειωθεί επίσης ότι, επειδή ισχύει )(~)(~ KK −= ∗VV  και η αντιστροφή 

είναι ένας µετασχηµατισµός συµµετρίας της hO , οι συντελεστές Fourier είναι 

πραγµατικοί αριθµοί στην περίπτωσή µας. Θέτοντας το µηδέν της ενέργειας στο 

)(~ 0V , η συνθήκη να έχει το σύστηµα γραµµικών εξισώσεων (6) µη τετριµµένη λύση 

γράφεται 
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απ’ όπου παίρνουµε τις λύσεις: bcW 2+=δε  (απλά εκφυλισµένη), bcW 2−=δε  

(απλά εκφυλισµένη) και cW −=δε  (διπλά εκφυλισµένη). Παρατηρούµε λοιπόν ότι το 

κρυσταλλικό δυναµικό έχει ως αποτέλεσµα τη µερική άρση του εκφυλισµού στη 

χαµηλότερη ενεργειακή στάθµη στο σηµείο W. Γενικά, ένα σηµαντικό αποτέλεσµα 

της παρουσίας µια περιοδικής διαταραχής σ’ ένα οµοιογενές σύστηµα είναι η άρση 

του εκφυλισµού των καταστάσεων στα όρια της 1ης ΖΒ όπου, κατ’ ανάγκη, δυο ή 

περισσότεροι κλάδοι της σχέσης διασποράς (στο οµοιογενές σύστηµα) 

διασταυρώνονται, µε αποτέλεσµα τη δηµιουργία χασµάτων. Επειδή η 1η ΖΒ 

οριοθετείται από µεσοκάθετα επίπεδα στα διανύσµατα αντίστροφου πλέγµατος 

(επίπεδα Bragg), τα χάσµατα αυτά ονοµάζονται χάσµατα Bragg. Αξίζει να τονισθεί 

ότι ο µηχανισµός δηµιουργίας τέτοιων χασµάτων δεν περιορίζεται στα ηλεκτρόνια 

των κρυστάλλων. Ισχύει σε κάθε περίπτωση κυµατικής διάδοσης σε οµοιογενές µέσο 

όπου εφαρµόζεται µια περιοδική διαταραχή. Για παράδειγµα, τα χάσµατα Bragg στη 

διάδοση ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας σε κρύσταλλο, λόγω της ασθενούς 

περιοδικής διαταραχής της διηλεκτρικής σταθεράς, είναι αυτά που προκαλούν την 

περίθλαση αντίνων Χ (ανακλάσεις Bragg). 

Όπως είπαµε παραπάνω, οι ζώνες των ελεύθερων ηλεκτρονίων 

αναδιπλώνονται µέσα στο µη αναγωγίσιµο πολύεδρο της 1ης ΖΒ χρησιµοποιώντας 

µόνο τα τέσσερα συγκεκριµένα διανύσµατα αντίστροφου πλέγµατος, µέχρι 

τουλάχιστον την ενέργεια Fermi. Εποµένως, για κάθε σηµείο µέσα στο πολύεδρο 

αυτό, µπορούµε να υπολογίσουµε τις ενεργειακές ζώνες του αλουµινίου µέχρι την 
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ενέργεια Fermi σε προσέγγιση πρώτης τάξης επιλύοντας την ακόλουθη εξίσωση 

ιδιοδιανυσµάτων-ιδιοτιµών 
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σύµφωνα µε την Εξ.(3.31), θέτοντας το µηδέν της ενέργειας στο )(~ 0V . Ο Aschcroft 

υπολόγισε τις δυο παραµέτρους cb,  προσαρµόζοντας τα αποτελέσµατα του 

υπολογισµού της επιφάνειας Fermi [ FE=)(kνε ] σε πειραµατικές µετρήσεις τροχιών 

που διαγράφονται πάνω στην επιφάνεια αυτή από ένα ηλεκτρόνιο του κρυστάλλου, 

ενέργειας FE , που κινείται υπό την επίδραση εξωτερικού µαγνητικού πεδίου 

(φαινόµενο de Haas-van Alphen). Η επιφάνεια Fermi του αλουµινίου, καθώς και 

χαρακτηριστικές τροχιές πάνω σ’ αυτή, φαίνονται στο σχήµα 1. Οι τιµές που 

προκύπτουν µ’ αυτόν τον τρόπο για τις παραµέτρους cb,  είναι: 0179.02 22 =hbma  

και 0562.02 22 =hcma . 

 
Σχήµα 1. Τροχιές ηλεκτρονίων πάνω στην επιφάνεια Fermi του αλουµινίου. 
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Χρησιµοποιώντας τις παραπάνω τιµές των παραµέτρων cb, , µπορούµε να 

υπολογίσουµε τις ενεργειακές ζώνες του αλουµινίου βρίσκοντας τις ιδιοτιµές του 

πίνακα στο αριστερό µέλος της Εξ.(9), για τιµές του κυµατανύσµατος κατά µήκος 

διευθύνσεων υψηλής συµµετρίας της 1ης ΖΒ. Τα αποτελέσµατα ενός τέτοιου 

υπολογισµού φαίνονται στο σχήµα 2 και βρίσκονται σε πολύ καλή συµφωνία τόσο µε 

αποτελέσµατα άλλων υπολογισµών από πρώτες αρχές όσο και µε το πείραµα. 

Βλέπουµε ότι οι ενεργειακές ζώνες του αλουµινίου είναι ουσιαστικά ενεργειακές 

ζώνες ελεύθερων ηλεκτρονίων, ελαφρά διαταραγµένες, µε τις µεγαλύτερες διαφορές 

να υπάρχουν κοντά στα όρια της 1ης ΖΒ µε την εµφάνιση χασµάτων Bragg. Η 

µηδενική κλίση των ζωνών στα όρια της 1ης ΖΒ είναι υπεύθυνη για την παρουσία 

ιδιαζόντων σηµείων van Hove στην πυκνότητα ενεργειακών καταστάσεων. 

 
Σχήµα 2. Ενεργειακές ζώνες του αλουµινίου. Οι διακεκοµµένες γραµµές δείχνουν τις 

αντίστοιχες ζώνες ελεύθερων ηλεκτρονίων. 

 

3. Η µέθοδος γραµµικού συνδυασµού ατοµικών τροχιακών  

Είδαµε στο προηγούµενο εδάφιο ότι τα ηλεκτρόνια αγωγιµότητας των απλών 

µετάλλων µπορούν να θεωρηθούν σχεδόν ελεύθερα. Στον αντίποδα αυτής της 

προσέγγισης, βρίσκεται η θεώρηση µιας ενεργειακής ζώνης ως αποτέλεσµα της 

ασθενούς αλληλεπίδρασης ηλεκτρονικών καταστάσεων µεµονωµένων ατόµων. Κάτι 
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τέτοιο θα είναι ρεαλιστικό αν η χωρική έκταση των αντίστοιχων κυµατοσυναρτήσεων 

είναι µικρή σε σύγκριση µε την πλεγµατική σταθερά του κρυστάλλου, ώστε να µην 

υπάρχει µεγάλη αλληλοεπικάλυψη τέτοιων τροχιακών γειτονικών ατόµων. Η εικόνα 

αυτή περιγράφει τις ενεργειακές ζώνες που σχηµατίζονται από τα ηλεκτρόνια των 

εσωτερικών φλοιών των ατόµων, που βρίσκονται ενεργειακά πολύ χαµηλότερα από 

τη ζώνη αγωγιµότητας (προκειµένου για µέταλλο) ή τις ζώνες σθένους και 

αγωγιµότητας (προκειµένου για ηµιαγωγό, µονωτή). Κάτι ανάλογο ισχύει και για τις 

ζώνες αγωγιµότητας µετάλλων που προέρχονται από ατοµικές καταστάσεις d ή/και f 

(µεταβατικά µέταλλα, σπάνιες γαίες, κλπ.). Η χωρική έκταση αυτών των 

ηλεκτρονικών καταστάσεων είναι συνήθως µικρή σε σύγκριση µε την πλεγµατική 

σταθερά, λόγω του σχετικά ισχυρού κεντροµόλου δυναµικού, 2/)1( r+≈ AA , που 

αισθάνονται. Τέλος, µε ανάλογο τρόπο µπορεί κανείς να περιγράψει την ηλεκτρονική 

δοµή ηµιαγωγών και µονωτών. 

 Ας θεωρήσουµε τις ενεργειακές ζώνες που δηµιουργούνται, µε τον τρόπο που 

περιγράψαµε παραπάνω, από τροχιακά )( nn Rrr −Φ≡ αα  ατόµων που βρίσκονται 

στις πλεγµατικές θέσεις nR  ενός κρυστάλλου. Εφόσον οι ζώνες αυτές προέρχεται 

ουσιαστικά µόνον από τις συγκεκριµένες ατοµικές καταστάσεις, εισάγουµε για την 

περιγραφή τους µια βάση συναρτήσεων την οποία κατασκευάζουµε από τα τροχιακά 

nα  

.)exp(1
1
∑
=

⋅=
N

n
n ni

N
αα Rkk    (10) 

 

Εύκολα επαληθεύεται ότι οι κυµατοσυναρτήσεις krrk αα ≡Ψ )(  ικανοποιούν το 

θεώρηµα του Bloch: )()exp()( rRkRr kk αα Ψ⋅=+Ψ i . Στη συνέχεια κατασκευάζουµε 

τις τελικές κυµατοσυναρτήσεις Bloch των ενεργειακών ζωνών ",2,1=ν , που 

συζητάµε, ως γραµµικό συνδυασµό των kα  

 

.∑=
α

ν
α αν kk kC     (11) 
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Οι κυµατοσυναρτήσεις αυτές είναι ιδιοσυναρτήσεις της χαµιλτονιανής, Ĥ , του 

κρυστάλλου και οι αντίστοιχες ιδιοτιµές, kνε , προσδιορίζουν τις ενεργειακές ζώνες. 

Έχουµε 

 

.,ˆˆ αααεαανεν
α

ν
αν

α

ν
αν ′∀′=′⇒= ∑∑ kkkk kkkkkk CCHH  (12) 

 

Ορίζοντας kkk αααα HH ˆ)( ′≡′  και kkk αααα ′≡′ )(S , η Εξ.(12) γράφεται κοµψά 

χρησιµοποιώντας συµβολισµό πινάκων 

 

[ ] ,)()()()()()()()( 1 kCkCkHkSkCkSkCkH kk
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που δείχνει ότι οι καταστάσεις των ενεργειακών ζωνών που περιγράφουµε 

προσδιορίζονται από τις ιδιοσυναρτήσεις και ιδιοτιµές του πίνακα )()(1 kHkS− . Ο 

αριθµός των ενεργειακών ζωνών ",2,1=ν  ισούται µε τη διάσταση αυτού του 

πίνακα, η οποία καθορίζεται από τον αριθµό των τροχιακών α  που θεωρούµε 

συνολικά για όλα τα άτοµα στη θεµελιώδη κυψελίδα του κρυστάλλου. Για 

παράδειγµα, αν έχουµε δυο άτοµα στη θεµελιώδη κυψελίδα, το ένα µε εξωτερικά 

τροχιακά p και το άλλο µε d, θα σχηµατιστούν συνολικά οκτώ ενεργειακές ζώνες. 

Θα περιγράψουµε τώρα πώς υπολογίζονται τα στοιχεία πίνακα 

kkk αααα HH ˆ)( ′≡′  και kkk αααα ′≡′ )(S . Με τη βοήθεια της Εξ.(10) 

βρίσκουµε 

∑
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Αξίζει να σηµειωθεί ότι αν γνωρίζουµε τα στοιχεία πίνακα nH αα ˆ0′  και nαα 0′  

για κάποιο διάνυσµα πλέγµατος, nR , µπορούµε να υπολογίσουµε, χρησιµοποιώντας 

τη θεωρία οµάδων, τα στοιχεία πίνακα nH ′′ αα ˆ0  και n′′ αα 0  για όλα τα 

διανύσµατα πλέγµατος, n′R , που έχουν το ίδιο µέτρο και µπορούν να ληφθούν από το 
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nR  µε ένα µετασχηµατισµό P̂  της σηµειακής οµάδας συµµετρίας του κρυστάλλου: 

nn PRR =′ . 

 Ας θεωρήσουµε για παράδειγµα µια µη εκφυλισµένη ατοµική κατάσταση s σε 

κάθε πλεγµατικό σηµείο ενός κρυστάλλου. Επειδή η κατάσταση s έχει σφαιρική 

συµµετρία, παραµένει αναλλοίωτη σε µετασχηµατισµούς συµµετρίας και έτσι έχουµε 
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111

nsssnPPssns
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 (15) 

 

Γράφοντας τη χαµιλτονιανή του κρυστάλλου ως τη χαµιλτονιανή 0ˆ
atH  ενός 

µεµονωµένου ατόµου στην πλεγµατική θέση 0 συν µια διαταραχή V̂∆ , έχουµε 

 

.0ˆ0ˆ0ˆ0 )(0 n
ss

s
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Αν τα τροχιακά είναι ισχυρά εντοπισµένα γύρω από κάθε άτοµο, συνήθως αγνοούµε 

την αλληλοεπικάλυψη τροχιακών γειτονικών ατόµων, δηλαδή θέτουµε 

nnnssn ′=′ δ . Όσον αφορά για τα ολοκληρώµατα µεταπήδησης, )(n
ssW , πέραν του 

ενδοπλεγµατικού, α≡)0(
ssW , λαµβάνουµε υπόψη και αυτό µεταξύ πρώτων 

πλησιέστερων γειτόνων wWss ≡)1( .  Κάτι τέτοιο είναι επιβεβληµένο διότι, αν 

αγνοούσαµε και το )1(
ssW , θα είχαµε ως αποτέλεσµα ένα άθροισµα ανεξάρτητων, 

πανοµοιότυπων ατοµικών καταστάσεων και όχι σχηµατισµό ενεργειακής ζώνης. Εξ 

άλλου, µπορεί οι κυµατοσυναρτήσεις να φθίνουν εκθετικά µακριά από κάθε άτοµο, η 

διαταραχή όµως του δυναµικού, V̂∆ , µολονότι είναι µικρή κοντά στο κεντρικό 

άτοµο, είναι σηµαντική µακριά από αυτό εφόσον πρακτικά ισούται µε το ίδιο το 

κρυσταλλικό δυναµικό. Στο πλαίσιο αυτής της προσέγγισης ισχυρής δέσµευσης, η 

Εξ.(14) µας δίνει το στοιχείο του πίνακα )()(1 kHkS− , διαστάσεων 11× , που 

ταυτίζεται µε την ιδιοτιµή του 
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όπου το άθροισµα περιορίζεται στα πλεγµατικά διανύσµατα R  των πρώτων γειτόνων 

(ΠΓ). Είναι ενδιαφέρον ότι, στην προσέγγιση ισχυρής δέσµευσης, οι ιδιοκαταστάσεις 

του συστήµατος λαµβάνονται από την απλή χαµιλτονιανή 

 

,ˆ
:,

0 ∑∑
ΠΓ′

′+=
nnn

nnwnnH ε    (18) 

 

όπου, για απλότητα, παραλείψαµε το δείκτη s. 

 Εφαρµόζοντας την Εξ.(17) στην περίπτωση ενός απλού κυβικού πλέγµατος, 

πλεγµατικής σταθεράς a , βρίσκουµε ( )akakakw zyx coscoscos20 +++= εε k , ενώ 

για µια γραµµική αλυσίδα, πλεγµατικής σταθεράς a , akw xcos20 += εε k . Μια 

σηµαντική παρατήρηση είναι ότι το εύρος της ενεργειακής ζώνης ( w12  στην πρώτη 

περίπτωση και w4  στη δεύτερη) αυξάνεται όσο αυξάνεται το ολοκλήρωµα 

µεταπήδησης w και ο αριθµός σύνταξης, κάτι που µπορεί να επαληθευθεί θεωρώντας 

και άλλα πλέγµατα. 

 

4. Μέθοδοι από πρώτες αρχές. Μεταβατικά µέταλλα 

Στις µεθόδους υπολογισµού ενεργειακών ζωνών που είδαµε ως τώρα, αναπτύσσει 

κανείς τις κυµατοσυναρτήσεις Bloch σε µια προκαθορισµένη, σταθερή βάση 

συναρτήσεων (επίπεδα κύµατα, ατοµικές κυµατοσυναρτήσεις) και το πρόβληµα 

ανάγεται τελικά στην εύρεση των ιδιοδιανυσµάτων και ιδιοτιµών του χαµιλτονιανού 

πίνακα στην εκάστοτε συγκεκριµένη βάση. Η επιλογή της µεθόδου εξαρτάται κάθε 

φορά από το φυσικό σύστηµα, ώστε να οδηγούµαστε τελικά σε πίνακες µικρών 

διαστάσεων. Πολλές φορές µάλιστα, τα στοιχεία του χαµιλτονιανού πίνακα δεν είναι 

εύκολο να υπολογιστούν από πρώτες αρχές, και κανείς τα χειρίζεται ως παραµέτρους 

τις οποίες προσδιορίζει προσαρµόζοντας αποτελέσµατα του υπολογισµού, π.χ., σε 

κάποια πειράµατα. Για το λόγο αυτό, τέτοιες µέθοδοι είναι γνωστές ως ηµιεµπειρικές 

µέθοδοι. Υπάρχουν όµως και µέθοδοι από πρώτες αρχές, που αντιµετωπίζουν το 

πρόβληµα στη γενικότητά του, και προσδιορίζουν το κρυσταλλικό δυναµικό µε 

αυτοσυνέπεια, στα πλαίσια, π.χ., της θεωρίας του συναρτησιακού της πυκνότητας που 

συζητήσαµε στο κεφάλαιο 1. Η ακρίβεια αυτών των µεθόδων βασίζεται, µεταξύ 

άλλων, στη χρήση των ακριβών λύσεων της κυµατικής εξίσωσης για το δυναµικό στη 
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θεµελιώδη µοναδιαία κυψελίδα, στο ανάπτυγµα των κυµατοσυναρτήσεων Bloch, και 

για το λόγο αυτό είναι γνωστές και ως κυψελιδικές µέθοδοι.  

 

  

 
Σχήµα 3. Σχηµατική παράσταση δυναµικού muffin tin 

 

Η επίλυση της κυµατικής εξίσωσης διευκολύνεται σηµαντικά αν θεωρήσουµε 

ότι το δυναµικό σε µια ατοµική κυψελίδα έχει τη µορφή “muffin tin”, όπως φαίνεται 

στο σχήµα 3. Είναι δηλαδή σφαιρικά συµµετρικό στο εσωτερικό της εγγεγραµµένης 

στην κυψελίδα σφαίρας (σφαίρα muffin tin) και σταθερό στον υπόλοιπο χώρο. 

Μπορεί µάλιστα να επιχειρηµατολογήσει κανείς γιατί σε συµµετρικές και πυκνές 

δοµές η προσέγγιση αυτή θα είναι αξιόπιστη. Όσο πυκνότερη είναι η δοµή, τόσο 

µικρότερος γίνεται ο χώρος που κάνουµε τη χονδροειδέστερη προσέγγιση, αυτή του 

σταθερού δυναµικού. Από την άλλη µεριά, όσο συµµετρικότερη είναι η δοµή, τόσο 

περισσότερες είναι οι συνιστώσες (πέραν της σφαιρικά συµµετρικής) σε ένα 

πολυπολικό ανάπτυγµα του κρυσταλλικού δυναµικού  
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mm YrVV
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AA )ˆ()()( rr     (19) 

 

που µηδενίζονται λόγω συµµετρίας. Αυτό φαίνεται αµέσως αν θεωρήσουµε ότι το 

δυναµικό δεν αλλάζει µε τους µετασχηµατισµούς giPi ",1,ˆ =  της σηµειακής 

οµάδας συµµετρίας του κρυστάλλου οπότε, από την Εξ.(19), µπορούµε να γράψουµε 
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Για να βρούµε το αποτέλεσµα της δράσης των µετασχηµατισµών giPi ",1,ˆ =  στις 

σφαιρικές αρµονικές, )ˆ(rmYA , εκφράζουµε τις σφαιρικές αρµονικές σε βάση 

γωνιακών συναρτήσεων, )ˆ(rnpU λ ,  που µετασχηµατίζονται σύµφωνα µε τις µη 

αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις λΓ  της σηµειακής οµάδας συµµετρίας του 

κρυστάλλου 
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Προφανώς, αν µια αναπαράσταση λΓ  δεν υπεισέρχεται στην αναγωγή µιας 

κατάστασης στροφορµής A , οι αντίστοιχοι συντελεστές m
npbAλ  στο ανάπτυγµα (21) 

µηδενίζονται. Αντικαθιστώντας την Εξ.(21) στην Εξ.(20) και χρησιµοποιώντας το 

θεώρηµα ορθογωνιότητας, βρίσκουµε 
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Αυτό σηµαίνει ότι στο πολυπολικό ανάπτυγµα του κρυσταλλικού δυναµικού 

µηδενίζονται οι όροι που αντιστοιχούν σε στροφορµή A  που δεν προβάλλεται στην 

ταυτοτική αναπαράσταση. Είναι αναµενόµενο, σε µικρές οµάδες που έχουν λίγες και 

χαµηλοδιάστατες µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις, όλες (σχεδόν) οι 

αναπαραστάσεις να υπεισέρχονται στην αναγωγή όλων (σχεδόν) των καταστάσεων 

στροφορµής. Έτσι ελάχιστοι όροι στο ανάπτυγµα (22) µηδενίζονται λόγω 

συµµετρίας. Κάτι τέτοιο όµως δε συµβαίνει µε µεγάλες οµάδες. Ας πάρουµε για 

παράδειγµα την οµάδα hO . Στην οµάδα αυτή, η επόµενη (µετά την 0=A ) κατάσταση 

που προβάλλεται στην ταυτοτική αναπαράσταση είναι η 4=A . Έτσι, στην περίπτωση 

αυτή, η προσέγγιση muffin tin είναι ουσιαστικά µια οκταπολική ( 3=A ), και όχι 

σφαιρικά συµµετρική, προσέγγιση. 

 Οι µέθοδοι από πρώτες αρχές µπορούν να εφαρµοστούν και σε κρυστάλλους 

που απαρτίζονται από άτοµα που έχουν ταυτόχρονα εντοπισµένα και απεντοπισµένα 
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ηλεκτρόνια σθένους. Ας θεωρήσουµε για παράδειγµα τον κρύσταλλο του χαλκού. Το 

άτοµο του χαλκού έχει συνολικά 29 ηλεκτρόνια. Τα 18 από αυτά βρίσκονται στους 

εσωτερικούς φλοιούς 1s2, 2s2, 2p6, 3s2, 3p6, που δεν παίζουν ρόλο στο σχηµατισµό 

των ζωνών αγωγιµότητας του κρυστάλλου στις οποίες βρίσκονται τα ηλεκτρόνια των 

εξωτερικών φλοιών 3d10, 4s1. Εδώ αξίζει να σηµειώσουµε ότι η χωρική έκταση των 

κυµατοσυναρτήσεων 3d (0.3 Å) είναι πολύ µικρότερη από αυτή των 

κυµατοσυναρτήσεων 4s (1.2 Å), ενώ η απόσταση πρώτων πλησιέστερων γειτόνων 

στον κρύσταλλο χαλκού είναι 2.5 Å. Αναµένουµε λοιπόν, σύµφωνα µε όσα είπαµε σε 

προηγούµενα εδάφια, ότι το διάγραµµα ζωνών αγωγιµότητας του χαλκού 

χαρακτηρίζεται από εκτεταµένες ζώνες σχεδόν ελεύθερων ηλεκτρονίων που 

προέρχονται από τις ατοµικές καταστάσεις 4s, και από στενές ζώνες που προέρχονται 

από τα ατοµικά τροχιακά 3d. Αυτό φαίνεται στο σχήµα 4.  

 

∆1

∆1

 
Σχήµα 4. Ενεργειακές ζώνες και πυκνότητα καταστάσεων του χαλκού. 

 

Μπορούµε να αναγνωρίσουµε την προέλευση των ενεργειακών ζωνών και από τη 

συµµετρία στο σηµείο Γ. Η συµµετρία 1Γ  προέρχεται από τις ατοµικές καταστάσεις 

4s ενώ συµµετρίες 12Γ  και 52 ′Γ  προέρχονται από τις 3d. Η ενέργεια Fermi βρίσκεται 

ψηλότερα από τις στενές ζώνες, σε συµφωνία µε το γεγονός ότι οι καταστάσεις 3d 

στο άτοµο Cu είναι πλήρως κατειληµµένες. Σε κρυστάλλους µεταβατικών στοιχείων 

έχουµε παρόµοια µορφή ενεργειακών ζωνών όπως στο χαλκό. Καθώς 

µετατοπιζόµαστε κατά µήκος µιας σειράς µεταβατικών στοιχείων, η ενέργεια Fermi 
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ανεβαίνει προοδευτικά από τον πυθµένα προς την κορυφή των στενών ζωνών, 

αντικατοπτρίζοντας το γεγονός της σταδιακής συµπλήρωσης του ατοµικού φλοιού 

3d. Όταν η ενέργεια Fermi τέµνει τις στενές ζώνες έχουµε µεγάλη πυκνότητα 

καταστάσεων στην ενέργεια Fermi, γεγονός που συνεπάγεται µεγάλη συνεισφορά 

των ηλεκτρονίων στην ειδική θερµότητα του κρυστάλλου. 

 Όπως µπορούµε να παρατηρήσουµε στο σχήµα 4, η ζώνη σχεδόν ελεύθερων 

ηλεκτρονίων, µε περίπου παραβολική σχέση διασποράς, διακόπτεται στην περιοχή 

που διασταυρώνεται µε τις στενές ζώνες. Αυτό συµβαίνει γενικά όταν ζώνες της ίδιας 

συµµετρίας κατά µήκος µιας διεύθυνσης τέµνονται (βλ. κεφάλαιο 3). Έτσι, π.χ. κατά 

τη διεύθυνση ΓΧ, έχουµε τοµή δυο ζωνών συµµετρίας 1∆ : η µια προέρχεται από 

ατοµικές καταστάσεις 4s και η άλλη από 3d. Οι άλλες ζώνες έχουν διαφορετική 

συµµετρία, γιαυτό και δεν παρατηρούµε άρση του εκφυλισµού στα σηµεία που αυτές 

τέµνονται. Μπορούµε να περιγράψουµε ποσοτικά αυτόν τον υβριδισµό s-d µε το εξής 

απλό πρότυπο. Κατασκευάζουµε αρχικά βάσεις κυµατοσυναρτήσεων Bloch από τα 

τροχιακά sn  και dn  (που για απλότητα υποθέτουµε µη εκφυλισµένα) σύµφωνα µε 

τη µέθοδο γραµµικού συνδυασµού ατοµικών τροχιακών 

 

.)exp(1,)exp(1
11
∑∑
==

⋅=⋅=
N

n
n

N

n
n dni

N
dsni

N
s RkkRkk   (23) 

 

Αν δεχθούµε ότι 0,, =′=′=′ ′′ snnddnndsnns nnnn δδ , έχουµε  

 

.0,1,1 === kkkkkk sdddss    (24) 

 

Εκφράζοντας τις ιδιοσυναρτήσεις Bloch της χαµιλτονιανής, Ĥ , του κρυστάλλου ως 

γραµµικό συνδυασµό των kk ds ,  

 

,kkk kk dCsC ds
ννν +=    (25) 

 

οι αντίστοιχες ιδιοτιµές, kνε , προσδιορίζονται ως εξής 
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( )
( ) .

0ˆˆ
0ˆˆ

ˆ
=−+
=+−

⇒= ν
ν

ν

νν
ν

ν ε
ε

νεν
kkk

kkk
k kkkk

kkkk
kk

ds

ds

CdHdCsHd
CdHsCsHs

H   (26) 

 

Το στοιχείο πίνακα )(ˆˆ kkkkk sdVsHddHs ≡= ∗  εισάγει τη σύζευξη 

(υβριδισµό) καταστάσεων Bloch χαρακτήρα s και d. Για απλότητα θεωρούµε αυτό το 

στοιχείο πίνακα ανεξάρτητο του k  ( sdV≡ ). 

 Απουσία υβριδισµού ( 0=sdV ), το σύστηµα των Εξ.(26) µας δίνει 

kkk sHs ˆ
1 =ε  και kkk dHd ˆ

2 =ε . Η πρώτη ενεργειακή ζώνη δηµιουργείται από 

καταστάσεις s µε σχετικά µεγάλη χωρική έκταση. Οριακά µπορεί να περιγραφεί ως 

µια ζώνη ελεύθερων ηλεκτρονίων 

 

.
2

ˆ
22

1 m
ksHs =

≅= kkkε     (27) 

 

Η δεύτερη ενεργειακή ζώνη δηµιουργείται από ισχυρά εντοπισµένες καταστάσεις d, 

έτσι, οριακά, υποθέτουµε ότι έχει αµελητέο εύρος 

 

.ˆ
2 ddHd εε ≅= kkk     (28) 

 

 Παρουσία υβριδισµού ( 0≠sdV ), το σύστηµα των Εξ.(26), µε τη βοήθεια των 

Εξ.(27) και (28), γράφεται 

 

( )
.

0

0
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22

=−+

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∗ ν
ν

ν

νν
ν

εε

ε

kkk

kkk

ddssd

dsds

CCV

CVC
m
k=

   (29) 

 

Το σύστηµα αυτό έχει µη τετριµµένη λύση αν η ορίζουσα των συντελεστών των 

αγνώστων µηδενίζεται, συνθήκη από την οποία προσδιορίζονται οι δυο κλάδοι 

2,1=ν  της σχέσης διασποράς 
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Στο σχήµα 5 δείχνουµε µια τέτοια περίπτωση υβριδισµού για 5/dsdV ε= . 
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Σχήµα 5. Υβριδισµός s-d 

 

5. Σιδηροµαγνητικά µέταλλα 

Ένα ενδιαφέρον ερώτηµα είναι πότε τα ηλεκτρόνια των ενεργειακών ζωνών ενός 

κρυστάλλου εµφανίζουν αυθόρµητα πόλωση σπιν. Είδαµε στο κεφάλαιο 1 ότι κάτι 

τέτοιο δε µπορεί να συµβεί στα ελεύθερα ηλεκτρόνια, τουλάχιστο σε συνηθισµένες 

πυκνότητες. Είδαµε επίσης ότι ο µόνος όρος του δυναµικού που εξαρτάται από το 

σπιν του ηλεκτρονίου είναι το δυναµικό ανταλλαγής και συσχέτισης. Στην απλή 

προσέγγιση Χα αυτό έχει τη µορφή 

 

[ ] .)(6
2
3)( 3/12

2

rr s
s

xc neV π
π

α−=    (31) 

 

Εισάγοντας, αντί για τις πυκνότητες ανά κατεύθυνση σπιν, την ολική πυκνότητα 

)()()( rrr −+ += nnn  και τη µαγνήτιση [ ] Bnnm µ)()()( rrr −+ −= , η Εξ.(31) γράφεται 

σε προσέγγιση πρώτης τάξης ως προς τη µαγνήτιση 
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,
)(3

)()(
)()(

B

xc
xcxc n

mV
VV

µr
rr

rr ±=±    (32) 

όπου [ ] 3/12
2

)(3
2
3)( rr neVxc π
π

α−=  είναι το δυναµικό ανταλλαγής και συσχέτισης στην 

περίπτωση που δεν έχουµε πόλωση σπιν. Μπορούµε να απλουστεύσουµε 

περισσότερο την Εξ.(32) αν αντικαταστήσουµε το δεύτερο όρο µε µια σταθερά (τη 

µέση τιµή του στη θεµελιώδη κυψελίδα). Έτσι  γράφουµε 

 

,
2

)()( IMVV xcxc ∓rr =±     (33) 

 

όπου M είναι η µαγνητική ροπή στη θεµελιώδη κυψελίδα και Ι θετική σταθερά 

(σταθερά ανταλλαγής). Η Εξ.(33) µας λέει ότι τα  ηλεκτρόνια µε σπιν  πάνω (τα 

περισσότερα εξ ορισµού) και τα ηλεκτρόνια µε σπιν κάτω (τα λιγότερα εξ ορισµού) 

αισθάνονται το ίδιο δυναµικό, )(rxcV , µετατοπισµένο κατά 2/IM−  (ελκτικότερο) 

και κατά 2/IM  (απωστικότερο), αντίστοιχα. Έτσι, αν )(En  είναι η πυκνότητα 

καταστάσεων στην περίπτωση που δεν έχουµε πόλωση σπιν, οι πυκνότητες 

καταστάσεων ανά σπιν είναι 

,)2/()( IMEnEn ±=±     (34) 

όπως φαίνεται στο σχήµα 6. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 6. ∆ιαχωρισµός των πυκνοτήτων καταστάσεων στην περίπτωση πόλωσης σπιν. 

 

   

Ε F
 

E  

IM  

n + ( E )   

n – ( E )   



 103

Θεωρώντας τη µαγνητική ροπή ως µεταβλητή παράµετρο του προβλήµατος, η 

ενέργεια Fermi, )(MEF , προσδιορίζεται κάθε φορά από το δεδοµένο αριθµό των 

ηλεκτρονίων του συστήµατος. Στο απόλυτο µηδέν έχουµε 

 

[ ] .)2/()2/(
)(

∫
∞−

−++=
MEF

IMEnIMEndEN    (35) 

 

Από την άλλη µεριά, η µαγνητική ροπή στο απόλυτο µηδέν δίνεται από τη σχέση 

 

[ ] .)()2/()2/(
)(

MFIMEnIMEndEM B

MEF

≡−−+= ∫
∞−

µ   (36) 

 

Η συνάρτηση F(M) που ορίζεται από την Εξ.(36) είναι µια περιττή συνάρτηση διότι, 

προφανώς, )()( MEME FF −= . Επίσης, οριακά, αν διαχωρίσουµε πολύ τις ζώνες των 

καταστάσεων σπιν πάνω και κάτω, θα επιτύχουµε πλήρη πόλωση, BNµ , οπότε 

B
M NMF µ±⎯⎯ →⎯ ±∞→)( . Μπορούµε επίσης να υπολογίσουµε και την παράγωγο της 

F(M).  Η Εξ.(36) µας δίνει 
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 (37) 

 

Εξ άλλου, παραγώγιση της Εξ.(35), λαµβάνοντας υπόψη ότι 0/ =dMdN , µας δίνει 

την έκφραση της παραγώγου 
dM

MdEF )( , την οποία αντικαθιστούµε στην Εξ.(37) και 

παίρνουµε 
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Προφανώς, εφόσον η πυκνότητα καταστάσεων είναι πάντα θετική, 0/)( >dMMdF . 

Με βάση τις παραπάνω ιδιότητες, η συνάρτησης F(M) έχει τη µορφή που φαίνεται 

στο σχήµα 7. Η γραφική επίλυση της Εξ.(36) θα µας δώσει µαγνητική λύση, 

00 ≠± M , αν 1/)( >dMMdF , δηλαδή αν 

 

.1))0(( >FEIn      (38) 

 

Η Εξ.(38) διατυπώνει το κριτήριο για να έχουµε πόλωση σπιν στα ηλεκτρόνια των 

ενεργειακών ζωνών κρυστάλλου στο απόλυτο µηδέν (κριτήριο Stoner) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 7. Γραφική επίλυση της Εξ.(36) 
Σχήµα 7. Γραφική επίλυση της Εξ.(36) 

 

Το κριτήριο του Stoner απαιτεί να έχουµε µεγάλη πυκνότητα καταστάσεων στην 

ενέργεια Fermi αν στο σύστηµα επιβάλλουµε εκφυλισµό των καταστάσεων σπιν. 

Κάτι τέτοιο µπορεί να συµβεί σε µεταβατικά µέταλλα (στενές ζώνες d δίνουν µεγάλη 

πυκνότητα καταστάσεων) και όχι σε απλά µέταλλα ή σε ηµιαγωγούς/µονωτές. 

Λεπτοµερείς υπολογισµοί έδειξαν ότι το κριτήριο του Stoner ικανοποιείται µόνο για 

Fe, Co, Ni και για κανένα µέταλλο 4d ή 5d. Αυτό µπορεί να γίνει κατανοητό διότι οι 

κυµατοσυναρτήσεις 4d και 5d έχουν µεγαλύτερη χωρική έκταση συγκριτικά µε τις 3d 

µε αποτέλεσµα, λόγω της µεγαλύτερης αλληλοεπικάλυψης, οι ζώνες 4d και 5d να 

είναι ευρύτερες και να δίνουν µικρότερες πυκνότητες καταστάσεων απ’ ότι οι 3d. Το 

αποτέλεσµα αυτό βρίσκεται σε συµφωνία µε το γεγονός ότι τα µέταλλα Fe, Co, Ni 

  

– N µ Β   

Μ   
– Μ 0   

N µ Β   

M 0 

F ( M )  
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είναι τα µόνα σιδηροµαγνητικά. Έχουν µαγνητικές ροπές 2.2, 1.6, 0.6 µΒ/άτοµο στο 

απόλυτο µηδέν και θερµοκρασίες Curie 1043, 1388, 627 K, αντίστοιχα. Τα µέταλλα 

των σπάνιων γαιών έχουν ακόµη στενότερες ζώνες, που απορρέουν από τις 

καταστάσεις f, και το κριτήριο Stoner ικανοποιείται και για τέτοια µέταλλα. Λόγω 

όµως της πολύ µικρής χωρικής έκτασης των κυµατοσυναρτήσεων f, η αλληλεπίδραση 

µαγνητικών ροπών γειτονικών ατόµων είναι ασθενής µε αποτέλεσµα να έχουµε 

σχετικά χαµηλές θερµοκρασίες Curie (Gd: 292 K, Dy: 88 K). Τονίζουµε ότι ο 

σιδηροµαγνητισµός είναι συλλογικό φαινόµενο και απαιτεί τον παράλληλο 

προσανατολισµό των µαγνητικών ροπών των ατόµων. Μαγνητικές ροπές 

δηµιουργούνται για παράδειγµα και από εντοπισµένες καταστάσεις ιόντων, βάσει των 

κανόνων του Hund. Αν όµως δεν υπάρχει αλληλεπίδραση τέτοιων µαγνητικών 

ροπών, λόγω του ισχυρού εντοπισµού των καταστάσεων, το σύστηµα συµπεριφέρεται 

ως παραµαγνητικό και όχι ως σιδηροµαγνητικό. Γίνεται εποµένως σαφές ότι στα 

µέταλλα Fe, Co, Ni  οι καταστάσεις 3d είναι επαρκώς εντοπισµένες ώστε να είναι 

πολωµένες λόγω του κριτηρίου Stoner και ταυτόχρονα επαρκώς απεντοπισµένες ώστε 

να έχουµε σιδηροµαγνητισµό µε σχετικά υψηλές θερµοκρασίες Curie. Τέλος πρέπει 

να σηµειώσουµε ότι το κριτήριο του Stoner δεν µπορεί να προβλέψει µορφές 

µαγνητικής τάξης όπως ο αντισιδηροµαγνητισµός (π.χ. στο χρώµιο) ή ακόµη και πιο 

πολύπλοκες (σιδηριµαγνητισµός, µη συγγραµµικές µαγνητικές διατάξεις, κλπ.). 

 

8. Ηµιαγωγοί 

Οι πιο συνηθισµένοι ηµιαγωγοί είναι το πυρίτιο και το γερµάνιο, που έχουν δοµή 

διαµαντιού, δηλαδή κρυσταλλικό πλέγµα fcc πλεγµατικής σταθεράς a  µε βάση δυο 

ατόµων στα σηµεία a( , , )0 0 0  και )41,41,41(a=τ . Όπως προκύπτει από 

αριθµητικούς υπολογισµούς ενεργειακών ζωνών για ηµιαγωγούς δοµής διαµαντιού 

(Si, Ge) ή σφαλερίτη (GaAs), τα ακρότατα των ζωνών σθένους και αγωγιµότητας 

εµφανίζονται είτε στο κέντρο Γ  της 1ης ΖΒ ( 0k = ) είτε κατά µήκος των 

διευθύνσεων υψηλής συµµετρίας ΓΧ και ΓL. Εποµένως, η πλέον ενδιαφέρουσα 

πληροφορία µπορεί να εξαχθεί από το διάγραµµα της σχέσης διασποράς κατά µήκος 

αυτών των διευθύνσεων, όπως φαίνεται στο σχήµα 8. Η κλίµακα των ενεργειών έχει 

επιλεγεί έτσι ώστε η κορυφή της ζώνης σθένους να αντιστοιχεί στο µηδέν, ενώ οι 

ενεργειακές ζώνες είναι ίδιες και για τις δυο κατευθύνσεις σπιν (οι ηµιαγωγοί αυτοί 

είναι µη µαγνητικά υλικά). 



 106

Ας αναλύσουµε τη δοµή ενεργειακών ζωνών στον κρύσταλλο του πυριτίου. 

Παρατηρούµε ότι δεν υπάρχουν ιδιοκαταστάσεις ηλεκτρονίων µε ενέργεια µεταξύ 0  

και 11. eV  περίπου, και αυτό ισχύει για όλα τα σηµεία εντός της 1ης ΖΒ και όχι µόνον 

κατά µήκος των γραµµών συµµετρίας που παρουσιάζονται στο διάγραµµα. Η περιοχή 

αυτή ενέργειας είναι το απόλυτο ενεργειακό χάσµα του Si. Η ηλεκτρονική δοµή του 

ατόµου του Si είναι: 1 2 2 3 32 2 6 2 2s s p s p . Από τα 14 ηλεκτρόνια του ατόµου, τα 10 

που ανήκουν σε εσωτερικούς φλοιούς κατανέµονται σε αντίστοιχες χαµηλής 

ενέργειας και µικρού ενεργειακού εύρους ζώνες του κρυστάλλου που δεν 

παρουσιάζονται στο σχήµα 8. Τα υπόλοιπα 4 ηλεκτρόνια ανά άτοµο κατανέµονται 

στις ζώνες του σχήµατος. Γνωρίζουµε ότι την κάθε ενεργειακή ζώνη απαρτίζουν, για 

δεδοµένο σπιν, Ν ιδιοκαταστάσεις που αντιστοιχούν στα Ν σηµεία της ζώνης 

Brillouin, όπου Ν ο αριθµός των θεµελιωδών κυψελίδων του κρυστάλλου. Εποµένως, 

το σύνολο των ιδιοκαταστάσεων ενός ηλεκτρονίου, ανά σπιν, στις τέσσερις ζώνες 

σθένους ισούται µε 4Ν. ∆ηλαδή, ο συνολικός αριθµός ιδιοκαταστάσεων, και για τις 

δυο κατευθύνσεις σπιν, στις ζώνες σθένους ισούται µε 8Ν, ακριβώς όσο και ο 

αριθµός των ηλεκτρονίων σθένους στο δεδοµένο κρύσταλλο [(Ν θεµελιώδεις 

κυψελίδες fcc) ×  (2 άτοµα Si ανά θεµελιώδη κυψελίδα fcc) ×  (4 ηλεκτρόνια ανά 

άτοµο Si)]. Στο απόλυτο µηδέν οι ζώνες σθένους του Si είναι πλήρως κατειληµµένες 

και οι ζώνες αγωγιµότητας εντελώς άδειες.  

Από τα ατοµικά τροχιακά 3s του πυριτίου µπορούµε να κατασκευάσουµε 

κυµατοσυναρτήσεις Bloch 0
)3( skΨ  και τ

)3( skΨ  για καθένα από τα δυο άτοµα της 

µοναδιαίας κυψελίδας. Αναγωγή της αναπαράστασης που βασίζεται σε γραµµικό 

συνδυασµό των δυο αυτών κυµατοσυναρτήσεων για κάποιο k θα µας πει πώς 

προβάλλονται οι καταστάσεις 3s στις µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις της οµάδας 

συµµετρίας του k. Για 0k = , στην αναγωγή υπεισέρχονται οι µη αναγωγίσιµες 

αναπαραστάσεις 1Γ  και 2′Γ . Η συνάρτηση βάσης για την αναπαράσταση 1Γ  είναι το 

δεσµικό τροχιακό τ
)3(

0
)3( ss 00 Ψ+Ψ  και για τη 2′Γ  το αντιδεσµικό τροχιακό 

τ
)3(

0
)3( ss 00 Ψ−Ψ . Από τα τροχιακά 3p του πυριτίου προκύπτουν συνολικά έξι 

κυµατοσυναρτήσεις. Για 0k =  αυτές προβάλλονται στις µη αναγωγίσιµες 

αναπαραστάσεις 15Γ  και 52 ′Γ , µε συναρτήσεις βάσης τ
)3(

0
)3( pp 00 Ψ+Ψ  και 

τ
)3(

0
)3( pp 00 Ψ−Ψ . Βλέπουµε λοιπόν ότι, επειδή η δοµή του διαµαντιού χαρακτηρίζεται 
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από µη σύµµορφη οµάδα χώρου, οι καταστάσεις s και p προβάλλονται στο σηµείο Γ 

όχι µόνο στις αναπαραστάσεις 1Γ  και 15Γ , αλλά επίσης στις 2′Γ  και 52 ′Γ . 

 

 

 
Σχήµα 8. Ενεργειακές ζώνες Si, Ge, GaAs. 

 

Βλέπουµε στο σχήµα 8 ότι, σ’ όλες τις περιπτώσεις, η κορυφή της ζώνης 

σθένους εµφανίζεται στο κέντρο της 1ης ΖΒ (σηµείο Γ ). Εξετάζοντας µε λεπτοµέρεια 

τις τρεις ενεργειακά υψηλότερες από τις τέσσερις συνολικά ζώνες σθένους, 

παρατηρούµε ότι οι δυο είναι εκφυλισµένες στο σηµείο Γ  ενώ η τρίτη βρίσκεται λίγο 

χαµηλότερα ενεργειακά (στην περίπτωση του Si δεν διακρίνεται στο σχήµα ο 

διαχωρισµός των δυο ανωτέρων ζωνών σθένους κατά τις διευθύνσεις ΓΧ και ΓL). Το 

γεγονός ότι έχουµε τετραπλό και διπλό εκφυλισµό στο σηµείο Γ, και όχι εξαπλό όπως 

θα ανέµενε κανείς από την προβολή των καταστάσεων p λαµβάνοντας υπόψη και τον 

εκφυλισµό σπιν, οφείλεται στην αλληλεπίδραση σπιν-τροχιάς. Πράγµατι, οι 

µετασχηµατισµοί συµµετρίας χωρικών συντεταγµένων και συγχρόνως 

συντεταγµένων σπιν συνιστούν τις λεγόµενες διπλές οµάδες, και εποµένως ο 

εκφυλισµός των καταστάσεων παρουσία αλληλεπίδρασης σπιν-τροχιάς 

δικαιολογείται αν αναλύσουµε τις καταστάσεις στις µη αναγωγίσιµες 

αναπαραστάσεις της κατάλληλης διπλής οµάδας. Κοντά στο σηµείο Γ , η µορφή και 

συνεπώς η καµπυλότητα των ζωνών εξαρτώνται από τη διεύθυνση που ακολουθούµε 

στον αντίστροφο χώρο. 
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Σχήµα 9. Ενεργειακές ζώνες ηµιαγωγών κοντά στην κορυφή της ζώνης σθένους 

 

Από τις δυο εκφυλισµένες στο σηµείο Γ  ζώνες, εκείνη που έχει τη µικρότερη 

καµπυλότητα και συνεπώς µεγαλύτερη ενεργή µάζα αναφέρεται ως ζώνη βαρειών 

οπών (δείκτης hh από το “heavy hole”). Η άλλη ενεργειακή ζώνη έχει µεγαλύτερη 

καµπυλότητα και ονοµάζεται ζώνη ελαφρειών οπών (δείκτης lh από το “light hole”). 

Η ενεργή µάζα των ελαφρειών οπών είναι τυπικά το ένα δέκατο της µάζας του 

ηλεκτρονίου. Η τρίτη ζώνη που βρίσκεται λίγο χαµηλότερα ενεργειακά λέγεται 

διαχωρισµένη ζώνη οπών (δείκτης soh από το “split-off hole”). Οι ζώνες αυτές 

φαίνονται σχηµατικά στο σχήµα 9. 

Ας συζητήσουµε τώρα τη ζώνη αγωγιµότητας, κοντά στο ενεργειακό χάσµα. 

Όπως βλέπουµε στα παραδείγµατα του σχήµατος 8, ενώ η κορυφή της ζώνης σθένους 

βρίσκεται πάντα στο σηµείο Γ , ο πυθµένας της ζώνης αγωγιµότητας µπορεί να 

βρίσκεται σε άλλο σηµείο (π.χ. στο σηµείο Χ). Στο σηµείο Γ , η καµπυλότητα των 

ζωνών αγωγιµότητας είναι σχετικά µεγάλη και συνεπώς η ενεργή µάζα είναι µικρή. 

Ηµιαγωγοί στους οποίους οι ακµές των ζωνών σθένους και αγωγιµότητας 

εµφανίζονται στο ίδιο σηµείο της ζώνης Brillouin ονοµάζονται ηµιαγωγοί άµεσου 

χάσµατος (π.χ. GaAs, InP, ZnSe), ενώ σε αντίθετη περίπτωση ονοµάζονται ηµιαγωγοί 

έµµεσου χάσµατος (π.χ. Si, Ge, GaP). Η ενεργειακή διαφορά ανάµεσα στο κύριο και 

σε άλλα δευτερεύοντα ελάχιστα της ζώνης αγωγιµότητας είναι επίσης µια πολύ 

σηµαντική παράµετρος, ιδιαίτερα σε φαινόµενα µεταφοράς. Για παράδειγµα, ένα 

ηλεκτρόνιο στον πυθµένα της ζώνης αγωγιµότητας του GaAs βρίσκεται στην κοιλάδα 

περί το σηµείο Γ. Κατά µια διαδικασία µεταφοράς, το ηλεκτρόνιο αυτό επιταχύνεται 

από ένα εξωτερικό ηλεκτρικό πεδίο. Η πιθανότητα να δραπετεύσει από την κοιλάδα 

περί το σηµείο Γ µεταβαίνοντας σε µια άλλη δευτερεύουσα κοιλάδα, π.χ. περί το 

k
εν

Ζώνη ελαφρών οπών 

Ζώνη βαρειών οπών 

∆ιαχωρισµένη 
ζώνη οπών 
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σηµείο Χ ή L, µειώνεται εκθετικά µε την ενεργειακή διαφορά µεταξύ των 

καταστάσεων που ενέχονται σ' αυτή τη διαδικασία. Η καµπυλότητα όµως των ζωνών, 

και συνεπακόλουθα η ενεργή µάζα, στα διάφορα ελάχιστα µπορεί να είναι αρκετά 

διαφορετική. Για παράδειγµα, στο GaAs η ενεργή µάζα στο σηµείο Χ είναι περίπου 

πέντε φορές µεγαλύτερη από αυτή στο σηµείο Γ. Έτσι, ένα ηλεκτρόνιο που 

διεγείρεται από το Γ στο Χ κερδίζει µεν ενέργεια αλλά ταυτόχρονα µειώνεται η 

ευκινησία του (µ µΧ Γ<< ), γεγονός που συνεπάγεται αρνητική διαφορική 

αγωγιµότητα. Πράγµατι, έχει παρατηρηθεί ότι αν στα άκρα ενός ηµιαγωγού GaAs 

εφαρµοστεί συνεχής τάση µεγαλύτερη από κάποιο όριο (που αντιστοιχεί σε ένταση 

ηλεκτρικού πεδίου ≅ −33 1. kV cm ) η αγωγιµότητα ελαττώνεται όσο αυξάνουµε την 

τάση. Αυτό είναι το γνωστό φαινόµενο Gunn που ερµηνεύεται ως εξής: Θεωρούµε 

ότι η πυκνότητα ρεύµατος που οφείλεται στα ηλεκτρόνια αγωγιµότητας είναι το 

άθροισµα των συνεισφορών των ηλεκτρονίων που βρίσκονται στην κύρια (Γ ) και σε 

µια δευτερεύουσα (δ ) κοιλάδα 

( ) .eEnnj δδ µµ += ΓΓ     (39) 

 

Αν υποθέσουµε ότι ο συνολικός αριθµός φορέων είναι σταθερός για δεδοµένη 

θερµοκρασία, και είναι ανεξάρτητος του εφαρµοζόµενου πεδίου 

( n n const dn dE dn dEΓ Γ+ = ⇒ = −δ δ. ) έχουµε 

 

( ) ( ) .dEdneEenndEdj δδδδ µµµµ −−+= ΓΓΓ   (40) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 10. Αρνητική διαφορική αγωγιµότητα. 

 

j 

Ε 
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Όταν έχουµε πολύ υψηλά πεδία, η πιθανότητα να διεγερθούν ηλεκτρόνια από την 

κύρια στη δευτερεύουσα κοιλάδα, παίρνοντας την απαραίτητη ενέργεια και ορµή 

ύστερα από επιτάχυνση λόγω του πεδίου και σκέδαση µε κάποιο φωνόνιο, αυξάνεται 

έναντι της πιθανότητας να συµβεί η αντίστροφη διαδικασία όσο αυξάνουµε το πεδίο. 

Αυτό οδηγεί σε αύξηση του πληθυσµού της δευτερεύουσας κοιλάδας αυξανοµένου 

του πεδίου, δηλαδή dn dEδ > 0 . Έτσι, ο δεύτερος όρος στην Εξ.(40) µπορεί να 

επικρατήσει του πρώτου και να έχουµε dj dE < 0 (βλ. σχήµα 10). 

Συνήθως στους ηµιαγωγούς ενδιαφερόµαστε για ενεργειακές καταστάσεις 

γύρω από την κορυφή της ζώνης σθένους και τον πυθµένα της ζώνης αγωγιµότητας. 

Κοντά σε αυτά τα ακρότατα, )( 00 kνε=E , µπορούµε να κάνουµε ένα ανάπτυγµα της 

σχέσης διασποράς κατά Taylor µέχρι δεύτερη τάξη, οπότε έχουµε 
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  (41) 

 

όπου ∗m  είναι ο τανυστής ενεργής µάζας. Εισάγοντας τις συντεταγµένες k k k1 2 3, ,  

του κυµατανύσµατος ως προς το σηµείο 0k  του ακροτάτου και κατά τις διευθύνσεις 

των κυρίων αξόνων του τανυστή ενεργής µάζας, επειδή ο τανυστής ενεργής µάζας 

είναι διαγώνιος σ’ αυτό το σύστηµα συντεταγµένων, η Εξ.(41) γράφεται 

 

,)( 2
3

2
2

2
10 CkBkAkE ++≅−kνε    (42) 

 

όπου A B C, ,  είναι σταθερές. Για κυβικούς κρυστάλλους όπως το Si, Ge, GaAs, 

τουλάχιστον δυο από τις σταθερές είναι ίσες µεταξύ τους λόγω συµµετρίας. Έτσι οι 

επιφάνειες σταθερής ενέργειας E=)(kνε  είναι σφαιρικές ( A B C= = ) ή 

ελλειψοειδείς εκ περιστροφής ( A B C≠ = ). Οι επιφάνειες σταθερής ενέργειας κοντά 

στην κορυφή της ζώνης σθένους (περί το σηµείο Γ ) είναι σ’ όλες τις περιπτώσεις 

σφαιρικές. Κοντά στον πυθµένα της ζώνης αγωγιµότητας, έχουµε σφαιρικές 

επιφάνειες σταθερής ενέργειας στην περίπτωση του GaAs, ενώ ελλειψοειδείς εκ 

περιστροφής στις περιπτώσεις των Si, Ge, όπως φαίνεται στο σχήµα 11.  
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Si Ge 
 

 

Σχήµα 11. Επιφάνειες σταθερής ενέργειας κοντά στο ελάχιστο της ζώνης 

αγωγιµότητας, για Si, Ge, GaAs. 

 

Για το GaAs το σύστηµα συντεταγµένων k k kx y z, ,  είναι ένα σύστηµα κυρίων 

αξόνων. Επί πλέον, λόγω της σφαιρικότητας των επιφανειών σταθερής ενέργειας, ο 

τανυστής ενεργής µάζας εκφυλίζεται σε βαθµωτό µέγεθος ( me
∗ ). Η περιγραφή των 

ηλεκτρονίων της ζώνης αγωγιµότητας σε Si, Ge είναι λίγο πιο πολύπλοκη. Για κάθε 

ελλειψοειδή επιφάνεια σταθερής ενέργειας µπορούµε πάντα να ορίσουµε ένα 

σύστηµα κυρίων αξόνων k k k1 2 3, , , όπου k1  είναι ο άξονας ανάπτυξης του 

ελλειψοειδούς (στο Ge αυτός διευθύνεται κατά την [ ]111 ), και να γράψουµε τη σχέση 

διασποράς στην περιοχή του ακρότατου 

 

( )2
3

2
2

2
11 )( kkBAkEk cc ++≅−

G
ε    (43) 

 

Σ’ αυτό το σύστηµα συντεταγµένων, ο τανυστής ενεργής µάζης είναι διαγώνιος µε 

στοιχεία m A m m B11
2

22 33
22 2∗ ∗ ∗= = == =, . Επειδή η ενεργή µάζα m11

∗  αντιστοιχεί 

στη διεύθυνση του άξονα ανάπτυξης του ελλειψοειδούς, λέγεται διαµήκης ενεργή 

µάζα (δείκτης l από το “longitudinal”), ενώ η ενεργή µάζα m m22 33
∗ ∗=  που αντιστοιχεί 
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σε διεύθυνση κάθετη στον άξονα ανάπτυξης του ελλειψοειδούς λέγεται εγκάρσια 

ενεργή µάζα (δείκτης t από το “transverse”). Ο λόγος των ενεργών µαζών m ml t
∗ ∗  

προσδιορίζεται από το σχήµα της ελλειψοειδούς επιφάνειας σταθερής ενέργειας. 

Εύκολα βρίσκουµε ότι ισούται µε το τετράγωνο του λόγου του άξονα ανάπτυξης προς 

τον εγκάρσιο άξονα του ελλειψοειδούς. Όπως φαίνεται στο σχήµα 11, για Si και Ge 

έχουµε m ml t
∗ ∗> . Οι τιµές για τις διάφορες ενεργές µάζες που χαρακτηρίζουν τους 

ηµιαγωγούς που συζητούµε βρίσκονται συγκεντρωµένες στον πίνακα 1. Τέλος ας 

σηµειωθεί ότι όλες οι ενεργές µάζες που εισαγάγαµε είναι παράµετροι του ηµιαγωγού 

που µετρούνται απ’ ευθείας µε πειράµατα κυκλοτρονικού συντονισµού. 

 

 

 

ml
∗  0.916 1.588 - 

mt
∗  0.191 0.082 - 

me
∗  - - 0.067 

mhh
∗  0.537 0.347 0.510 

mlh
∗  0.153 0.043 0.082 

msoh
∗  0.234 0.077 0.154 

 

Πίνακας 1. Ενεργές µάζες ηλεκτρονίων και οπών (σε µονάδες µάζας ηλεκτρονίου) για 

Si, Ge, GaAs σε 4 0 K . 

 

 

Η σηµαντικότερη οπτική παράµετρος ενός ηµιαγωγού είναι το µέγεθος του 

απολύτου χάσµατος. Φωτόνια µε ενέργειες µικρότερες αυτού του µεγέθους δεν 

µπορούν να απορροφηθούν. Αν θέλουµε να έχουµε έναν ποµπό ή απορροφητή 

ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας συγκεκριµένου µήκους κύµατος, πρέπει να βρούµε 

έναν ηµιαγωγό µε το κατάλληλο χάσµα. Σε θερµοκρασία δωµατίου, 

E Si eV E Ge eVg g( ) . , ( ) .≅ ≅11 0 7  και E GaAs eVg ( ) .≅ 14 . Επειδή η ορµή των 

εκπεµπόµενων ή απορροφούµενων φωτονίων είναι συνήθως αµελητέα σε σχέση µε 

Ενεργή µάζα Si Ge GaAs 
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τις διαστάσεις της 1ης ΖΒ, η διατήρηση της ορµής επιβάλλει η οπτική µετάβαση να 

είναι κατακόρυφη. ∆ηλαδή, το άλµα ενός ηλεκτρονίου που διεγείρεται µε 

ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία γίνεται µεταξύ καταστάσεων που αντιστοιχούν στο 

ίδιο κυµατάνυσµα της 1ης ΖΒ. Στους ηµιαγωγούς µε άµεσο χάσµα, όπως το GaAs, το 

κατώφλι minE  της ηλεκτρονικής οπτικής απορρόφησης ισούται µε Eg . Αντίθετα, για 

τους ηµιαγωγούς εµµέσου χάσµατος, όπως το Si, E Eg0 > . Για παράδειγµα, στο Si 

έχουµε E eVg ≅ 11. , ενώ eVE 3min ≅ . Η “ουρά” αυτή της πολύ χαµηλής 

απορρόφησης που φαίνεται στο σχήµα 12, σε µια περιοχή που θα περίµενε κανείς να 

είναι µηδέν, οφείλεται σε διαδικασίες όπου κατά την απορρόφηση του φωτονίου δεν 

διεγείρεται µόνο ένα ηλεκτρόνιο στη ζώνη αγωγιµότητας, αλλά ταυτόχρονα 

εκπέµπεται ή απορροφάται και ένα φωνόνιο. Η διατήρηση της κρυσταλλικής ορµής 

στην περίπτωση αυτή έχει τη µορφή ϕωνkkk ±≅ fi , όπου ϕωνk  είναι η ορµή του 

φωνονίου και fi kk ,  είναι η αρχική και η τελική ορµή του ηλεκτρονίου. Συνεπώς, η 

συµµετοχή του φωνονίου επιτρέπει στη µετάβαση να µην είναι κατακόρυφη και 

εποµένως να λαµβάνει χώρα για κάθε συχνότητα τέτοια ώστε =ω ≥ Eg , αφού η 

ενέργεια του φωνονίου =ωϕων  είναι αµελητέα σε σχέση µε το Eg . Η πιθανότητα 

όµως να απορροφηθεί ή να εκπεµφθεί και ένα φωνόνιο κατά τη διαδικασία της 

φωτοδιέγερσης του ηλεκτρονίου είναι πολύ µικρή, γι’ αυτό και η τιµή του 

συντελεστή απορρόφησης στην περιοχή minEEg ≤≤ ω=  είναι πολύ µικρότερη από 

αυτήν της περιοχής ω=≤minE , όπου η απορρόφηση δεν χρειάζεται την εµπλοκή 

φωνονίου. Συνεπώς, ηµιαγωγοί µε έµµεσο χάσµα δεν είναι κατάλληλοι για 

οπτοηλεκτρονικές εφαρµογές. Είναι επίσης δυνατόν, κατά την απορρόφηση 

φωτονίου, το διεγειρόµενο ηλεκτρόνιο να µη µεταβεί σε κάποια κατάσταση Bloch της 

ζώνης αγωγιµότητας, αλλά να δηµιουργήσει µια δέσµια κατάσταση µε την 

εναποµένουσα στη ζώνη σθένους οπή. Η δέσµια αυτή κατάσταση ηλεκτρονίου-οπής, 

που ονοµάζεται εξιτόνιο, αντιστοιχεί σε ενέργεια µέσα στο χάσµα και είναι υπεύθυνη 

για την εµφάνιση κορυφής (ή και κορυφών) απορρόφησης κάτω από το κατώφλι 

απορρόφησης, όπως φαίνεται στο σχήµα 12. Τα εξιτόνια στους ηµιαγωγούς έχουν 

µικρή ενέργεια σύνδεσης (εξιτόνια Mott-Wannier). Έτσι, οι εξιτονικές κορυφές 

απορρόφησης παρατηρούνται σε σχετικά χαµηλές θερµοκρασίες, για να µη γίνει 

θερµική διάσπαση του εξιτονίου. 
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Σχήµα 12. Συντελεστής οπτικής απορρόφησης σε Si και GaAs. 

 

Σύµφωνα µε την εικόνα του χηµικού δεσµού, µεταξύ ατόµων π.χ. σε 

κρύσταλλο Si έχουµε ισχυρούς οµοιοπολικούς δεσµούς που οφείλονται στην 

αλληλοεπικάλυψη υβριδικών τροχιακών sp3  που ανήκουν σε γειτονικά άτοµα. Τα 

τροχιακά αυτά δηµιουργούνται µε διέγερση ενός ηλεκτρονίου από τη στιβάδα 3s  

στην 3p  και σχηµατισµό υβριδίων sp3  µε γραµµικούς συνδυασµούς των αντίστοιχων 

ατοµικών τροχιακών ( )
zyx ppps ϕϕϕϕχ +++= 211 , 

( )
zyx ppps ϕϕϕϕχ −−+= 212 , ( )

zyx ppps ϕϕϕϕχ −+−= 213 , και 

( )
zyx ppps ϕϕϕϕχ +−−= 214 , που έχουν διευθύνσεις [ ]111 , [ ]11 1 , [ ]111  

και [ ]1 11 , αντίστοιχα. Αυτά τα ορθοκανονικά υβριδικά τροχιακά sp3  που 

κατασκευάσαµε γύρω από κάθε  άτοµο κατευθύνονται προς όλα τα γειτονικά άτοµα, 

όπως φαίνεται στο σχήµα 13.  

 

 

 

 

 

 

GaAsSi 

∆ιέγερση  
στη ζώνη 
αγωγιµότητας 

Εξιτονική 
διέγερση 

A 

Eg ω=  Eg Εmin 

A 

ω=

4χ

3χ  

2χ

1χ  
Σχήµα 13. Σχηµατική παράσταση υβριδικών 

τροχιακών sp3. 
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Ο σχηµατισµός ενός δεσµού µεταξύ δυο πρώτων γειτόνων, α  και β , µπορεί 

να περιγραφεί ξεκινώντας από τα δυο υβριδικά τους τροχιακά, αχm  και βχ n , που 

κατευθύνονται το ένα προς το άλλο. Αναζητούµε τις ιδιοσυναρτήσεις της 

χαµιλτονιανής, �H , των αλληλεπιδρώντων γειτόνων ως γραµµικό συνδυασµό των  

αχm  και βχ n  

 

{ } { }.ˆ
ββααββαα χχχχ nmnm CCECCH +=+    (44) 

 

∆ρώντας στα δυο µέλη της Εξ.(44) µε αχm  και βχ n , λαµβάνουµε 

 

( ) ( )
( ) ( ) ,0

0

2

2

=−+−

=−+−
∗∗ ECESVC

ESVCEC

ββα

βαα

ε

ε
    (45) 

 

όπου ααα χχε mm Ĥ≡ , βββ χχε nn Ĥ≡ , βα χχ nmS ≡ , βα χχ nm HV ˆ
2 ≡ . 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι τα τροχιακά sp3  είναι πραγµατικές συναρτήσεις, εποµένως 

τα ανωτέρω µεγέθη είναι πραγµατικοί αριθµοί. Το γραµµικό σύστηµα (45) έχει µη 

τετριµµένη λύση αν η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων ισούται µε µηδέν. 

Μετρώντας τις ενέργειες από τη στάθµη ( )ε εα β+ 2 , βρίσκουµε για τις  ενεργειακές 

στάθµες του ζεύγους των πρώτων γειτόνων τις τιµές 

 

( ) ( )( )
,

1
1
2

2
3

2
2

22
22

S
VVSSVSV

E
−

+−+±−
=    (46) 

 

όπου θέσαµε ( )V3 2≡ −ε εα β . Η µορφή της Εξ.(46) µπορεί να απλουστευθεί 

περισσότερο αν εισαγάγουµε τις ποσότητες ( )~V V S2 2
21≡ −  και ~V V S3 3

21≡ − , 

οπότε έχουµε 

 

.~~~ 2
3

2
22 VVSVE +±−=     (47) 
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Βλέπουµε δηλαδή ότι οι ιδιοκαταστάσεις  του ζεύγους των πρώτων γειτόνων απέχουν 

µεταξύ τους ενεργειακά 2 2
2

3
2~ ~V V+ . Η χαµηλότερη ενεργειακή κατάσταση λέγεται 

δεσµική και η υψηλότερη αντιδεσµική. Στη δεσµική κατάσταση το ηλεκτρονικό 

νέφος είναι περισσότερο συγκεντρωµένο προς το άτοµο που αντιστοιχεί η µικρότερη 

των ενεργειών ε εα β, . Στην αντιδεσµική κατάσταση συµβαίνει το αντίθετο (βλ. 

σχήµα 14). Προφανώς σ’ ένα δεσµό µεταξύ ίδιων ατόµων το ηλεκτρονικό νέφος 

κατανέµεται εξ’ ίσου µεταξύ των δυο ατόµων (οµοιοπολικός δεσµός). 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 14. Σχηµατισµός ενεργειακών ζωνών από δεσµικά και αντιδεσµικά µοριακά 

τροχιακά. 

 

Η σύζευξη γειτονικών µοριακών τροχιακών διαπλατύνει τη µοριακή δεσµική στάθµη 

σε ενεργειακή ζώνη. Το ίδιο συµβαίνει και στην αντιδεσµική µοριακή στάθµη, χωρίς 

να υπάρχει σηµαντική σύζευξη µεταξύ δεσµικής και αντιδεσµικής ενεργειακής ζώνης 

λόγω µεγάλης ενεργειακής απόστασης σχετικά µε το πλάτος τους. Το κατάλληλο της 

επιλογής  των ατοµικών υβριδικών τροχιακών sp3  έγκειται στο ότι η 

κατευθυντικότητά τους προς τα γειτονικά άτοµα µεγιστοποιεί το ολοκλήρωµα ~V2 , 
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γεγονός που µας επιτρέπει να αγνοήσουµε στη συνέχεια στοιχεία µήτρας µεταξύ 

δεσµικών και αντιδεσµικών καταστάσεων λόγω της µεγάλης ενεργειακής τους 

διαφοράς. Το ενεργειακό κέρδος λόγω αλληλοεπικάλυψης τροχιακών sp3  σε 

τετραεδρικό σχηµατισµό υπερκαλύπτει την απαιτούµενη ενέργεια διέγερσης των 

ηλεκτρονίων από τη στιβάδα 3s  στην 3p . Τα ηλεκτρόνια του κάθε δεσµού έχουν 

αντιπαράλληλο σπιν και καταλαµβάνουν τις δεσµικές καταστάσεις. Έτσι όλες οι 

δεσµικές καταστάσεις είναι κατειληµµένες και  συνθέτουν τη ζώνη σθένους, ενώ οι 

αντιδεσµικές είναι µη κατειληµµένες και συνθέτουν τη ζώνη αγωγιµότητας. Τα 

δεσµικά ηλεκτρόνια τείνουν να τοποθετηθούν µερικώς στην περιοχή µεταξύ των 

ατόµων κατά τις διευθύνσεις 111 . 

Η ενεργειακή απόσταση δεσµικών-αντιδεσµικών καταστάσεων, και συνεπώς 

το ενεργειακό χάσµα, µειώνονται στην οµάδα IV-B του περιοδικού πίνακα καθώς 

κατεβαίνουµε από τον άνθρακα (διαµάντι) προς το µόλυβδο. Αυτό συµβαίνει κατά 

κύριο λόγο διότι οι διαστάσεις των ατόµων και οι αποστάσεις µεταξύ τους 

µεγαλώνουν, οπότε η αλληλεπίδραση ~V2  µεταξύ υβριδικών τροχιακών γίνεται 

ασθενέστερη, ενώ προφανώς 0~
3 =V . Έτσι, ενώ το διαµάντι είναι µονωτής µε 

E eVg = 54. , το πυρίτιο και το γερµάνιο είναι ηµιαγωγοί µε ενεργειακό χάσµα 11. eV  

και 0 7. eV , αντίστοιχα. Ο κασσίτερος βρίσκεται στο µεταίχµιο µετάλλου-ηµιαγωγού, 

τόσο ως προς το ενεργειακό του χάσµα ( Eg ≅ 0 ), όσο και ως προς την κρυσταλλική 

δοµή και τον τύπο του χηµικού δεσµού. Πράγµατι, για θερµοκρασία µικρότερη των 

132 0. C  εµφανίζεται µε τετραεδρική δοµή µια φάση που είναι γνωστή ως α-Sn ή 

γκρίζος κασσίτερος. Για θερµοκρασίες πάνω από 132 0. C  αλλάζει σε µια νέα φάση, 

γνωστή ως β-Sn ή λευκός κασσίτερος, που είναι ένα σύνηθες µέταλλο µε 

τετραγωνική δοµή. Ο µόλυβδος, τέλος, είναι ένα τυπικό µέταλλο. 

Ο σχηµατισµός υβριδίων sp3  είναι σηµαντικός για το χηµικό δεσµό σε 

ηµιαγωγούς τόσο αµιγών στοιχείων (π.χ. Si, Ge), όσο και σε σύνθετες ενώσεις 

τετραεδρικής δοµής (π.χ. δοµής σφαλερίτη), αρκεί τα άτοµα στη θεµελιώδη κυψελίδα 

να έχουν συνολικά οκτώ εξωτερικά ηλεκτρόνια ώστε να συµπληρωθεί ακριβώς η 

ζώνη δεσµικών µοριακών τροχιακών (βλ. σχήµα 14). Τέτοιες ενώσεις είναι, για 

παράδειγµα, ηµιαγωγικές ενώσεις  µε στοιχεία των οµάδων ΙΙΙ-V, όπως InSb, InAs, 

InP, GaP, GaAs, GaSb, AlSb. Εδώ, λόγω της διαφοράς ηλεκτραρνητικότητας των 
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ατόµων που συµµετέχουν στο δεσµό, το ηλεκτρονικό νέφος είναι µετατοπισµένο 

προς το στοιχείο της οµάδας V και εµφανίζεται πολικότητα. Αντίστοιχα έχουµε 

ηµιαγωγικές ενώσεις µε στοιχεία των οµάδων II-VI, για παράδειγµα ZnS. Στην 

περίπτωση αυτή η διαφορά ηλεκτραρνητικότητας, και κατά συνέπεια η πολικότητα, 

είναι µεγαλύτερη. Τέλος, ενώσεις των οµάδων I-VII (αλογονούχα αλκάλια) 

δηµιουργούν τυπικό ετεροπολικό δεσµό. Σηµειώνουµε βέβαια ότι τέτοιοι κρύσταλλοι 

έχουν δοµή χλωριούχου νατρίου ή χλωριούχου καισίου και όχι τετραεδρική διάταξη. 

Καθώς η διαφορά ηλεκτραρνητικότητας µεγαλώνει τα ενεργειακά χάσµατα 

διευρύνονται, κυρίως λόγω της αύξησης της πολικότητας ~V3  (για ενώσεις στοιχείων 

των οποίων οι ατοµικοί αριθµοί δε διαφέρουν πολύ µπορούµε να θεωρήσουµε ότι σε 

πρώτη προσέγγιση το ~V2  είναι σταθερό). 

Όσο η θερµοκρασία χαµηλώνει, η συστολή του πλέγµατος ισχυροποιεί τους 

κρυσταλλικούς δεσµούς και, εποµένως, επέρχεται αύξηση του εύρους του 

ενεργειακού χάσµατος. Αυτό ισχύει για τη συντριπτική πλειονότητα των ηµιαγωγών, 

συµπεριλαµβανοµένων των Si, Ge, GaAs. Η µεταβολή του εύρους του χάσµατος 

ηµιαγωγού µε τη θερµοκρασία προσεγγίζεται ικανοποιητικά από την εµπειρική σχέση 

 

E T E T Tg g( ) ( ) ( )= − +0 2α β    (48) 

 

όπου οι σταθερές α β,  προσδιορίζονται µε προσαρµογή σε πειραµατικά 

αποτελέσµατα. 

 


