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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

 

ΣΗΜΕΙΑΚΕΣ ΑΤΕΛΕΙΕΣ 

 

1.  Η συνάρτηση Green 

Ένα ιδιαίτερα χρήσιµο εργαλείο στον υπολογισµό της ηλεκτρονικής δοµής των 

στερεών είναι η συνάρτηση Green. Η χρησιµότητά της αναδεικνύεται ιδιαίτερα στη 

µελέτη συστηµάτων που αποκλίνουν από την περιοδικότητα, όπως για παράδειγµα 

προσµίξεις ή άτακτα κράµατα, οπότε στις µεθόδους του απ’ ευθείας υπολογισµού της 

κυµατοσυνάρτησης δε µπορεί κανείς να εκµεταλλευθεί το θεώρηµα του Bloch. Τότε 

οι µέθοδοι της συνάρτησης Green είναι αποτελεσµατικές και δίνουν απ’ ευθείας 

ενδιαφέροντα φυσικά µεγέθη, όπως είναι π.χ. η πυκνότητα ηλεκτρονίων. 

Θεωρούµε ένα σύστηµα το οποίο περιγράφεται από µια χαµιλτονιανή Ĥ . Η 

εξίσωση ιδιοτιµών της χαµιλτονιανής γράφεται  

 

.ˆ nnH nε=      (1) 

 

Ο τελεστής Green, )(ˆ zG , του συστήµατος ορίζεται ως εξής  

 

( ) ,1̂)(ˆˆ =− zGHz     (2) 

 

όπου z  εν γένει µιγαδικός αριθµός. Από τη σχέση πληρότητας  των ιδιοδιανυσµάτων, 

1̂=∑
n

nn , προκύπτει η φασµατική αναπαράσταση του )(ˆ zG   
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     (3) 

 

Τόσο από τον ορισµό όσο και από τη φασµατική αναπαράσταση είναι 

προφανές ότι ο )(ˆ zG  δεν υπάρχει όταν το z  ανήκει στο φάσµα ιδιοτιµών της 

χαµιλτονιανής. Τότε ορίζουµε οριακά τους τελεστές Green  
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Σε αναπαράσταση θέσης γράφουµε  
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όπου nn rr ≡)(ψ . Η Εξ.(5) ορίζει τη συνάρτηση Green, η οποία συνδέεται µε τη 

φασµατοχωρική πυκνότητα καταστάσεων 

 

∑ −=
n

nn EEn )()(),( 2 εδψ rr    (6) 

χρησιµοποιώντας την ταυτότητα του Dirac  
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όπου ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

x
P 1  είναι το κύριο µέρος κατά Cauchy και )(xδ είναι η γνωστή συνάρτηση 

δέλτα. Από τις Εξ.(5), (6), (7) εύκολα βρίσκουµε ότι 

 

);,(Im1),( EGEn rrr ±=
π
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και, ολοκληρώνοντας στο χώρο, λαµβάνουµε την ενεργειακή πυκνότητα 

καταστάσεων 
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2. Η εξίσωση Lippmann - Schwinger  

Θα προσπαθήσουµε τώρα να βρούµε µια σχέση που να συνδέει τις ιδιοκαταστάσεις 

δύο συστηµάτων των οποίων οι χαµιλτονιανές διαφέρουν κατά ένα διαταρακτικό, όχι 
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κατ’ ανάγκη ασθενές, δυναµικό. Η εξίσωση ιδιοτιµών της χαµιλτονιανής για το 

αδιατάρακτο σύστηµα είναι 

 

( ) 0ˆ 00 =− nHE      (10) 

 

και για το διαταραγµένο σύστηµα  

 

( ) .ˆˆˆ  µε , 0ˆ 0 VHHnHE ∆+==−    (11) 

 

Υποθέτουµε ότι και τα δύο συστήµατα έχουν  το ίδιο συνεχές ενεργειακό φάσµα. 

Έτσι για µια τιµή της ενέργειας E  του αδιατάρακτου συστήµατος θα αντιστοιχεί και 

µια ιδιοκατάσταση του διαταραγµένου µε την ίδια ιδιοτιµή ενέργειας E . Η Εξ.(11) 

γράφεται 

 

( ) .ˆˆ 0 nVnHE ∆=−      (12) 

 

Αν η E  ανήκει στο συνεχές φάσµα ιδιοτιµών της αδιατάρακτης χαµιλτονιανής, η 

γενική λύση της Εξ.(12) θα είναι το άθροισµα της γενικής λύσης της οµογενούς 

Εξ.(10), η οποία θα είναι µια ιδιοκατάσταση   του αδιατάρακτου συστήµατος, συν µια 

µερική λύση της Εξ.(12). Μια µερική λύση της Εξ.(12) είναι η προφανής nVG ˆˆ 0∆ , 

όπου 0Ĝ  ο τελεστής Green του αδιατάρακτου συστήµατος. Έτσι λοιπόν οι 

καταστάσεις του διαταραγµένου συστήµατος γράφονται  

 

.ˆˆ 00 ±±± ∆+= nVGnn     (13) 

 

Η παραπάνω εξίσωση είναι γνωστή ως εξίσωση Lippmann-Schwinger. Όπως 

βλέπουµε, για 0ˆ =∆V  παίρνουµε τις καταστάσεις του αδιατάρακτου συστήµατος. 

∆ηλαδή η εξίσωση Lippmann-Schwinger εµπεριέχει τις συνοριακές συνθήκες του 

προβλήµατος. Σε περίπτωση που η ενέργεια E  δεν είναι ιδιοτιµή της χαµιλτονιανής 

του αρχικού συστήµατος, τότε δεν υπάρχει και αντίστοιχη ιδιοκατάσταση, οπότε 
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00 =n . Εποµένως η εξίσωση Lippmann - Schwinger σ’ αυτή την περίπτωση 

παίρνει τη µορφή ±±± ∆= nVGn ˆˆ 0 . 

 

3. Σχέσεις διασποράς 

Θεωρούµε ένα σύστηµα το οποίο περιγράφεται από µια χαµιλτονιανή �H 0 . Η 

χρονοεξαρτηµένη εξίσωση του Schrödinger για τις κυµατοσυναρτήσεις γράφεται 
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Αντίστοιχα, η χρονοεξαρτηµένη συνάρτηση Green ικανοποιεί την εξίσωση 
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ενώ, όπως προκύπτει από την Εξ.(2), η χρονοανεξάρτητη συνάρτηση Green 

ικανοποιεί την εξίσωση 
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Χρονοεξαρτηµένη και χρονοανεξάρτητη συνάρτηση Green συνδέονται µ’ ένα 

µετασχηµατισµό Fourier  
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όπως µπορεί εύκολα να επαληθεύσει κανείς αντικαθιστώντας την Εξ.(17) στην 

Εξ.(15) και κάνοντας χρήση της Εξ.(16). 

Αν εισαγάγουµε ένα διαταρακτικό δυναµικό ∆V ( )r  στην αδιατάρακτη 

χαµιλτονιανή, οι καινούριες κυµατοσυναρτήσεις προκύπτουν από την εξίσωση 

Lippmann-Schwinger 
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.),()();,;(),(),( 030 ∫∫ ′′′∆′′′′+= ± tVttGtdrdtt rrrrrr ψψψ   (18) 

 

Η Εξ.(18) είναι µια ολοκληρωτική εξίσωση η οποία πρέπει να ικανοποιεί την αρχή 

της αιτιότητας. ∆ηλαδή η κυµατοσυνάρτηση δεν µπορεί να εξαρτάται από την τιµή 

της για µεταγενέστερες χρονικές στιγµές και εποµένως πρέπει να ισχύει 

 

.για   0);,;(0 ttttG >′=′′± rr    (19) 

 

Εφαρµόζοντας το λήµµα του Jordan για το ολοκλήρωµα της Εξ.(17), η συνθήκη (19) 

ικανοποιείται όταν η συνάρτηση Green είναι φραγµένη στο πάνω µιγαδικό 

ηµιεπίπεδο και δεν παρουσιάζει πόλους σ’ αυτό. Η συνάρτηση Green που ικανοποιεί 

την αρχή της αιτιότητας, η οποία εκφράζεται από την Εξ.(19), είναι η +G . Από εδώ 

και στο εξής όποτε αναφερόµαστε στη συνάρτηση Green θα αναφερόµαστε στην +G  

και θα παραλείπουµε το δείκτη +. 

Θεωρούµε τώρα τη συνάρτηση Green σε κάποια αναπαράσταση G zaa ′ ( ) . 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, οι πόλοι της συνάρτησης Green βρίσκονται στο κάτω 

µιγαδικό ηµιεπίπεδο (βλέπε σχήµα 1). Εποµένως η G zaa′ ( )  είναι αναλυτική στο πάνω 

µιγαδικό ηµιεπίπεδο και κατά µήκος του πραγµατικού άξονα. Επίσης υποθέτουµε ότι  
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Σύµφωνα µε την ολοκληρωτική σχέση του Cauchy έχουµε 
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όπου z  ανήκει στην περιοχή που περικλείεται από την καµπύλη 1C . Όταν η ακτίνα 

του ηµικυκλίου τείνει στο άπειρο, λόγω της Εξ.(20), η συνεισφορά του στο 

ολοκλήρωµα της Εξ.(21) µηδενίζεται, ενώ το z  µπορεί να είναι οποιοδήποτε σηµείο 

στο πάνω ηµιεπίπεδο. Παίρνοντας εiEz +=  έχουµε 
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R-R .

.
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Σχήµα 1. C1 είναι η κλειστή καµπύλη που περιλαµβάνει το ηµικύκλιο και τη διάµετρό 

του από -R έως +R. Οι τελείες είναι πόλοι της +G (διακριτό φάσµα ιδιοτιµών της 

χαµιλτονιανής), και η συνεχής ευθεία είναι κλάδος τοµής της +G  (συνεχές φάσµα 

ιδιοτιµών της χαµιλτονιανής). 
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και χρησιµοποιώντας την ταυτότητα (7) παίρνουµε 
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Αν αναλύσουµε την G  σε πραγµατικό και φανταστικό µέρος, προκύπτουν οι σχέσεις 

διασποράς ή σχέσεις Kramers-Kronig για τη συνάρτηση Green 
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 Θα πρέπει να αναφέρουµε ότι δεχτήκαµε σιωπηρά την υπόθεση (20) για τη 

συνάρτηση Green. Αυτή βέβαια δεν ισχύει πάντοτε (π.χ. συνάρτηση Green ελευθέρου 

σωµατιδίου), ούτε και µπορεί να αποδειχθεί αυστηρά στη γενική περίπτωση. Για το 
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λόγο αυτό αναφερόµαστε συνήθως σε προσεγγιστικές χαµιλτονιανές, που έχουν 

περιορισµένο φάσµα ιδιοτιµών (π.χ. πρότυπο ισχυρά δέσµιων ηλεκτρονίων). Τότε η 

συνάρτηση Green φθίνει ασυµπτωτικά ως z1 .  

 

4. Πίνακας µετάβασης - Εξίσωση Dyson 

Σκοπός τώρα είναι να σχετίσουµε τη συνάρτηση Green του διαταραγµένου 

συστήµατος µε αυτή του αδιατάρακτου. Ορίζουµε τον πίνακα µετάβασης T̂  ως 

 

nVnT ˆˆ 0 ∆=     (25) 

οπότε η Εξ.(12) γράφεται  

 

( ) .ˆˆ1 00 nTGn +=     (26) 

 

Εύκολα φαίνεται αντικαθιστώντας την Εξ.(26) στην Εξ.(25) ότι ο πίνακας µετάβασης 

δίνεται από την εξίσωση  

 

( ) .ˆˆˆ1ˆˆˆˆˆ 100 VGVTGVVT ∆∆−=∆+∆=
−

    (27) 

 

Αν αναλύσουµε σε σειρά το ( ) 10ˆˆ1
−

∆− GV , ο πίνακας µετάβασης γράφεται 

 

( ) 10000 ˆˆ1ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ −
∆−∆=+∆∆∆+∆∆+∆= VGVVGVGVVGVVT "  (28) 

 

και σε προσέγγιση Born πρώτης τάξης  

 

.ˆˆ VT ∆≅      (29) 

 

Από τον ορισµό του τελεστή Green για το διαταραγµένο και το αδιατάρακτο 

σύστηµα, καταλήγουµε στην εξίσωση του Dyson  
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ή µέσω της Εξ.(28) µε χρήση του T̂  
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 Στη συνέχεια θα εκφράσουµε σε κλειστή µορφή τη διαφορά του αριθµού 

καταστάσεων ανάµεσα στο αδιατάρακτο και στο διαταραγµένο σύστηµα. Η 

πυκνότητα καταστάσεων για το διαταραγµένο σύστηµα δίνεται από την Εξ.(9), οπότε 

ο ολικός αριθµός καταστάσεων µέχρι µια ενέργεια E  είναι  
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Όµως από τον ορισµό του τελεστή Green έχουµε  
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Εποµένως ο ολικός αριθµός καταστάσεων γράφεται  
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Για τη µεταβολή του αριθµού καταστάσεων, ανάµεσα στο αδιατάρακτο και στο 

διαταραγµένο σύστηµα, σε όλον τον κρύσταλλο θα έχουµε 
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ή µέσω του T̂  από την Εξ.(28) 
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π
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5. Συνάρτηση Green για ελεύθερα και ισχυρά δέσµια ηλεκτρόνια  

Θεωρούµε ένα ελεύθερο σωµατίδιο το οποίο κινείται στις τρεις διαστάσεις εντός 

όγκου V . Οι ιδιοκαταστάσεις του είναι κανονικοποιηµένα επίπεδα κύµατα  
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µε ιδιοτιµές 
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Από την Εξ.(4), θεωρώντας ότι το κυµατάνυσµα k  παίρνει σχεδόν συνεχείς τιµές, 

µπορούµε να µετατρέψουµε το άθροισµα σε ολοκλήρωµα, οπότε η συνάρτηση Green 

γράφεται 
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Αν ρrr =′−  και ϑ  η γωνία µεταξύ k  και ρ  έχουµε 
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Επειδή η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση στην Εξ.(40) είναι άρτια 
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Έχουµε ότι 
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Παρατηρούµε ότι η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση που περιέχει το συνηµίτονο είναι 

περιττή. Εποµένως η συνάρτηση Green γράφεται 
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Θέτοντας εiEz += , όπου 0>E  και 0>ε , η συνάρτηση Green έχει έναν πόλο στο 

πάνω και ένα στο κάτω µιγαδικό ηµιεπίπεδο. Έτσι, χρησιµοποιώντας το λήµµα του 

Jordan και για 0→ε  έχουµε τελικά 
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Θα υπολογίσουµε τώρα τη συνάρτηση Green στο πρότυπο των ισχυρά 

δέσµιων ηλεκτρονίων. Η χαµιλτονιανή στην απλούστερή της µορφή, για µη 

εκφυλισµένη ατοµική κατάσταση γράφεται 
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όπου θεωρούµε WWji ijiji === ,,0 δεε  όταν ji,  πρώτοι γείτονες. Οι 

κυµατοσυναρτήσεις Bloch έχουν τη µορφή 
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και οι ιδιοτιµές της ενέργειας  υπολογίζονται από τις Εξ.(45), (46) 
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Ο τελεστής Green του συστήµατος στη φασµατική αναπαράσταση γράφεται 
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και τα στοιχεία πίνακα στην αναπαράσταση πλεγµατικής θέσης είναι 
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Στη µονοδιάστατη περίπτωση το ενδοπλεγµατικό στοιχείο της συνάρτησης 

Green, βάσει των Εξ.(47), (49),  γράφεται 
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Κάνοντας την αλλαγή µεταβλητής u=exp(ikα), το ολοκλήρωµα στη ζώνη Brillouin 

µετατρέπεται σε επικαµπύλιο πάνω στο µοναδιαίο κύκλο C. 
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όπου 0εβ −= z . Οι πόλοι της υπό ολοκλήρωση συνάρτησης είναι οι 
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από τους οποίους µόνο ο 2u  βρίσκεται εντός του µοναδιαίου κύκλου. Από τη θεωρία 

των ολοκληρωτικών υπολοίπων έχουµε 
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Αντικαθιστώντας την Εξ.(55) στην Εξ.(56) θα διακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις  
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Σχήµα 2. Το πραγµατικό ReG (συνεχής καµπύλη) και το φανταστικό -ImG (διάστικτη 

καµπύλη) µέρος της συνάρτησης Green σε συνάρτηση µε την αδιάστατη ενέργεια 

BEa /)( 0ε−=  όπου Β=2W το ηµιπλάτος της ενεργειακής ζώνης. 

Στο απλό κυβικό πλέγµα (sc) τα διανύσµατα πρώτων γειτόνων, είναι 

± ± ±α α α�, �, �x y z , όπου α η πλεγµατική σταθερά. Εποµένως η Εξ.(50) γράφεται  
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( ).)cos()cos()cos(20 αααε zyx kkkWE +++=k    (58) 

 

Από τις Εξ.(48),(58) η ενδοπλεγµατική συνάρτηση Green γράφεται  
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όπου WEa 6/)( 0ε−= . Ο υπολογισµός αυτού του ολοκληρώµατος µπορεί να γίνει 

µόνο µε αριθµητικές µεθόδους. Η µέθοδος που θα χρησιµοποιήσουµε συνίσταται 

στον υπολογισµό µιας συγκλίνουσας απειροσειράς µε όρους συναρτήσεις γάµα και 

δίγαµµα, µέσω της οποίας εκφράζεται η συνάρτηση Green. 

 Η συνάρτηση Green υπολογίζεται ξεχωριστά για τις περιοχές 0<a<1/3, 

1/3<a<1 και a>1. Λόγω συµµετρίας υπολογίζεται απευθείας και για αρνητικές τιµές 

της παραµέτρου a. Έχουµε λοιπόν  
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Εδώ θα πρέπει να παρατηρήσουµε ότι για a>1, δηλαδή για τιµές της ενέργειας Ε έξω 

από τη ζώνη, η συνάρτηση Green έχει µόνο πραγµατικό µέρος. Το φανταστικό µέρος 

προκύπτει µηδέν. ∆ιαφορετικά θα είχαµε µη µηδενική πυκνότητα καταστάσεων σε 

περιοχές εκτός της ζώνης, αφού το φανταστικό µέρος της συνάρτησης Green µας 

δίνει απ’ ευθείας την πυκνότητα καταστάσεων. 

Για 0<a<1/3 λαµβάνουµε για το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος της 

συνάρτησης Green  
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Η ακτίνα σύγκλισης για τις σειρές των Εξ.(61), (62) είναι µονάδα. Για 1/3<a<1 η 

συνάρτηση Green προκύπτει  
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ενώ η ακτίνα σύγκλισης είναι και πάλι µονάδα.  
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Σχήµα 3. Πραγµατικό ReG (συνεχής καµπύλη) και φανταστικό -ImG (διάστικτη 

καµπύλη) της συνάρτησης Green για τριδιάστατο απλό κυβικό πλέγµα, σε συνάρτηση µε 

την αδιάστατη ενέργεια a=(Ε-ε0)/Β. Β=6W είναι το ηµιεύρος της ενεργειακής ζώνης  

 

Οι παραπάνω απειροσειρές υπολογίζονται ακριβώς µόνο για συγκεκριµένες τιµές της 

παραµέτρου a: Για a=1/3, [ ]G
R00

0 = 0.6428822482, [ ]G
I00

0 =0.9091727945 και για α=0 

[ ]G
I00

0 =0.8964407887. Για το υπόλοιπο φάσµα της ενέργειας, η συνάρτηση Green 

υπολογίζεται αριθµητικά, αθροίζοντας µερικούς από τους όρους των απειροσειρών. 

Τα αποτελέσµατα συγκλίνουν, εκτός από τις περιοχές που απέχουν από το κέντρο 

σύγκλισης απόσταση σχεδόν ίση µε την ακτίνα σύγκλισης σε κάθε περίπτωση.  

Σε πολλές περιπτώσεις όπου δεν ενδιαφέρουν οι ποσοτικές λεπτοµέρειες, είναι 

πολύ χρήσιµο να έχουµε µια απλή προσεγγιστική έκφραση για τη συνάρτηση Green, 

που µπορεί να θεωρηθεί ως τυπική µορφή για ρεαλιστικά συστήµατα. Μια τέτοια 

έκφραση για την συνάρτηση Green πρέπει να έχει τη σωστή αναλυτική συµπεριφορά 

κοντά στις ακµές των ζωνών, να είναι κατάλληλα κανονικοποιηµένη κλπ. Ας 

προσοµοιώσουµε για παράδειγµα την πυκνότητα ενεργειακών καταστάσεων ανά 

άτοµο σ' έναν κρύσταλλο µε µια έλλειψη της µορφής 
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Εύκολα επαληθεύουµε ότι αυτή είναι κανονικοποιηµένη στη µονάδα. Μπορούµε 

τώρα εύκολα να υπολογίσουµε την αντίστοιχη ενδοπλεγµατική συνάρτηση Green. Το 

φανταστικό της µέρος δίδεται λόγω της Εξ.(8) από την εξίσωση  
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ενώ το πραγµατικό µέρος υπολογίζεται µε τη βοήθεια της σχέσης Krammers-Kronig1 
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Σχήµα 4. Πραγµατικό ReG (συνεχής καµπύλη) και φανταστικό µέρος -ImG (διάστικτη 

καµπύλη) της συνάρτησης Green, όπως αυτή ορίζεται από τις Εξ.(62)-(64) 
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Η γραφική παράσταση αυτής της συνάρτησης Green φαίνεται στο σχήµα 4. 

Συγκρίνοντάς τη µε την πραγµατική του σχήµατος 3 παρατηρούµε σε αδρές γραµµές 

µια οµοιότητα, παρόλο ότι δεν εµφανίζονται εδώ ιδιάζοντα σηµεία van Hove. 

 

6. Ενεργειακές καταστάσεις προσµίξεων σε κρύσταλλο 

Θεωρούµε µια πρόσµιξη αντικατάστασης στη θέση του κεντρικού ατόµου ( 0R =i ) 

του µητρικού κρυστάλλου. Υποθέτουµε επίσης για απλότητα ότι η παρουσία της 

τροποποιεί τοπικά µόνον την αρχική χαµιλτονιανή (45), µε την προσθήκη του όρου 

 

.00ˆ ε=∆V      (69) 

 

Η ενδοπλεγµατική συνάρτηση Green του διαταραγµένου συστήµατος στη θέση της 

πρόσµιξης υπολογίζεται από την Εξ.(30) στην αναπαράσταση πλεγµατικής θέσης 
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Αντικαθιστώντας σ' αυτήν την εξίσωση τις εκφράσεις (66), (67), (68) της G E00
0 ( ) , 

υπολογίζουµε µε τη βοήθεια της Εξ.(9) την πυκνότητα ενεργειακών καταστάσεων της 

πρόσµιξης εντός της ενεργειακής ζώνης 
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Η )(0 En  παίρνει τη µέγιστη τιµή της για την ενέργεια E B BΨ = +4 42 2 2ε ε( )  η 

οποία µπορεί να θεωρηθεί ως κατάσταση συντονισµού (ψευδοδέσµια κατάσταση) αν 

το εµφανιζόµενο µέγιστο είναι αρκετά οξύ. Στην περίπτωση αυτή, το αντίστροφο του 

εύρους της κορυφής συντονισµού είναι ένα µέτρο του χρόνου που ένα ηλεκτρόνιο 

παραµένει στην κατάσταση αυτή. Προφανώς για µια δέσµια κατάσταση, η οποία 

αναπαρίσταται µε µια συνάρτηση δέλτα, ο χρόνος αυτός είναι άπειρος. 
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Ολοκληρώνοντας την )(0 En , χρησιµοποιώντας το ολοκλήρωµα της 

σηµείωσης 1, βρίσκουµε τον αριθµό των καταστάσεων της πρόσµιξης 
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Παρατηρούµε ότι όταν 2 1ε B ≤  έχουµε συνολικά µία κατάσταση πρόσµιξης στην 

ενεργειακή ζώνη. Όταν όµως 2 1ε B > , το αποτέλεσµα της ολοκλήρωσης (72) είναι 

µικρότερο της µονάδας, ίσο µε ( )B 2
2

ε . Λείπει εποµένως κάτι για να έχουµε 

διατήρηση του αριθµού των καταστάσεων και αυτό πρέπει να το αναζητήσουµε εκτός 

της ενεργειακής ζώνης. Πράγµατι, εκτός της ενεργειακής ζώνης όπου Im ( )G E00
0 0= , 

εµφανίζονται δέσµιες καταστάσεις στους πόλους της συνάρτησης Green, όταν 
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Επειδή, όπως φαίνεται από το σχήµα 4, ReG E B00
0 2( ) ≤ , για να ικανοποιηθεί η 

συνθήκη (73) πρέπει 2 1ε B > . Στην περίπτωση αυτή εποµένως έχουµε την 

εµφάνιση δέσµιων καταστάσεων της πρόσµιξης, που πρέπει να ληφθούν υπόψη στον 

υπολογισµό του ολικού αριθµού των καταστάσεων. Αντικαθιστώντας την Εξ.(68) 

στην Εξ.(73) βρίσκουµε ότι δέσµια κατάσταση εµφανίζεται σε ενέργεια  
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Κοντά στην ∆Ε  η συνάρτηση Green (70) γράφεται 
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οπότε και η αντίστοιχη πυκνότητα ενεργειακών καταστάσεων δίδεται από τη σχέση 
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Έτσι λοιπόν, για 2 1ε B > , συνυπολογίζοντας στον αριθµό των καταστάσεων της 

ζώνης ( )B 2
2

ε  τον αριθµό των καταστάσεων που αντιστοιχεί στη δέσµια κατάσταση 

1- ( )B 2
2

ε , βρίσκουµε διατήρηση του συνολικού αριθµού των καταστάσεων. 

Στο σχήµα 5 δείχνουµε την n E0 ( ) , όπως την υπολογίζουµε για διάφορες 

αρνητικές τιµές του ε . Καθώς το µέτρο του ε αυξάνει, οι καταστάσεις ωθούνται προς 

τον πυθµένα της ενεργειακής ζώνης. Το µέγιστο της n E0 ( )  µετατοπίζεται προς τις 

χαµηλότερες ενέργειες και γίνεται οξύτερο, µέχρι που σχηµατίζεται προοδευτικά 

εµφανώς µια κατάσταση συντονισµού κοντά στον πυθµένα της ενεργειακής ζώνης. Η 

ενέργεια συντονισµού συµπίπτει µε τον πυθµένα της ζώνης για την κρίσιµη τιµή 

ε = B 2 . 
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Σχήµα 5 Πυκνότητα καταστάσεων για διάφορες τιµές του διαταρακτικού δυναµικού. 

Έχουµε BEa /)( 0ε−=  και Bu /ε= . 
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Καθώς το µέτρο του ε  αυξάνεται περαιτέρω, ένα µέρος της κατάστασης 

συντονισµού αποσπάται από τις ενεργειακές καταστάσεις του συνεχούς και 

σχηµατίζει µία δέσµια κατάσταση. Μεγαλύτερη αύξηση του ε  βυθίζει χαµηλότερα 

ενεργειακά τη δέσµια κατάσταση και αυξάνει το ποσοστό των καταστάσεων που 

αυτή έχει, εις βάρος του ποσοστού των καταστάσεων της ενεργειακής ζώνης που 

µειώνεται. Ταυτόχρονα, η κατάσταση συντονισµού στην ενεργειακή ζώνη 

µετατοπίζεται προς το κέντρο της ζώνης, εξαπλώνεται και γίνεται δυσδιάκριτη. 

Παρόµοια συµπεριφορά παρατηρείται προς την κορυφή της ζώνης για απωστικά 

δυναµικά ( 0>ε ). Πρέπει επίσης να σηµειώσει κανείς ότι σε πιο σύνθετα συστήµατα 

είναι δυνατόν να εµφανισθούν περισσότερες από µία δέσµιες καταστάσεις ή/και 

καταστάσεις συντονισµού. Το απλό πρότυπο που εξετάσαµε µας σκιαγραφεί 

ορισµένα γενικά χαρακτηριστικά των ενεργειακών καταστάσεων προσµίξεων σε 

κρυστάλλους, όπως τη δυνατότητα εµφάνισης ψευδοδέσµιων καταστάσεων σε 

µέταλλα και ηµιαγωγούς, καταστάσεων δοτών και αποδεκτών εντός του ενεργειακού 

χάσµατος ηµιαγωγών κλπ. 

 

8. Εντοπισµένες καταστάσεις προσµίξεων σε απλά µέταλλα 

Θα εξετάσουµε τώρα την περίπτωση µεµονωµένων προσµίξεων µε εντοπισµένες 

καταστάσεις d ή f (στοιχεία µετάβασης, σπάνιες γαίες) σε κρυστάλλους απλών 

µετάλλων. Οι καταστάσεις αυτών των ατόµων αλληλεπιδρούν (υβριδοποιούνται) µε 

το ηλεκτρονικό νέφος του µητρικού µετάλλου και δηµιουργούν ψευδοδέσµιες 

καταστάσεις στην περιοχή της πρόσµιξης, οι οποίες έχουν πολύ µεγάλο αλλά 

πεπερασµένο χρόνο ζωής. Μπορούµε να γράψουµε µια απλή έκφραση για τη 

χαµιλτονιανή του συστήµατος που περιλαµβάνει τρεις όρους: ένα για την ενεργειακή 

δοµή του µετάλλου, ένα για τη δέσµια ατοµική κατάσταση, έστω d, της πρόσµιξης 

και ένα για την αλληλεπίδραση µεταξύ τους 

 

[ ].ˆ ∑∑ ∗+++=
k

kk
k

k kkkk dVdVddH dddεε   (94) 



 139

∆εχόµαστε ότι2 1,,0 ==′= ′ ddd kkkkk δ  και υπολογίζουµε το στοιχείο της 

συνάρτησης Green diHEdEGdd ε+−≡ ˆ)(  το οποίο αναφέρεται στον υπόχωρο 

των καταστάσεων d  της πρόσµιξης. Από την Εξ.(94) παίρνουµε 
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Αντικαθιστώντας την kdG  από τη δεύτερη των παραπάνω εξισώσεων στην πρώτη, 

παίρνουµε 

( ) .1
2

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−+
−−+= ∑

k k

k

εε
εε

iE
V

iEG d
ddd    (95)  

 

Μετατρέποντας το άθροισµα ως προς k σε ολοκλήρωµα και χρησιµοποιώντας την 

ταυτότητα του Dirac έχουµε  
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Θέτουµε 
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όπου 2
dVk  η µέση τιµή του 2

dVk  στην επιφάνεια Fermi και )(0 En  η πυκνότητα 

καταστάσεων του µητρικού µετάλλου ανά σπιν. Έτσι, από την Εξ.(96) παίρνουµε την 

ακόλουθη έκφραση για τη συνάρτηση Green 

                                              
2 Θα πρέπει να πούµε ότι αυτές οι σχέσεις ορθοκανονικότητας είναι προσεγγιστικές, διότι η βάση είναι 
πλήρης µόνον µε τις συναρτήσεις του συνεχούς φάσµατος. 
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από όπου υπολογίζουµε την πυκνότητα των καταστάσεων d της πρόσµιξης 
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Η παραπάνω σχέση παριστάνει µια λορεντζιανή καµπύλη µε κέντρο το Γ+dε  και 

ηµιπλάτος ∆. Στην πραγµατικότητα δεν αναπαριστά ακριβώς λορεντζιανή, αφού τα Γ 

και ∆ είναι συναρτήσεις της ενέργειας. Αν, ωστόσο, δε µεταβάλλονται ιδιαίτερα στο 

εύρος του συντονισµού, έχουµε πρακτικά µια λορεντζιανή. Σηµειώνεται ότι η 

έκφραση (99) µας δίνει µια πυκνότητα καταστάσεων κανονικοποιηµένη στη µονάδα 
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οπότε πρέπει να την πολλαπλασιάσουµε µε 5 για να λάβουµε υπ’ όψη τον τροχιακό 

εκφυλισµό των καταστάσεων d ανά κατεύθυνση σπιν. 

Τα στοιχεία µετάβασης δεν έχουν συµπληρωµένη τη στοιβάδα d  (V, Cr, Mn, 

Fe) και σε ελεύθερη κατάσταση παρουσιάζουν µη µηδενική µαγνητική ροπή, η οποία 

καθορίζεται από τους κανόνες του Hund. Το ερώτηµα που τίθεται, είναι το κατά πόσο 

αυτή η µαγνητική ροπή µπορεί να διατηρηθεί και όταν το άτοµο βρίσκεται ως 

πρόσµιξη σε κρύσταλλο απλού µετάλλου. Αν έχουµε ασθενή υβριδισµό (µικρό ∆), 

περιµένουµε να ευνοείται η εµφάνιση µαγνητικής ροπής, διότι η πρόσµιξη βρίσκεται 

πλησιέστερα στην ατοµική κατάσταση. Μπορούµε για απλότητα να θεωρήσουµε ότι 

το δυναµικό ανταλλαγής δίδεται από την Εξ.(4.33), οπότε και οι πυκνότητες 

ενεργειακών καταστάσεων της πρόσµιξης για κάθε κατεύθυνση σπιν γράφονται 
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όπου dM  η µαγνητική ροπή d και I  το ολοκλήρωµα ανταλλαγής. 
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Σχήµα 9 Πυκνότητα εντοπισµένων καταστάσεων πρόσµιξης. Η διάστικτη γραµµή 

αντιστοιχεί στην παραµαγνητική κατάσταση και η συνεχής στην κατάσταση µε πόλωση 

σπιν. 

 

Η µαγνητική ροπή δίδεται από τη σχέση 
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όπου FE  η ενέργεια Fermi του µητρικού κρυστάλλου (αυτή πρακτικά δεν αλλάζει αν 

έχουµε πολύ µικρή συγκέντρωση προσµίξεων). Η συνάρτηση )( dMF  έχει τις εξής 

γενικές ιδιότητες 
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Για να διαπιστώσουµε αν τελικά θα εµφανίζεται µαγνητική ροπή στο άτοµο της 

πρόσµιξης, θα πρέπει να λύσουµε αριθµητικά την Εξ.(102). Από το σχήµα 10 

βλέπουµε ότι έχουµε µαγνητική κατάσταση πρόσµιξης όταν ( )′ >F 0 1, δηλαδή όταν 

 

M

F(
M

)

F'(M)>1

F'(M)<1

M=F(M)

 
Σχήµα 10 Γραφική λύση της Εξ.(111) 

 

( ) .1>Fd EIn      (104) 

 

Η σχέση (104) αναφέρεται και ως κριτήριο του Blandin και είναι παρόµοιο µε το 

κριτήριο του Stoner, µόνο που έχουµε την πυκνότητα εντοπισµένων καταστάσεων 

της πρόσµιξης στη θέση της πυκνότητας καταστάσεων του κρυστάλλου.  

 Για προσµίξεις 3d το ολοκλήρωµα ανταλλαγής είναι περίπου σταθερό, της 

τάξης του 1 eV, εποµένως το αν η πρόσµιξη είναι µαγνητική θα κριθεί από το αν 

έχουµε µεγάλη πυκνότητα καταστάσεων d στην ενέργεια Fermi. Κάτι τέτοιο είναι 

ενδεχόµενο να συµβεί αν η πρόσµιξη έχει µισοκατειληµένο το φλοιό d (στοιχείο στο 

µέσο της σειράς d) γιατί τότε το µέγιστο της λορεντζιανής πυκνότητας καταστάσεων 

θα βρίσκεται στην ενέργεια Fermi. Επίσης θα πρέπει η λορεντζιανή να είναι σχετικά 

οξεία (µικρό ∆), πράγµα που, σύµφωνα µε την Εξ.(97) συµβαίνει όταν έχουµε ασθενή 

υβριδισµό [µικρό 2
dVk ] ή/και αραιό ηλεκτρονικό αέριο µητρικού κρυστάλλου 

[µικρό )(0 En ]. Αυτό δικαιολογεί γιατί, π.χ., µια πρόσµιξη Co είναι µαγνητική στο Cu 

ενώ δεν είναι στο Al. Παρόµοια συµβαίνουν και για προσµίξεις 4d και 5d, µόνο που 

καθώς η χωρική έκταση των κυµατοσυναρτήσεων d µεγαλώνει, έχουµε µικρότερο 

ολοκλήρωµα ανταλλαγής και ισχυρότερο υβριδισµό, µε αποτέλεσµα το κριτήριο του 
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Blandin να ικανοποιείται όλο και πιο δύσκολα. Ανάλογα επιχειρήµατα ισχύουν και 

για προσµίξεις f. Μάλιστα εδώ οι καταστάσεις είναι ακόµη πιο εντοπισµένες και 

έχουν µεγάλες πυκνότητες, µε αποτέλεσµα το κριτήριο του Blandin να ικανοποιείται 

ευκολότερα. 

 Τέλος, πρέπει να σηµειώσουµε ότι στην ανάλυση που παρουσιάσαµε 

αγνοήσαµε τις διακυµάνσεις της µαγνήτισης. Ωστόσο τίποτα δεν αποκλείει ότι οι 

διακυµάνσεις µπορεί να παίζουν σηµαντικό ρόλο. Στην πραγµατικότητα έχει 

διαπιστωθεί πειραµατικά η ύπαρξη µιας κρίσιµης θερµοκρασίας, κάτω από την οποία 

οι διακυµάνσεις αυτές θωρακίζουν εντελώς τη µαγνητική ροπή, µε αποτέλεσµα το 

σύστηµα να εµφανίζεται µη µαγνητικό (φαινόµενο Kondo). Πάνω από αυτή την 

κρίσιµη θερµοκρασία βέβαια, ο συσχετισµός των διακυµάνσεων καταστρέφεται και 

έχουµε την εµφάνιση τοπικής µαγνητικής ροπής στην πρόσµιξη, σύµφωνα µε την 

ανάλυση που παρουσιάσαµε. Οι διακυµάνσεις της µαγνήτισης στο φαινόµενο Kondo 

οφείλονται στη δυνατότητα να έχουµε σκέδαση ηλεκτρονίων από µια µαγνητική 

πρόσµιξη µε δυνατότητα αναστροφής του σπιν. Αποδεικνύεται ότι µια τέτοια 

διαδικασία σκέδασης έχει ενεργό διατοµή που αποκλίνει σε χαµηλές θερµοκρασίες 

ως Tln . Έτσι στα συστήµατα Kondo έχουµε µια επί πλέον συνεισφορά στην ειδική 

αντίσταση που έχει µορφή: Tc ln1ρ−  και οφείλεται σ’ αυτή τη διαδικασία, επί πλέον 

της παραµένουσας ειδικής αντίστασης, 0ρc , και της συνεισφοράς των φωνονίων, 

5Tα . Μπορούµε εύκολα να δούµε λοιπόν ότι στα συστήµατα Kondo η ειδική 

αντίσταση δεν αυξάνεται µονότονα µε τη θερµοκρασία, όπως στα συνηθισµένα 

µεταλλικά συστήµατα, αλλά εµφανίζει ένα ελάχιστο σε θερµοκρασία 

( )5/1
1min 5αρcT = , όπου c  η συγκέντρωση των προσµίξεων και αρ ,1  θετικές 

σταθερές. 

 

9. Ηλεκτρονική δοµή προσµίξεων σε απλά µέταλλα 

Με τον όρο αραιό κράµα εννοούµε ένα µητρικό κρύσταλλο µε προσµίξεις σε χαµηλή 

συγκέντρωση. Αν οι προσµίξεις δε σχηµατίζουν συσσωµατώµατα και είναι 

στατιστικά τυχαία κατανεµηµένες, µπορούµε να εξετάζουµε µία µόνο πρόσµιξη και 

το αποτέλεσµα για το σύνολο των προσµίξεων λαµβάνεται προσθετικά. Αν ο 

µητρικός κρύσταλλος είναι ένα απλό µέταλλο, τα ηλεκτρόνια αγωγιµότητας 

περιγράφονται µε το πρότυπο jellium και είναι επίπεδα κύµατα 
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 Μια πρόσµιξη αντικατάστασης στο πρότυπο jellium περιγράφεται αν 

αφαιρέσουµε µια σφαίρα θετικού φορτίου υποστρώµατος, όγκου ίσου µε τον ατοµικό 

όγκο του µητρικού µετάλλου, και τοποθετήσουµε στο κέντρο της το σηµειακό 

πυρήνα της πρόσµιξης. Αντίστοιχα, αν έχουµε µια ενδοπλεγµατική πρόσµιξη, δεν 

αφαιρούµε καθόλου φορτίο από το θετικό υπόστρωµα. Επειδή σε καµµία περίπτωση 

δεν έχουµε πλέον οµοιογενή κατανοµή στο υπόστρωµα θετικού φορτίου, τα ελεύθερα 

ηλεκτρόνια θα ανακατανεµηθούν ώστε να θωρακίσουν τη διαταραχή φορτίου. Τα 

ηλεκτρόνια δεν κινούνται πλέον σ’ ένα χώρο σταθερού δυναµικού, αλλά σκεδάζονται 

από το δυναµικό στην περιοχή της πρόσµιξης, το οποίο µπορούµε να υποθέσουµε 

σφαιρικά συµµετρικό, )(rV . Έτσι, µπορούµε να εργασθούµε στη βάση σφαιρικών 

κυµάτων και να αναζητήσουµε τις ιδιοκαταστάσεις των ηλεκτρονίων ως λύσεις της 

ακτινικής εξίσωσης Schrödinger 
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Αν το δυναµικό έχει περιορισµένη εµβέλεια, S , για Sr ≥  η γενική λύση της 

Εξ.(106) είναι γραµµικός συνδυασµός σφαιρικών συναρτήσεων Bessel και Neumann 

 

,,)()()( SrkrnCkrjBrR ≥−= AAAAA    (107) 

 

οι οποίες συµπεριφέρονται ασυµπτωτικά ως 
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οπότε η ασυµπτωτική έκφραση της Εξ.(107) γίνεται 
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Εξ άλλου, για ∞→r , η Εξ.(106) παίρνει τη µορφή ( ) ( ))()( 2 rrRkrrR AA +″  και 

δέχεται λύσεις 
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Συγκρίνοντας τις Εξ.(109) και (110) βλέπουµε ότι AAA δcosAB =  και AAA δsinAC = , 

οπότε γράφουµε τη λύση (107) στη µορφή 

 

[ ] .,)(sin)(cos)( SrkrnkrjArR ≥−= AAAAAA δδ   (111) 

 

 Η λύση της Εξ.(106) µπορεί επίσης να βρεθεί από την εξίσωση Lippmann-

Schwinger 
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Η συνάρτηση Green των ελεύθερων ηλεκτρονίων γράφεται 
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όπου ),max(),,min( rrrrrr ′≡′≡ >< , και )()()( xinxjxh AAA +≡+  είναι η σφαιρική 

συνάρτηση Hankel 1ου είδους. Αντικαθιστώντας την Εξ.(113) στην Εξ.(112) έχουµε 
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  (114) 

 

και επειδή για Sr ≥  το r ′  παραµένει πάντα µικρότερο του r  έχουµε 
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,,)()(2)()( 2 SrEtkrhmkikrjrR ≥−= +
AAAA =

  (115) 

 

όπου ∫ ′′
∗
′′′′′ =′′′′′′= mmmmmm EtYrRrVYrkjrdET δδ AAAAAAAAA )()ˆ()()()ˆ()()( 3

; rr  είναι τα 

στοιχεία του πίνακα σκέδασης, ο οποίος είναι διαγώνιος στην αναπαράσταση της 

στροφορµής στην περίπτωση ενός κεντρικού δυναµικού. Συγκρίνοντας τις Εξ.(111) 

και (115) βρίσκουµε 

.sin)exp(
2

),exp(
2

AAAAA
= δδδ i
mk

tiA −==    (116) 

 

Από τη δεύτερη των Εξ.(116) και την Εξ.(36) προκύπτει ότι η διαφορά στον αριθµό 

καταστάσεων σθένους µεταξύ του διαταραγµένου και του αδιατάρακτου συστήµατος, 

µέχρι ενέργεια E  είναι 

,)()12(2)( ∑ +=∆
A

AA EEN δ
π

   (117) 

 

όπου ο συντελεστής 2 υπάρχει στην περίπτωση εκφυλισµού των καταστάσεων σπιν. 

Για µαγνητικές προσµίξεις, ο συντελεστής 2 δεν υπάρχει και το άθροισµα 

περιλαµβάνει και τις δύο καταστάσεις σπιν. Οι φασικές µετατοπίσεις σκέδασης 

)(EAδ  είναι συνεχείς συναρτήσεις της ενέργειας στο φάσµα του συνεχούς και 

ξεκινούν από την τιµή 0)0( =Aδ . Η συνθήκη ηλεκτρικής ουδετερότητας του 

συστήµατος εκφράζεται από τον κανόνα θωράκισης του Friedel 

  

,)()12(2)( ∑ +=∆=∆
A

AA FF EENZ δ
π

  (118) 

 

όπου Z∆ η διαφορά σθένους µεταξύ ατόµων πρόσµιξης και µητρικού κρυστάλλου 

(για πρόσµιξη αντικατάστασης) ή το σθένος του ατόµου της πρόσµιξης (για πρόσµιξη 

σε ενδοπλεγµατική θέση). 

 Η ύπαρξη προσµίξεων σ’ έναν κρύσταλλο είναι υπεύθυνη για µια 

παραµένουσα αντίσταση ακόµη και στο απόλυτο µηδέν. Αυτή γράφεται 
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,2τ
ρ
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m

=      (119) 

 

όπου n  είναι η πυκνότητα των (ελεύθερων) ηλεκτρονίων του µητρικού µετάλλου και 

τ  ο χρόνος αποκατάστασης για τη διαδικασία σκέδασης από τις προσµίξεις. Αν 

έχουµε iN  µεµονωµένες προσµίξεις, µπορούµε να γράψουµε 
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όπου kk ′P  είναι η πιθανότητα (ελαστικής) σκέδασης, ανά µονάδα χρόνου, ενός 

ηλεκτρονίου από µια κατάσταση k σε µια άλλη  k ′  στην επιφάνεια Fermi 

 

( ) .ˆ2 2

kkkk kk ′′ −′= εεδπ TP
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   (121) 

 

Περνώντας από επίπεδα κύµατα σε σφαιρικά, βάσει της Εξ.(105), και 

χρησιµοποιώντας ιδιότητες των πολυωνύµων Legendre , µπορούµε να δείξουµε ότι 

για ελεύθερα ηλεκτρόνια (σφαιρική επιφάνεια Fermi) ο χρόνος αποκατάστασης δεν 

εξαρτάται από την κατάσταση k , και τελικά η Εξ.(119) µας δίνει 
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όπου hZ  το σθένος του µητρικού µετάλλου. 

 Ας θεωρήσουµε για παράδειγµα µη µαγνητικές προσµίξεις d στις οποίες 

κυριαρχεί η σκέδαση d: 0)( =FEAδ  εκτός αν 2=A .  Τότε από τον κανόνα 
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θωράκισης του Friedel έχουµε 10/)(2 ZEF ∆= πδ , οπότε η Εξ.(122) µας δίνει 

( )10/sin 2 Z∆∝ πρ . ∆ηλαδή η παραµένουσα αντίσταση γίνεται µέγιστη για 5=∆Z . 

Επίσης για µικρό Z∆  προκύπτει εν γένει 2Z∆∝ρ  που αναφέρεται ως κανόνας του 

Linde. 

 ∆εδοµένης της έκφρασης (113) για τη συνάρτηση Green των ελεύθερων 

ηλεκτρονίων, µπορούµε να δείξουµε απ’ ευθείας από την Εξ.(31) ότι η συνάρτηση 

Green για ένα σφαιρικά συµµετρικό δυναµικό εµβέλειας S  σε jellium γράφεται 
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και βάσει της Εξ.(7) η διαταραχή στη φασµατοχωρική πυκνότητα καταστάσεων 

µακριά από µια πρόσµιξη θα είναι 
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Σε µεγάλη απόσταση από την πρόσµιξη µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις 
ασυµπτωτικές εκφράσεις: xxiixh x )]2/{exp[)( πAA −−⎯⎯ →⎯ ∞→

+  για τις σφαιρικές 

συναρτήσεις Hankel, οπότε η Εξ.(124)  µας δίνει 
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Ύστερα από διαδοχικές παραγοντικές ολοκληρώσεις η Εξ.(125) µπορεί να αναδείξει 

την κυρίαρχη ασυµπτωτική συµπεριφορά της διαταραχής στην πυκνότητα φορτίου 

ανά κατεύθυνση σπιν 
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όπου 
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Βλέπουµε δηλαδή ότι η διαταραχή του φορτίου δε φθίνει εκθετικά µακριά από την 

πρόσµιξη, αλλά µειώνεται σχετικά αργά, ταλαντούµενη. Οι ταλαντώσεις αυτές 

ονοµάζονται ταλαντώσεις Friedel. 

Οι ταλαντώσεις Friedel εκδηλώνονται σε πειράµατα πυρηνικού µαγνητικού 

συντονισµού (NMR: Nuclear Magnetic Resonance). Η αρχή αυτών των πειραµάτων 

βασίζεται στο φαινόµενο Zeeman: ένας πυρήνας στροφορµής I  έχει µαγνητική ροπή 

IM NN γ== , όπου Nγ  ο γυροµαγνητικός λόγος του πυρήνα. Αν ο πυρήνας βρίσκεται 

σε µαγνητικό πεδίο H , προκαλείται άρση του εκφυλισµού των καταστάσεών του µε 

διαφορετική προβολή της στροφορµής στην κατεύθυνση του πεδίου, κατά 

HE N=γ=∆ . Μέσα σε µια κοιλότητα συντονισµού ραδιοκυµάτων, µε συχνότητα 0ω  

στην περιοχή των MHz, ο πυρήνας αυτός απορροφά ακτινοβολία αν η ένταση του 

µαγνητικού πεδίου γίνει τέτοια ώστε HNγω =0 . Όταν όµως αναφερόµαστε στους 

πυρήνες των ατόµων ενός κρυστάλλου µετάλλου, το εξωτερικό µαγνητικό πεδίο 

προκαλεί πόλωση σπιν λόγω παραµαγνητισµού Pauli, και δηµιουργεί µια µαγνήτιση 

HEnm FB )(2 020 µ= , όπου 0n  η πυκνότητα καταστάσεων του µετάλλου ανά σπιν ανά 

µονάδα όγκου. Αυτή η µαγνήτιση επάγει δευτερογενώς ένα υπέρλεπτο πεδίο 

)(
3

8 00
nhf mH Rπ

=  στον πυρήνα που βρίσκεται στην πλεγµατική θέση nR (προφανώς 

βέβαια σ’ ένα οµοιογενές ηλεκτρονικό αέριο η µαγνήτιση είναι παντού ίδια). Έτσι σ’ 

ένα µέταλλο η προβλεπόµενη συχνότητα συντονισµού NMR εµφανίζεται 

µετατοπισµένη κατά 0
hfN Hγ  (µετατόπιση Knight). Αν τώρα έχουµε µια πρόσµιξη στο 

µέταλλο, η µαγνήτιση που δηµιουργείται είναι 
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Αυτό σηµαίνει ότι το υπέρλεπτο πεδίο µεταβάλλεται ως προς το µέτρο και το 

πρόσηµο µακριά από την πρόσµιξη γιατί 
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   (129) 

 

όπου η );( Fn En R∆  δίδεται από την Εξ.(125). Εποµένως, στην περίπτωση αυτή, στα 

πειράµατα NMR θα παρατηρούνται πολλές δορυφορικές κορυφές συντονισµού γύρω 

από την κεντρική συχνότητα. 

 Ταλαντώσεις Friedel δεν εµφανίζονται µόνο στην πυκνότητα φορτίου, αλλά 

και στη µαγνήτιση αν η πρόσµιξη είναι µαγνητική. Μια δεύτερη µαγνητική πρόσµιξη 

θα βρίσκεται στο πεδίο µαγνήτισης της πρώτης, και το αντίστροφο. Αυτό σηµαίνει 

ότι το πρόσηµο και η ισχύς της µαγνητικής αλληλεπίδρασης µεταξύ των δύο 

προσµίξεων αλλάζει µεταβάλλοντας τη µεταξύ τους απόσταση (αλληλεπιδράσεις 

RKKY: Rudermann, Kittel, Kasuya, Yoshida). Οι αλληλεπιδράσεις RKKY είναι 

υπεύθυνες για µια ποικιλία από ενδιαφέροντα φυσικά φαινόµενα. Μεταξύ άλλων, 

µπορούν να οδηγήσουν σε µια ιδιότυπη κατάσταση µαγνητικής τάξης όπου οι 

µαγνητικές ροπές µεταβάλλονται σε τυχαίες κατευθύνσεις, ώστε η µέση τιµή τους 

στο χώρο να είναι µηδέν, είναι όµως “παγωµένες” χωρίς χρονικές διακυµάνσεις. 

Τέτοια συστήµατα ονοµάζονται υαλώδη συστήµατα σπιν. 


