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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 

 

ΑΤΑΚΤΑ ΥΛΙΚΑ 

 

1. Μορφές αταξίας 

Μπορούµε να διακρίνουµε κατ' αρχή δύο µεγάλες κατηγορίες άτακτων 

συστηµάτων στη φυσική της συµπυκνωµένης ύλης: συστήµατα µε αταξία 

θέσης και συστήµατα µε χηµική αταξία (σχήµα 1). Στην πρώτη περίπτωση το 

υλικό είναι χτισµένο από τις ίδιες δοµικές µονάδες, οι οποίες όµως δεν είναι 

διατεταγµένες περιοδικά (άµορφα και υγρά συστήµατα). Στη δεύτερη 

περίπτωση έχουµε µια τυχαία διάταξη διαφορετικών ατόµων σε  περιοδικό 

πλέγµα (άτακτο κράµα). Ευνόητο είναι ότι µπορούµε να έχουµε συνδυασµό 

των δύο ειδών αταξίας, όπως για παράδειγµα στα άµορφα κράµατα. 

 
 

Χηµική αταξία Αταξία θέσης  
 

Σχήµα 1. Συστήµατα µε αταξία θέσης και χηµική αταξία 
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Περιοδικός 
κρύσταλλος 

∆ιµερές κράµα 

Άµορφο υλικό 

V 

x  
Σχήµα 2. Μονοδιάστατο υπόδειγµα δυναµικού για περιοδικό κρύσταλλο, άτακτο 
κράµα και άµορφο υλικό 
 

Άµορφα υµένια και γυαλιά 

Μία ειδική περίπτωση αταξίας θέσης είναι η τοπολογική αταξία, όπου στο 

σύστηµα έχουµε τον ίδιο αριθµό πρώτων γειτόνων (αριθµό σύνταξης). Όταν το 

γερµάνιο για παράδειγµα επικάθηται σ' ένα υπόστρωµα, συµπυκνούµενο από 

την αέρια φάση, το αποτέλεσµα είναι συνήθως ένα άµορφο υµένιο. Η τάξη 

µακράς εµβέλειας που χαρακτηρίζει το κρυσταλλικό Ge δεν υφίσταται πλέον, 

και στο υµένιο έχουµε ένα τυχαίο δίκτυο ατόµων. Παρόλα αυτά, τα άτοµα Ge 

που βρίσκονται στους κόµβους του δικτύου έχουν εν γένει τέσσερεις 

πλησιέστερους γείτονες συνολικά ο καθένας, µε τους οποίους σχηµατίζουν 

δεσµούς παρόµοιους µε εκείνους του κρυσταλλικού Ge. Μπορούµε να πούµε 

δηλαδή ότι η τάξη βραχείας εµβέλειας του κρυσταλλικού Ge διατηρείται σε 

µεγάλο βαθµό και στην άµορφη κατάσταση, αν και υπάρχουν διακυµάνσεις 

τόσο ανάµεσα στα µήκη όσο και στις γωνίες µεταξύ των δεσµών. 

Εµφανίζονται επίσης ατέλειες στη δοµή, όπως διάκενα, άτοµα Ge µε τρεις αντί 

τέσσερεις γείτονες και, ενδεχοµένως, προσµίξεις. Το Ge καθώς και άλλα 

υλικά, όπως Si, Te, B, InSb, ..., τα οποία δηµιουργούνται σε άµορφη 

κατάσταση µε εναπόθεση, αλλά δεν µπορούν να γίνουν άµορφα µε ψύξη από 

τήγµα, έχουν ιδιότητες που είναι ευαίσθητες στις συνθήκες της εναπόθεσης και 
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της συνεπακόλουθης διαδικασίας ανόπτησης. Τέτοια άµορφα υµένια µπορεί να 

είναι ασταθή και χρειάζεται συχνά προσοχή (π.χ. χαµηλή θερµοκρασία 

υποστρώµατος) για να αποφευχθεί η κρυστάλλωση. 

 Άµορφα υλικά που σχηµατίζονται µε ψύξη από την υγρή φάση είναι 

γνωστά ως γυαλιά και είναι κατά κανόνα ευσταθέστερα από τα άµορφα υµένια 

που, όπως προαναφέραµε, σχηµατίζονται µόνο µε εναπόθεση. Σε αυτά 

περιλαµβάνονται τα Se, As2Se3 και παρόµοιες ενώσεις που περιλαµβάνουν ένα 

ή περισσότερα στοιχεία από τα S, Se, Te, καθώς και τα συνήθη βοριοπυριτικά 

γυαλιά. Ο σχηµατισµός γυαλιού µε ψύξη από τήγµα περιγράφεται σχηµατικά 

στο σχήµα 3. Σε ορισµένες περιπτώσεις το πέρασµα από την υγρή στην 

υαλώδη κατάσταση είναι οµαλό, χωρίς εµφανή ασυνέχεια στις ιδιότητες του 

συστήµατος. Σε άλλες περιπτώσεις, το σύστηµα υφίσταται µια αλλαγή φάσης 

δεύτερης τάξης σε µια κρίσιµη θερµοκρασία gT , που λέγεται θερµοκρασία 

υαλώδους µετάβασης. Στη θερµοκρασία αυτή, ο συντελεστής θερµικής 

διαστολής αλλάζει παίρνοντας µικρότερη τιµή, όπως φαίνεται στο σχήµα 3. Το 

ίδιο συµβαίνει και στην ειδική θερµότητα. Γενικά έχουµε µια σκλήρυνση του 

υλικού: λιγότερες ενεργειακές καταστάσεις διάταξης και βαθµοί ελευθερίας 

είναι διαθέσιµοι στο σύστηµα κάτω από την gT . Πρέπει όµως να τονισθεί ότι η 

gT , αντίθετα µε τη θερµοκρασία τήξης mT , δεν είναι σαφώς ορισµένη και 

εξαρτάται από το ρυθµό ψύξης ή θέρµανσης όταν το υλικό υφίσταται την 

αντίστροφη διαδικασία. Επίσης, υπάρχει πάντα η πιθανότητα κρυστάλλωσης 

σε κάθε θερµοκρασία πάνω ή κάτω από gT , όπως δείχνουν τα κατακόρυφα 

βέλη στο σχήµα 3. Για ορισµένα υλικά, όπως  το As2Te3 , η πιθανότητα 

κρυστάλλωσης είναι τόσο µεγάλη ώστε χρειάζεται ταχύτατη ψύξη για να 

σχηµατισθεί γυαλί. Αντίθετα, στο As2Se3 η διαδικασία κρυστάλλωσης είναι 

πολύ αργή και εποµένως ο σχηµατισµός του γυαλιού επιτυγχάνεται µε ψύξη 

του τήγµατος µε σχετικά χαµηλό ρυθµό. Η υαλώδης κατάσταση είναι µια 

µετασταθής κατάσταση, δηλαδή θερµοδυναµικά λιγότερο ευσταθής υπό 

κανονικές συνθήκες θερµοκρασίας και πίεσης, σε σχέση µε την κρυσταλλική 

κατάσταση. Χρειάζεται όµως µια ενέργεια ενεργοποίησης E∆  για τη µετάβαση 
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από την υαλώδη στην κρυσταλλική φάση και αν αυτή είναι αρκετά µεγάλη το 

γυαλί είναι πρακτικά ευσταθές. 

 

 

Γυαλί 

Υπερψηγµένο
υγρό

Υγρό

Κρύσταλλος

Τ 

V 

Τg Τm

 
Σχήµα 3. Μεταβολή του όγκου µε τη θερµοκρασία υλικού που σχηµατίζει γυαλί. 

Τα κατακόρυφα βέλη δείχνουν τη δυνατότητα κρυστάλλωσης από υγρό σε 

υπέρψυξη ή από γυαλί 

 

Άτακτα κράµατα 

Τα άτακτα κράµατα αποτελούνται από περισσότερα του ενός διαφορετικά 

άτοµα, και διακρίνονται σε άµορφα (δεν υπάρχει ως υπόβαθρο ένα γεωµετρικό 

πλέγµα) και µη (άτοµα τυχαία διατεταγµένα σε πλέγµα). Μια παράµετρος που 

παίζει σηµαντικό ρόλο στην κατανοµή των ατόµων του κράµατος είναι η τάξη 

βραχείας εµβέλειας λόγω ηλεκτροστατικών αλληλεπιδράσεων. Αν οι 

αλληλεπιδράσεις αυτές είναι ισχυρές, ωθούν άτοµα του ίδιου είδους να 

σχηµατίζουν συσσωµατώµατα ή αντίθετα να περιβάλλονται κατά προτίµηση 

από άτοµα διαφορετικού είδους. Αν είναι ασθενείς, τα παραπάνω φαινόµενα 

είναι σπάνια, οπότε η πιθανότητα να βρούµε ένα άτοµο συγκεκριµένου είδους 

σε κάποιο πλεγµατικό σηµείο είναι ανεξάρτητη από το είδος των ατόµων που 

βρίσκονται στις γειτονικές θέσεις. Αν δηλαδή θεωρήσουµε ένα διµερές κράµα 

-cc 1BA , η πιθανότητα να έχουµε σε µια θέση άτοµο Α θα είναι c  ενώ άτοµο Β 

c−1 . Τέτοια κράµατα ονοµάζονται τυχαία κράµατα. 
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Αν αντικαταστήσουµε ένα άτοµο µε ένα άλλο διαφορετικό, αλλάζει και 

το δυναµικό στην περιοχή που έγινε η αντικατάσταση. Έτσι, π.χ. στο πρότυπο 

των ισχυρά δέσµιων ηλεκτρονίων, το ενδοπλεγµατικό στοιχείο της 

χαµιλτονιανής από 0ε  παίρνει καινούρια τιµή 0ε ′ . Επειδή η αλλαγή αυτή 

αφορά στα διαγώνια στοιχεία της χαµιλτονιανής, αναφέρεται ως διαγώνια 

αταξία. Βέβαια εκτός από τη διαγώνια αταξία, υπάρχει και η µη διαγώνια 

αταξία. Αυτή αναφέρεται στη µεταβολή του ολοκληρώµατος µεταπήδησης ijW , 

το οποίο εξαρτάται όχι µόνο από την απόσταση ανάµεσα στα πλεγµατικά 

σηµεία i  και j  αλλά και από το είδος των ατόµων που βρίσκονται στα i  και  

j  και στο περιβάλλον τους.  

 

2. Μελέτη µονοδιάστατου κράµατος 

Ας θεωρήσουµε για παράδειγµα ένα µονοδιάστατο διµερές τυχαίο 

κράµα -cc 1BA , του οποίου τα στοιχεία Α και Β έχουν µόνο µία ενεργειακή 

κατάσταση, στην αναπαράσταση των ισχυρά δέσµιων ηλεκτρονίων (όπως θα 

δούµε παρακάτω η µονοδιάσταση περίπτωση αποτελεί µια απαιτητική δοκιµή 

ελέγχου για τις προσεγγιστικές θεωρίες που έχουν αναπτυχθεί για άτακτα 

συστήµατα). Το κράµα αποτελείται συνολικά από N  άτοµα, ενώ λαµβάνουµε 

υπ’ όψη µόνο διαγώνια αταξία και αλληλεπίδραση πρώτων γειτόνων. 

Θεωρούµε επίσης ότι τα ολοκληρώµατα µεταπήδησης εξαρτώνται µόνο από 

την απόσταση ανάµεσα στα πλεγµατικά σηµεία i  και j και όχι από το είδος 

των ατόµων που βρίσκονται στα i  και j  ή στο περιβάλλον τους. Ο πίνακας 

της χαµιλτονιανής θα έχει τότε τριδιαγώνια µορφή 
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όπου iε  είναι Aε  ή Bε  µε πιθανότητες c  και c−1 , αντίστοιχα. Ο πιο άµεσος 

τρόπος λύσης του προβλήµατος είναι ο απευθείας υπολογισµός των ιδιοτιµών 

και ιδιοδιανυσµάτων του πίνακα της χαµιλτονιανής. Κάτι τέτοιο όµως εκτός 

από πρακτικά ανέφικτο (ο αριθµός N  είναι της τάξης του αριθµού του 

Avogadro), είναι και περιττό, αφού σε τέτοια συστήµατα χρειαζόµαστε 

λιγότερη πληροφορία από αυτή που προσφέρει η ακριβής γνώση των 

ιδιοτιµών. Εκείνο που µας ενδιαφέρει κυρίως είναι η πυκνότητα καταστάσεων, 

)(En , ή εναλλακτικά η ολοκληρωµένη πυκνότητα καταστάσεων, )(EN . Η 

εύρεση αυτών των ποσοτήτων µπορεί να γίνει στο συγκεκριµένο παράδειγµα 

µε αριθµητική µέθοδο που στηρίζεται στο παρακάτω θεώρηµα: 

Θεώρηµα απαρίθµησης αρνητικών ιδιοτιµών 

Έστω ένας πραγµατικός n -διάστατος πίνακας µε τριδιαγώνια µορφή, 
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όπου iA  συµµετρικός τετραγωνικός πίνακας διάστασης ii ll × , iB  πίνακας 

διάστασης ii ll ×−1 , iB~  ο ανάστροφος πίνακας του iB  και όλα τα υπόλοιπα 

στοιχεία του M  είναι µηδέν. Ορίζοντας τους πίνακες 111 IAU x−=  και 

iiiiii x BUBIAU 1
11

~ −
−−−−=  για mi ,3,2 …= , όπου iI  είναι ο µοναδιαίος πίνακας 

διάστασης ii ll ×  και  nlm

i i =∑ =1
, ο αριθµός των αρνητικών ιδιοτιµών, )(Mη  του 

πίνακα M  είναι  

,)()(
1
∑
=

=−
m

i
iηx UIMη     (3) 

όπου I  είναι ο µοναδιαίος πίνακας nn×  και x  είναι βαθµωτή παράµετρος.  
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Παρατηρούµε ότι ο πίνακας της χαµιλτονιανής (1) ικανοποιεί τις 

προϋποθέσεις του θεωρήµατος που διατυπώσαµε. Εφαρµόζοντας λοιπόν το 

θεώρηµα στην περίπτωση µας, ο αριθµός καταστάσεων µέχρι ενέργεια E  

ισούται µε τον αριθµό των ιδιοτιµών της χαµιλτονιανής µικρότερων της E , 

δηλαδή µε τον αριθµό των αρνητικών ιδιοτιµών του πίνακα IH E−  

 

( ) ( ) =)(
1
∑
=

=−=
N

i
ihEEN ηη IH αριθµός των αρνητικών ih ,  (4) 

όπου 

NihWEh iii ,,3,2,/ 1
2 …=−−= −ε    (5) 

και 

.11 Eh −= ε      (6) 

 

Με µια γεννήτρια τυχαίων αριθµών µπορούµε να καθορίσουµε την πιθανότητα 

να υπάρχει άτοµο Α ή Β σε ένα πλεγµατικό σηµείο ανάλογα µε τη 

συγκέντρωση κάθε είδους ατόµων στο κράµα. Απαριθµώντας τις αρνητικές 

ιδιοτιµές ih  του πίνακα της χαµιλτονιανής για διαφορετικές τιµές της 

µεταβλητής E  έχουµε τον αριθµό των καταστάσεων µέχρι ενέργεια E . Για µια 

συγκεκριµένη σειρά τυχαίων αριθµών έχουµε βέβαια κάθε φορά µια 

συγκεκριµένη διάταξη των ατόµων στο κράµα, και γι’ αυτό το λόγο πρέπει να 

υπολογίζουµε τον αριθµό των καταστάσεων για διαφορετικές κάθε φορά 

διατάξεις ατόµων (διαφορετικές σειρές τυχαίων αριθµών) και τελικά να 

λαµβάνουµε το µέσο όρο. Όπως όµως παρατηρούµε στην πράξη, ο αριθµός και 

η πυκνότητα καταστάσεων συγκλίνουν γρήγορα καθώς αυξάνεται ο αριθµός 

των πλεγµατικών σηµείων (αυτοεξαγόµενος µέσος όρος). 

Στο σχήµα 4, παρατηρούµε τη γρήγορη σύγκλιση που επιτυγχάνουµε µε 

τη µέθοδο αυτή: πρακτικά δεν υπάρχει διαφορά στην ολοκληρωµένη 

πυκνότητα καταστάσεων για 100 και 100000 πλεγµατικά σηµεία. Επίσης η 

ολοκληρωµένη πυκνότητα καταστάσεων παίρνει τη µέγιστη τιµή 1.0 στο πάνω 

άκρο της ζώνης. Παρατηρώντας τις καµπύλες της πυκνότητας καταστάσεων 
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(σχήµα 5), βλέπουµε κορυφές και χάσµατα, που είναι χαρακτηριστικά για 

µονοδιάστατα συστήµατα στην εικόνα των ισχυρά δέσµιων ηλεκτρονίων. 
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Σχήµα 4. Ολοκληρωµένη πυκνότητα καταστάσεων µονοδιάστατου κράµατος µε 

διαγώνια αταξία, για αλυσίδες 100 (διάστικτη γραµµή) και 100000 (συνεχής 

γραµµή) πλεγµατικών σηµείων. Τιµές παραµέτρων: 2BA =−= εε , 1=W , 5.0=c  
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Σχήµα 5. Πυκνότητα καταστάσεων για το κράµα του σχήµατος 1, για 1000 

πλεγµατικά σηµεία 
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Ενδιαφέρον επίσης παρουσιάζει η σύγκριση ανάµεσα στις πυκνότητες 

καταστάσεων για το άτακτο και το αντίστοιχο περιοδικό µονοδιάστατο κράµα.  

 
(α)

(β)

 
 

Σχήµα 6. Μονοδιάστατο διµερές κράµα (α): άτακτο, (β): περιοδικό 

 

Η πυκνότητα καταστάσεων ενός περιοδικού κράµατος στο πρότυπο των 

ισχυρά δέσµιων ηλεκτρονίων υπολογίζεται αναλυτικά, θεωρώντας ένα 

µονοδιάστατο πλέγµα Bravais µε βάση το µόριο ΑΒ. Η χαµιλτονιανή 

αντιστοιχεί σε αυτή της Εξ.(5.45), µόνο που τα διαγώνια στοιχεία είναι 

εναλλάξ Aε  ή Bε . Αν τα άτοµα Α και Β αντιστοιχούν στα µη εκφυλισµένα 

ατοµικά τροχιακά α  και β  µε 0=βα , τότε οι καταστάσεις Bloch, κατ’ 

αναλογία µε την Εξ.(5.46), για κάθε είδος ατόµων είναι 

 

,)exp(1

)exp(1

∑

∑

⋅=

⋅=

n
nn

n
n

a
na

i
N

ai
N

ββ
β

Rkk

Rkk
    (7) 

 

όπου βα
nn RR ,  τα διανύσµατα θέσης των ατόµων Α και Β, αντίστοιχα. Η ολική 

κυµατοσυνάρτηση Bloch θα είναι γραµµικός συνδυασµός των 

κυµατοσυναρτήσεων (7). Οι ιδιοτιµές της ενέργειας E  είναι λύση της 

 

( ) ,0det =− ββ aa ESH      (8) 
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όπου βaH  το στοιχείο πίνακα της χαµιλτονιανής και βaS  το ολοκλήρωµα 

επικάλυψης στην αναπαράσταση βάσης των 
β

kk ,
a

. Έχουµε δηλαδή 

 

[ ] ,ˆ)(exp1ˆ
,
∑ −⋅==

mn
mn

a
n

a
maaaa aHai

N
HH RRkkk   (9) 

όπου  

 

.ˆ
:,
∑∑ +=

NNji
mijn

i
minmn ajWiaaiiaaHa ε   (10) 

 

Το δεύτερο άθροισµα της Εξ.(10) είναι µηδέν διότι, αν το i  είναι άτοµο Α, 

τότε το j  είναι Β, οπότε 0=maj . Στο πρώτο άθροισµα, επιζούν εκείνοι οι 

όροι για τους οποίους το i  αντιστοιχεί σε άτοµο Α. Έτσι, από την Εξ.(9) 

έχουµε 2/Aε=aaH . Με όµοιο τρόπο βρίσκουµε ότι 2/Bεββ =H . Για τα µη 

διαγώνια στοιχεία της Εξ.(8) έχουµε 
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όπου 
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Το πρώτο άθροισµα είναι µηδέν, διότι αν π.χ. το i  είναι άτοµο Α, τότε 

0=mi β . Στο δεύτερο άθροισµα, αν το i  είναι Α, τότε το j  είναι Β, οπότε 

inn ia δ=  και jnnj δβ = . Αν το i  είναι άτοµο Β, τότε 0=ian . Έτσι 

επιζούν µόνο οι µισοί όροι από το δεύτερο άθροισµα, και η Εξ.(11) γράφεται 

 

,)cos( αβ kWH a =     (13) 
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όπου α  η απόσταση µεταξύ δύο ατόµων Α και Β. Με όµοιο τρόπο βρίσκουµε 

αββα HH = . Για τα ολοκληρώµατα αλληλοεπικάλυψης έχουµε 
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Σύµφωνα µε τα παραπάνω, η Εξ.(8) θα δώσει 
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όπου το – αντιστοιχεί στη δεσµική και το + στην αντιδεσµική ενεργειακή 

ζώνη. Αν λύσουµε την Εξ.(15) ως προς k  έχουµε 
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Ο αριθµός των επιτρεπτών καταστάσεων ανά άτοµο για µια µονοδιάσταση 

αλυσίδα (χωρίς να λάβουµε υπ’ όψη το σπιν) είναι 
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Η σύγκριση των δύο καµπυλών του σχήµατος 7 δείχνει την ποιοτική 

διαφορά στο φάσµα των καταστάσεων ανάµεσα σ’ ένα άτακτο και σ’ ένα 

περιοδικό σύστηµα. Όπως βλέπουµε, στο περιοδικό σύστηµα αναγνωρίζουµε 

εύκολα δύο υποζώνες, µία για κάθε είδος ατόµων Α και Β, οι οποίες 

χωρίζονται από ένα σχετικά µεγάλο χάσµα γύρω από το µηδέν. Στο άτακτο 

κράµα δεν είναι ξεκάθαρος ο διαχωρισµός σε δύο υποζώνες, ούτε έχει µεγάλη 

έκταση το χάσµα γύρω από το µηδέν. Η κύρια όµως διαφορά είναι τα απότοµα 

µέγιστα και ελάχιστα της πυκνότητας καταστάσεων που παρατηρούνται µόνο 

στο άτακτο σύστηµα. Κι αυτό γιατί οι µεταβολές αυτές είναι αποτέλεσµα της 

πληθώρας διαφορετικών διατάξεων των ατόµων σε ένα άτακτο σύστηµα, 

φαινόµενο το οποίο δεν παρατηρείται στο περιοδικό σύστηµα. 
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Σχήµα 7. Ολοκληρωµένη πυκνότητα καταστάσεων για άτακτο (διάστικτη) και 

περιοδικό (συνεχής καµπύλη) µονοδιάστατο δυαδικό κράµα. Οι τιµές των 

παραµέτρων: 2BA =−= εε , 1=W  και 5.0=c  

 

3. Αυτοενέργεια 

Η µελέτη των κραµάτων µε την αριθµητική προσοµοίωση, µας οδήγησε 

σε αρκετά χρήσιµα συµπεράσµατα σχετικά µε τη µορφολογία της 



 163

ηλεκτρονικής πυκνότητας καταστάσεων. Τα αποτελέσµατα αυτής της µεθόδου 

παίζουν το ρόλο πειραµατικών δεδοµένων και χρησιµεύουν ως βάση για 

σύγκριση. Όµως η αριθµητική µέθοδος δεν προχωρά στη µελέτη των 

µηχανισµών που κυριαρχούν στα άτακτα συστήµατα. Έτσι λοιπόν θα πρέπει να 

αναζητήσουµε απαντήσεις µέσω θεωρητικών χειρισµών, οι οποίοι θα 

προσεγγίζουν τις διεργασίες που λαµβάνουν χώρα σε τέτοια συστήµατα. 

∆υστυχώς όµως δεν υπάρχουν ακριβή µαθηµατικά θεωρήµατα τα οποία 

καθορίζουν την συµπεριφορά των άτακτων συστηµάτων, όπως π.χ. το 

θεώρηµα του Bloch στα περιοδικά συστήµατα,. Έτσι λοιπόν ο χειρισµός της 

αταξίας καθίσταται πολύπλοκος, και οι διάφορες µέθοδοι που έχουν προταθεί 

κατά καιρούς είναι κατά βάση προσεγγιστικές. Οι µέθοδοι αυτές βασίζονται 

στη θεωρία πολλαπλής σκέδασης, σύµφωνα µε την οποία η κίνηση ενός 

ηλεκτρονίου στον κρύσταλλο είναι αποτέλεσµα διαδοχικών σκεδάσεων από τα 

άτοµα που τον αποτελούν. Το βασικό µαθηµατικό εργαλείο στη θεωρία 

πολλαπλής σκέδασης είναι οι συναρτήσεις Green, µε τις οποίες εκφράζονται 

κατά άµεσο τρόπο παρατηρήσιµα µεγέθη του συστήµατός µας. Εδώ όµως 

παρουσιάζεται ένα πρόβληµα, γιατί η συνάρτηση Green του άτακτου 

συστήµατος εξαρτάται από τον τρόπο µε τον οποίο είναι διατεταγµένα τα 

άτοµα στον κρύσταλλο. Εποµένως δεν έχει νόηµα να µιλάµε για τη συνάρτηση 

Green µιας συγκεκριµένης διάταξης ατόµων, αλλά για µέση τιµή, <…>, ως 

προς όλες τις διατάξεις. 

Ας θεωρήσουµε ότι το σύστηµά µας προκύπτει µε µία διαταραχή V̂∆  

(όχι κατ’ ανάγκη µικρή) σ’ ένα περιοδικό σύστηµα αναφοράς που 

περιγράφεται από µια χαµιλτονιανή 0Ĥ  και στο οποίο αντιστοιχεί ένας 

τελεστής Green 0Ĝ . Στα πλαίσια του προτύπου των ισχυρά δέσµιων 

ηλεκτρονίων, η διαταραχή αφορά ένα συγκεκριµένο αριθµό ατόµων, και έχει 

τη µορφή της Εξ.(5.69). Ο τελεστής Green του άτακτου συστήµατος 

αντιστοιχεί σε χαµιλτονιανή Ĥ  και βάσει της Εξ.(5.31) θα είναι  

 
� � � � � � � � � � � � � �G G G VG G G VG G VG VG= + = + + +0 0 0 0 0 0 0 0∆ ∆ ∆ ∆ …   (18) 
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Είδαµε όµως ότι στα άτακτα συστήµατα έχει νόηµα να µιλάµε µόνο για µέσες 

τιµές των µεγεθών. Έτσι, αν θέσουµε µέσες τιµές στην παραπάνω σχέση, και 

γράψουµε τη συνάρτηση Green σε αναπαράσταση πλεγµατικής θέσης, έχουµε 
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όπου τα στοιχεία πίνακα 0
ijG  είναι ανεξάρτητα από τη διάταξη των ατόµων, και 

γι’ αυτό βγαίνουν έξω από τη µέση τιµή. Έτσι έχουµε να υπολογίσουµε µέσες 

τιµές της µορφής pmn VVV ∆∆∆ … . Ο υπολογισµός αυτός είναι αρκετά 

δύσκολος, γιατί θα πρέπει να λάβουµε υπόψη µας το ενδεχόµενο της 

σύµπτωσης δύο ή περισσοτέρων πλεγµατικών σηµείων. Για παράδειγµα, στην 

περίπτωση του γινοµένου δύο παραγόντων έχουµε  

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠∆=∆∆

=∆=∆
=∆∆

mnVVV

mnVV
VV

mn

n
mn

,

,
2

22

  (20) 

 

ενώ για όρους µεγαλύτερης τάξης ο αριθµός των δυνατών ενδεχοµένων 

πολλαπλασιάζεται.  

Αν επιχειρήσουµε να υπολογίσουµε τη σειρά (13) για µικρές διαταραχές 

του δυναµικού, βλέπουµε ότι η σειρά αποκλίνει. Ακόµη και αν αποκόψουµε 

όλους τους όρους µετά το δεύτερο, οι όροι που µένουν αποκλίνουν σε κρίσιµα 

σηµεία van Hove. Έτσι θα πρέπει να αθροίσουµε όλους τους όρους της σειράς 

µε κατάλληλη αποσυσχέτιση των όρων που βρίσκονται µέσα στις µέσες τιµές 

ώστε η σειρά να συγκλίνει. Εναλλακτικά το πρόβληµα έγκειται στον 

προσδιορισµό της αυτοενέργειας Σ̂  η οποία ορίζεται από τη σχέση  

 

.ˆˆˆˆˆ 00 GGGG Σ+=      (21) 
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Όπως είχαµε πει προηγούµενα το κυµατάνυσµα Bloch k  δεν είναι καλός 

κβαντικός αριθµός, µε αποτέλεσµα οι καταστάσεις Bloch που χαρακτηρίζονται 

από αυτό, να έχουν πεπερασµένο χρόνο ζωής, λόγω σκέδασης από το δυναµικό 

αταξίας. Το γεγονός αυτό συνδέεται µε την ύπαρξη µιγαδικής αυτοενέργειας. 

Αυτό µπορεί να φανεί ως εξής. Στον περιοδικό κρύσταλλο αναφοράς η 

συνάρτηση Green είναι διαγώνια στην αναπαράσταση ορµής 
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Η πυκνότητα καταστάσεων που αντιστοιχεί στην κατάσταση k  µπορεί να 

εξαχθεί άµεσα από την ταυτότητα του Dirac (5.7) 
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η οποία αντιστοιχεί σε ιδιοκατάσταση του συστήµατος µε άπειρο χρόνο ζωής. 

Για ένα άτακτο σύστηµα η Εξ.(21) µας δίνει  
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Αποδεικνύεται ότι  

( ) 0Im    ;  0;Im ><Σ zz γιαk     (25) 

 

και εποµένως η πυκνότητα καταστάσεων είναι θετική. Από την Εξ.(24) 

παρατηρούµε ότι η πυκνότητα καταστάσεων για την κατάσταση k  έχει 

λορεντζιανή µορφή µε ηµιεύρος ΣIm . ∆ηλαδή η κατάσταση αυτή θα έχει 
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πεπερασµένο χρόνο ζωής Σ≈ Im/=τ . Το πραγµατικό µέρος της αυτοενέργειας 

απλώς µετατοπίζει το κέντρο της λορεντζιανής. 

Οι ιδιοκαταστάσεις της χαµιλτονιανής του συστήµατος βρίσκονται 

στους πόλους της συνάρτησης Green. Έχουµε δηλαδή 

 

0);( =Σ−− EEE kk   .Im/ Σ≈ =τ   (26) 

 

Επειδή η αυτοενέργεια είναι γενικά µιγαδική ποσότητα, η λύση της Εξ.(26) θα 

πρέπει να αναζητηθεί στο µιγαδικό επίπεδο των κυµατανυσµάτων k . Το 

αντίστροφο µιγαδικό µέρος µιας λύσης της εξίσωσης αυτής µας δίνει ένα 

µέτρο της µέσης ελεύθερης διαδροµής που διανύει ένα ηλεκτρόνιο ενέργειας 

E  µέχρι να σκεδαστεί σε κατάσταση διαφορετικού κυµατανύσµατος.  

 

4. Προσέγγιση ισοδύναµου κρυστάλλου 

Η απλούστερη προσέγγιση για να υπολογίσει κάποιος την πυκνότητα 

καταστάσεων σε ένα άτακτο κράµα είναι να το εξοµοιώσει µε έναν περιοδικό 

κρύσταλλο του οποίου τα άτοµα έχουν το ίδιο δυναµικό, ίσο µε το σταθµικό 

µέσο του δυναµικού των ατόµων που αποτελούν το κράµα. Αν δηλαδή σε 

διµερές κράµα -cc 1BA , BA , VV  είναι τα δυναµικά των ατόµων Α και Β, τότε  

 

.ˆ)1(ˆˆ
BA VCVCV −+=     (27) 

 

Η προσέγγιση αυτή λέγεται προσέγγιση ισοδύναµου κρυστάλλου (VCA: 

Virtual Crystal Approximation). Η πυκνότητα καταστάσεων µπορεί να 

υπολογιστεί από την εξίσωση Schrödinger ή, ισοδύναµα, µέσω της 

συνάρτησης Green. Θεωρώντας ότι η διαταραχή είναι µικρή, και αγνοούµε το 

ενδεχόµενο σύµπτωσης δύο ή περισσοτέρων πλεγµατικών σηµείων 

 

.njinji VVVVVV "" ≅    (28) 
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Έτσι η µέση τιµή του τελεστή Green υπολογίζεται από το ανάπτυγµα (19) 

 

[ ] [ ] .ˆˆ)(ˆˆ1)(ˆ)(ˆ 1
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∆ηλαδή ο µέσος τελεστής Green δεν είναι τίποτε άλλο από τον τελεστή Green 

του ελεύθερου χώρου, µετατοπισµένος κατά V̂ . Η αυτοενέργεια θα είναι  

 

V̂ˆ
VCA =Σ      (30) 

 

και είναι πραγµατική, ανεξάρτητη της ενέργειας και του κυµατανύσµατος k . 

∆ηλαδή, στην προσέγγιση ισοδύναµου κρυστάλλου οι καταστάσεις που 

χαρακτηρίζονται από το k  έχουν άπειρο χρόνο ζωής και δε σκεδάζονται λόγω 

της αταξίας. 
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Σχήµα 8. Πυκνότητα καταστάσεων διµερούς κράµατος υπολογισµένη 

αριθµητικά (ιστόγραµµα) και σύµφωνα µε την προσέγγιση ισοδύναµου 

κρυστάλλου (συνεχής καµπύλη). Τιµές παραµέτρων: 2BA =−= εε , 1=W  και 

5.0=c , οπότε στην προσέγγιση του ισοδύναµου κρυστάλλου 0=ε  και 1=W  
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Όπως βλέπουµε από το σχήµα 8, η πυκνότητα καταστάσεων που 

υπολογίζεται από την προσέγγιση ισοδύναµου κρυστάλλου, δεν αναπαράγει το 

ενεργειακό χάσµα ανάµεσα στις δύο υποζώνες των ατόµων Α και Β. Πέρα από 

αυτά όµως, είναι φανερό ότι η πυκνότητα καταστάσεων που υπολογίζεται µε 

την προσέγγιση αυτή, είναι και ποιοτικά διαφορετική από την πραγµατική 

πυκνότητα καταστάσεων του κράµατος. Παρόλα αυτά η προσέγγιση 

ισοδύναµου κρυστάλλου δίνει σχετικά καλά αποτελέσµατα για κράµατα όπου 

η σκέδαση είναι ασθενής, στα οποία η κυµατοσυνάρτηση εκτείνεται σε 

απόσταση πολλών πλεγµατικών σταθερών και κάθε ηλεκτρόνιο βλέπει παντού 

σχεδόν το ίδιο µέσο δυναµικό, π.χ. στους ηµιαγωγούς (GaAl)As και (ZnCd)Se. 

Αυτό συµβαίνει σε περιπτώσεις όπου τα δυναµικά των ατόµων που αποτελούν 

το κράµα είναι σχεδόν τα ίδια, και στο όριο όπου ένα από τα συστατικά του 

κράµατος βρίσκεται σε πολύ µικρή συγκέντρωση ( 0≅c ).  

 

5. Προσέγγιση µέσου πίνακα µετάβασης 

Όπως είδαµε, η προσέγγιση ισοδύναµου κρυστάλλου, οδήγησε σε εσφαλµένα 

συµπεράσµατα. Στην προσέγγιση αυτή αγνοήσαµε πλήρως το ενδεχόµενο να 

σκεδαστεί ένα ηλεκτρόνιο παραπάνω από µια φορά από το ίδιο άτοµο του 

κράµατος. Στην προσέγγιση µέσου πίνακα µετάβασης (ATA: Average t-matrix 

Approximation) θα εστιάσουµε τη προσοχή µας στη σκέδαση από το ίδιο 

άτοµο και θα αγνοήσουµε τις διαπλεγµατικές σκεδάσεις. Από τον ορισµό του 

πίνακα σκέδασης έχουµε 

 

.ˆˆˆˆˆ 0TGVVT ∆+∆=     (31) 

 

Η παραπάνω σχέση µπορεί να γραφεί ως µια επαναληπτική διαδικασία 

σκέδασης 

 

.ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 000 "+∆∆∆+∆∆+∆= VGVGVVGVVT    (32) 
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Σηµειώνουµε ότι γνώση του πίνακα σκέδασης T̂  συνεπάγεται και γνώση της 

συνάρτησης Green Ĝ  από την εξίσωση Dyson (5.31). Αν θεωρήσουµε ότι η 

σκέδαση λαµβάνει χώρα στις πλεγµατικές θέσεις όπου έχει διαταραχθεί το 

δυναµικό (π.χ. ως προς τη µέση τιµή), τα στοιχεία πίνακα του T̂  θα είναι  

 

.000 "+∆∆∆+∆∆+∆= ∑
k

jkjkikijijiijiij VGVGVVGVVT δ   (33) 

 

Τα αθροίσµατα που υπεισέρχονται στην Εξ.(33) είναι δύσκολο να 

υπολογιστούν απευθείας, διότι κανείς θα πρέπει να λάβει υπόψη του όλες τις 

πιθανές διατάξεις των ατόµων του κράµατος (της τάξης του αριθµού του 

Avogadro) και το ενδεχόµενο σύµπτωσης δύο ή περισσοτέρων πλεγµατικών 

θέσεων.  

Ας θεωρήσουµε τώρα το διαγώνιο στοιχείο του πίνακα σκέδασης, που 

λαµβάνουµε από την Εξ.(33) βάζοντας δυναµικό σκέδασης µόνο στη θέση i   

 

"+∆∆∆+∆∆+∆== iiiiiiiiiiiiiij VGVGVVGVVtT 000    (34) 

 

το οποίο περιέχει όρους που αντιστοιχούν σε διαδοχικές σκεδάσεις από το ίδιο 

πλεγµατικό σηµείο. Αν υποθέσουµε ότι ο παράγοντας iii VG ∆0  είναι µικρότερος 

της µονάδας, τότε το ανάπτυγµα της Εξ.(34) είναι φθίνουσα γεωµετρική 

πρόοδος 

 

( ) iiiii VGVt ∆∆−=
−101      (35) 

 

και η Εξ.(31) γράφεται  
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Γράφοντας την τελευταία σχέση σε επαναληπτική µορφή, έχουµε 

 

.0 "++= ∑
≠ik
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Με βάση τις Εξ.(37), (5.31), η συνάρτηση Green γράφεται 
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Ορίζουµε τα διαπλεγµατικά και ενδοπλεγµατικά στοιχεία πίνακα του 

αδιατάρακτου τελεστή Green  
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οπότε η Εξ.(37) γράφεται 
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Με αυτό τον τρόπο µπορούµε να αποφύγουµε τα υπό συνθήκη αθροίσµατα της 

Εξ.(38) και να έχουµε  
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Ο πίνακας t  έχει ιδιοτιµές, οι οποίες για κάθε πλεγµατικό σηµείο συνιστούν εν 

γένει µια τυχαία µεταβλητή λόγω της αταξίας του συστήµατός µας. Με άλλα 

λόγια, το στοιχείο πίνακα ijG  εξαρτάται από τη συγκεκριµένη διάταξη των 

ατόµων του κράµατος. Γι’ αυτό το λόγο θα πρέπει να λάβουµε µέσες τιµές 

στην Εξ.(41). Εδώ όµως συναντάµε το πρόβληµα της αποσυσχέτισης που 

συναντήσαµε και προηγουµένως. Αν αγνοήσουµε τις συσχετίσεις όπως και 

πριν έχουµε 

  

.pmnpmn tttttt "" ≅     (42) 

 

Όµως σε αντίθεση µε την προσέγγιση ισοδύναµου κρυστάλλου, οι συσχετίσεις 

τις οποίες αγνοούµε τώρα έχουν µικρότερο βάρος, διότι τα αθροίσµατα της 

Εξ.(41) είναι υπό συνθήκη. Μάλιστα, επειδή mnmnmn tttt =
≠

 η προσέγγιση 

αυτή επιδρά σε όρους τρίτης και ανώτερης τάξης. Από φυσικής πλευράς, η 

διαφορά ανάµεσα στην αποσυσχέτιση που εφαρµόζεται στην προσέγγιση 

ισοδύναµου κρυστάλλου και στην προσέγγιση µέσου πίνακα t  είναι η εξής: 

στην πρώτη περίπτωση αγνοήσαµε τελείως το ενδεχόµενο να ξανασκεδαστεί 

το ηλεκτρόνιο από άτοµο που σκεδαστεί ήδη µια φορά. Αντίθετα στη δεύτερη 

περίπτωση, αποσυσχετίζοντας µέσες τιµές του πίνακα t , λαµβάνουµε υπ’ όψη 

µας όλες τις περιπτώσεις διαδοχικών σκεδάσεων από το ίδιο άτοµο. 

Εφαρµόζοντας λοιπόν την προσέγγιση της Εξ.(42) έχουµε  
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Συγκρίνοντας τη σχέση αυτή µε τον ορισµό της αυτοενέργειας, Εξ.(21), έχουµε 
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Επειδή η αυτοενέργεια είναι συνάρτηση του ενδοπλεγµατικού τελεστή Green 

και του �t -εν γένει µιγαδικά-, θα είναι επίσης µιγαδική ποσότητα και θα 

εξαρτάται από την ενέργεια. Για να υπολογίσουµε την αυτοενέργεια και 

συνεπώς τη συνάρτηση Green του κράµατος, αρκεί να προσδιορίσουµε τον 

�t . Στα πλαίσια της προσέγγισης  µέσου πίνακα µετάβασης, ως �t  παίρνουµε 

το σταθµικό µέσο των αντίστοιχων πινάκων t  των ατόµων του άτακτου 

συστήµατος. Έτσι ουσιαστικά εξοµοιώνουµε το άτακτο σύστηµα µε έναν 

αντίστοιχο κρύσταλλο πανοµοιότυπων σκεδαστών, που ο καθένας 

χαρακτηρίζεται από αυτόν τον �t . 

Θεωρούµε ένα µονοδιάστατο διµερές κράµα -cc 1BA  στα πλαίσια της 

µεθόδου των ισχυρά δέσµιων ηλεκτρονίων, µε τιµές παραµέτρων 2BA =−= εε , 

1=W  και 5.0=c . Παίρνουµε ως αναφορά το µέσο δυναµικό από την 

προσέγγιση ισοδύναµου κρυστάλλου, οπότε ο µέσος πίνακας σκέδασης  

 

( ) BA 1 tcctt −+=     (45) 

 

θα δίνεται από την Εξ.(35) 
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µε ( ) BA 1 εεε cc −+= , όπου 0
00Q  το ενδοπλεγµατικό σηµείο της συνάρτησης 

Green του ισοδύναµου κρυστάλλου, το οποίο δίνεται από την Εξ.(5.57). Η 

προσέγγιση µέσου πίνακα t  µπορεί να θεωρηθεί ότι µας παρέχει τον επόµενο 

όρο στην έκφραση της αυτοενέργειας, πέραν της προσέγγισης ισοδύναµου 

κρυστάλλου. Από την Εξ.(44) 
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οπότε η συνολική αυτοενέργεια γράφεται 
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ενώ η συνάρτηση Green δίνεται από τη σχέση 

 

.))((ˆ)(ˆ 0 EEGEG Σ−=    (49) 

 

Για να υπολογίσουµε την πυκνότητα καταστάσεων χρειαζόµαστε την 

ενδοπλεγµατική συνάρτηση Green  

 

( )

( )

.
2  κ και2   ,   

4

1

22              ,   
4

22

22

00

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+Σ>−Σ<
−Σ−

+Σ<<−Σ
Σ−−

=
WEWE

WE

WEW
EW

i

G

∓

 (50) 

 

Από το σχήµα 9 βλέπουµε ότι η πυκνότητα καταστάσεων που 

υπολογίστηκε µέσω της προσέγγισης µέσου πίνακα t , δεν αναπαράγει το 

ενεργειακό χάσµα  γύρω από το µηδέν. Επίσης µπορούµε να παρατηρήσουµε 

ότι η προσεγγιστική πυκνότητα καταστάσεων έχει στενότερο φάσµα ιδιοτιµών 
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ενέργειας, σε σχέση µε την ακριβή πυκνότητα καταστάσεων. Σε σχέση µε τα 

αποτελέσµατα που λάβαµε µε τη µέθοδο ισοδύναµου κρυστάλλου, η 

πυκνότητα καταστάσεων της προσέγγισης µέσου πίνακα t  φαίνεται να 

αναπαράγει ακριβέστερα την πυκνότητα καταστάσεων που λάβαµε 

αριθµητικά. Παρόλα αυτά αποτυγχάνει να αναπαράγει τη λεπτοµερή δοµή της. 
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Σχήµα 9. Ακριβής πυκνότητα καταστάσεων (ιστόγραµµα) και πυκνότητα 

καταστάσεων υπολογισµένη σύµφωνα µε την προσέγγιση του µέσου πίνακα t . 

Τιµές παραµέτρων: 2BA =−= εε , 1=W  και 5.0=c  

 

6. Προσέγγιση σύµφωνου δυναµικού  

Η βάση των προσεγγιστικών µεθόδων για άτακτα κράµατα συνίσταται στην 

εξοµοίωση του άτακτου συστήµατος µε ένα περιοδικό µέσο, έτσι ώστε να 

ανακτήσουµε την χαµένη συµµετρία µεταφοράς. Η προσοχή µας εστιάζεται σε 

ένα συγκεκριµένο πλεγµατικό σηµείο, το περιβάλλον του οποίου 

αντικαθίσταται µε ένα µέσο το οποίο διατηρεί τη συµµετρία µεταφοράς. Η 

επιλογή του τρόπου µε τον οποίο καθορίζουµε κάθε φορά το µέσο αυτό, είναι 

εκείνη που µας δίνει το βαθµό επιτυχίας κάθε µεθόδου, στο να προσεγγίσει µε 

τον καλύτερο τρόπο την πραγµατικότητα. Στην προσέγγιση ισοδύναµου 

κρυστάλλου και σε αυτήν του µέσου πίνακα t , η επιλογή του µέσου έγινε 
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περισσότερο µε διαισθητικά κριτήρια. Στην προσέγγιση σύµφωνου δυναµικού 

ο καθορισµός του περιοδικού κρυστάλλου γίνεται αυτοσυνεπώς. Αν 

θεωρήσουµε ένα άτοµο το οποίο εµφυτεύεται σε ένα ενεργό µέσο, τότε οι 

µέσες τιµές των φυσικών ποσοτήτων που σχετίζονται µε το συγκεκριµένο 

άτοµο θα πρέπει κατά κάποιον τρόπο να ταυτίζονται µε εκείνες του ενεργού 

µέσου. Επειδή όµως έχουµε υποθέσει ότι το µέσο αυτό διατηρεί τη συµµετρία 

µεταφοράς, δε θα σκεδάζει ένα κύµα που προσπίπτει σε αυτό. Εποµένως και το 

εµφυτευµένο άτοµο δε θα πρέπει να σκεδάζει κατά µέσο όρο 

  

.0ˆ =t      (51) 

 

Παίρνοντας τη µέση τιµή της συνάρτησης Green από την Εξ.(38), έχουµε 
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∆ηλαδή η προσέγγιση που κάναµε επιδρά ουσιαστικά σε όρους τέταρτης και 

ανώτερης τάξης ως προς t . Πράγµατι λόγω της Εξ.(51) 
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Ο πρώτος µη µηδενικός όρος είναι της µορφής 

 

.0
,,

≠
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Θεωρούµε ένα διµερές κράµα -cc 1BA  στην προσέγγιση των ισχυρά δέσµιων 

ηλεκτρονίων, όπως και πριν. Έστω ε  το ενδοπλεγµατικό στοιχείο του πίνακα 

της χαµιλτονιανής του ενεργού µέσου το οποίο θέλουµε να προσδιορίσουµε 

και Ĝ  η συνάρτηση Green που αντιστοιχεί σε αυτό. Η συνθήκη (51) µέσω της 

Εξ.(46) γράφεται 
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Στη γενική περίπτωση η Εξ.(55) είναι µια µη αλγεβρική εξίσωση, διότι η 

συνάρτηση Green 0
00Q  δεν είναι πάντοτε αναλυτική. Επειδή η Εξ.(51) 

επιβάλλει µια συνθήκη αυτοσυνέπειας που πρέπει να ικανοποιεί το ε , 

µπορούµε να επιλύσουµε την Εξ.(55) µε επαναληπτική µέθοδο, γράφοντάς την 

κατάλληλα 

 

( ) ( ) ( ) .1 B
0
00BA εεεεεεε −−−−+= Qcc A    (56) 

 

Έχοντας δεδοµένη µια αρχική προσέγγιση για το ε  (π.χ. από την προσέγγιση 

ισοδύναµου κρυστάλλου), την αντικαθιστούµε στο δεξί µέλος της Εξ.(56), 

οπότε παίρνουµε µια καινούργια τιµή για το ε . Κατόπιν αντικαθιστούµε τη 

νέα τιµή1 ξανά στο δεύτερο µέλος, οπότε παίρνουµε µια καινούρια τιµή κ.ο.κ. 

Η διαδικασία αυτή επαναλαµβάνεται ώσπου να επιτύχουµε σύγκλιση των 

αποτελεσµάτων. Στο πρότυπο των ισχυρά δέσµιων ηλεκτρονίων, και για τη 

µονοδιάστατη περίπτωση, η συνάρτηση Green είναι αναλυτική και δίνεται από 

την Εξ.(50). Αντικαθιστώντας την Εξ.(50) στην Εξ.(56) προκύπτει µια 

αλγεβρική εξίσωση, η οποία µπορεί να λυθεί εύκολα µε αριθµητική µέθοδο 

εύρεσης ριζών.  

Στο σχήµα 10 απεικονίζεται η πυκνότητα καταστάσεων για ένα 

µονοδιάστατο κράµα -cc 1BA , για το οποίο η συνάρτηση Green του ενεργού 

µέσου υπολογίζεται από το πρότυπο των ισχυρά δέσµιων ηλεκτρονίων. 

Παρατηρούµε ότι η ενεργειακή ζώνη που προκύπτει στην προσέγγιση 

σύµφωνου δυναµικού, χωρίζεται σε δύο υποζώνες. Η µία σχετίζεται µε τα 

άτοµα Α και έχει κέντρο κοντά στο 2A =ε , ενώ η άλλη µε  τα άτοµα Β και έχει 
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κέντρο κοντά στο 2B −=ε . Στην περίπτωσή µας κάθε ενεργειακή ζώνη 

περιέχει ακριβώς το µισό των συνολικών καταστάσεων του κράµατος. Οι δύο 

ζώνες χωρίζονται µεταξύ τους µε ένα χάσµα γύρω από το µηδέν. Αυτά τα 

χαρακτηριστικά δεν προκύπτουν από τις άλλες προσεγγιστικές µεθόδους που 

εξετάσαµε, πράγµα που δείχνει ότι η προσέγγιση σύµφωνου δυναµικού 

συµφωνεί καλύτερα µε τα αποτελέσµατα που λάβαµε µε την αριθµητική 

µέθοδο.  

 

0.0 2.0 4.0-2.0-4.0
E

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

n(
E)

 
Σχήµα 10. Ακριβής πυκνότητα καταστάσεων (ιστόγραµµα) και πυκνότητα 

καταστάσεων στην προσέγγιση σύµφωνου δυναµικού (καµπύλη). Τιµές 

παραµέτρων: 2BA =−= εε , 1=W  και 5.0=c  

 

Όµως η προσέγγιση σύµφωνου δυναµικού δεν αναπαράγει τη 

λεπτοµερή δοµή της πυκνότητας καταστάσεων του κράµατος. Κι αυτό διότι 

είναι προσέγγιση ενός πλεγµατικού σηµείου και δε λαµβάνει υπ’ όψη 

                                                                                                                                  
1 Αντί για απευθείας αντικατάσταση της νέας τιµής στο δεξί µέλος, µπορούµε να πάρουµε ένα 
γραµµικό συνδυασµό της νέας µε την προηγούµενη τιµή (σχήµα µίξης) ώστε να επιτύχουµε βέλτιστη 
σύγκλιση.  
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συσσωµατώµατα που σχηµατίζονται σε ένα κράµα. Έτσι λοιπόν δε χειρίζεται 

σωστά τις πολλαπλές σκεδάσεις που υφίσταται ένα ηλεκτρόνιο όταν παγιδευτεί 

σε ένα συσσωµάτωµα για µεγάλο χρονικό διάστηµα. Στην περίπτωση αυτή, 

έχουµε τη δηµιουργία εντοπισµένων καταστάσεων, οι οποίες είναι υπεύθυνες 

για τη δοµή που εµφανίζεται στην αριθµητικά υπολογισµένη πυκνότητα 

καταστάσεων. Έτσι σε περιπτώσεις συντονισµού έχουµε κορυφές σε 

συγκεκριµένες ενέργειες. Αν θελήσουµε να συµπεριλάβουµε στη µελέτη µας 

και το ενδεχόµενο σχηµατισµού συσσωµατωµάτων, θα πρέπει να εξετάσουµε 

και φαινόµενα που προκύπτουν από αυτό: όλες οι δυνατές διατάξεις του 

κράµατος παύουν να είναι µεταξύ τους ισοπίθανες, σε κάθε πλεγµατικό σηµείο 

θα αντιστοιχούν περισσότερες από µία καταστάσεις (αντίστοιχα περισσότερες 

από µία ενεργειακές ζώνες), η διαταραχή από την περιοδικότητα θα 

συµπεριλαµβάνει και µη διαγώνια αταξία κλπ. Ένας τρόπος να χειριστούµε το 

πρόβληµα αυτό, είναι να γενικεύσουµε τη προσέγγιση σύµφωνου δυναµικού 

για την περίπτωση που έχουµε συσσωµατώµατα. Έτσι χωρίζουµε το κράµα σε 

συσσωµατώµατα συγκεκριµένου µεγέθους, και θεωρούµε καθένα από αυτά ως 

ένα κέντρο σκέδασης. Σε κάθε συσσωµάτωµα θα αντιστοιχούν περισσότερες 

από µία καταστάσεις, και εποµένως ενεργειακές ζώνες.  

Ξαναγυρίζοντας στην προσέγγιση σύµφωνου δυναµικού για ένα 

πλεγµατικό σηµείο, θα πρέπει να τονίσουµε ότι τα αποτελέσµατα που 

προκύπτουν για τρισδιάστατα συστήµατα είναι πολύ καλύτερα από αυτά που 

προκύπτουν για µονοδιάστατα. Κι αυτό γιατί στην πρώτη περίπτωση η 

πιθανότητα να σχηµατιστεί ένα συσσωµάτωµα π.χ. πρώτων γειτόνων, είναι 

πολύ µικρότερη από την αντίστοιχη πιθανότητα στη δεύτερη περίπτωση. Για 

παράδειγµα, αν )1( <pp  είναι η πιθανότητα για ένα πλεγµατικό σηµείο να έχει 

ως πρώτο γείτονα ένα ίδιο άτοµο, τότε η πιθανότητα σχηµατισµού ενός 

συσσωµατώµατος σε ένα µονοδιάστατο κράµα είναι 2p , ενώ για ένα 

τρισδιάστατο κράµα, το οποίο αντιστοιχεί γεωµετρικά στο απλό κυβικό, είναι 
6p . ∆ηλαδή η επιτυχία της προσέγγισης σύµφωνου δυναµικού εξαρτάται από 

τον αριθµό σύνταξης ενός πλεγµατικού σηµείου του συστήµατός µας. 
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7. Εντοπισµός λόγω αταξίας 

Θεωρούµε έναν κρύσταλλο µε µια ενεργειακή ζώνη s, εύρους W , στα πλαίσια 

του προτύπου των ισχυρά δέσµιων ηλεκτρονίων. Εισάγουµε αταξία στο 

σύστηµα µεταβάλλοντας το δυναµικό κάθε ατόµου κατά µια ποσότητα που 

παίρνει τυχαίες τιµές στο διάστηµα )2/,2/( 00 VV− . Ένας απευθείας 

υπολογισµός των ηλεκτρονιακών καταστάσεων σ’ αυτό το τυχαίο δυναµικό 

δεν είναι δυνατός, όµως ο Anderson έδειξε µε έµεσο τρόπο ότι: 

(α) Η ζώνη των ηλεκτρονιακών καταστάσεων στο άτακτο σύστηµα εκτείνεται 

σε µεγαλύτερο ενεργειακό εύρος απ’ ότι στον περιοδικό κρύσταλλο. 

(β) Όταν ο βαθµός της αταξίας WV /0  υπερβεί µια κρίσιµη τιµή κρ0 )/( WV , όλες 

οι καταστάσεις της ζώνης είναι εντοπισµένες, δηλαδή περιγράφονται από 

κυµατοσυναρτήσεις της µορφής 

 

∑ −−=Ψ
n

nnCr )()/exp()( Rrr φλ ,   (57) 

όπου r  είναι η απόσταση του r  από κάποια πλεγµατική θέση (διαφορετική για 

τις διάφορες κυµατοσυναρτήσεις) και nC  συντελεστές που µεταβάλλονται λίγο 

πολύ τυχαία. Η σταθερά λ , γνωστή ως µήκος εντοπισµού, προσδιορίζει τη 

χωρική έκταση της κυµατοσυνάρτησης και εξαρτάται από την ενέργεια. Τα 

παραπάνω αποδεικνύονται για µια ζώνη s, ισχύουν όµως και γενικότερα. 

 Η έννοια µιας διακριτής εντοπισµένης κατάστασης είναι γνωστή και 

από τις προσµίξεις σε ηµιαγωγούς, όµως εδώ το αξιοσηµείωτο είναι ότι µπορεί 

κανείς να έχει ένα συνεχές φάσµα εντοπισµένων καταστάσεων σε µια ζώνη.  

Όταν ο βαθµός αταξίας γίνει λίγο µικρότερος από την κρίσιµη τιµή, οι 

καταστάσεις περί το κέντρο της ζώνης απεντοπίζονται: περιγράφονται από 

κυµατοσυναρτήσεις της µορφής (57) αλλά το µήκος εντοπισµού τείνει στο 

άπειρο. Μικραίνοντας ακόµη το βαθµό αταξίας παίρνουµε µια κατανοµή 

εντοπισµένων και απεντοπισµένων καταστάσεων που φαίνεται στο σχήµα 11. 

Οι καταστάσεις κοντά στις ακµές της ζώνης (σκιασµένες περιοχές) όπου η 

πυκνότητα καταστάσεων είναι µικρότερη είναι εντοπισµένες, ενώ αυτές κοντά 
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στο κέντρο της ζώνης όπου η πυκνότητα καταστάσεων είναι µεγαλύτερη είναι 

εκτεταµένες. Αξίζει να σηµειωθεί ότι εν γένει δεν µπορούν να συνυπάρχουν 

εντοπισµένες και εκτεταµένες καταστάσεις στην ίδια ενέργεια διότι, αν 

συνέβαινε κάτι τέτοιο, µια µικρή αλλαγή του τυχαίου δυναµικού θα οδηγούσε 

σε σύζευξη των δύο ειδών καταστάσεων και έτσι θα είχαµε µόνο 

απεντοπισµένες καταστάσεις. Η περιοχή των εκτεταµένων καταστάσεων 

οριοθετείται σαφώς από αυτές των εντοπισµένων καταστάσεων. Επειδή µόνο 

εκτεταµένες καταστάσεις συνεισφέρουν στην αγωγιµότητα συνεχούς ρεύµατος 

στο απόλυτο µηδέν, τα παραπάνω όρια ονοµάζονται ακµές ευκινησίας. Το 

µήκος εντοπισµού στην περιοχή των εντοπισµένων καταστάσεων κοντά σε µια 

ακµή ευκινησίας, cE , µεταβάλλεται σύµφωνα µε έναν κρίσιµο εκθέτη ν : 

νλ −−∝ cEEF . Για πολλά διαφορετικά τρισδιάστατα συστήµατα 5.1≅ν . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 11. Σχηµατική παράσταση της πυκνότητας καταστάσεων σε άτακτο υλικό 

για βαθµό αταξίας µικρότερο από την κρίσιµη τιµή 

 

Φαινόµενα σαν αυτά που περιγράψαµε παρατηρούνται για παράδειγµα 

σε ζώνες καταστάσεων δοτών ή αποδεκτών στο χάσµα ηµιαγωγών. Στην 

περίπτωση αυτή, αν η ενέργεια Fermi βρίσκεται στην περιοχή των 

εντοπισµένων καταστάσεων, δεν έχουµε αγωγιµότητα. Αν η ενέργεια Fermi 

διασχίσει µια ακµή ευκινησίας, cE , η αγωγιµότητα αυξάνεται ν
cEEF −∝ . 

Ec2 Ec1 E 

n(Ε) 
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8. Αγωγιµότητα µε θερµική µεταπήδηση 

Μια ενδιαφέρουσα πλευρά των φαινοµένων µεταφοράς σε άµορφα υλικά 

σχετίζεται µε την εµφάνιση πεπερασµένης αγωγιµότητας συνεχούς ρεύµατος 

σε µη µηδενικές αλλά ωστόσο χαµηλές θερµοκρασίες. Τα υλικά στα οποία 

αναφερόµαστε έχουν µηδενική αγωγιµότητα σε 0=T Κ, µολονότι 0)( ≠FEn , 

διότι οι καταστάσεις γύρω από την ενέργεια Fermi είναι εντοπισµένες λόγω 

αταξίας. Ας θεωρήσουµε ένα άµορφο υλικό όπου η ενέργεια Fermi βρίσκεται 

κάτω από την ακµή ευκινησίας µιας ζώνης, έτσι ώστε όλες οι καταστάσεις στη 

γειτονική ενεργειακή περιοχή να είναι εντοπισµένες και η αγωγιµότητα να 

µηδενίζεται σε 0=T Κ. Όταν η θερµοκρασία ανεβαίνει πάνω από το µηδέν, η 

µεταφορά ηλεκτρονίων καθίσταται δυνατή µέσω θερµικών µεταπηδήσεων των 

ηλεκτρονίων ανάµεσα σε εντοπισµένες καταστάσεις των οποίων οι 

κυµατοσυναρτήσεις αλληλεπικαλύπτονται και οι ενεργειακές τους στάθµες δε 

διαφέρουν πολύ από TkB . O ρυθµός αυτής της µεταφοράς προσδιορίζεται από 

διαδικασίες κατά τις οποίες ένα ηλεκτρόνιο µεταπηδά από µια κατειληµµένη 

εντοπισµένη κατάσταση ενέργειας χαµηλότερης από FE , σε µια άδεια 

εντοπισµένη κατάσταση ενέργειας πάνω από FE . Εποµένως, ο αριθµός 

ηλεκτρονίων που µπορούν να συνεισφέρουν στην αγωγιµότητα είναι περίπου 

ίσος µε TkEn BF )(2 . 

 Έστω δύο καταστάσεις ji EE ,  εντοπισµένες περί τα κέντρα ji RR , , 

αντίστοιχα. Η ενέργεια που απαιτείται για τη µεταπήδηση ενός ηλεκτρονίου 

από το ένα κέντρο στο άλλο µπορεί να προσφέρεται από, ή να διατίθεται σε, 

πλεγµατικούς ταλαντωτές µε φωνόνια ενέργειας ji EE −≅ω= . Από την άλλη 

µεριά, η µεταπήδηση του ηλεκτρονίου γίνεται µε φαινόµενο σήραγγας και 

εποµένως προσδιορίζεται από το τετράγωνο του µέτρου του ολοκληρώµατος 

αλληλοεπικάλυψης των αντιστοίχων κυµατοσυναρτήσεων µεταξύ των κέντρων 

των εντοπισµένων καταστάσεων. Συνδυάζοντας τους δυο παραπάνω 

παράγοντες, η πιθανότητα ανά µονάδα χρόνου µιας µεταπήδησης ανάµεσα στις 

δυο εντοπισµένες καταστάσεις δίδεται από την εξίσωση 
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{ }TkEEP Bjijiij -- −−= RRανφ 2exp    (58) 

 

όπου η σταθερά α  είναι αντιστρόφως ανάλογη του µήκους εντοπισµού των 

καταστάσεων και φν  είναι ένας παράγοντας συχνότητας εξαρτώµενος από το 

φάσµα των φωνονίων που η τιµή του κυµαίνεται από 1210  έως 113 sec10 − . 

 Αν δεχθούµε για απλότητα ότι οι ατοµικές ενεργειακές στάθµες είναι 

κατανεµηµένες οµοιόµορφα στο διάστηµα )2/,2/( WW−  η µέση τιµή της 

διαφοράς ji EE −  είναι 
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−−−

−−  (59) 

 

 Στην περίπτωση αταξίας τύπου αερίου τα N  ατοµικά κέντρα είναι 

τυχαία κατανεµηµένα σ' έναν όγκο Ω , µε µέσο όγκο ανά άτοµο 

 

3π
3
4

srN =Ω      (60) 

 

χωρίς κανέναν περιορισµό στη µεταξύ τους απόσταση. Εννοείται βέβαια ότι 

διαφορετικά ατοµικά κέντρα δεν µπορούν να συρρικνωθούν στο ίδιο 

γεωµετρικό σηµείο. Έτσι λοιπόν η µέση τιµή της διαφοράς ji RR -  ισούται 

τυπικά µε sr2 . 

 Χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις (58), (59) και (60), η µέση πιθανότητα 

µεταπήδησης ανά µονάδα χρόνου γράφεται στη µορφή 

 

{ }TkWrP Bs 34exp −−= ανφ .   (61) 
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 H εφαρµογή ηλεκτρικού πεδίου F  αυξάνει τη µέση ενεργειακή 

απόσταση των εντοπισµένων καταστάσεων προς την κατεύθυνση του πεδίου 

κατά seFr2  και την ελαττώνει κατά το ίδιο ποσό προς την αντίθετη 

κατεύθυνση. Έτσι δηµιουργείται µια διαφορά στις πιθανότητες µεταπήδησης 

προς τις δυο κατευθύνσεις, ίση µε 

 

{ } { } { }( )
{ }( )TkreFTkWr

TkreFTkreFTkWr

BsBs

BsBsBs

434exp

2exp2exp34exp

−−≅

−−−−

αν

αν

φ

φ  (62) 

 

στο όριο των ασθενών πεδίων, ώστε να εξασφαλίζεται γραµµική απόκριση του 

συστήµατος. Η πυκνότητα ρεύµατος δίδεται από τον αριθµό ηλεκτρονίων ανά 

µονάδα όγκου που συνεισφέρει στη διαδικασία της µεταφοράς φορτίου (που 

ισούται µε TkEn BF )(2  όπως είδαµε στην αρχή), επί το φορτίο του 

ηλεκτρονίου, επί τη µέση απόσταση µεταπήδησης, επί τη διαφορά στην 

πιθανότητα ανά µονάδα χρόνου (62). Έχουµε δηλαδή 

 

{ }( )FTkWrEnreFj BsFs 34exp)(16 22 −−== ανσ φ .   (63) 

 

Το αποτέλεσµα όµως αυτό δεν είναι σωστό, γιατί δε θεωρεί ότι το ηλεκτρόνιο 

ακολουθεί συγκεκριµένες διαδροµές αποφεύγοντας τους ακατάλληλους 

θερµικούς παράγοντες. Ας θεωρήσουµε λοιπόν ότι πράγµατι οι µεταπηδήσεις 

που δεν ευνοούνται εξαιρούνται. ∆ηλαδή, για παράδειγµα, ένα ηλεκτρόνιο 

επισκέπτεται µόνον ένα ποσοστό ξ  ατόµων, για τα οποία οι εντοπισµένες 

ενεργειακές στάθµες βρίσκονται εντός µιας περιοχής Wξ  της αρχικής 

κατανοµής. Αυτές οι ατοµικές θέσεις απέχουν µεταξύ τους, κατά µέσον όρο, 

περισσότερο από όσο εκείνες ολοκλήρου του συστήµατος κατά έναν 

παράγοντα 3/1−ξ  [Εξ. (60)]. Εποµένως η αγωγιµότητα θα έχει τη µορφή 
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{ }TkWrEnre BsFs 34exp)(16)( 3/122 ξαξνξσ φ −−= − .  (64) 

 

 

Χαµηλή θερµοκρασία

Υψηλή θερµοκρασία

 
 

Σχήµα 12. Μεταπήδηση µεταβλητής εµβέλειας. Σε υψηλές θερµοκρασίες η 

διαδροµή διαφυγής µπορεί να περνάει πρακτικά από όλα τα κέντρα 

εντοπισµένων καταστάσεων. Σε χαµηλές θερµοκρασίες ένα ηλεκτρόνιο µπορεί 

να µεταπηδά µόνο µεταξύ κέντρων εντοπισµένων καταστάσεων παραπλήσιας 

ενέργειας. Η διακύµανση των ενεργειών φαίνεται από την ένταση της σκίασης. 

 

Αυτή µεγιστοποιείται για  την τιµή 

 
4/34

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

W
rTk sB α

ξ ,     (65) 

 

οπότε λαµβάνουµε 

 

( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−= 4/14/322 4

3
4exp)(16 TkWrEnre BsFs ανσ φ .   (66) 

 

Προφανώς η εξίσωση αυτή δεν είναι απολύτως ακριβής, λόγω των 

ιδιαιτεροτήτων του προτύπου που υιοθετήσαµε καθώς και των µαθηµατικών 
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προσεγγίσεων που εφαρµόσαµε. Η χαρακτηριστική όµως θερµοκρασιακή 

εξάρτηση "εκθετική 41/-Τ " της µεταπήδησης µεταβλητής εµβέλειας, γνωστή ως 

νόµος του Mott, έχει επαληθευθεί µε υπολογιστικές µεθόδους και περιγράφει 

ικανοποιητικά τα πειραµατικά αποτελέσµατα. Συχνά χρησιµοποιεί κανείς την 

Εξ.(66) στη µορφή 

 

( ){ }4/1
00 exp)( ΤΤΤ −= σσ     (67) 

 

και χειρίζεται τις 00 , Τσ  ως προσδιορίσιµες παραµέτρους. 

 Η αγωγιµότητα πολλών άµορφων υλικών ακολουθεί το νόµο του Mott 

σε σχετικά χαµηλές θερµοκρασίες. Σε υψηλές θερµοκρασίες, µπορεί να γίνει 

σηµαντική και η συνεισφορά των ηλεκτρονίων που διεγείρονται θερµικά από 

την ενέργεια Fermi πάνω από την ακµή ευκινησίαςς. Η αγωγιµότητα είναι τότε 

ανάλογη του αριθµού αυτών των ηλεκτρονίων ανά µονάδα όγκου: 

( ){ }TkEEn BF−−∝ cexp . Σε ενδιάµεσες θερµοκρασίες συνεισφέρουν και οι 

δύο µηχανισµοί. 


