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1. Τη χρονική στιγµή 0t =  η κυµατοσυνάρτηση ενός  σωµατίου έχει τη µορφή  
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(δ) Υποθέστε ότι µετά τη χρονική στιγµή 0t =  το σωµάτιο αφήνεται ελεύθερο. ∆είξτε ότι                           
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Απ.:  
Για την απάντησή σας µπορείτε να χρησιµοποιείστε τα ολοκληρώµατα : 
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(η τελευταία σχέση ισχύει για  αλλά µπορεί να επεκταθεί και για 0a > a ic= ± 0)c >,  
 
Aποτελέσµατα/λύσεις:   
 
(α) Κανονικοποίηση:  
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     ∆ιασπορά θέσης: 
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(β) ∆ιασπορά ορµής : 
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(γ) Πλάτος πιθανότητας να βρεθεί το σωµάτιο µε ορµή ( , )p p dp+ : 
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Μπορείτε να ελέγξετε ότι το αποτέλεσµα (β) µπορεί να παραχθεί από τη σχέση: 
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(δ) Χρονική εξέλιξη : 

∆είξτε πρώτα ότι         
2

( , ) ( ) exp
22

dp i p ix t g p t
m

pxψ
π

∞

−∞

⎡ ⎤
= − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ = ==

 

 

[Ξεκινήστε από την προφανή σχέση ( , ) ( , ) exp
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στην ελεύθερη εξίσωση Schrodinger . Θα οδηγηθείτε αµέσως στο συµπέρασµα ότι  
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Εποµένως  

               2
2 1/ 4 2

1 1 1( , ) exp ( )
(2 ) 4 22

i pa

p p

it ix t e dp p
m

pxψ
πσ σπ

∞
−

−∞

⎡ ⎤
= − + +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫=

==
                        

                          
1/ 42 2

2

1 ( )exp
2 4

x

t t

x aσ
π

⎡ ⎤⎛ ⎞ −
= −⎜ ⎟ ⎢ ⎥Σ Σ⎝ ⎠ ⎣ ⎦

    όπου 
2

2 2

2t x
i t

m
σΣ = +

=  

και έτσι  

                    
2

2
1/ 2 22

2 22 2
22

1 1 ( )( , ) exp
2

2 pp
xx

x ax t
tt mm

ψ
σπ σ σσ

⎡ ⎤
⎢ ⎥

−⎢ ⎥= −⎢ ⎥⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎢ ⎥+⎜ ⎟+⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠

 

 
Σχόλιο.  
Το πρόβληµα ιδιοτιµών και ιδιοσυναρτήσεων του τελεστή της θέσης, , µπορεί να 
λυθεί µε δύο παρατηρήσεις. 

ˆ ( ) ( )a aX x a xϕ ϕ=

Η πρώτη είναι ότι η δράση του εν λόγω τελεστή  πάνω σε µια τυχαία συνάρτηση ορίζεται από την 
 ˆ ( ) ( )Xf x xf x= . 

Η δεύτερη αφορά σε µια ιδιότητα της δ-συνάρτησης που µπορεί να αποδειχθεί εύκολα: 
( ) ( ) ( ) ( )f x x a f a x aδ δ− = − . 

 
Με βάση τις παρατηρήσεις αυτές είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι ( ) ( )a x x aϕ δ −∼ .  Η 
"συνάρτηση" αυτή, προφανώς, δεν είναι κανονικοποιήσιµη και έτσι σκεφτόµαστε ότι µια  
αναπαράστασή της σαν την 2exp[ ( ) / ]x a ε− −  µπορεί να µας βοηθήσει να περιγράψουµε ένα 
εντοπισµένο σωµατίδιο.  
Από τα αποτελέσµατα της άσκησης διαπιστώσατε ότι όσο πιο εντοπισµένο θέλετε να είναι το 

σωµατίδιο  τόσο πιο αβέβαιοι είστε για την ορµή του 2( ( ) 0xε ∆ →∼ ) 2 1(( ) )p
ε

∆ → ∞∼ . 

Παρατηρείστε εδώ ότι η διαπίστωση αυτή είναι άνευ σηµασίας αν µιλάµε για σώµατα 
µακροσκοπικών διαστάσεων. 
Αξίζει επίσης να παρατηρήσετε ότι η χρονική εξέλιξη αναπόδραστα αυξάνει την αβεβαιότητα ως 
προς τη θέση του σωµατιδίου και µάλιστα τόσο περισσότερο όσο πιο εντοπισµένο ήταν το σωµάτιο 
τη στιγµή . Αν, για παράδειγµα, θεωρήσουµε ένα ηλεκτρόνιο ( ) το οποίο είναι 
εντοπισµένο σε µια περιοχή του µεγέθους του ατόµου του Υδρογόνου ( 

0t = 2710em −∼ gr
13

0( ) 1 10x fm cm−∆ =∼ ) 
µέσα σε τρείς ώρες ( ) η αβεβαιότητά µας ως προς τη θέση του θα είναι της τάξης 
µεγέθους της απόστασης Γης-Ηλίου (

410 sect ∼
8( ) 10tx km∆ ∼ )! Βέβαια, αν µιλάµε για σώµατα 

µακροσκοπικών διαστάσεων (και αντίστοιχης µάζας) η ίδια ανάλυση θα σας δώσει αποτελέσµατα 
άνευ πρακτικής σηµασίας. 
 
 
2. Η κατάσταση ενός σωµατιδίου, σε µια ορισµένη χρονική στιγµή, περιγράφεται από την  
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(α) Υπολογίστε τη διασπορά της θέσης x∆  και της ορµής p∆    
(Απ.: , 5 3 1/ 4(2 / )N πε= 3 / 2,   3 /x pε ε∆ = ∆ = = ) 



(β) Βρείτε την πυκνότητα πιθανότητας να έχει ορµή στο διάστηµα ( , )p p dp+ . 
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(γ) Ποιές είναι οι πιθανώτερες θέσεις και ποιές οι πιθανώτερες ορµές του σωµατιδίου; 
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3. Η κυµατοσυνάρτηση ενός σωµατιδίου , σε µια ορισµένη στιγµή, είναι : 

( ) a xx Neψ −=  
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(β) Βρείτε την πιθανότητα  το σωµάτιο να έχει ορµή p a≤ =  
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(γ) Βρείτε τη διασπορά της θέσης και της ορµής του. (Απ.: 1/ 2x a∆ = , p a∆ = = ) 
 
4. Έστω τετραγωνικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση ( )xψ .  Γράψτε ˆ ˆ ˆp p p′ = −  , ˆ ˆ ˆx x x′ = −  και 

ˆ ˆ( ) ( ) ( )x p x iax xϕ ψ ψ′ ′= −  (όπου α τυχαίος πραγµατικός αριθµός).  
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Η τελευταία σηµαίνει ότι η διακρίνουσα του τριωνύµου πρέπει να είναι αρνητική ή µηδέν: 
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Σχόλια. 
 
(1) Η ισότητα ισχύει προφανώς όταν ˆ ˆ( ) ( ) 0p x iax xψ ψ′ ′− =  
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Όπου γράψαµε 0ˆ ˆ,  0x x p p= =  . Η κατάσταση αυτή  είναι το λεγόµενο "κυµατοπακέτο 
ελάχιστης αβεβαιότητας"  και είναι αυτή που εξετάσαµε στο πρόβληµα 1 (µε την επουσιώδη 
διαφορά  εκεί θεωρήσαµε ). 0 0p =



 
(2) Είναι προφανές ότι µπορούµε να επεκτείνουµε την παραπάνω απόδειξη σε οποιουσδήποτε 
ερµιτιανούς τελεστές οι οποίοι δεν µετατίθενται ˆ ˆˆ[ , ]A B iC= . 

Εδώ θα γράψουµε: ˆ ˆ ˆA A A′ = −  , ˆ ˆ ˆB B B′ = −  και ˆ ˆ( ) ( ) ( )x A x iaB xϕ ψ ψ′ ′= − ,  a∈\
και θα επαναλάβουµε τον υπολογισµό για να καταλήξουµε στην         
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5. Σε πρόβληµα που αφορούσε στο απειρόβαθο πηγάδι δυναµικού φοιτητής ισχυρίστηκε ότι  το 

γεγονός ότι η ενέργεια είναι κβαντισµένη σηµαίνει ότι και η ορµή είναι κβαντισµένη : 
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Γιατί έκανε λάθος ; Υπάρχει κάποιο όριο στο οποίο ο φοιτητής θα µπορούσε να διασωθεί; 
 
6. Σε προηγούµενη άσκηση είχαµε βρεί ότι σε απειρόβαθο πηγάδι δυναµικού η πιθανότητα να έχει 

σωµάτιο µε καθορισµένη ενέργεια, ορµή στην περιοχή ( , )p p dp+  είναι : 
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(α) ∆είξτε  η πιθανότητα αυτή γίνεται µέγιστη στις τιµές maxp n
L
π

=
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(β) Παρατηρώντας ότι για  η παραπάνω πιθανότητα ουσιαστικά µηδενίζεται για n →∞ maxp p≠ , 
δικαιολογίστε τον Bohr που θεωρούσε ότι στο όριο των µεγάλων κβαντικών αριθµών  µπορούσε να 
χρησιµοποιεί τις σχέσεις της κλασικής φυσικής και συνηγορήστε υπέρ του φοιτητή της 
προηγούµενης άσκησης.  
(γ) Τι γίνεται µε τις σχέσεις αβεβαιότητας στη συγκεκριµένη περίπτωση; 
 
 
7. Κβαντοµηχανική και ενέργεια… 
(α) Στη Κβαντική Μηχανική  δεν έχει νόηµα να µιλάµε ξεχωριστά για "κινητική ενέργεια" και  για 
"δυναµική ενέργεια" αλλά µόνο για την (συνολική) ενέργεια. Μπορείτε να καταλάβετε γιατί;   

(β) Στην Κλασική Μηχανική  δεν είναι δυνατό να είναι E V<  γιατί αυτό θα σήµαινε ότι  
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p
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Στη Κβαντική Μηχανική παρόλο που ο τελεστής 
2ˆ

2
p
m

 είναι θετικά ορισµένος (όλες του οι ιδιοτιµές 

είναι θετικές ή µηδέν)  εξετάζουµε θεωρητικά (και αξιοποιούµε πειραµατικά) τη δυνατότητα 
E V< . Μπορείτε να καταλάβετε γιατί;  
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