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ΕΤΘΤΓΡΑΜΜΗ ΚΙΝΗ΢Η:  ΕΞΙ΢Ω΢ΕΙ΢ ΚΙΝΗ΢Η΢  

Όταν δύνεται οποιαδόποτε κινηματικό ςχϋςη (απόςταςησ – ταχύτητασ – 
επιτϊχυνςησ) ςυναρτόςει του χρόνου, τότε εύναι δυνατό η εύρεςη των 
υπολούπων εύτε με παραγώγιςη εύτε με ολοκλόρωςη, ςύμφωνα με το ςχόμα: 

)(txx 
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)(tvv  )(taa 

𝑣 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
 

𝑥 =  𝑣 𝑡 𝑑𝑡 𝑣 =  𝑎 𝑡 𝑑𝑡 

𝑎 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
 



ΕΤΘΤΓΡΑΜΜΗ ΚΙΝΗ΢Η:  ΕΞΙ΢Ω΢ΕΙ΢ ΚΙΝΗ΢Η΢  

Όταν δύνεται η ταχύτητα v ςυναρτόςει τησ θϋςησ v=v(x), τότε οι εξιςώςεισ κύνηςησ 
βρύςκονται με το παρακϊτω ςκεπτικό: 
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𝑣 = 𝑣 𝑥      
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑣 𝑥     

𝑑𝑥

𝑣(𝑥)
= 𝑑𝑡     

𝑑𝑥

𝑣(𝑥)
=  𝑑𝑡 = 𝑡 

Παρϊδειγμα:  𝑣 = 2 𝑥 με αρχικϋσ ςυνθόκεσ {t=0, x=4} 

𝑣 = 𝑣 𝑥      
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑣 𝑥     

𝑑𝑥

𝑣(𝑥)
= 𝑑𝑡     

1

2 𝑥
𝑑𝑥 =  𝑑𝑡 = 𝑡 

 

𝑥 + 𝐶 = 𝑡   
  Α.Σ. 

  4 + 𝐶 = 0     𝐶 = −2 

 

𝑥 = (𝑡 + 2)2 



ΕΤΘΤΓΡΑΜΜΗ ΚΙΝΗ΢Η:  ΕΞΙ΢Ω΢ΕΙ΢ ΚΙΝΗ΢Η΢  

Ομούωσ, όταν δύνεται η επιτϊχυνςη a ςυναρτόςει τησ θϋςησ a=a(x), τότε οι εξιςώςεισ 
κύνηςησ βρύςκονται με το παρακϊτω ςκεπτικό: 
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𝑎 = 𝑎 𝑥      
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑎 𝑥     

𝑑𝑣

𝑑𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎 𝑥     

𝑑𝑣

𝑑𝑥
𝑣 = 𝑎 𝑥      𝑣𝑑𝑣 = 𝑎 𝑥 𝑑𝑥 

 𝑣𝑑𝑣 =  𝑎 𝑥 𝑑𝑥 

Παρϊδειγμα:  𝑎 = 6 𝑥3  με αρχικϋσ ςυνθόκεσ {t=0, x=0, v=0} 

𝑣𝑑𝑣 = 𝑎 𝑥 𝑑𝑥     𝑣𝑑𝑣 = 6 𝑥3 𝑑𝑥    𝑣𝑑𝑣 =  6𝑥1/3𝑑𝑥    

 

𝑣2

2
+ 𝐶 = 6𝑥4/3

3

4
     

𝑣2

2
+ 𝐶 =

9

2
𝑥4/3  

  Α.Σ. 
  0 + 𝐶 = 0     𝐶 = 0 

 

 𝑣2 = 9𝑥4/3       𝑣 = 3𝑥2/3 

Με βϊςη το προηγούμενο παρϊδειγμα από την παραπϊνω ςχϋςη εξϊγεται και η 
εξύςωςη τησ θϋςησ  x = 𝑡3. 



ΔΙΑΝΤ΢ΜΑ ΕΠΙΣΑΦΤΝ΢Η΢ 

Εφαπτομενικό Επιτϊχυνςη: Αλλαγό ςτο μϋτρο τησ ταχύτητασ Ta


΢ώμα κινεύται ςτην τροχιϊ C και τη 
χρονικό ςτιγμό t ϋχει ταχύτητα v και 
επιτϊχυνςη a. Η επιτϊχυνςη a ϋχει πϊντα 
κατεύθυνςη προσ τα κούλα τησ τροχιϊσ. 
 
Μπορούμε να αναλύςουμε την 
επιτϊχυνςη ςε δύο κϊθετεσ ςυνιςτώςεσ: 
΢ε μια εφαπτομενικό ςτην τροχιϊ και ςε 
μια κϊθετη ςυνιςτώςα. 

Ta


x 

y 

Na
 a


C 

v


Κϊθετη Επιτϊχυνςη: Αλλαγό ςτη διεύθυνςη τησ ταχύτητασ Na

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ΔΙΑΝΤ΢ΜΑ ΕΠΙΣΑΦΤΝ΢Η΢ 

v
dt

ûd

dt

dv
ûv)û(

dt

d
a

dt

vd
a T

TT 





Tû

Nû

'ûT

r
 'ûT

Tû Tûd

x 

y 

dφ 

Όταν η τροχιϊ δεν εύναι ευθύγραμμη, 
τότε το μοναδιαύο διϊνυςμα uT αλλϊζει 
κατεύθυνςη και η παρϊγωγόσ του ωσ 
προσ τον χρόνο υπολογύζεται ωσ εξόσ: 

ρ

v
û

dφρ

dφ
vû

ds

dφ
vû

dt

ds

ds

dφ
û

dt

dφ
û

dt

ûd
dφûûd NNNNN

T
NT 

dφûûdφ1ûdφûûd NNNTT 

όπου το μοναδιαύο διϊνυςμα uN, το οπούο ειςϊγεται για να καθορύςει την 
κατεύθυνςη τησ μεταβολόσ duT εύναι κϊθετο ςτο uT, δηλαδό κϊθετο ςτην 
εφαπτομενικό διεύθυνςη τησ τροχιϊσ. Έτςι: 
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ΔΙΑΝΤ΢ΜΑ ΕΠΙΣΑΦΤΝ΢Η΢ 

v
dt

ûd

dt

dv
ûv)û(

dt

d
a

dt

vd
a T

TT 





NT

2

NTNT aa
ρ

v
û

dt

dv
ûv

ρ

v
û

dt

dv
ûa




Εφαπτομενικό (επιτρόχια) επιτϊχυνςη aT: Ρυθμόσ αλλαγόσ του μϋτρου τησ 
ταχύτητασ. ΢ε περύπτωςη ομαλόσ καμπυλόγραμμησ κύνηςησ (μϋτρο ταχύτητασ 
v ςταθερό), η εφαπτομενικό επιτϊχυνςη aT εξαφανύζεται.  
 
Κϊθετη (κεντρομόλοσ) επιτϊχυνςη aN: Αλλϊζει την κατεύθυνςη τησ ταχύτητασ.  
΢ε ευθύγραμμη κύνηςη η ακτύνα καμπυλότητασ ρ απειρύζεται, οπότε η κϊθετη 
επιτϊχυνςη μηδενύζεται. 
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ΕΠΙΣΑΦΤΝ΢Η  ΚΑΙ  ΑΚΣΙΝΑ  ΚΑΜΠΤΛΟΣΗΣΑ΢ 

NT

2

NT aa
ρ

v
û

dt

dv
ûa




Όπωσ αποδεύχτηκε ςτα προηγούμενα, η επιτϊχυνςη ςτην γενικευμϋνη 
καμπυλόγραμμη κύνηςη εκφρϊζεται με τισ δύο ςυνιςτώςεσ  aT (επιτρόχια) 
και aN (κεντρομόλο): 

Αν δοθεύ το διϊνυςμα θϋςησ r(t) ωσ ςυνϊρτηςη του χρόνου, τότε εύναι 
εύκολη η παραγώγιςό του και η εύρεςη και των υπολούπων κινηματικών 
μεγεθών, τησ ταχύτητασ v(t) και τησ επιτϊχυνςησ a(t): 

k̂ z(t)  ĵ y(t)   î x(t)(t)r 


k̂(t) v ĵ (t) v î (t)vk̂ 
dt

dz
  ĵ 

dt

dy
   î 

dt

dx
(t)v zyx 


k̂(t)a  ĵ (t)a  î (t)ak̂ 
dt

dv
  ĵ 

dt

dv
   î 

dt

dv
(t)a zyx

zyx 


΢τα επόμενα παρουςιϊζεται η μεθοδολογύα για την εύρεςη τησ ακτύνασ 
καμπυλότητασ ρ από τα διανύςματα τησ ταχύτητασ και τησ ταχύτητασ v(t) 
και τησ επιτϊχυνςησ a(t). 
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ΕΠΙΣΑΦΤΝ΢Η  ΚΑΙ  ΑΚΣΙΝΑ  ΚΑΜΠΤΛΟΣΗΣΑ΢ 

N

22

N
a

v
ρ

ρ

v
a 

Για τον υπολογιςμό τησ ακτύνασ καμπυλότητασ ρ απαιτεύται η γνώςη του 
μϋτρου τησ ταχύτητασ και τησ κεντρομόλου ςυνιςτώςασ: 

Γνωρύζοντασ πωσ η επιτρόχια ςυνιςτώςα aT τησ 
επιτϊχυνςησ εύναι ςυνευθειακό με την ταχύτητα v, τότε: 

Αντικαθιςτώντασ ςτην παραπϊνω ςχϋςη, η ακτύνα 
καμπυλότητασ ρ υπολογύζεται: 

v 

a 

aT 

aN 

1η Μϋθοδοσ 

v

va

v

v
aûaa TT


 



2
T

2
N

2
N

2
T

2 aaaaaa 

N

2

a

v
ρ 
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ΕΠΙΣΑΦΤΝ΢Η  ΚΑΙ  ΑΚΣΙΝΑ  ΚΑΜΠΤΛΟΣΗΣΑ΢ 

Εξετϊζουμε το εξωτερικό γινόμενο των διανυςμϊτων v και a. Ιςχύουν: 

Αντικαθιςτώντασ ςτην ςχϋςη τησ ακτύνασ καμπυλότητασ, ϋχουμε: 

v 

a 

aT 

aN 

2η Μϋθοδοσ 

v

av
a N






N
o

NN avsin90avavav 


/vav

v
ρ

a

v
ρ

2

N

2





av

v
ρ

3






  NTNTN avavavaavav



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ΕΠΙΣΑΦΤΝ΢Η  ΚΑΙ  ΑΚΣΙΝΑ  ΚΑΜΠΤΛΟΣΗΣΑ΢ 

 
16

64t4

64t416/

64t4

a

v
ρ

3/22

2

2

N

2 







Τπολογύζουμε τη ςυνιςτώςα aN : 

Παρϊδειγμα 

22
TT

64t4

64t

64t4

)ĵ8tî(2)ĵ(8

v

va

v

v
aûaa















22

2
2
T

2
N

64t4

16

64t4

64t
64aaa







1η Μϋθοδοσ 

Σο διϊνυςμα θϋςησ κινητού ςτο επύπεδο περιγρϊφεται από την εξύςωςη: 

 
Να υπολογιςθεύ η ακτύνα καμπυλότητασ ρ ςαν ςυνϊρτηςη του χρόνου. 

 ĵ 4t   î2t (t)r 2


Τπολογύζουμε την ταχύτητα v και την επιτϊχυνςη a του κινητού: 
ĵ 8  î 0(t)a

 ĵ8t    î 2(t)v 








Βρύςκουμε το μϋτρο τησ aT (προβολό τησ επιτϊχυνςησ ςτην κατεύθυνςη τησ ταχύτητασ): 

και τελικϊ: 
 

2

16t1
ρ

3/22

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ΕΠΙΣΑΦΤΝ΢Η  ΚΑΙ  ΑΚΣΙΝΑ  ΚΑΜΠΤΛΟΣΗΣΑ΢ 

16avk̂16

080

08t2

k̂ĵî

av 


2η Μϋθοδοσ 

Τπολογύζουμε την ταχύτητα v και την επιτϊχυνςη a του κινητού: 
ĵ 8  î 0(t)a

 ĵ8t    î 2(t)v 








Βρύςκουμε το μϋτρο του εξωτερικού γινομϋνου |v x a| : 

 
2

16t1
ρ

3/22


Τπολογύζουμε την ακτύνα καμπυλότητασ με βϊςη τη ςχϋςη: 
av

v
ρ

3






 
16

64t4

av

v
ρ

3/223 



 
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ΚΙΝΗΜΑΣΙΚΗ 

΢ΕΠΣΕΜΒΡΙΟ΢  2020 

ΜΑΪΟ΢  2021 

΢ΕΠΣΕΜΒΡΙΟ΢  2022 

΢ΕΠΣΕΜΒΡΙΟ΢  2023 
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ΕΙΔΙΚΗ  ΘΕΩΡΙΑ  ΢ΦΕΣΙΚΟΣΗΣΑ΢ 

Οι Εξιςώςεισ Μεταςχηματιςμού του Lorentz 

Παρϊμετροσ τησ ταχύτητασ 

c

v


22 1

1

)c/v(1

1










΢υντελεςτόσ Lorentz 

)c/vxt('t

z'z

y'y

)vtx('x

2











)c/'vx't(t

'zz

'yy

)'vt'x(x

2











© E. Stiliaris, UoA 2025 - 14 - 



ΕΙΔΙΚΗ  ΘΕΩΡΙΑ  ΢ΦΕΣΙΚΟΣΗΣΑ΢ 

Μόκοσ Ηρεμύασ ό Ιδιομόκοσ L0 
Σο μόκοσ ενόσ αντικειμϋνου που μετριϋται ςτο ςύςτημα ηρεμύασ του 

αντικειμϋνου. 
 

Μετρήςεισ μήκουσ ςε άλλα ςυςτήματα αναφοράσ που βρίςκονται ςε 
ςχετική κίνηςη, παράλληλη με το μήκοσ αυτό, δίνουν πάντα μικρότερα 

αποτελέςματα. 
 

΢υςτολό του Μόκουσ 

2
0

0 )c/v(1L
L

L 

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ΕΙΔΙΚΗ  ΘΕΩΡΙΑ  ΢ΦΕΣΙΚΟΣΗΣΑ΢ 

Διαςτολό του Φρόνου 

2

0

)c/v(1

t
t






Παρϊμετροσ τησ ταχύτητασ 

c

v


22 1

1

)c/v(1

1










΢υντελεςτόσ Lorentz 

0tt  

Ιδιοχρονικό Διϊςτημα ό Ιδιόχρονοσ Δt0: Σο χρονικό διϊςτημα που μεςολαβεύ ανϊμεςα 
ςε δύο ςυμβϊντα αδρανειακού ςυςτόματοσ τα οπούα βρύςκονται ςτην ύδια θϋςη. 
 

Οι τιμέσ αυτού του χρονικού διαςτήματοσ ςε οποιοδήποτε άλλο αδρανειακό 
ςύςτημα αναφοράσ θα είναι πάντα μεγαλύτερεσ. 
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ΕΙΔΙΚΗ  ΘΕΩΡΙΑ  ΢ΦΕΣΙΚΟΣΗΣΑ΢ 

Διαςτολό του Φρόνου 

Σα μιόνια (μ) παρϊγονται ςτα ανώτερα ςτρώματα τησ ατμόςφαιρασ από την αλληλεπύδραςη τησ 
κοςμικόσ ακτινοβολύασ με τα πρώτα ατμοςφαιρικϊ μόρια. Παρϊ το γεγονόσ πωσ η μϋςοσ χρόνοσ 
ζωόσ των μιονύων εύναι μόνο Δt0=2.2μs ςτο (ακύνητο) ςύςτημα του εργαςτηρύου, καταφϋρνουν 
να διαςχύςουν με ταχύτητα v=0.9994c όλο το πϊχοσ τησ ατμόςφαιρασ και να φτϊςουν ςτην 

επιφϊνεια τησ γησ. Πώσ ςυμβαύνει αυτό; 

m660)s/m103()s102.2(vt 86
0  

Απόςταςη ςε χρόνο Δt0 

Ο χρόνοσ Δt0 αποτελεύ τον ιδιοχρόνο ζωόσ του μιονύου ςτο ςταθερό ςύςτημα αναφορϊσ του. 
Αντύθετα, για ϋνα γόινο παρατηρητό, ο χρόνοσ αυτόσ θα εύναι διαςταλμϋνοσ κατϊ τον 
παρϊγοντα Lorentz: 

s5.63s2.287.28tt87.28
)9994.0(1

1

)c/v(1

1
0

22
 







m19050)s/m103()s105.63(tv 86  Απόςταςη ςε χρόνο Δt 
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Δx’/Δt’=ux’ : Η ταχύτητα του ςώματοσ όπωσ μετρϊται από το Ο’ 
 

Δx/Δt=ux : Η ταχύτητα του ςώματοσ όπωσ μετρϊται από το Ο 

ΕΙΔΙΚΗ  ΘΕΩΡΙΑ  ΢ΦΕΣΙΚΟΣΗΣΑ΢ 

Η ΢χετικότητα των Σαχυτότων 

)c/xvt('t

)tvx('x
2







222 c)t/x(v1

vt/x

c/xvt

tvx

't

'x

)c/xvt(

)tvx(

't

'x





























2
x

x'
x

c/vu1

vu
u






Το ςύςτημα Ο’ κινείται με ομαλή ταχύτητα v ςε ςχέςη με το Ο. 
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Δx’/Δt’=ux’ : Η ταχύτητα του ςώματοσ όπωσ μετρϊται από το Ο’ 
 

Δx/Δt=ux : Η ταχύτητα του ςώματοσ όπωσ μετρϊται από το Ο 

ΕΙΔΙΚΗ  ΘΕΩΡΙΑ  ΢ΦΕΣΙΚΟΣΗΣΑ΢ 

Η ΢χετικότητα των Σαχυτότων 

2/1 cvu

vu
u

x

x
x






Ιςοδύναμα, μπορεύ να θεωρηθεύ το ςύςτημα Ο’ «ακίνητο», οπότε το 
ςύςτημα Ο κινεύται με ταχύτητα –v. 

22 /1/)(1

)(

cvu

vu

cvu

vu
u

x

x

x

x
x










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ΕΙΔΙΚΗ  ΘΕΩΡΙΑ  ΢ΦΕΣΙΚΟΣΗΣΑ΢ 

Μια πηγό εκπϋμπει δύο ηλεκτρόνια κινούμενα ςε αντύθετεσ κατευθύνςεισ με ταχύτητα 0.80c το 
καθϋνα ςε ςχϋςη με την πηγό. Ο Γαλιλαώκόσ μεταςχηματιςμόσ υπολογύζει ςαν ςχετικό ταχύτητα 
του ενόσ ηλεκτρονύου ςε ςχϋςη με το ϊλλο την εςφαλμϋνη τιμό 0.80c+0.80c=1.60c. 
 Πώσ θα υπολογιςθεί με βάςη την Ειδική Θεωρία τησ Σχετικότητασ η ςχετική αυτή ταχύτητα; 

• Θεωρούμε το ηλεκτρόνιο-1 ακύνητο (΢ύςτημα Ο) 
• Θεωρούμε την πηγό ακύνητη ςε κινούμενο (ωσ προσ το Ο) ΢ύςτημα Ο΄ 
• Η ταχύτητα του Ο’ ςε ςχϋςη με το Ο πρϋπει να εύναι v=0.80c 
• ΢το ςύςτημα Ο’ το ηλεκτρόνιο-2 κινεύται με ταχύτητα ux’=0.80c 

Η ζητούμενη ςχετική ταχύτητα του ηλεκτρονίου-2 ςε ςχέςη με το 1 είναι η ux , πώσ δηλαδή 
μεταςχηματίζεται η ταχύτητα ux’ ςτο ςύςτημα Ο: 

v1=0.80c v2=0.80c 

ΠΗΓΗ 1 2 

ux‘=0.80c ΠΗΓΗ 

O’ 

O 

2 1 

v=0.80c 












64.1

c60.1

80.080.01

c80.0c80.0

c/vu1

vu
u

2
x

x
x c976.0ux 
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ΕΙΔΙΚΗ  ΘΕΩΡΙΑ  ΢ΦΕΣΙΚΟΣΗΣΑ΢ 

΢χετικιςτικό ϋκφραςη Ενϋργειασ 

2
0 mcE 

Ενϋργεια Ηρεμύασ  Ολικό Ενϋργεια 

KmcKEE 2
0 

2mcE 

22
0

22
0

2 mcmcEmcKmcKEmcE  

  

2mc)1(K  

K: Κινητικό Ενϋργεια 
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ΕΙΔΙΚΗ  ΘΕΩΡΙΑ  ΢ΦΕΣΙΚΟΣΗΣΑ΢ 

Ορμό και Κινητικό Ενϋργεια 

2222 )(mc(pc)E 

Απαλοιφό τησ ταχύτητασ από τουσ ςχετικιςτικούσ τύπουσ τησ Ενϋργειασ και τησ Ορμόσ δύνει: 

Απόδειξη 

2222

42222

vmγpγmvp

cmγEγmcE





Πυθαγόρειο Θεώρημα για Ορμή, Ενέργεια Ηρεμίασ και Ολική Ενέργεια! 

42222

22222

22222

2222422222

cmccm

)v(cγcm

)v(ccmγ

cvmγcmγcpE








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΢ΧΕΣΙΚΟΣΗΣΑ 

ΦΕΒΡΟΤΑΡΙΟ΢  2022 

΢ΕΠΣΕΜΒΡΙΟ΢  2021 

΢ΕΠΣΕΜΒΡΙΟ΢  2022 

΢ΕΠΣΕΜΒΡΙΟ΢  2023 
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ΕΤΡΕ΢Η ΚΕΝΣΡΟΤ ΜΑΖΑ΢ 

΢υνεχόσ κατανομό ύλησ: Σα αθρούςματα αντικαθύςτανται με ολοκληρώματα 

M

dmz

dm

dmz

z

M

dmy

dm

dmy

y

M

dmx

dm

dmx

x

M

M

M
CM

M

M

M
CM

M

M

M
CM

























Η γεωμετρικό ςυμμετρύα του ςώματοσ απλουςτεύει τουσ υπολογιςμούσ. 
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ΕΤΡΕ΢Η ΚΕΝΣΡΟΤ ΜΑΖΑ΢ 

Να βρεθεύ το κϋντρο βϊρουσ ανομοιογενούσ ρϊβδου μόκουσ L, όταν η πυκνότητϊ τησ 
εξαρτϊται γραμμικϊ από το μόκοσ τησ: ρ(x)=ρ0(1+x/L). 

x 

y 

L 

dx 

dxhD)
L

x
1(dVdm

dxhDdV

0 





Όπωσ προηγουμϋνωσ, για ϋνα απειροςτό 
μόκοσ dx ιςχύουν:  

2
L3

6
L5

L2
LL

L3
L

2
L

dx
L

x
1

dx
L

x
1x

Dhdx
L

x
1

Dhdx
L

x
1x

dm

dmx
x

2

2

32

L

0

L

0

L

0 0

L

0 0

L

0

L

0
CM 


































































L
9

5
xCM 
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ΕΤΡΕ΢Η ΚΕΝΣΡΟΤ ΜΑΖΑ΢ 

Να βρεθεύ το κϋντρο βϊρουσ ομογενούσ πλϊκασ ςχόματοσ ιςοςκελούσ τραπεζύου με 
βϊςεισ L και 2L και ύψοσ D. 

y 

2L 

dy 

x 

L 

D 

΢ε τυχαύο ύψοσ y και για ςτοιχειώδεσ dy το μόκοσ x 
του ςτοιχεύου δύνεται από τη ςχϋςη: 











D

y
2LL

D

y
L2x

dyh
D

y
2Ldm

dyh
D

y
2LdyhxdV

0 





















Οπότε: 

D
2

3

D
3

2

D2
DD2

D3
DD

dy
D

y2

dy
D

y2y

hdy
D

y2L

hdy
D

y2Ly

dm

dmy
y

2

2

32

D

0

D

0

D

0 0

D

0 0

D

0

D

0
CM 













 








 










 








 



















D
9

4
yCM 
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ΕΤΡΕ΢Η ΚΕΝΣΡΟΤ ΜΑΖΑ΢ 

Κϋντρο μϊζασ κώνου ύψουσ H (και ακτύνασ R) 

H

R
zr

H

R

z

r


dz
H

R
zπρdzπrρdVρdm

2

0
2

00 







Οπότε: 

 
H

4

3

H

4

H

H

1

H

dzz
H

1

HπRρ

dzz
H

Rπzρ

dm

dmz
z

3
1

4

2

3
1

H

0

3

2

2
3

1
0

D

0

2
2

0

M

H

0
CM 










Ο κώνοσ τοποθετεύται με τον ϊξονα του κατϊ μόκοσ 
του z και η κορυφό του να ςυμπύπτει με την αρχό των 
αξόνων. Εύναι προφανϋσ πωσ λόγω ςυμμετρύασ: 
 

xCM = yCM = 0 
 

Επιλϋγοντασ λεπτό δύςκο πϊχουσ dz ςε ύψοσ z, του 
οπούου η ακτύνα εύναι r, ιςχύει: 

Hz 4
3

CM Άρα το κϋντρο μϊζασ κώνου απϋχει από την κορυφό του:   
ό ιςοδύναμα ¼ H από τη βϊςη του.  

z 

dz 

x 

R 

Η 

r 

z y 
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ΕΤΡΕ΢Η ΚΕΝΣΡΟΤ ΜΑΖΑ΢ 

Αφαύρεςη τμόματοσ μϊζασ από ςώμα ςυμμετρικού ςχόματοσ 

 
)

16

M
(Mx

16

M

2

R
m)(Mxmx

16
Mdπρdπrρm

dπRρM

NN2

4
R

0
2

0

2
0




















Οπότε: 

Παρϊδειγμα 
Εϊν η ακτύνα του αρχικού (ομογενούσ) δύςκου εύναι R και του 
τμόματοσ που αφαιρεύται r = R/4, το δε x = R/2, τότε: 

xN x 

x 

y 

R 

r 

Εϊν από το δύςκο ακτύνασ R του ςχόματοσ αφαιρεθεύ 
κυκλικό τμόμα ακτύνασ r ςε απόςταςη x από το αρχικό 
κϋντρο μϊζασ του ςώματοσ, τότε το νϋο κϋντρο μετατύθεται 
ςτην απόςταςη xN, για την οπούα ιςχύει:  

m)(Mxmx N 

όπου Μ η αρχικό μϊζα του ςώματοσ και m η μϊζα του 
ςώματοσ που αφαιρεύται. 

Rx 30
1

N 

d: πάχοσ του δίςκου 
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΢ΣΑΣΙΚΗ  –  ΡΟΠΕ΢  –  ΚΕΝΣΡΟ ΜΑΖΑ΢ 

΢ΕΠΣΕΜΒΡΙΟ΢  2023 

ΜΑΪΟ΢  2023 

ΙΑΝΟΤΑΡΙΟ΢  2023 

© E. Stiliaris, UoA 2025 - 29 - 



ΕΡΓΟ  ΜΕΣΑΒΛΗΣΗ΢  ΔΤΝΑΜΗ΢ 

Ανϊλυςη ςε τρεισ διαςτϊςεισ 

k̂FĵFîFF zyx 


dzFdyFdxFrdFdW zyx 


  
f

i

f

i

f

i

f

i

z

z

z

y

y

y

r

r

x

x

x dzFdyFdxFdW W 

Σο ϋργο μεταβλητόσ δύναμησ ςε τρεισ διαςτϊςεισ υπολογύζεται ωσ ακολούθωσ: 

k̂dzĵdyîdxrd 


Κατϊ ςυνϋπεια: 

 
f

i

f

i

f

i

z

z

z

y

y

y

x

x

x dzFdyFdxF W 
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΢ΤΝΣΗΡΗΣΙΚΕ΢  ΔΤΝΑΜΕΙ΢ 

Σο ϋργο που παρϊγεται από μια ςυντηρητικό δύναμη 
ςε ϋνα ςωματύδιο που κινεύται από το ςημεύο a ςτο 
ςημεύο b δεν εξαρτϊται από την τροχιϊ που ακολουθεύ 
το ςωματύδιο. 

ab,2ab,1 WW 

Κατϊ μόκοσ μιασ κλειςτόσ διαδρομόσ μια ςυντηρητικό 
δύναμη δύνει ςυνολικό ϋργο μηδϋν. 

ba,2ab,2ab,1 WWW 

0WWW ba,2ab,1ba,2ab,1  
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΢ΤΝΣΗΡΗΣΙΚΕ΢  ΔΤΝΑΜΕΙ΢ 

Αν μια δύναμη F εύναι ςυντηρητικό, δηλαδό το παραγόμενο ϋργο εξαρτϊται 
μόνο από την αρχικό και τελικό θϋςη, τότε μπορεύ να βρεθεύ μια ςυνϊρτηςη 
U η οπούα να αποδύδει ποςοτικϊ τη διαφορϊ αυτό ωσ: 

ΔU)U(x)U(xdxF(x)W fi

x

x

f

i

 

Η ςυνϊρτηςη αυτό καλεύται Δυναμικό ό Δυναμικό Ενϋργεια. Για το U ιςχύει: 

dx

dU(x)
-  F(x)  

dU(x)dxF(x))U(x)U(xdxF(x) fi

x

x

f

i


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΢ΤΝΣΗΡΗΣΙΚΕ΢  ΔΤΝΑΜΕΙ΢ 

Για το δυναμικό γενικότερα ιςχύει: 























 k̂

z

U
ĵ

y

U
î

x

U
UgradUF



Για να εύναι μια δύναμη ςυντηρητικό αποδεικνύεται πωσ πρϋπει να ιςχύουν: 

U-  F  


y

F

z

F

z

F

x

F

x

F

y

F zyxzyx



























,,

Σότε μπορεύ να προςδιοριςθεύ η ςυνϊρτηςη U(x,y,z) ϋτςι ώςτε 
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΢ΤΝΣΗΡΗΣΙΚΕ΢  ΔΤΝΑΜΕΙ΢ 

Παρϊδειγμα ĵ2xyî)y(xF 22 


Να βρεθεύ το ϋργο τησ δύναμησ αυτόσ από το ςημεύο (0,0) ςτο (2,4) κατϊ μόκοσ τησ 
καμπύλησ:  (α) y=2x  (β) y=x2 

2xy   
4

0

2
2

0

22
4

0

2

0

22
y

y

y

x

x

xa dyydx)x4(xdy2xydx)y(xdyFdxFW
2

1

2

1

3

104

3

64

3

40

33

5
4

0

3
2

0

3


yx

W

2xy   
4

0

3/2
2

0

42
4

0

2

0

22
y

y

y

x

x

xb dy2ydx)x(xdy2xydx)y(xdyFdxFW
2

1

2

1

3

104

5

128

5

32

3

8

5

4

53

4

0

2/5
2

0

5
2

0

3


yxx

W
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΢ΤΝΣΗΡΗΣΙΚΕ΢  ΔΤΝΑΜΕΙ΢ 

΢το προηγούμενο παρϊδειγμα βρϋθηκε Wa=Wb , όπωσ όταν αναμενόμενο, δεδομϋνου 
ότι: 

y

F

y

)y(x
2y

x

(2xy)

x

F
x

22
y




















g(y)xy
3

x
U)y(xF

x

U 2
3

22

x 













Cxy  2
3

3

x
-y)U(x,

Άρα μπορεύ να βρεθεύ μια ςυνϊρτηςη U(x,y) τϋτοια ώςτε: 

f(x)xyU2xyF
y

U 2

y 


 Cg(y)

3

x
-f(x)

3





Εύκολα παρατηρούμε πωσ: 

3

104
162

3

8
U(2,4)-U(0,0) 
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ΔΤΝΑΜΙΚΟ – ΢ΤΝΣΗΡΗΣΙΚΕ΢ ΔΤΝΑΜΕΙ΢ 

ΦΕΒΡΟΤΑΡΙΟ΢  2022 

ΜΑΪΟ΢  2021 

΢ΕΠΣΕΜΒΡΙΟ΢  2023 
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