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ΕΥΘΥΓΡΑΜΜΗ ΚΙΝΗΣΗ: ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΚΙΝΗΣΗΣ 

Όταν δίνεται οποιαδήποτε κινηματική σχέση (απόστασης – ταχύτητας –
επιτάχυνσης) συναρτήσει του χρόνου, τότε είναι δυνατή η εύρεση των 
υπολοίπων είτε με παραγώγιση είτε με ολοκλήρωση, σύμφωνα με το σχήμα:

)(txx =
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)(tvv = )(taa =

𝑣 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡

𝑥 = න 𝑣 𝑡 𝑑𝑡 𝑣 = න 𝑎 𝑡 𝑑𝑡

𝑎 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡



ΕΥΘΥΓΡΑΜΜΗ ΚΙΝΗΣΗ: ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΚΙΝΗΣΗΣ 

Όταν δίνεται η ταχύτητα v συναρτήσει της θέσης v=v(x), τότε οι εξισώσεις κίνησης 
βρίσκονται με το παρακάτω σκεπτικό:
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𝑣 = 𝑣 𝑥  ֞ 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑣 𝑥  ֞ 

𝑑𝑥

𝑣(𝑥)
= 𝑑𝑡 ֞ න

𝑑𝑥

𝑣(𝑥)
= න 𝑑𝑡 = 𝑡

Παράδειγμα:  𝑣 = 2 𝑥 με αρχικές συνθήκες {t=0, x=4}

𝑣 = 𝑣 𝑥  ֞ 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑣 𝑥  ֞ 

𝑑𝑥

𝑣(𝑥)
= 𝑑𝑡 ֞ න

1

2 𝑥
𝑑𝑥 = න 𝑑𝑡 = 𝑡

𝑥 + 𝐶 = 𝑡 
 Α.Σ.

4 + 𝐶 = 0 ֜  𝐶 = −2

𝑥 = (𝑡 + 2)2



ΕΥΘΥΓΡΑΜΜΗ ΚΙΝΗΣΗ: ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΚΙΝΗΣΗΣ 

Ομοίως, όταν δίνεται η επιτάχυνση a συναρτήσει της θέσης a=a(x), τότε οι εξισώσεις 
κίνησης βρίσκονται με το παρακάτω σκεπτικό:
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𝑎 = 𝑎 𝑥  ֞ 
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑎 𝑥  ֞ 

𝑑𝑣

𝑑𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎 𝑥  ֞ 

𝑑𝑣

𝑑𝑥
𝑣 = 𝑎 𝑥  ֞  𝑣𝑑𝑣 = 𝑎 𝑥 𝑑𝑥

න 𝑣𝑑𝑣 = න 𝑎 𝑥 𝑑𝑥

Παράδειγμα:  𝑎 = 63 𝑥 με αρχικές συνθήκες {t=0, x=0, v=0}

𝑣𝑑𝑣 = 𝑎 𝑥 𝑑𝑥 ֞ න 𝑣𝑑𝑣 = න 63 𝑥𝑑𝑥 ֞ න 𝑣𝑑𝑣 = න 6𝑥1/3𝑑𝑥 ֞

𝑣2

2
+ 𝐶 = 6𝑥4/3

3

4
 ֞ 

𝑣2

2
+ 𝐶 =

9

2
𝑥4/3 

 Α.Σ.
0 + 𝐶 = 0 ֜  𝐶 = 0

 𝑣2 = 9𝑥4/3  ֞  𝑣 = 3𝑥2/3

Με βάση το προηγούμενο παράδειγμα από την παραπάνω σχέση εξάγεται και η 
εξίσωση της θέσης  x = 𝑡3.



ΔΙΑΝΥΣΜΑ ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗΣ

Εφαπτομενική Επιτάχυνση: Αλλαγή στο μέτρο της ταχύτηταςTa


Σώμα κινείται στην τροχιά C και τη 
χρονική στιγμή t έχει ταχύτητα v και 
επιτάχυνση a. Η επιτάχυνση a έχει πάντα 
κατεύθυνση προς τα κοίλα της τροχιάς.

Μπορούμε να αναλύσουμε την 
επιτάχυνση σε δύο κάθετες συνιστώσες: 
Σε μια εφαπτομενική στην τροχιά και σε 
μια κάθετη συνιστώσα.

Ta


x

y

Na
 a


C

v


Κάθετη Επιτάχυνση: Αλλαγή στη διεύθυνση της ταχύτηταςNa

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ΔΙΑΝΥΣΜΑ ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗΣ

v
dt

ûd

dt
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ûv)û(
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a

dt
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Tû

Nû

'ûT

r
 'ûT

Tû Tûd
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dφ

Όταν η τροχιά δεν είναι ευθύγραμμη, 
τότε το μοναδιαίο διάνυσμα uT αλλάζει 
κατεύθυνση και η παράγωγός του ως 
προς τον χρόνο υπολογίζεται ως εξής:

ρ

v
û

dφρ

dφ
vû

ds

dφ
vû

dt

ds

ds

dφ
û

dt

dφ
û

dt

ûd
dφûûd NNNNN

T
NT ======

dφûûdφ1ûdφûûd NNNTT ===

όπου το μοναδιαίο διάνυσμα uN, το οποίο εισάγεται για να καθορίσει την 
κατεύθυνση της μεταβολής duT είναι κάθετο στο uT, δηλαδή κάθετο στην 
εφαπτομενική διεύθυνση της τροχιάς. Έτσι:

© E. Stiliaris, UoA 2025 - 6 -



ΔΙΑΝΥΣΜΑ ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗΣ

v
dt

ûd

dt

dv
ûv)û(

dt

d
a

dt

vd
a T

TT +===





NT

2

NTNT aa
ρ

v
û

dt
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ûv

ρ

v
û

dt

dv
ûa


+=+=+=

Εφαπτομενική (επιτρόχια) επιτάχυνση aT: Ρυθμός αλλαγής του μέτρου της 
ταχύτητας. Σε περίπτωση ομαλής καμπυλόγραμμης κίνησης (μέτρο ταχύτητας 
v σταθερό), η εφαπτομενική επιτάχυνση aT εξαφανίζεται. 

Κάθετη (κεντρομόλος) επιτάχυνση aN: Αλλάζει την κατεύθυνση της ταχύτητας. 
Σε ευθύγραμμη κίνηση η ακτίνα καμπυλότητας ρ απειρίζεται, οπότε η κάθετη 
επιτάχυνση μηδενίζεται.
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ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗ  ΚΑΙ  ΑΚΤΙΝΑ  ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ

NT

2

NT aa
ρ

v
û

dt

dv
ûa


+=+=

Όπως αποδείχτηκε στα προηγούμενα, η επιτάχυνση στην γενικευμένη
καμπυλόγραμμη κίνηση εκφράζεται με τις δύο συνιστώσες aT (επιτρόχια)
και aN (κεντρομόλο):

Αν δοθεί το διάνυσμα θέσης r(t) ως συνάρτηση του χρόνου, τότε είναι
εύκολη η παραγώγισή του και η εύρεση και των υπολοίπων κινηματικών
μεγεθών, της ταχύτητας v(t) και της επιτάχυνσης a(t):

k̂ z(t)  ĵ y(t)   î x(t)(t)r ++=


k̂(t) v ĵ (t) v î (t)vk̂ 
dt

dz
  ĵ 

dt

dy
   î 

dt

dx
(t)v zyx ++=++=


k̂(t)a  ĵ (t)a  î (t)ak̂ 
dt

dv
  ĵ 

dt

dv
   î 

dt

dv
(t)a zyx

zyx ++=++=


Στα επόμενα παρουσιάζεται η μεθοδολογία για την εύρεση της ακτίνας
καμπυλότητας ρ από τα διανύσματα της ταχύτητας και της ταχύτητας v(t) 
και της επιτάχυνσης a(t).
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ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗ  ΚΑΙ  ΑΚΤΙΝΑ  ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ

N

22

N
a

v
ρ

ρ

v
a ==

Για τον υπολογισμό της ακτίνας καμπυλότητας ρ απαιτείται η γνώση του
μέτρου της ταχύτητας και της κεντρομόλου συνιστώσας:

Γνωρίζοντας πως η επιτρόχια συνιστώσα aT της 
επιτάχυνσης είναι συνευθειακή με την ταχύτητα v, τότε:

Αντικαθιστώντας στην παραπάνω σχέση, η ακτίνα 
καμπυλότητας ρ υπολογίζεται:

v

a

aT

aN

1η Μέθοδος

v

va

v

v
aûaa TT


 

===

2
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2
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2
N

2
T

2 aaaaaa −=+=

N

2

a

v
ρ =
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ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗ  ΚΑΙ  ΑΚΤΙΝΑ  ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ

Εξετάζουμε το εξωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων v και a. Ισχύουν:

Αντικαθιστώντας στην σχέση της ακτίνας καμπυλότητας, έχουμε:

v

a

aT

aN

2η Μέθοδος
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a N
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=
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/vav
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v
ρ

2

N
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
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==
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v
ρ

3




=

( ) NTNTN avavavaavav


=+=+=
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ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗ  ΚΑΙ  ΑΚΤΙΝΑ  ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ
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Υπολογίζουμε τη συνιστώσα aN :

Παράδειγμα
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1η Μέθοδος

Το διάνυσμα θέσης κινητού στο επίπεδο περιγράφεται από την εξίσωση:

Να υπολογισθεί η ακτίνα καμπυλότητας ρ σαν συνάρτηση του χρόνου.

 ĵ 4t   î2t (t)r 2+=


Υπολογίζουμε την ταχύτητα v και την επιτάχυνση a του κινητού:
ĵ 8  î 0(t)a

 ĵ8t    î 2(t)v 

+=

+=




Βρίσκουμε το μέτρο της aT (προβολή της επιτάχυνσης στην κατεύθυνση της ταχύτητας):

και τελικά:
( )

2

16t1
ρ

3/22+
=
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ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗ  ΚΑΙ  ΑΚΤΙΝΑ  ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ

16avk̂16

080

08t2

k̂ĵî

av ===


2η Μέθοδος

Υπολογίζουμε την ταχύτητα v και την επιτάχυνση a του κινητού:
ĵ 8  î 0(t)a

 ĵ8t    î 2(t)v 

+=

+=




Βρίσκουμε το μέτρο του εξωτερικού γινομένου |v x a| :

( )
2

16t1
ρ

3/22+
=

Υπολογίζουμε την ακτίνα καμπυλότητας με βάση τη σχέση:
av

v
ρ

3




=

( )
16

64t4

av

v
ρ

3/223 +
=


= 
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ΠΟΛΙΚΕΣ  ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ

Για τα μοναδιαία διανύσματα που ορίζουν 
το πολικό σύστημα συντεταγμένων ισχύει:
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ො𝑢𝑟 =  𝑐𝑜𝑠𝜃 Ƹ𝑖  +  𝑠𝑖𝑛𝜃 Ƹ𝑗
ො𝑢𝜃 = −𝑠𝑖𝑛𝜃 Ƹ𝑖  +  𝑐𝑜𝑠𝜃 Ƹ𝑗

Είναι ορθογώνια και μοναδιαία:

θ

x

y

Ƹ𝑖

Ƹ𝑗

ො𝑢𝑟

ො𝑢𝜃

Ԧ𝑟

Γιατί τα μοναδιαία διανύσματα        και
συνθέτουν διανύσματα βάσης;

ො𝑢𝑟 ො𝑢𝜃

ො𝑢𝑟 ∙ ො𝑢𝜃 = cosθ Ƹ𝜄 + 𝑠𝑖𝑛𝜃 Ƹ𝑗 ∙ −sinθ Ƹ𝜄 + 𝑐𝑜𝑠𝜃 Ƹ𝑗 = 0  

ො𝑢𝑟 = ො𝑢𝜃 = 1 

Επίσης ισχύει: 

ො𝑢𝑟 × ෝ𝑢𝜃 =
Ƹ𝑖 Ƹ𝑗 ෠𝑘

𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃 0
−𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0

= 𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃 ෠𝑘 =  ෠𝑘 ො𝑢𝑟 × ෝ𝑢𝜃 =  ෠𝑘



ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΗ  ΣΕ  ΠΟΛΙΚΕΣ  ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ
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θ

x

y

Ƹ𝑖

Ƹ𝑗

ො𝑢𝑟

ො𝑢𝜃

Ԧ𝑟

P

Υπολογισμός ταχύτητας 

Ԧ𝑣 =
𝑑 Ԧ𝑟

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
𝑟 ො𝑢𝑟 =

𝑑𝑟

𝑑𝑡
ො𝑢𝑟 + 𝑟

𝑑 ො𝑢𝑟

𝑑𝑡

𝑑 ො𝑢𝑟

𝑑𝑡
=

𝑑𝜃

𝑑𝑡
ො𝑢𝜃

Ԧ𝑣 =
𝑑𝑟

𝑑𝑡
ො𝑢𝑟 + 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑡
ො𝑢𝜃

Ακτινική συνιστώσα ταχύτητας: 
𝑑𝑟

𝑑𝑡

Γωνιακή συνιστώσα ταχύτητας: 𝑟
𝑑𝜃

𝑑𝑡
= 𝑟𝜔 



ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΗ  ΣΕ  ΠΟΛΙΚΕΣ  ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ
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Υπολογισμός επιτάχυνσης 

𝑑 ො𝑢𝑟

𝑑𝑡
=

𝑑𝜃

𝑑𝑡
ො𝑢𝜃

Ԧ𝑣 =
𝑑𝑟

𝑑𝑡
ො𝑢𝑟 + 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑡
ො𝑢𝜃 Ԧ𝑎 =

𝑑 Ԧ𝑣

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡

𝑑𝑟

𝑑𝑡
ො𝑢𝑟 + 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑡
ො𝑢𝜃

Ԧ𝑎 =
𝑑2𝑟

𝑑𝑡2 ො𝑢𝑟 +
𝑑𝑟

𝑑𝑡

𝑑 ො𝑢𝑟

𝑑𝑡
+

𝑑𝑟

𝑑𝑡

𝑑𝜃

𝑑𝑡
ො𝑢𝜃 + 𝑟

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2 ො𝑢𝜃 + 𝑟
𝑑𝜃

𝑑𝑡

𝑑 ො𝑢𝜃

𝑑𝑡

𝑑 ො𝑢𝜃

𝑑𝑡
= −

𝑑𝜃

𝑑𝑡
ො𝑢𝑟

Ԧ𝑎 =
𝑑2𝑟

𝑑𝑡2 ො𝑢𝑟 +
𝑑𝑟

𝑑𝑡

𝑑𝜃

𝑑𝑡
ො𝑢𝜃 +

𝑑𝑟

𝑑𝑡

𝑑𝜃

𝑑𝑡
ො𝑢𝜃 + 𝑟

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2 ො𝑢𝜃 − 𝑟
𝑑𝜃

𝑑𝑡

𝑑𝜃

𝑑𝑡
ො𝑢𝑟

Ԧ𝑎 =
𝑑2𝑟

𝑑𝑡2
− 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑡

2

ො𝑢𝑟 + 2
𝑑𝑟

𝑑𝑡

𝑑𝜃

𝑑𝑡
+ 𝑟

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
ො𝑢𝜃



ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΗ

ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΣ  2020

ΜΑΪΟΣ  2021

ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΣ  2022

ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΣ  2023
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ΕΙΔΙΚΗ  ΘΕΩΡΙΑ  ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑΣ

Οι Εξισώσεις Μετασχηματισμού του Lorentz

Παράμετρος της ταχύτητας

c

v
=

22 1

1

)c/v(1

1




−
=

−
=

Συντελεστής Lorentz

)c/vxt('t

z'z

y'y

)vtx('x

2−=

=

=

−=





)c/'vx't(t

'zz

'yy

)'vt'x(x

2+=

=

=

+=




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ΕΙΔΙΚΗ  ΘΕΩΡΙΑ  ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑΣ

Μήκος Ηρεμίας ή Ιδιομήκος L0

Το μήκος ενός αντικειμένου που μετριέται στο σύστημα ηρεμίας του 
αντικειμένου.

Μετρήσεις μήκους σε άλλα συστήματα αναφοράς που βρίσκονται σε 
σχετική κίνηση, παράλληλη με το μήκος αυτό, δίνουν πάντα μικρότερα 

αποτελέσματα.

Συστολή του Μήκους

2
0

0 )c/v(1L
L

L −==

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ΕΙΔΙΚΗ  ΘΕΩΡΙΑ  ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑΣ

Διαστολή του Χρόνου

2

0

)c/v(1

t
t

−


=

Παράμετρος της ταχύτητας

c

v
=

22 1

1

)c/v(1

1




−
=

−
=

Συντελεστής Lorentz

0tt = 

Ιδιοχρονικό Διάστημα ή Ιδιόχρονος Δt0: Το χρονικό διάστημα που μεσολαβεί ανάμεσα 
σε δύο συμβάντα αδρανειακού συστήματος τα οποία βρίσκονται στην ίδια θέση.

Οι τιμές αυτού του χρονικού διαστήματος σε οποιοδήποτε άλλο αδρανειακό 
σύστημα αναφοράς θα είναι πάντα μεγαλύτερες.
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ΕΙΔΙΚΗ  ΘΕΩΡΙΑ  ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑΣ

Διαστολή του Χρόνου

Τα μιόνια (μ) παράγονται στα ανώτερα στρώματα της ατμόσφαιρας από την αλληλεπίδραση της 
κοσμικής ακτινοβολίας με τα πρώτα ατμοσφαιρικά μόρια. Παρά το γεγονός πως η μέσος χρόνος 
ζωής των μιονίων είναι μόνο Δt0=2.2μs στο (ακίνητο) σύστημα του εργαστηρίου, καταφέρνουν 
να διασχίσουν με ταχύτητα v=0.9994c όλο το πάχος της ατμόσφαιρας και να φτάσουν στην 

επιφάνεια της γης. Πώς συμβαίνει αυτό;

m660)s/m103()s102.2(vt 86
0 == −

Απόσταση σε χρόνο Δt0

Ο χρόνος Δt0 αποτελεί τον ιδιοχρόνο ζωής του μιονίου στο σταθερό σύστημα αναφοράς του. 
Αντίθετα, για ένα γήινο παρατηρητή, ο χρόνος αυτός θα είναι διασταλμένος κατά τον 
παράγοντα Lorentz:

s5.63s2.287.28tt87.28
)9994.0(1

1

)c/v(1

1
0

22
 ====

−
=

−
=

m19050)s/m103()s105.63(tv 86 == −Απόσταση σε χρόνο Δt
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Δx’/Δt’=ux’ : Η ταχύτητα του σώματος όπως μετράται από το Ο’

Δx/Δt=ux : Η ταχύτητα του σώματος όπως μετράται από το Ο

ΕΙΔΙΚΗ  ΘΕΩΡΙΑ  ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑΣ

Η Σχετικότητα των Ταχυτήτων

)c/xvt('t

)tvx('x
2−=

−=





222 c)t/x(v1

vt/x

c/xvt

tvx

't

'x

)c/xvt(

)tvx(

't

'x

−

−
=

−

−
=






−

−
=









2
x

x'
x

c/vu1

vu
u

−

−
=

Το σύστημα Ο’ κινείται με ομαλή ταχύτητα v σε σχέση με το Ο.
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Δx’/Δt’=ux’ : Η ταχύτητα του σώματος όπως μετράται από το Ο’

Δx/Δt=ux : Η ταχύτητα του σώματος όπως μετράται από το Ο

ΕΙΔΙΚΗ  ΘΕΩΡΙΑ  ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑΣ

Η Σχετικότητα των Ταχυτήτων

2/1 cvu

vu
u

x

x
x

+

+
=

Ισοδύναμα, μπορεί να θεωρηθεί το σύστημα Ο’ «ακίνητο», οπότε το 
σύστημα Ο κινείται με ταχύτητα –v.

22 /1/)(1

)(

cvu

vu

cvu

vu
u

x

x

x

x
x

+

+
=

−−

−−
=
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ΕΙΔΙΚΗ  ΘΕΩΡΙΑ  ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑΣ

Μια πηγή εκπέμπει δύο ηλεκτρόνια κινούμενα σε αντίθετες κατευθύνσεις με ταχύτητα 0.80c το 
καθένα σε σχέση με την πηγή. Ο Γαλιλαϊκός μετασχηματισμός υπολογίζει σαν σχετική ταχύτητα 
του ενός ηλεκτρονίου σε σχέση με το άλλο την εσφαλμένη τιμή 0.80c+0.80c=1.60c.
Πώς θα υπολογισθεί με βάση την Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας η σχετική αυτή ταχύτητα;

• Θεωρούμε το ηλεκτρόνιο-1 ακίνητο (Σύστημα Ο)
• Θεωρούμε την πηγή ακίνητη σε κινούμενο (ως προς το Ο) Σύστημα Ο΄
• Η ταχύτητα του Ο’ σε σχέση με το Ο πρέπει να είναι v=0.80c
• Στο σύστημα Ο’ το ηλεκτρόνιο-2 κινείται με ταχύτητα ux’=0.80c

Η ζητούμενη σχετική ταχύτητα του ηλεκτρονίου-2 σε σχέση με το 1 είναι η ux , πώς δηλαδή 
μετασχηματίζεται η ταχύτητα ux’ στο σύστημα Ο:

v1=0.80c v2=0.80c

ΠΗΓΗ1 2

ux‘=0.80cΠΗΓΗ

O’

O

21

v=0.80c

=
+

+
=

+

+
=

64.1

c60.1

80.080.01

c80.0c80.0

c/vu1

vu
u

2
x

x
x c976.0ux =
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ΕΙΔΙΚΗ  ΘΕΩΡΙΑ  ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑΣ

Σχετικιστική έκφραση Ενέργειας

2
0 mcE =

Ενέργεια Ηρεμίας Ολική Ενέργεια

KmcKEE 2
0 +=+=

2mcE =

22
0

22
0

2 mcmcEmcKmcKEmcE −=−==+= 

2mc)1(K −= 

K: Κινητική Ενέργεια
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ΕΙΔΙΚΗ  ΘΕΩΡΙΑ  ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑΣ

Ορμή και Κινητική Ενέργεια

2222 )(mc(pc)E +=

Απαλοιφή της ταχύτητας από τους σχετικιστικούς τύπους της Ενέργειας και της Ορμής δίνει:

Απόδειξη

2222

42222

vmγpγmvp

cmγEγmcE

==

==

Πυθαγόρειο Θεώρημα για Ορμή, Ενέργεια Ηρεμίας και Ολική Ενέργεια!

42222

22222

22222

2222422222

cmccm

)v(cγcm

)v(ccmγ

cvmγcmγcpE

==

−=

−=

−=−
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ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑ

ΦΕΒΡΟΥΑΡΙΟΣ  2022

ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΣ  2021

ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΣ  2022

ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΣ  2023
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ΕΥΡΕΣΗ ΚΕΝΤΡΟΥ ΜΑΖΑΣ

Συνεχής κατανομή ύλης: Τα αθροίσματα αντικαθίστανται με ολοκληρώματα

M

dmz

dm

dmz

z

M

dmy

dm

dmy

y

M

dmx

dm

dmx

x

M

M

M
CM

M

M

M
CM

M

M

M
CM



















==

==

==

Η γεωμετρική συμμετρία του σώματος απλουστεύει τους υπολογισμούς.
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ΕΥΡΕΣΗ ΚΕΝΤΡΟΥ ΜΑΖΑΣ

Να βρεθεί το κέντρο βάρους ανομοιογενούς ράβδου μήκους L, όταν η πυκνότητά της 
εξαρτάται γραμμικά από το μήκος της: ρ(x)=ρ0(1+x/L).

x

y

L

dx

dxhD)
L

x
1(dVdm

dxhDdV

0 +==

=



Όπως προηγουμένως, για ένα απειροστό 
μήκος dx ισχύουν: 

2
L3
6

L5

L2
LL

L3
L

2
L

dx
L

x
1

dx
L

x
1x

Dhdx
L

x
1

Dhdx
L

x
1x

dm

dmx
x

2

2

32

L

0

L

0

L

0 0

L

0 0

L

0

L

0
CM =

+

+
=









+









+

=









+









+

==

















L
9

5
xCM =
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ΕΥΡΕΣΗ ΚΕΝΤΡΟΥ ΜΑΖΑΣ

Να βρεθεί το κέντρο βάρους ομογενούς πλάκας σχήματος ισοσκελούς τραπεζίου με 
βάσεις L και 2L και ύψος D.

y

2L

dy

x

L

D

Σε τυχαίο ύψος y και για στοιχειώδες dy το μήκος x 
του στοιχείου δίνεται από τη σχέση:









−=−=
D

y
2LL

D

y
L2x

dyh
D

y
2Ldm

dyh
D

y
2LdyhxdV

0 







−=









−==



Οπότε:

D
2
3

D
3
2

D2
DD2

D3
DD

dy
D
y2

dy
D
y2y

hdy
D
y2L

hdy
D
y2Ly

dm

dmy
y

2

2

32

D

0

D

0

D

0 0

D

0 0

D

0

D

0
CM =

−

−
=








 −








 −

=








 −








 −

==

















D
9

4
yCM =

© E. Stiliaris, UoA 2025 - 29 -



ΕΥΡΕΣΗ ΚΕΝΤΡΟΥ ΜΑΖΑΣ

Κέντρο μάζας κώνου ύψους H (και ακτίνας R)

H

R
zr

H

R

z

r
==

dz
H

R
zπρdzπrρdVρdm

2

0
2

00 







===Οπότε:

( )
H

4

3

H

4

H

H

1

H

dzz
H

1

HπRρ

dzz
H

Rπzρ

dm

dmz
z

3
1

4

2

3
1

H

0

3

2

2
3

1
0

D

0

2
2

0

M

H

0
CM ===


==







Ο κώνος τοποθετείται με τον άξονα του κατά μήκος 
του z και η κορυφή του να συμπίπτει με την αρχή των 
αξόνων. Είναι προφανές πως λόγω συμμετρίας:

xCM = yCM = 0

Επιλέγοντας λεπτό δίσκο πάχους dz σε ύψος z, του 
οποίου η ακτίνα είναι r, ισχύει:

Hz 4
3

CM =Άρα το κέντρο μάζας κώνου απέχει από την κορυφή του:  
ή ισοδύναμα ¼ H από τη βάση του. 

z

dz

x

R

Η

r

z y
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ΕΥΡΕΣΗ ΚΕΝΤΡΟΥ ΜΑΖΑΣ

Αφαίρεση τμήματος μάζας από σώμα συμμετρικού σχήματος

( )
)

16

M
(Mx

16

M

2

R
m)(Mxmx

16
Mdπρdπrρm

dπRρM

NN2

4
R

0
2

0

2
0

−=−=














===

=

Οπότε:

Παράδειγμα
Εάν η ακτίνα του αρχικού (ομογενούς) δίσκου είναι R και του 
τμήματος που αφαιρείται r = R/4, το δε x = R/2, τότε:

xN x

x

y

R

r

Εάν από το δίσκο ακτίνας R του σχήματος αφαιρεθεί 
κυκλικό τμήμα ακτίνας r σε απόσταση x από το αρχικό 
κέντρο μάζας του σώματος, τότε το νέο κέντρο μετατίθεται 
στην απόσταση xN, για την οποία ισχύει: 

m)(Mxmx N −=

όπου Μ η αρχική μάζα του σώματος και m η μάζα του 
σώματος που αφαιρείται.

Rx 30
1

N =

d: πάχος του δίσκου
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ΣΤΑΤΙΚΗ  – ΡΟΠΕΣ  – ΚΕΝΤΡΟ ΜΑΖΑΣ

ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΣ  2023

ΜΑΪΟΣ  2023

ΙΑΝΟΥΑΡΙΟΣ  2023
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ΕΡΓΟ  ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ  ΔΥΝΑΜΗΣ

Ανάλυση σε τρεις διαστάσεις

k̂FĵFîFF zyx ++=


dzFdyFdxFrdFdW zyx ++==


  ++==
f

i

f

i

f

i

f

i

z

z

z

y

y

y

r

r

x

x

x dzFdyFdxFdW W 

Το έργο μεταβλητής δύναμης σε τρεις διαστάσεις υπολογίζεται ως ακολούθως:

k̂dzĵdyîdxrd ++=


Κατά συνέπεια:

 ++=
f

i

f

i

f

i

z

z

z

y

y

y

x

x

x dzFdyFdxF W 
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ΣΥΝΤΗΡΗΤΙΚΕΣ  ΔΥΝΑΜΕΙΣ

Το έργο που παράγεται από μια συντηρητική δύναμη 
σε ένα σωματίδιο που κινείται από το σημείο a στο 
σημείο b δεν εξαρτάται από την τροχιά που ακολουθεί 
το σωματίδιο.

ab,2ab,1 WW =

Κατά μήκος μιας κλειστής διαδρομής μια συντηρητική 
δύναμη δίνει συνολικό έργο μηδέν.

ba,2ab,2ab,1 WWW −==

0WWW ba,2ab,1ba,2ab,1 ==+ →
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ΣΥΝΤΗΡΗΤΙΚΕΣ  ΔΥΝΑΜΕΙΣ

Αν μια δύναμη F είναι συντηρητική, δηλαδή το παραγόμενο έργο εξαρτάται 
μόνο από την αρχική και τελική θέση, τότε μπορεί να βρεθεί μια συνάρτηση 
U η οποία να αποδίδει ποσοτικά τη διαφορά αυτή ως:

ΔU)U(x)U(xdxF(x)W fi

x

x

f

i

−=−== 

Η συνάρτηση αυτή καλείται Δυναμικό ή Δυναμική Ενέργεια. Για το U ισχύει:

dx

dU(x)
-  F(x)  =

dU(x)dxF(x))U(x)U(xdxF(x) fi

x

x

f

i

−=−=
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ΣΥΝΤΗΡΗΤΙΚΕΣ  ΔΥΝΑΜΕΙΣ

Για το δυναμικό γενικότερα ισχύει:













+




+




−=−=−= k̂

z

U
ĵ

y

U
î

x

U
UgradUF



Για να είναι μια δύναμη συντηρητική αποδεικνύεται πως πρέπει να ισχύουν:

U-  F  =


y

F

z

F

z

F

x

F

x

F

y

F zyxzyx




=








=








=




,,

Τότε μπορεί να προσδιορισθεί η συνάρτηση U(x,y,z) έτσι ώστε
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ΣΥΝΤΗΡΗΤΙΚΕΣ  ΔΥΝΑΜΕΙΣ

Παράδειγμα ĵ2xyî)y(xF 22 ++=


Να βρεθεί το έργο της δύναμης αυτής από το σημείο (0,0) στο (2,4) κατά μήκος της 
καμπύλης: (α) y=2x (β) y=x2

2xy =  ++=++=+=
4

0

2
2

0

22
4

0

2

0

22
y

y

y

x

x

xa dyydx)x4(xdy2xydx)y(xdyFdxFW
2

1

2

1

3

104

3

64

3

40

33

5
4

0

3
2

0

3

=+=+=
yx

W

2xy =  ++=++=+=
4

0

3/2
2

0

42
4

0

2
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Στο προηγούμενο παράδειγμα βρέθηκε Wa=Wb , όπως ήταν αναμενόμενο, δεδομένου 
ότι:

y

F

y

)y(x
2y

x

(2xy)

x

F
x

22
y




=



+
==




=





g(y)xy
3

x
U)y(xF

x

U 2
3

22

x +







+−=+−=−=





Cxy +−= 2
3

3

x
-y)U(x,

Άρα μπορεί να βρεθεί μια συνάρτηση U(x,y) τέτοια ώστε:

f(x)xyU2xyF
y

U 2

y +−=−=−=


 Cg(y)

3

x
-f(x)

3

=

=

Εύκολα παρατηρούμε πως:
3

104
162

3

8
U(2,4)-U(0,0) =+=
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ΦΕΒΡΟΥΑΡΙΟΣ  2022

ΜΑΪΟΣ  2021

ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΣ  2023
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