
Κεφ�αλαιο 9

Η Χαµιλτονιαν�η Θε£ωρηση

“Με αντρε�ια, µε σκληρ�οτητα στερ�εωσε απ�ανω
στο σαλευ�οµενο χ�αο̋ το καταστρ�ογγυλο,

το καταφ£ωτιστο αλ£ωνι του νου,
ν� αλων�ισει̋, να λιχν�ισει̋, σα νοικοκ�υρη̋, τα σ�υµπαντα.”

Ν�ικο̋ Καζαντζ�ακη̋

9.1 Εισαγωγ�η

Κατ�α τη νευτ£ωνεια θε£ωρηση τη̋ µηχανικ�η̋, µπορο�υµε να προσδιο-
ρ�ισουµε τη θ�εση ~xi κ�αθε σωµατιδ�ιου σε �ενα αδρανειακ�ο καρτεσιαν�ο σ�υ-
στηµα αναφορ�α̋, αν γνωρ�ιζουµε τη δ�υναµη ~Fi που ασκε�ιται στο σωµατ�ι-
διο, ολοκληρ£ωνοντα̋ το δε�υτερο ν�οµο του Νε�υτωνα

d2~xi

dt2
= ~Fi . (9.1)

∆εδοµ�ενων των αρχικ£ων θ�εσεων και των ταχυτ�ητων των σωµατιδ�ιων,
κ�αθε σωµατ�ιδιο διαγρ�αφει µ�ια τροχι�α στον τρισδι�αστατο ευκλε�ιδειο χ£ωρο.
�Οταν πρ�οκειται για N σωµατ�ιδια, �εχουµε N τροχι�ε̋ στον τρισδι�αστατο
χ£ωρο. Στη νευτ£ωνεια θε£ωρηση η κ�ινηση εξελ�ισσεται στον τρισδι�αστατο
φυσικ�ο χ£ωρο και κ�αθε σωµατ�ιδιο διαγρ�αφει µ�ια ξεχωριστ�η τροχι�α.
Αντ�ιθετα µε τη σ�υµφωνη µε τι̋ αισθ�ησει̋ µα̋ εξ�ελιξη του συστ�ηµατο̋

στη νευτ£ωνεια θε£ωρηση, στη λαγκρανζιαν�η θε£ωρηση η κ�ινηση του συστ�η- Η κ�ινηση απ�ο το χ£ωρο

των αισθ�ησεων στο

θεσεογραφικ�ο χ£ωρο

µατο̋ διαδραµατ�ιζεται στον αφηρηµ�ενο πολυδι�αστατο και �οχι κατ� αν�α-
γκην ευκλε�ιδειο χ£ωρο των γενικευµ�ενων θ�εσεων και η τροχι�α �ολου του συ-
στ�ηµατο̋ σε αυτ�ο το χ£ωρο ε�ιναι µ�ια και µοναδικ�η. Αυτ�ο σηµα�ινει �οτι, αν
η θ�εση των σωµατιδ�ιων προσδιορ�ιζεται απ�ο τι̋ n γενικευµ�ενε̋ συντεταγ-
µ�ενε̋ qi, η τροχι�α του συστ�ηµατο̋ ε�ιναι µ�ια µοναδικ�η καµπ�υλη στον n-
δι�αστατο χ£ωρο των γενικευµ�ενων θ�εσεων. Ο χ£ωρο̋ αυτ�ο̋, �οπω̋ �εχουµε
αναφ�ερει στο Κεφ�αλαιο 4, ε�ιναι ο καλο�υµενο̋ θεσεογραφικ�ο̋ χ£ωρο̋. Η
τροχι�α του συστ�ηµατο̋ N σωµατιδ�ιων στο θεσεογραφικ�ο χ£ωρο ε�ιναι µ�ια
καµπ�υλη σε �ενα χ£ωρο 3N διαστ�ασεων, αφο�υ απαιτο�υνται 3N συντεταγ-
µ�ενε̋ για τον προσδιορισµ�ο τη̋ θ�εση̋ �ολων των σωµατιδ�ιων.
Για να γ�ινει πιο απτ�η η διαφορ�α µεταξ�υ του χ£ωρου στον οπο�ιο πραγ-

µατοποιε�ιται η κ�ινηση στη νευτ£ωνεια θε£ωρηση και του αντ�ιστοιχου χ£ω-
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ρου στη λαγκρανζιαν�η θε£ωρηση, απεικον�ιζουµε στου̋ αντ�ιστοιχου̋ χ£ω-
ρου̋ την κ�ινηση δ�υο ασ�υζευκτων εκκρεµ£ων, τα οπο�ια εκτελο�υν µικρ�ε̋ τα-
λαντ£ωσει̋ στο �ιδιο κατακ�ορυφο επ�ιπεδο µ�εσα στο πεδ�ιο βαρ�υτητα̋ τη̋
Γη̋. Τα µ�ηκη των εκκρεµ£ων �εχουν λ�ογο 1 :

√
2. Η τροχι�α του συστ�ηµα-

το̋ των εκκρεµ£ων στη νευτ£ωνεια θε£ωρηση αποτελε�ιται απ�ο δ�υο κυκλικ�α
τ�οξα στο κατακ�ορυφο επ�ιπεδο x−y, �οπω̋ φα�ινεται στο Σχ�ηµα 9.1(α). Στη
λαγκρανζιαν�η θε£ωρηση η τροχι�α του συστ�ηµατο̋ ε�ιναι µ�ια περ�ιπλοκη κα-
µπ�υλη. Αν προσδιορ�ισουµε τη θ�εση των δ�υο εκκρεµ£ων µε τι̋ δ�υο γων�ιε̋
απ�οκλιση̋ αυτ£ων απ�ο την κατακ�ορυφο, η κ�ινηση του̋ για ορισµ�ενε̋ αρχι-
κ�ε̋ συνθ�ηκε̋ και για κ�αποιο χρονικ�ο δι�αστηµα δ�ινεται απ�ο την καµπ�υλη
του Σχ�ηµατο̋ 9.1(β). Αν θ�ελουµε να ε�ιµαστε ακρι1ολ�ογοι, ο χ£ωρο̋ των
θ�εσεων εξαιτ�ια̋ τη̋ περιοδικ�οτητα̋ των συντεταγµ�ενων αυτ£ων θα ε�ιναι
τοπολογικ�α �ενα̋ τ�ορο̋ (που �εχει το σχ�ηµα µια̋ σαµπρ�ελα̋), �ενα̋ κλει-
στ�ο̋ δηλαδ�η χ£ωρο̋ (βλ. Σχ�ηµα 9.1(γ)). Επειδ�η στη λαγκρανζιαν�η θε£ω-
ρηση οι ανεξ�αρτητε̋ µετα1λητ�ε̋ ε�ιναι οι θ�εσει̋ qi και οι γενικευµ�ενε̋ τα-

Σχ�ηµα 9.1: (α)Οι τροχι�ε̋ δ�υο ασ�υζευκτων επ�ιπεδων εκκρεµ£ων στη νευτ£ωνεια θε£ωρηση.
(β) Η τροχι�α του συστ�ηµατο̋ των δ�υο εκκρεµ£ων στο χ£ωρο των γενικευµ�ενων θ�εσεων. Η
θ�εση του συστ�ηµατο̋ προσδιορ�ιζεται απ�ο τι̋ γων�ιε̋ θ1 και θ2 που σχηµατ�ιζουν τα εκ-
κρεµ�η µε την κατακ�ορυφο. Η τροχι�α στο θεσεογραφικ�ο χ£ωρο για �ενα πεπερασµ�ενο χρο-
νικ�ο δι�αστηµα ε�ιναι η καµπ�υλη που φα�ινεται στο Σχ�ηµα. Ο θεσεογραφικ�ο̋ χ£ωρο̋ ε�ιναι
το τετρ�αγωνο−π ≤ θ1 < π , −π ≤ θ2 < π του οπο�ιου οι αντ�ιθετε̋ πλευρ�ε̋ ταυτ�ιζονται
λ�ογω τη̋ κυκλικ�οτητα̋ του ορισµο�υ των γωνι£ων. Τ�ετοια τετρ�αγωνα ε�ιναι τοπολογικ�α
ισοδ�υναµα µε �εναν απλ�ο τ�ορο (γ). Ο θεσεογραφικ�ο̋ χ£ωρο̋ µπορε�ι, λοιπ�ον, να ε�ιναι κα-
µπ�υλο̋. �Οποια µορφ�η, �οµω̋, και αν �εχει ο χ£ωρο̋, η κ�ινηση στη λαγκρανζιαν�η θε£ωρηση
δ�ινεται π�αντα απ�ο τι̋ �ιδιε̋ εξισ£ωσει̋, τι̋ εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange.
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χ�υτητε̋ q̇i, οι τροχι�ε̋ στο χ£ωρο των θ�εσεων µπορο�υν να τ�εµνονται, δι�οτι
σε κ�αθε σηµε�ιο του χ£ωρου των θ�εσεων αντιστοιχο�υν πολλ�ε̋ γενικευµ�ενε̋ Στο θεσεογραφικ�ο

χ£ωρο οι τροχι�ε̋

µπορο�υν να τ�εµνονται

ταχ�υτητε̋. Για παρ�αδειγµα, το κ�αθε εκκρεµ�ε̋ δι�ερχεται απ�ο το κατ£ωτερο
σηµε�ιο κινο�υµενο π�οτε µε θετικ�η και π�οτε µε αρνητικ�η ταχ�υτητα.
Για να αποφ�υγουµε την τοµ�η των τροχι£ων (που ε�ιναι εµφαν�η̋ στο

Σχ�ηµα 9.1(β)), επειδ�η οι εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange ε�ιναι δε�υτερη̋ τ�αξη̋,
πρ�επει για �ενα σ�υστηµα n βαθµ£ων ελευθερ�ια̋ να θεωρ�ησουµε �ενα χ£ωρο
2n διαστ�ασεων. �Ενα̋ τ�ετοιο̋ χ£ωρο̋ στη λαγκρανζιαν�η θε£ωρηση ε�ιναι
ο χ£ωρο̋ των θ�εσεων και των ταχυτ�ητων1 τον οπο�ιο γρ�αφουµε (q, q̇), �εχο-
ντα̋ παραλε�ιψει για λ�ογου̋ συντοµ�ια̋ του̋ δε�ικτε̋. Σε αυτ�ον το χ£ωρο
των θ�εσεων και των ταχυτ�ητων οι τροχι�ε̋ του συστ�ηµατο̋ προσδιορ�ιζο-
νται απ�ο τι̋ εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange που µπορο�υν να γραφο�υν ισοδυ-
ν�αµω̋ ω̋ �ενα σ�υστηµα 2n διαφορικ£ων εξισ£ωσεων πρ£ωτη̋ τ�αξη̋

dqi

dt
= q̇i , (9.2)

dpi

dt
=

∂L

∂qi
. (9.3)

�οπου η κανονικ�η ορµ�η pi ορ�ιζεται ω̋ συν�αρτηση �ολων των q, q̇ µ�εσω τη̋
σχ�εση̋

pi =
∂L

∂q̇i

. (9.4)

Στι̋ εξισ£ωσει̋ αυτ�ε̋ οι γενικευµ�ενε̋ θ�εσει̋ q και οι γενικευµ�ενε̋ ταχ�υ-
τητε̋ q̇ εµφαν�ιζονται ω̋ ανεξ�αρτητε̋ µετα1λητ�ε̋, καταδεικν�υοντα̋ �οτι
για τον προσδιορισµ�ο τη̋ τροχι�α̋ απαιτε�ιται �οχι µ�ονο η γν£ωση των qi αλλ�α
και των q̇i.

Η κατασκευ�η, �οµω̋, τη̋ µοναδικ�η̋ αυτ�η̋ τροχι�α̋ στο χ£ωρο των θ�ε-
σεων και των ταχυτ�ητων (q, q̇) ε�ιναι ιδια�ιτερα περ�ιπλοκη. Α̋ υποθ�εσουµε Χτ�ιζοντα̋ β�ηµα-β�ηµα

την τροχι�α στο χ£ωρο

θ�εσεων-ταχυτ�ητων.

�οτι το σ�υστηµα βρ�ισκεται στην αρχικ�η κατ�ασταση (q(0), q̇(0)). Υπολογ�ι-
ζουµε πρ£ωτα απ�ο την εξ�ισωση (9.4) την αντ�ιστοιχη κανονικ�η ορ-µ�η p(0).
Στη συν�εχεια υπολογ�ιζουµε �υστερα απ�ο χρ�ονο δt, αρκο�υντω̋ µικρ�ο, την
p(δt) απ�ο την (9.3) µ�εσω τη̋ σχ�εση̋

p(δt) ≈ p(0) + δt
∂L

∂qi

∣

∣

∣

∣

(q(0),q̇(0))

, (9.5)

�η κ�αποιου �αλλου ακρι1�εστερου τ�υπου αριθµητικ�η̋ ολοκλ�ηρωση̋. Η ν�εα
θ�εση προσδιορ�ιζεται µ�εσω τη̋ (9.2) ω̋

q(δt) ≈ q(0) + δt q̇(0) . (9.6)

�Εχοντα̋ προσδιορ�ισει τη ν�εα θ�εση q(δt) και την ορµ�η p(δt), προσδιορ�ι-
ζουµε απ�ο την (9.4), που ε�ιναι µια αλγε1ρικ�η εξ�ισωση ω̋ προ̋ q̇(δt), τη

1Προσ�εξτε �οτι και σε αυτ�ον το χ£ωρο ενδ�εχεται να τ�εµνονται οι τροχι�ε̋. Αυτ�ο, β�ε1αια,
συµ1α�ινει µ�ονο �οταν η Λαγκρανζιαν�η �εχει �αµεση εξ�αρτηση απ�ο το χρ�ονο. Αν θ�ελαµε
να αποφ�υγουµε την τοµ�η των τροχι£ων και για τι̋ χρονοεξαρτ£ωµενε̋ Λαγκρανζιαν�ε̋ θα
�επρεπε να εµ1απτ�ισουµε την κ�ινηση στο (2n+1)-δι�αστατο χ£ωρο των θ�εσεων, των ταχυ-
τ�ητων και του χρ�ονου (q, q̇, t). Σε�εναν τ�ετοιο χ£ωρο ε�ιναι αδ�υνατον να τµηθο�υν οι τροχι�ε̋
του συστ�ηµατο̋.
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ν�εα q̇(δt) και επαναλαµ1�ανοντα̋ πολλ�ε̋ φορ�ε̋ �ολα τα προηγο�υµενα β�η-
µατα προσδιορ�ιζουµε τελικ�α �ολη την τροχι�α.
Η διαδικασ�ια αυτ�η κατασκευ�η̋ τη̋ τροχι�α̋ ε�ιναι αν µη τι �αλλο �ακο-

µψη. Η µεγ�αλη συµ1ολ�η του Hamilton συν�ισταται στην παρατ�ηρηση �οτι ηΜ�ηπω̋ ε�ιναι

ευκολ�οτερη η

κατασκευ�η τη̋

τροχι�α̋ στο χ£ωρο των

θ�εσεων-ορµ£ων;

τροχι�α δεν πρ�επει να θεωρηθε�ι �οτι εκτυλ�ισσεται στο χ£ωρο των θ�εσεων και
των ταχυτ�ητων (q, q̇), αλλ�α στο χ£ωρο των θ�εσεων και των ορµ£ων (q, p). Ο
χ£ωρο̋ αυτ�ο̋ ονοµ�αζεται χ£ωρο̋ των φ�ασεων. Στη χαµιλτονιαν�η θε£ωρηση,
�ενα µηχανικ�ο σ�υστηµα περιγρ�αφεται µε ανεξ�αρτητε̋ µετα1λητ�ε̋ τι̋ θ�ε-
σει̋ και τι̋ ορµ�ε̋, εν£ω οι γενικευµ�ενε̋ ταχ�υτητε̋ q̇ θεωρο�υνται συναρ-
τ�ησει̋ των θ�εσεων και των ορµ£ων. Αυτ�ο σηµα�ινει �οτι στη χαµιλτονιαν�η
θε£ωρηση η γενικευµ�ενη ταχ�υτητα q̇(q, p) θα πα�ιζει το ρ�ολο που �επαιζε η
κανονικ�η ορµ�η p(q, q̇) στη λαγκρανζιαν�η θε£ωρηση.
Στη λαγκρανζιαν�η θε£ωρηση η ορµ�η p(q, q̇) ορ�ιζεται µ�εσω τη̋ λαγκραν-

ζιαν�η̋ συν�αρτηση̋ ω̋ η ακ�ολουθη συν�αρτηση των θ�εσεων και των ταχυ-
τ�ητων :

pi =
∂L(q, q̇, t)

∂q̇i
. (9.7)

Θα δε�ιξουµε �οτι απ�ο τη Λαγκρανζιαν�η µπορε�ι να κατασκευαστε�ι µ�ια ν�εα
συν�αρτηση των θ�εσεων και των ορµ£ωνH(q, p, t) µ�εσω τη̋ οπο�ια̋ οι γενι-Πρ�αγµατι, αλλ�α

χρειαζ�οµαστε µια

κατ�αλληλη συν�αρτηση

εξ�ελιξη̋

κευµ�ενε̋ ταχ�υτητε̋ q̇(q, p) προκ�υπτουν απ�ο τη σχ�εση

q̇i =
∂H(q, p, t)

∂pi
. (9.8)

Η συν�αρτηση αυτ�ηH(q, p, t) λ�εγεται χαµιλτονιαν�η συν�αρτηση �η απλ�α Χα-
µιλτονιαν�η. Στη χαµιλτονιαν�η θε£ωρηση ανταλλ�ασσονται οι ρ�ολοι των γε-
νικευµ�ενων ταχυτ�ητων µε τι̋ κανονικ�ε̋ ορµ�ε̋ και αντικαθ�ισταται η Λα-
γκρανζιαν�η L(q, q̇, t) απ�ο τη Χαµιλτονιαν�η H(q, p, t), η οπο�ια, �οπω̋ θα
δο�υµε παρακ�ατω, παρ�αγει την κ�ινηση του συστ�ηµατο̋ µε απλ�ο τρ�οπο.

9.2 Μετασχηµατισµ�ο̋ Legendre

Η αλλαγ�η απ�ο την L(q, q̇, t) στην H(q, p, t), �ετσι £ωστε να ικανοποιο�υ-
νται οι αντ�ιστροφε̋ σχ�εσει̋ (9.7) και (9.8), επιτυγχ�ανεται µε τον αποκα-
λο�υµενο µετασχηµατισµ�ο Legendre. Για να κατανο�ησουµε τον τρ�οπο µε
τον οπο�ιο “δουλε�υει” αυτ�ο̋ ο µετασχηµατισµ�ο̋, θα ξεκιν�ησουµε κατα-
σκευ�αζοντα̋ το µετασχηµατισµ�ο Legendreµια̋ συν�αρτηση̋ µ�ια̋ µετα1λη-
τ�η̋.
�Εστω, η συν�αρτηση µ�ια̋ µετα1λητ�η̋ f(x). Η παρ�αγωγ�ο̋ τη̋ ορ�ιζει

τη ν�εα συν�αρτηση

p(x) =
df

dx
. (9.9)

Ο µετασχηµατισµ�ο̋ Legendre τη̋ f(x) ε�ιναι εκε�ινη η συν�αρτηση τη̋ p,
g(p), η οπο�ια �εχει την ιδι�οτητα να �εχει ω̋ παρ�αγωγο την αντ�ιστροφη συ-Τι ε�ιναι ο

µετασχηµατισµ�ο̋

Legendre;

ν�αρτηση τη̋ p(x), x(p)

x(p) =
dg

dp
. (9.10)
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Σχ�ηµα 9.2: Γραφικ�η κατασκευ�η του µετασχηµατισµο�υ Legendre. Αν µ�ια συν�αρτηση f(x)
�εχει καµπυλ�οτητα σταθερο�υ προσ�ηµου, δηλαδ�η η p(x) = df/dx ε�ιναι αυστηρ�α µον�ο-
τονη, µπορε�ι να οριστε�ι η αντ�ιστροφη τη̋ p(x), η x(p). Στο δι�αγραµµα απεικον�ιζεται η
µον�οτονη καµπ�υλη p(x) και αν αντιστρ�εψει κανε�ι̋ του̋ �αξονε̋ µπορε�ι να δια1�ασει και
την αντ�ιστροφη συν�αρτηση, x(p).

Π£ω̋ µπορε�ι, �οµω̋, κανε�ι̋ να κατασκευ�ασει µια τ�ετοια συν�αρτηση g(p);
Α̋ υποθ�εσουµε �οτι η x(p), η αντ�ιστροφη δηλαδ�η συν�αρτηση τη̋ p(x),

υπ�αρχει. Αν για παρ�αδειγµα επιλ�εξουµε τη συν�αρτηση f(x) = x3/3, η
συν�αρτηση p(x) ε�ιναι η p(x) = df/dx = x2, οπ�οτε x(p) =

√
p. Αυτ�η η

αντιστροφ�η µπορε�ι να επιτευχθε�ι αν Συνθ�ηκη �υπαρξη̋ του

µετασχηµατισµο�υ
dp

dx
=

d2f

dx2
6= 0 , (9.11)

δι�οτι, τ�οτε, υπ�αρχει αµφιµονοσ�ηµαντη αντιστοιχ�ια µεταξ�υ τη̋ x και τη̋ p,
οπ�οτε υπ�αρχει η αντ�ιστροφη συν�αρτηση x(p). Εννοε�ιται �οτι η παραπ�ανω
συνθ�ηκη θα πρ�επει να ισχ�υει σε �ολη την περιοχ�η ενδιαφ�εροντο̋. Με �αλλα
λ�ογια για να υπ�αρχει µετασχηµατισµ�ο̋ Legendre τη̋ f απαιτε�ιται η κα-
µπυλ�οτητα τη̋ συν�αρτηση̋ στην περιοχ�η αυτ�η να παρουσι�αζει σταθερ�ο
πρ�οσηµο.
Απ�ο τη στιγµ�η που �εχουµε προσδιορ�ισει την p(x), ορ�ιζουµε τη συν�αρ-

τηση Η συνταγ�η του

µετασχηµατισµο�υg(p) = x(p)p − f (x(p)) , (9.12)

στην οπο�ια το x θεωρε�ιται συν�αρτηση του p. Η g(p) ε�ιναι ο ζητο�υµενο̋
µετασχηµατισµ�ο̋ Legendre τη̋ f(x). Πρ�αγµατι ∆ουλε�υει σωστ�α;

dg

dp
=

dx(p)

dp
p + x(p) − df

dx

dx(p)

dp
= x(p) , (9.13)

αφο�υ εξ ορισµο�υ p = df/dx.
Τα καταφ�εραµε, αλλ�α π£ω̋ σκεφτ�ηκαµε αυτ�η την κατασκευ�η; �Εστω Ναι, αλλ�α γιατ�ι;

�οτι η p(x) �εχει ω̋ γρ�αφηµα αυτ�ο του Σχ�ηµατο̋ 9.2. Το �ιδιο γρ�αφηµα µπο-
ρε�ι να εκφρ�ασει και την x(p), αν ανταλλ�αξουµε του̋ �αξονε̋. Το εµ1αδ�ον
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του χωρ�ιου (x0xBA) ε�ιναι

E(x0xBA) =

∫ x

x0

p(x)dx =

∫ x

x0

df

dx
dx = f(x) − f(x0) . (9.14)

Οµο�ιω̋, το εµ1αδ�ον του χωρ�ιου (p0pBA) ε�ιναι

E(p0pBA) =

∫ p

p0

x(p)dp =

∫ p

p0

dg

dp
dp = g(p) − g(p0) . (9.15)

Το �αθροισµα των δ�υο αυτ£ων εµ1αδ£ων ε�ιναι η διαφορ�α των δ�υο ορθογω-
ν�ιων

E(x0xBA) + E(p0pBA) = p x − p0 x0 . (9.16)

Συνεπ£ω̋,
f(x) − f(x0) + g(p) − g(p0) = p x − p0 x0 . (9.17)

Αυτ�ο σηµα�ινει �οτι η ποσ�οτητα

f(x) + g(p) − p x , (9.18)

πρ�επει να ισο�υται µε µ�ια σταθερ�α C. Μ�αλιστα, επειδ�η η αντ�ιστροφη συ-
ν�αρτηση τη̋ p(x)

x(p) =
dg(p)

dp
,

προσδιορ�ιζεται �υστερα απ�ο παραγ£ωγιση τη̋ g(p) µπορο�υµε να ενσωµα-
τ£ωσουµε στην g(p) τη σταθερ�α C και να συναγ�αγουµε, �οπω̋ διαπιστ£ω-
σαµε προηγουµ�ενω̋, �οτι ο πλ�εον γενικ�ο̋ µετασχηµατισµ�ο̋ Legendre τη̋
f(x) ε�ιναι ο

g(p) = p x(p) − f (x(p)) . (9.19)

�Ασκηση 9.1. ∆ε�ιξτε �οτι ο µετασχηµατισµ�ο̋ Legendre τη̋ f(x) = xα/α µε α > 1ΑΣΚΗΣΕΙΣ
ε�ιναι η g(p) = pβ/β µε του̋ εκθ�ετε̋ α και β να ικανοποιο�υν τη σχ�εση 1

α
+ 1

β
= 1.

�Ασκηση 9.2. ∆ε�ιξτε �οτι, αν ικανοποιε�ιται η εξ�ισωση Clairaut y = px − g(p) µε
p = dy/dx και g(p) κ�αποια συν�αρτηση µε καµπυλ�οτητα σταθερο�υ προσ�ηµου, τ�οτε ικα-
νοποιε�ιται και η διαφορικ�η εξ�ισωση x = dg/dp. Βρε�ιτε µ�ια λ�υση τη̋ εξ�ισωση̋ Clairaut
για g(p) = p2/2. Κατασκευ�αστε µ�ια οικογ�ενεια λ�υσεων δοκιµ�αζοντα̋ λ�υσει̋ τη̋ µορφ�η̋
y = αx+β και σχεδι�αστε τι̋ λ�υσει̋ αυτ�ε̋. Μπορε�ιτε να βρε�ιτε τη σχ�εση που�εχουν οι λ�υ-
σει̋ αυτ�ε̋ µε την πρ£ωτη λ�υση που βρ�ηκατε; [Απ�αντηση: Ηπρ£ωτη λ�υση αποτελε�ι την πε-
ρι1�αλλουσα τη̋ οικογ�ενεια̋ των λ�υσεων. Η περι1�αλλουσα τη̋ οικογ�ενεια̋ f(x, α) = 0
ορ�ιζεται η καµπ�υλη που εφ�απτεται σε �ολε̋ τι̋ καµπ�υλε̋ τη̋ οικογ�ενεια̋ και προσδιορ�ι-
ζεται αν απαλε�ιψουµε το α απ�ο τι̋ f = 0 και ∂f/∂α = 0.]

Ε�αν η g(p) ε�ιναι ο µετασχηµατισµ�ο̋ Legendre τη̋ f(x), τ�οτε ποιο̋ ε�ι-Ποιο̋ ε�ιναι ο

µετασχηµατισµ�ο̋

Legendre του

µετασχηµατισµο�υ

Legendre;

ναι ο µετασχηµατισµ�ο̋ Legendre τη̋ g(p); Θα δε�ιξουµε �οτι ε�ιναι η αρχικ�η
συν�αρτηση f(x). Πρ�αγµατι, η αρχικ�η συν�αρτηση f(x) εκφρ�αζεται µ�εσω
τη̋ (9.19) ω̋

f(x) = p x − g(p) , (9.20)
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�οπου τ£ωρα �ολα τα p που εµφαν�ιζονται θεωρο�υνται συναρτ�ησει̋ του x.
Μπορο�υµε να προσδιορ�ισουµε τη συν�αρτηση p(x) επιλ�υοντα̋ την x(p) =
dg/dp ω̋ προ̋ p.
Για να µπορε�ι, β�ε1αια, να εκφραστε�ι η pω̋ συν�αρτηση του x µ�εσω τη̋

σχ�εση̋ x(p) = dg/dp πρ�επει να ισχ�υει �οτι

dx

dp
=

d2g

dp2
6= 0 . (9.21)

Επειδ�η, �οµω̋, ισχ�υει �οτι

d2f

dx2

d2g

dp2
=

dp

dx

dx

dp
= 1 , (9.22)

η �υπαρξη µετασχηµατισµο�υ Legendre τη̋ f(x) επι1ε1αι£ωνει αυτοµ�ατω̋
την �υπαρξη µετασχηµατισµο�υ Legendre και τη̋ g(p).

�Ασκηση 9.3. Επι1ε1αι£ωστε �οτι πρ�αγµατι η f(x) ε�ιναι ο µετασχηµατισµ�ο̋ Legendre ΑΣΚΗΣΕΙΣ
τη̋ g(p), δηλαδ�η �οτι ισχ�υει p = df/dx.

Η �ιδια διαδικασ�ια µπορε�ι να ακολουθηθε�ι, αν �εχουµε πολλ�ε̋ µετα1λη- Και αν �εχουµε

συν�αρτηση

περισσ�οτερων

µετα1λητ£ων;

τ�ε̋. �Εστω, για παρ�αδειγµα, η συν�αρτηση

f(x1, x2, . . . , xn) ,

η οπο�ια ορ�ιζει τι̋ συναρτ�ησει̋ των xk

pi =
∂f

∂xi

.

�Εστω �οτι επιλ�εξαµε να απαλε�ιψουµε �ενα υποσ�υνολο των µετα1λητ£ων
{xi, µε i = 1, . . . , k} αντικαθιστ£ωντα̋ τε̋ µε τι̋ αντ�ιστοιχε̋ pi και ανα-
ζητο�υµε το µετασχηµατισµ�ο Legendre

g(p1, . . . , pk, xk+1, . . . , xn)

τη̋ f ω̋ προ̋ τι̋ µετα1λητ�ε̋ {xi, µε i = 1, . . . , k}. Αυτ�ο̋ ο µετασχηµα-
τισµ�ο̋ Legendre δ�ινεται απ�ο τον τ�υπο

g(p1, . . . , pk, xk+1, . . . , xn) =

(

k
∑

i=1

pixi

)

− f(x1, x2, . . . , xn) . (9.23)

Ε�υκολα διαπιστ£ωνουµε �οτι η παραπ�ανω g ικανοποιε�ι τι̋ σχ�εσει̋

xi =
∂g

∂pi
, για i = 1, . . . , k . (9.24)
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Στην �εκφραση (9.23) τα {xi, µε i = 1, . . . , k} θεωρο�υνται συναρτ�ησει̋
των p1, . . . , pk, xk+1, . . . , xn και προσδιορ�ιζονται αν επιλ�υσουµε τι̋ k εξι-
σ£ωσει̋

pi =
∂f

∂xi

.

Απαρα�ιτητη πρὁπ�οθεση για να ε�ιναι δυνατ�η αυτ�η η αντιστροφ�η ε�ιναι ο
ακ�ολουθο̋ k × k εσσιαν�ο̋ (Hessian), �οπω̋ αποκαλε�ιται, π�ινακα̋

∂2f

∂xi∂xj
για 1 ≤ i, j ≤ k , (9.25)

να ε�ιναι θετικ�ο̋.

�Ασκηση 9.4. Αποδε�ιξτε την ισχ�υ των εξισ£ωσεων (9.24).ΑΣΚΗΣΕΙΣ

9.3 Η Χαµιλτονιαν�η

HΛαγκρανζιαν�η εν�ο̋ φυσικο�υ συστ�ηµατο̋ ε�ιναι συν�αρτηση των γενι-
κευµ�ενων συντεταγµ�ενων qi, των ταχυτ�ητων q̇i και, εν γ�ενει, του χρ�ονου,
δηλαδ�η ε�ιναι µια συν�αρτηση τη̋ µορφ�η̋

L(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t) .

Οι κανονικ�ε̋ ορµ�ε̋ που ορ�ιζονται ω̋

pi =
∂L

∂q̇i
,

ε�ιναι συναρτ�ησει̋ των qi, q̇i και του χρ�ονου και ορ�ιζονται χωρ�ι̋ να γ�ινεταιΑπ�ο τα q και q̇ στα

q και p καµ�ια αναφορ�α στη φυσικ�η κ�ινηση του συστ�ηµατο̋. Προκ�υπτουν ω̋ µα-
θηµατικ�α κατασκευ�ασµατα �αµεσα απ�ο τη Λαγκρανζιαν�η. Η Χαµιλτονι-
αν�η ορ�ιζεται ω̋ ο µετασχηµατισµ�ο̋ Legendre τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋ ω̋ προ̋
�ολε̋ τι̋ γενικευµ�ενε̋ ταχ�υτητε̋, δηλαδ�η ε�ιναι η συν�αρτηση

H(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t) ,

η οπο�ια ικανοποιε�ι τη σχ�εση

q̇i =
∂H

∂pi
.

Σ�υµφωνα µε τα προηγο�υµενα, η Χαµιλτονιαν�η δ�ινεται απ�ο τη σχ�εσηΑπ�ο την L(q, q̇, t) στην

H(q, p, t)

H(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t) =
n
∑

i=1

piq̇i − L , (9.26)
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στην οπο�ια τα q̇i, οπουδ�ηποτε και αν εµφαν�ιζονται, θεωρο�υνται συναρ-
τ�ησει̋ των qi, pi και, εν γ�ενει, του χρ�ονου. Μπορο�υµε να προσδιορ�ισουµε
αυτ�ε̋ τι̋ συναρτ�ησει̋, q̇i(q, p), επιλ�υοντα̋ τι̋ αλγε1ρικ�ε̋ εξισ£ωσει̋

pi =
∂L

∂q̇i

ω̋ προ̋ q̇i. Για να µπορε�ι να επιτευχθε�ι αυτ�η η αντιστροφ�η, που ε�ιναι
αναγκα�ια για τον προσδιορισµ�ο τη̋ Χαµιλτονιαν�η̋, απαιτε�ιται ο εσσια-
ν�ο̋ π�ινακα̋

∂2L

∂q̇i∂q̇j

, µε 1 ≤ i, j ≤ n ,

να ε�ιναι θετικ�ο̋. Αυτ�η η συνθ�ηκη συν�ηθω̋ ικανοποιε�ιται, δι�οτι στα συ- Μπορο�υµε να

κατασκευ�ασουµε τη

Χαµιλτονιαν�η για κ�αθε

φυσικ�ο πρ�ο1ληµα;

ν�ηθη προ1λ�ηµατα που �εχουµε αντιµετωπ�ισει �εω̋ τ£ωρα η Λαγκρανζιαν�η
ε�ιναι διγραµµικ�η συν�αρτηση των γενικευµ�ενων ταχυτ�ητων, οπ�οτε ο εσσι-
αν�ο̋ π�ινακα̋ ισο�υται µε τον π�ινακα των συντελεστ£ων τη̋ κινητικ�η̋ εν�ερ-
γεια̋, που ε�ιναι συν�ηθω̋ θετικ�ο̋ (βλ.Κεφ�αλαιο 8). Στην απλ�η περ�ιπτωση
N µαζ£ων σε�ενα καρτεσιαν�ο σ�υστηµα συντεταγµ�ενων, ο εσσιαν�ο̋ π�ινακα̋
ε�ιναι ο διαγ£ωνιο̋ π�ινακα̋ µε στοιχε�ια τι̋ µ�αζε̋ των σωµ�ατων.

�Ασκηση 9.5. �Υπολογ�ιστε τη Χαµιλτονιαν�η εν�ο̋ ελε�υθερου σωµατιδ�ιου και εν�ο̋ ΑΣΚΗΣΕΙΣ
αρµονικο�υ ταλαντωτ�η σε µ�ια δι�ασταση.

Α̋ αποδε�ιξουµε �οτι η χαµιλτονιαν�η συν�αρτηση ε�ιναι ο µετασχηµατι-
σµ�ο̋ Legendre τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋. Θα δε�ιξουµε δηλαδ�η �οτι η χαµιλτονι-
αν�η συν�αρτηση ικανοποιε�ι τι̋ σχ�εσει̋

q̇i =
∂H

∂pi

,

για κ�αθε i. Παραγωγ�ιζοντα̋ την (9.26) ω̋ προ̋ pi, λαµ1�ανουµε τη σχ�εση

∂H

∂pi
= q̇i + pj

∂q̇j

∂pi
− ∂L

∂q̇j

∂q̇j

∂pi
, (9.27)

απ�ο την οπο�ια �εχει παραλειφθε�ι το σ�υµ1ολο τη̋ �αθροιση̋. Στο εξ�η̋, σε
�ολε̋ τι̋ αντ�ιστοιχε̋ σχ�εσει̋ �οταν εµφαν�ιζονται ζευγ�αρια �ιδιων δεικτ£ων
θα υπονοε�ιται η αθροιστικ�η σ�υµ1αση. Επειδ�η εξ ορισµο�υ ισχ�υει �οτι pj =
∂L/∂q̇j , συµπερα�ινουµε �οτι οι δ�υο τελευτα�ιοι �οροι τη̋ (9.27) ε�ιναι �ισοι και
συνεπ£ω̋ για κ�αθε i ισχ�υει η ζητο�υµενη σχ�εση

q̇i =
∂H

∂pi
. (9.28)

Εποµ�ενω̋, η H ε�ιναι ο µετασχηµατισµ�ο̋ Legendre τη̋ L.
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Σεαυτ�ο το σηµε�ιο ε�ιναι χρ�ησιµο να υπολογ�ισουµε τη µερικ�η παρ�αγωγο
τη̋ χαµιλτονιαν�η̋ συν�αρτηση̋ ω̋ προ̋ τι̋ µετα1λητ�ε̋ q και t, οι οπο�ιε̋
�εµειναν ανενεργ�ε̋ κατ�α το µετασχηµατισµ�ο Legendre. �Εχουµε

∂H

∂qi
= pj

∂q̇j

∂qi
− ∂L

∂qi
− ∂L

∂q̇j

∂q̇j

∂qi
, (9.29)

�οπου κατ�α τη µερικ�η παραγ£ωγιση ∂H/∂qi και ∂q̇j/∂qi παραµ�ενουν στα-
θερ�α �ολα τα p καθ£ω̋ και �ολα τα q εκτ�ο̋ του qi, εν£ω κατ�α την παραγ£ωγιση
∂L/∂qi παραµ�ενουν σταθερ�α �ολα τα q̇ καθ£ω̋ και �ολα τα q εκτ�ο̋ του qi.

Σηµει£ωνουµε �οτι οι τελευτα�ιοι δ�υο �οροι του αθρο�ισµατο̋ προκ�υπτουν, α-Προσοχ�η στο τι

διατηρε�ιται σταθερ�ο

κατ�α τι̋ µερικ�ε̋

παραγωγ�ισει̋

φο�υ η L ε�ιναι συν�αρτηση �ολων των q και των q̇· τα q̇, �οµω̋, τ£ωρα θεωρο�υ-
νται συναρτ�ησει̋ των q, p και t. �Ετσι

∂L

∂qi

∣

∣

∣

∣

pl,qk, k 6=i

=
∂L

∂qi

∣

∣

∣

∣

q̇l,qk, k 6=i

+
∂L

∂q̇j

∣

∣

∣

∣

ql,q̇k, k 6=j

∂q̇j

∂qi

∣

∣

∣

∣

pl,qk, k 6=i

. (9.30)

Επειδ�η εξ ορισµο�υ ε�ιναι

pj =
∂L

∂q̇j

,

καταλ�ηγουµε στη σχ�εση

∂H

∂qi

∣

∣

∣

∣

pl,qk, k 6=i

= − ∂L

∂qi

∣

∣

∣

∣

q̇l,qk, k 6=i

. (9.31)

Οµο�ιω̋, υπολογ�ιζουµε �οτι

∂H

∂t
= pj

∂q̇j

∂t
− ∂L

∂q̇j

∂q̇j

∂t
− ∂L

∂t
(9.32)

και εποµ�ενω̋
∂H

∂t

∣

∣

∣

∣

pl,ql

= − ∂L

∂t

∣

∣

∣

∣

q̇l,ql

. (9.33)

Κλε�ινοντα̋ το�υτο το εδ�αφιο, α̋ σηµει£ωσουµε �οτι, �οταν το σ�υστηµα
ε�ιναι χρονικ�α ανεξ�αρτητο, η Χαµιλτονιαν�η ε�ιναι η γενικευµ�ενη εν�εργεια
του συστ�ηµατο̋. Στη φ�υση, �οµω̋, πρωταρχικ�η θ�εση κατ�εχει η Λαγκραν-Απ�ο τη Λαγκρανζιαν�η

προ�ερχεται η

Χαµιλτονιαν�η �η απ�ο

τη Χαµιλτονιαν�η η

Λαγκρανζιαν�η;

ζιαν�η, η οπο�ια, �οπω̋ ε�ιδαµε, µπορε�ι πολλ�ε̋ φορ�ε̋ να κατασκευαστε�ι απ�ο
τι̋ συµµετρ�ιε̋ του φυσικο�υ συστ�ηµατο̋ �η �αµεσα απ�ο την αν�αλυση του
�ιδιου του φυσικο�υ συστ�ηµατο̋. Αντιθ�ετω̋ η Χαµιλτονιαν�η, �οπω̋ και η
διατηρο�υµενη εν�εργεια, δεν προκ�υπτει συν�ηθω̋ �αµεσα και πρ�επει να υπο-
λογιστε�ι µ�εσω του µετασχηµατισµο�υ Legendre τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋.
Α̋ υποθ�εσουµε, τ£ωρα, �οτι ω̋ δια µαγε�ια̋ µα̋ δ�ινεται η Χαµιλτονιαν�η

εν�ο̋ συστ�ηµατο̋H(q, p, t) και θ�ελουµε να κατασκευ�ασουµε τη Λαγκραν-
ζιαν�η του συστ�ηµατο̋ L(q, q̇, t). Η λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση L(q, q̇, t)
προσδιορ�ιζεται ω̋ ο µετασχηµατισµ�ο̋ Legendre τη̋ Χαµιλτονιαν�η̋
H(q, p, t) ω̋ προ̋ �ολε̋ τι̋ ορµ�ε̋ pi, �οπου οι συναρτ�ησει̋ q̇i ορ�ιζονται ω̋

q̇i =
∂H

∂pi
.
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Η λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση δηλαδ�η ε�ιναι

L(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t) =
∑

i

piq̇i − H , (9.34)

�οπου τα pi θεωρο�υνται συναρτ�ησει̋ των q και q̇ και προσδιορ�ιζονται αν
επιλ�υσουµε ω̋ προ̋ pi τι̋ q̇i = ∂H/∂pi. E�ιναι ε�υκολο να διαπιστ£ωσουµε
µε απλ�ε̋ παραγωγ�ισει̋ τη̋ L �οτι ∂L/∂q̇i = pi.

�Ασκηση 9.6. ∆ε�ιξτε απ�ο την παραπ�ανω �εκφραση τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋ (9.34) �οτι ΑΣΚΗΣΕΙΣ
∂L/∂qi = −∂H/∂qi και ∂L/∂t = −∂H/∂t σηµει£ωνοντα̋ µε προσοχ�η ποιε̋ µετα1λητ�ε̋
παραµ�ενουν σταθερ�ε̋ σε κ�αθε µερικ�η παραγ£ωγιση.

9.4 Οι εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον

Επειδ�η η χαµιλτονιαν�η συν�αρτηση ε�ιναι ο µετασχηµατισµ�ο̋ Legendre
τη̋ λαγκρανζιαν�η̋ συν�αρτηση̋, θα ισχ�υουν οι σχ�εσει̋

ṗi =
∂L

∂q̇i
, (9.35)

q̇i =
∂H

∂pi

. (9.36)

Οι σχ�εσει̋ αυτ�ε̋ δεν �εχουν καν�ενα δυναµικ�ο περιεχ�οµενο και δεν εκφρ�α- Μαθηµατικ�α, δ�ιχω̋

φυσικ�ηζουν καν�ενα φυσικ�ο ν�οµο. Η πρ£ωτη ε�ιναι απλ£ω̋ ο ορισµ�ο̋ τη̋ κανονικ�η̋
ορµ�η̋, εν£ω η δε�υτερη ε�ιναι η αντ�ιστροφη τη̋ πρ£ωτη̋. Η σχ�εση (9.35) εκ-
φρ�αζει τι̋ ορµ�ε̋ συναρτ�ησει των ταχυτ�ητων και, εν γ�ενει, των θ�εσεων και
του χρ�ονου, µ�εσω τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋, εν£ω η σχ�εση (9.36) εκφρ�αζει τι̋ τα-
χ�υτητε̋ συναρτ�ησει των ορµ£ων και, εν γ�ενει, των θ�εσεων και του χρ�ονου,
µ�εσω τη̋ Χαµιλτονιαν�η̋. Ε�αν ισχ�υει η µ�ια απ�ο αυτ�ε̋ τι̋ σχ�εσει̋, η �αλλη
προκ�υπτει εξ ορισµο�υ απ�ο το µετασχηµατισµ�ο Legendre.
Α̋ επιστρ�εψουµε τ£ωρα στη λαγκρανζιαν�η θε£ωρηση των φυσικ£ων συ-

στηµ�ατων. ∆εδοµ�ενη̋ τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋ εν�ο̋ συστ�ηµατο̋, µπορο�υµε
να γνωρ�ιζουµε πλ�ηρω̋ τη δυναµικ�η συµπεριφορ�α του συστ�ηµατο̋, επι-
λ�υοντα̋ τι̋ εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange Εδ£ω κρ�υ1εται

�ολη η φυσικ�η

του συστ�ηµατο̋.d

dt

(

∂L

∂q̇i

)

− ∂L

∂qi
= 0 , �η ṗi =

∂L

∂qi
. (9.37)

Συγχρ�ονω̋, επειδ�η απ�ο τον ορισµ�ο του µετασχηµατισµο�υ Legendre ισχ�υει
(βλ. (9.31)) �οτι

∂H

∂qi

∣

∣

∣

∣

pl,qk k 6=i

= − ∂L

∂qi

∣

∣

∣

∣

q̇l,qk k 6=i

, (9.38)
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οι δυναµικ�ε̋ εξισ£ωσει̋ µπορε�ι να γραφο�υν ισοδυν�αµω̋ και ω̋

ṗi = −∂H

∂qi
. (9.39)

Οι 2n συνολικ�α εξισ£ωσει̋ (9.36) και (9.39)

q̇i =
∂H

∂pi

,

ṗi = −∂H

∂qi
. (9.40)

λ�εγονται εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον �η κανονικ�ε̋ εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον2 και
προσδιορ�ιζουν την τροχι�α του συστ�ηµατο̋ στον 2n-δι�αστατο χ£ωρο των
φ�ασεων. Οι 2n εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον, οι οπο�ιε̋ ε�ιναι πρ£ωτη̋ τ�αξη̋ ω̋
προ̋ το χρ�ονο, ε�ιναι ισοδ�υναµε̋ µε τι̋ n εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange, οι
οπο�ιε̋ ε�ιναι διαφορικ�ε̋ εξισ£ωσει̋ δε�υτερη̋ τ�αξη̋ ω̋ προ̋ το χρ�ονο. Οι
κανονικ�ε̋ εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον, εν£ω ουσιαστικ�α ε�ιναι οι εξισ£ωσει̋ Eu-Ισοδυναµ�ια εξισ£ωσεων

Euler - Lagrange και

εξισ£ωσεων Χ�αµιλτον

ler -Lagrange σε διαφορετικ�η µαθηµατικ�η µορφ�η, ε�ιναι απ�ο τεχνικ�η̋ πλευ-
ρ�α̋ αν£ωτερε̋ απ�ο τι̋ εξισ£ωσει̋Euler -Lagrange. Αυτ�ο οφε�ιλεται στο ιδια�ι-
τερο πλεον�εκτηµα που �εχουν οι κανονικ�ε̋ εξισ£ωσει̋ να εµφαν�ιζουν στο
αριστερ�ο σκ�ελο̋ του̋ τι̋ χρονικ�ε̋ παραγ£ωγου̋ των µετα1λητ£ων. Π�ερα,
�οµω̋, απ�ο αυτ�ο, η χαµιλτονιαν�η θε£ωρηση οδηγε�ι, �οπω̋ θα δο�υµε στα επ�ο-
µενα δ�υο κεφ�αλαια, σε µια ν�εα θε£ωρηση τη̋ µηχανικ�η̋ και προετοιµ�αζει
το �εδαφο̋ για τη µετ�α1αση στην κ1αντικ�η µηχανικ�η στην οπο�ια η χαµιλ-
τονιαν�η συν�αρτηση πα�ιζει τον κυρ�ιαρχο ρ�ολο.

�Ασκηση 9.7. ∆ε�ιξαµε �οτι �ενα φυσικ�ο σ�υστηµα που ικανοποιε�ι τι̋ εξισ£ωσει̋ Euler -ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Lagrange ικανοποιε�ι και τι̋ εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον. ∆ε�ιξτε �οτι ισχ�υει και το αντ�ιστροφο.

9.5 Η Χαµιλτονιαν�η φορτισµ�ενου σωµατιδ�ιου

Στο εδ�αφιο 3.4 κατασκευ�ασαµε τη λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση για �ενα
φορτισµ�ενο σωµατ�ιδιο σε ηλεκτροµαγνητικ�ο πεδ�ιο. Η Λαγκρανζιαν�η

L =
m

2
|~̇x|2 + q~̇x · ~A − qφ − V (~x)

παρ�αγει την κ�ινηση εν�ο̋ σωµατιδ�ιου µ�αζα̋m και φορτ�ιου q µ�εσα σε �ενα
ηλεκτρικ�ο και µαγνητικ�ο πεδ�ιο ~E, ~B, υπ�ο την επ�ιδραση κ�αποιου επιπλ�εον

2Οι εξισ£ωσει̋ αυτ�ε̋ παρουσι�αστηκαν για πρ£ωτη φορ�α απ�ο τον Lagrange το 1809 σε
εργασ�ια του που πραγµατευ�οταν τη θεωρ�ια διαταραχ£ων των µηχανικ£ων συστηµ�ατων.
Ο Lagrange, �οµω̋, δεν αναγν£ωρισε αµ�εσω̋ τη σηµασ�ια του̋. Ο Cauchy, σε αδηµοσ�ιευτο
µνηµ�ονιο το 1831,φα�ινεται να ε�ιναι ο πρ£ωτο̋ που καταν�οησε τη σηµασ�ια των εξισ£ωσεων
αυτ£ων. Ο ιρλανδ�ο̋ φυσικ�ο̋ Hamilton στ�ηριξε ολ�οκληρη την �ερευν�α του στη µηχανικ�η
και την οπτικ�η σε αυτ�ε̋ τι̋ εξισ£ωσει̋, τι̋ οπο�ιε̋ και παρουσ�ιασε σε δηµοσ�ιευσ�η του το
1835.
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δυναµικο�υ V . Το φ ε�ιναι το ηλεκτρικ�ο δυναµικ�ο και το ~A ε�ιναι το ανυσµα-
τικ�ο δυναµικ�ο.
Για να κατασκευ�ασουµε τη χαµιλτονιαν�η συν�αρτηση, υπολογ�ιζουµε

πρ£ωτα την κανονικ�η ορµ�η του σωµατιδ�ιου

~p =
∂L

∂~̇x
= m~̇x + q ~A . (9.41)

H Χαµιλτονιαν�η προκ�υπτει απ�ο το µετασχηµατισµ�ο Legendre τη̋ Λαγκ-
ρανζιαν�η̋ ω̋ προ̋ τι̋ ταχ�υτητε̋ και ε�ιναι

H(~x, ~p) = ~p · ~̇x − L .

Στην παραπ�ανω �εκφραση η ταχ�υτητα ~̇x θεωρε�ιται συν�αρτηση τη̋ γενικευ-
µ�ενη̋ ορµ�η̋ ~p και θ�εση̋ ~x του σωµατιδ�ιου. Η συν�αρτηση αυτ�η προσδιο-
ρ�ιζεται µ�εσω τη̋ σχ�εση̋ (9.41)

~̇x =
~p − q ~A

m
. (9.42)

Εποµ�ενω̋, η χαµιλτονιαν�η συν�αρτηση ε�ιναι

H(~x, ~p) = ~p · ~p − q ~A

m
− L .

Εκτελ£ωντα̋ τι̋ πρ�αξει̋ και αντικαθιστ£ωντα̋ την ταχ�υτητα και στην �εκ-
φραση τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋ µ�εσω τη̋ σχ�εση̋ (9.42) συν�αγουµε �οτι η χα-
µιλτονιαν�η συν�αρτηση εν�ο̋ φορτισµ�ενου σωµατιδ�ιου που κινε�ιται µ�εσα σε
�ενα ηλεκτροµαγνητικ�ο πεδ�ιο και �ενα δυναµικ�ο V ε�ιναι

H =
|~p − q ~A|2

2m
+ qφ + V . (9.43)

Απ�ο αυτ�η τη γενικ�η Χαµιλτονιαν�η προκ�υπτει �αµεσα η χαµιλτονιαν�η
συν�αρτηση εν�ο̋ ελε�υθερου σωµατιδ�ιου

H =
|~p|2
2m

.

Επ�ιση̋ αν θ�εσουµε V = k|~x|2/2, προκ�υπτει η χαµιλτονιαν�η συν�αρτηση
εν�ο̋ µη φορτισµ�ενου ισ�οτροπου αρµονικο�υ ταλαντωτ�η

H =
|~p|2
2m

+
k

2
|~x|2 .

Στη γενικ�η περ�ιπτωση του φορτισµ�ενου σωµατιδ�ιου οι �εξι εξισ£ωσει̋
του Χ�αµιλτον ε�ιναι

ẋi =
∂H

∂pi

=
pi − qAi

m
,

και

ṗi = −∂H

∂xi

=
q

m

∂Aj

∂xi
(pj − qAj) − q

∂φ

∂xi
− ∂V

∂xi
.
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�Ασκηση 9.8. ∆ε�ιξτε �οτι οι παραπ�ανω εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον οδηγο�υν στι̋ εξισ£ω-ΑΣΚΗΣΕΙΣ
σει̋ κ�ινηση̋

mẍi = q(ǫijkẋjBk + Ei) −
∂V

∂xi

.

9.6 Κυκλικ�ε̋ µετα1λητ�ε̋ και αγκ�υλε̋ Poisson

Οι κυκλικ�ε̋ µετα1λητ�ε̋ ορ�ιζονται �οπω̋ και στη λαγκρανζιαν�η θε£ω-
ρηση : ε�αν η χαµιλτονιαν�η συν�αρτηση δεν �εχει �αµεση εξ�αρτηση απ�ο κ�α-
ποια απ�ο τι̋ µετα1λητ�ε̋ q �η p, τ�οτε η µετα1λητ�η αυτ�η ονοµ�αζεται κυκλικ�η.
Επειδ�η στη χαµιλτονιαν�η δυναµικ�η οι θ�εσει̋ και οι ορµ�ε̋ θεωρο�υνται ανε-
ξ�αρτητε̋ µετα1λητ�ε̋, κυκλικ�ε̋ µετα1λητ�ε̋ µπορο�υν να ε�ιναι �οχι µ�ονο οι
θ�εσει̋ αλλ�α και οι ορµ�ε̋. Ε�αν για παρ�αδειγµα η Χαµιλτονιαν�η δεν εξαρ-
τ�αται απ�ο τη µετα1λητ�η qi, τ�οτε απ�ο την εξ�ισωση του Χ�αµιλτον

ṗi = −∂H

∂qi
= 0

προκ�υπτει �οτι η συζυγ�η̋ στην κυκλικ�η µετα1λητ�η ορµ�η pi διατηρε�ιται κα-
τ�α την κ�ινηση.
Στη χαµιλτονιαν�η θε£ωρηση, �οµω̋, οι διατηρο�υµενε̋ ποσ�οτητε̋ ε�ιναι

δυνατ�ο να χαρακτηριστο�υν και µε �εναν �αλλο τρ�οπο. Α̋ θεωρ�ησουµε µια
δυναµικ�η µετα1λητ�η F (q, p), η οπο�ια ε�ιναι συν�αρτηση των θ�εσεων q και
των ορµ£ων p και δεν �εχει �αµεση εξ�αρτηση απ�ο το χρ�ονο t, ε�ιναι δηλαδ�η
∂F/∂t = 0. Η χρονικ�η παρ�αγωγο̋ αυτ�η̋ τη̋ µετα1λητ�η̋ καθ£ω̋ εξελ�ισ-
σεται το σ�υστηµα ε�ιναι (µε αθροιστικ�η σ�υµ1αση)

dF

dt
=

∂F

∂t
+

∂F

∂qi

q̇i +
∂F

∂pi

ṗi

=
∂F

∂qi

∂H

∂pi
− ∂F

∂pi

∂H

∂qi
(9.44)

Στη δε�υτερη σχ�εση καταλ�ηξαµε κ�ανοντα̋ χρ�ηση του µηδενισµο�υ τη̋
∂F/∂t, αφο�υ η δυναµικ�η µετα1λητ�η δεν ε�ιχε �αµεση εξ�αρτηση απ�ο το χρ�ονο,
και εφαρµ�οζοντα̋ στη συν�εχεια τι̋ εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον (9.40)
Ορ�ιζουµε ω̋ αγκ�υλη Poisson3 δ�υο συναρτ�ησεων A, B των ανεξαρτ�η-

των µετα1λητ£ων qi, pi τη ν�εα συν�αρτησηΑγκ�υλη Poisson

{A, B} =
∂A

∂qi

∂B

∂pi
− ∂A

∂pi

∂B

∂qi
. (9.45)

3Simιon - Denis Poisson [1781 -1840]: Γ�αλλο̋ µαθηµατικ�ο̋, µαθητ�η̋ των Laplace και
Lagrange, γνωστ�ο̋ κυρ�ιω̋ για τη µαθηµατικ�η θεµελ�ιωση του ηλεκτρισµο�υ και του µαγνη-
τισµο�υ, καθ£ω̋ και για τη συν�εχιση του �εργου του Lagrange στην αναλυτικ�η µηχανικ�η. Ο
συµ1ολισµ�ο̋ που χρησιµοποι�ηθηκε για τη φερ£ωνυµη αγκ�υλη απ�ο τον �ιδιο τον Poisson το
1809 �ηταν (A, B). Ο σ�υγχρονο̋ συµ1ολισµ�ο̋ {A, B} καθιερ£ωθηκε απ�ο τον Plummer το
1960.
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Με τον ορισµ�ο τη̋ αγκ�υλη̋ Poisson, η σχ�εση (9.44) γρ�αφεται

dF

dt
= {F, H} . (9.46)

Η�εκφραση αυτ�η µα̋ οδηγε�ι σε �ενα ν�εο χαρακτηρισµ�ο των ποσοτ�ητων που
διατηρο�υνται κατ�α την κ�ινηση, κατ� αναλογ�ιαν µε τι̋ ορµ�ε̋ που αντιστοι-
χο�υν στι̋ κυκλικ�ε̋ µετα1λητ�ε̋ στη λαγκρανζιαν�η θε£ωρηση : οποιαδ�ηποτε
δυναµικ�η µετα1λητ�η, F (q, p), που δεν �εχει �αµεση εξ�αρτηση απ�ο το χρ�ονο,
διατηρε�ιται αν µηδεν�ιζεται η αγκ�υλη Poisson τη̋ ποσ�οτητα̋ αυτ�η̋ µε τη
χαµιλτονιαν�η συν�αρτηση H . ∆ηλαδ�η, η F (q, p) διατηρε�ιται αν

{F, H} = 0 .

Επειδ�η η αγκ�υλη Poisson µια̋ συν�αρτηση̋ µε τον εαυτ�ο τη̋ µηδεν�ιζεται
ταυτοτικ�α, θα ε�ιναι

{H, H} = 0 ,

οπ�οτε, αν η Χαµιλτονιαν�η δεν �εχει �αµεση χρονικ�η εξ�αρτηση, θα διατηρε�ι-
ται κατ�α την κ�ινηση, δεδοµ�ενου �οτι

dH

dt
= {H, H} = 0 .

Η πρ�οταση αυτ�η αποτελε�ι επαναδιατ�υπωση του ν�οµου διατ�ηρηση̋ τη̋
εν�εργεια̋.

�Ασκηση 9.9. ∆ε�ιξτε �οτι οι αγκ�υλε̋ Poisson ικανοποιο�υν τι̋ ακ�ολουθε̋ αλγε1ρικ�ε̋ ΑΣΚΗΣΕΙΣ
ιδι�οτητε̋:

{A, A} = 0 ,

{A, B} = −{B, A} ,

{A, kB} = k{A, B} ,

{A, B + C} = {A, B} + {A, C} .

{A, BC} = B{A, C} + {A, B}C

Στι̋ παραπ�ανω σχ�εσει̋ οιA, B, C ε�ιναι δυναµικ�ε̋ µετα1λητ�ε̋ και η k ε�ιναι µ�ια σταθερ�α.

Χρ�ησιµε̋ αγκ�υλε̋ Poisson ε�ιναι οι ακ�ολουθε̋ : Ορµ�ε̋ και θ�εσει̋

σχηµατ�ιζουν ζε�υγη

συζυγ£ων

συντεταγµ�ενων

{qi, qj} = {pi, pj} = 0 , {qi, pj} = δij . (9.47)

Αυτ�ε̋ αποδεικν�υονται ε�υκολα απ�ο τον ορισµ�ο τη̋ αγκ�υλη̋ Poissonαν πα-
ρατηρ�ησουµε �οτι στη χαµιλτονιαν�η δυναµικ�η οι θ�εσει̋ qi και οι ορµ�ε̋ pi

ε�ιναι ανεξ�αρτητε̋ µετα1λητ�ε̋ και συνεπ£ω̋ ισχ�υει �οτι

∂qi

∂qj
= δij ,

∂qi

∂pj
= 0
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και αντ�ιστοιχα για τι̋ ορµ�ε̋

∂pi

∂pj
= δij ,

∂pi

∂qj
= 0 .

∆υναµικ�ε̋ µετα1λητ�ε̋ που ικανοποιο�υν τι̋ σχ�εσει̋ (9.47) ονοµ�αζονται κα-
νονικ�ε̋ συζυγε�ι̋ µετα1λητ�ε̋. Ο �ορο̋ συζυγε�ι̋ αναφ�ερεται στα ζε�υγη των
συντεταγµ�ενων θ�εση̋ – ορµ�η̋ που σχηµατ�ιζονται. Στην κ1αντοµηχανικ�η
�ολα αυτ�α τα ζε�υγη �εχουν γιν�οµενο α1ε1αιοτ�ητων µεγαλ�υτερο �η �ισο µε τη
σταθερ�α του Planck και εποµ�ενω̋ οι αντ�ιστοιχε̋ ποσ�οτητε̋ δεν µπορο�υν
να µετρηθο�υν ταυτ�οχρονα µε οσοδ�ηποτε µεγ�αλη ακρ�ι1εια.
Τι̋ εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον µπορο�υµε να τι̋ γρ�αψουµε µε κοµψ�ο και

ενια�ιο τρ�οπο χρησιµοποι£ωντα̋ τι̋ αγκ�υλε̋ Poisson. Λαµ1�ανοντα̋ στην
(9.44) ω̋ δυναµικ�η µετα1λητ�η την F = qi, συν�αγουµε �οτι η δυναµικ�η εξ�ε-
λιξη των θ�εσεων ικανοποιε�ι τι̋ εξισ£ωσει̋

dqi

dt
= {qi, H}

=
∂H

∂pi
, (9.48)

εν£ω λαµ1�ανοντα̋ F = pi καταλ�ηγουµε στι̋ εξισ£ωσει̋

dpi

dt
= {pi, H}

= −∂H

∂qi
, (9.49)

που αποτελο�υν ισοδ�υναµη διατ�υπωση των εξισ£ωσεων του Χ�αµιλτον. Εν£ω
οι εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον για τι̋ θ�εσει̋ και τι̋ ορµ�ε̋ ε�ιναι διαφορετι-
κ�ε̋, µε την εισαγωγ�η τη̋ αγκ�υλη̋ Poisson οι εξισ£ωσει̋ εξ�ελιξη̋ και των
θ�εσεων και των ορµ£ων λαµ1�ανει την �ιδια µορφ�η. Αυτ�ο µα̋ οδηγε�ι στην
υποψ�ια �οτι η πιο θεµελι£ωδη̋ γραφ�η των εξισ£ωσεων κ�ινηση̋ ε�ιναι αυτ�η µε
τι̋ αγκ�υλε̋ Poisson.
Αντιλαµ1αν�οµαστε, λοιπ�ον, �οτι, χρησιµοποι£ωντα̋ την

αγκ�υλη Poisson, ε�ιµαστε σε θ�εση να προσδιορ�ισουµε µε ενια�ιο τρ�οπο τη
χαµιλτονιαν�η εξ�ελιξη, �οχι µ�ονο των θ�εσεων και των ορµ£ων, αλλ�α και οποι-
ασδ�ηποτε δυναµικ�η̋ µετα1λητ�η̋. Η εξ�ισωσηΟ δυναµικ�ο̋ ν�οµο̋

µετα1ολ�η̋ µια̋

συν�αρτηση̋ F (q, p)

στη χαµιλτονιαν�η

δυναµικ�η

dF

dt
= {F, H} , (9.50)

αποτυπ£ωνει πλ�ηρω̋ τη χρονικ�η εξ�ελιξη τη̋ µετα1λητ�η̋ F σε �ενα σ�υστηµα
µε χαµιλτονιαν�η συν�αρτηση H .

B�ε1αια, αν η δυναµικ�η µετα1λητ�η F (q, p, t) �εχει �αµεση εξ�αρτηση απ�ο
το χρ�ονο, στο δυναµικ�ο ν�οµο πρ�επει να συµπεριληφθε�ι και η �αµεση µετα-
1ολ�η τη̋ µετα1λητ�η̋ F µε το χρ�ονο. Σε αυτ�η την περ�ιπτωση καταλ�ηγουµε
στον ακ�ολουθο δυναµικ�ο ν�οµο εξ�ελιξη̋ τη̋ µετα1λητ�η̋ F :

dF

dt
=

∂F

∂t
+ {F, H} . (9.51)
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9.7 H γενικευµ�ενη αρχ�η του Χ�αµιλτον

Οι εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον, �οπω̋ και οι εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange, ε�ι-
ναι δυνατ�ον να προκ�υψουν απ�ο µ�ια αρχ�η ακροτ�ατου. Επειδ�η η δρ�αση
�εχει οριστε�ι ω̋ Η δρ�αση στη

χαµιλτονιαν�η θε£ωρησηS =

∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt ,

ορ�ιζουµε αντ�ιστοιχα τη δρ�αση για µ�ια τροχι�α (qi(t), pi(t)) στο χ£ωρο των
φ�ασεων, συναρτ�ησει των ανεξ�αρτητων πλ�εον µετα1λητ£ων qi, pi και τη̋
Χαµιλτονιαν�η̋, ω̋

S =

∫ t1

t0

[pi(t) q̇i − H(qi(t), pi(t), t)] dt , (9.52)

�η ισοδ�υναµα ω̋

S =

∫ t1

t0

pi(t) dqi(t) −
∫ t1

t0

H(qi(t), pi(t), t) dt . (9.53)

Σ�υµφωνα µε τη γενικευµ�ενη αρχ�η του Χ�αµιλτον, η φυσικ�η κ�ινηση κα-
θιστ�α τη δρ�αση ακρ�οτατη για οποιεσδ�ηποτε ανεξ�αρτητε̋ µετα1ολ�ε̋ των
qi(t) και pi(t), στι̋ οπο�ιε̋ �οµω̋ δεν µετα1�αλλονται οι αρχικ�ε̋ και οι τελι-
κ�ε̋ θ�εσει̋ καθ£ω̋ και οι αντ�ιστοιχε̋ ορµ�ε̋ του συστ�ηµατο̋ qi(t1) και qi(t2),
pi(t1) και pi(t2).
Αυτ�η η αρχ�η ακροτ�ατου αποτελε�ι γεν�ικευση τη̋ αρχ�η̋ του Χ�αµιλτον,

δι�οτι αντιµετωπ�ιζει τι̋ θ�εσει̋ και τι̋ ορµ�ε̋, ισ�οτιµα, ω̋ ανεξ�αρτητε̋ µε-
τα1λητ�ε̋. Αντιθ�ετω̋, η αρχ�η του Χ�αµιλτον, που συναντ�ησαµε στα πρ£ωτα
κεφ�αλαια, θεωρε�ι ω̋ ανεξ�αρτητε̋ µετα1λητ�ε̋ µ�ονο τι̋ θ�εσει̋ qi, εν£ω οι
µετα1ολ�ε̋ των ταχυτ�ητων q̇i προσδιορ�ιζονται απ�ο τι̋ µετα1ολ�ε̋ των θ�ε-
σεων, �οπω̋ συµ1α�ινει και µε τι̋ µετα1ολ�ε̋ των κανονικ£ωνορµ£ων που ορ�ι-
ζονται απ�ο τι̋ σχ�εσει̋

pi =
∂L

∂q̇i
.

Θα δε�ιξουµε στη συν�εχεια �οτι, �οταν ικανοποιε�ιται η γενικευµ�ενη αρχ�η του
Χ�αµιλτον, η φυσικ�η διαδροµ�η ικανοποιε�ι τι̋ εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον. Η γενικευµ�ενη αρχ�η

του Χ�αµιλτον στο χ£ωρο

των φ�ασεων

�Εστω (qi(t), pi(t)) η φυσικ�η διαδροµ�η. Θεωρο�υµε µικρ�ε̋ µετα1ολ�ε̋
απ�ο τη φυσικ�η διαδροµ�η

qi(t, ǫ) = qi(t) + ǫηi(t) , pi(t, ǫ) = pi(t) + ǫξi(t) ,

�οπου ǫ κ�αποια µικρ�η παρ�αµετρο̋ και ηi(t), ξi(t) ο τρ�οπο̋ µε τον οπο�ιο
µετα1�αλλονται οι συντεταγµ�ενε̋ τη̋ φυσικ�η̋ διαδροµ�η̋ στο χ£ωρο των
φ�ασεων. Ο µοναδικ�ο̋ περιορισµ�ο̋ που επι1�αλλουµε ε�ιναι να µηδεν�ιζο-
νται οι µετα1ολ�ε̋ στι̋ θ�εσει̋ και στι̋ ορµ�ε̋ στον αρχικ�ο και τελικ�ο χρ�ονο
ηi(t1) = ηi(t2) = 0 και ξi(t1) = ξi(t2) = 0. Επειδ�η η φυσικ�η διαδροµ�η
(qi(t)pi(t)) καθιστ�α τη δρ�αση ακρ�οτατη, η πρ£ωτη̋ τ�αξη̋, ω̋ προ̋ ǫ, µε-
τα1ολ�η τη̋ δρ�αση̋ δS µηδεν�ιζεται. Εποµ�ενω̋, για �ολε̋ τι̋ επιτρεπτ�ε̋ µε-
τα1ολ�ε̋ πρ�επει να ικανοποιε�ιται η συνθ�ηκη
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0 =

∫ t2

t1

ξi

(

q̇i −
∂H

∂pi

)

dt +

∫ t2

t1

(

piη̇i − ηi
∂H

∂qi

)

dt

=

∫ t2

t1

ξi

(

q̇i −
∂H

∂pi

)

dt +

∫ t2

t1

(

d(piηi)

dt
− ηiṗi − ηi

∂H

∂qi

)

dt

=

∫ t2

t1

ξi

(

q̇i −
∂H

∂pi

)

dt −
∫ t2

t1

ηi

(

ṗi +
∂H

∂qi

)

dt + [piηi]
t2
t1

.

Ο τελευτα�ιο̋ �ορο̋ ε�ιναι µηδ�εν αφο�υ ηi(t1) = ηi(t2) = 0. Επιπλ�εον, επειδ�η
ο µηδενισµ�ο̋ τη̋ πρ£ωτη̋ µετα1ολ�η̋ τη̋ δρ�αση̋ πρ�επει να επιτυγχ�ανεται
για κ�αθε ηi(t) και για κ�αθε ξi(t), αν ικανοποιε�ιται η γενικευµ�ενη αρχ�η του
Χ�αµιλτον, ικανοποιο�υνται αυτ�οµατα και οι εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτονΙσοδυναµ�ια εξισ£ωσεων

Χ�αµιλτον και

γενικευµ�ενη̋ αρχ�η̋

του Χ�αµιλτον

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
. (9.54)

Ισχ�υει β�ε1αια και το αντ�ιστροφο.4

9.8 Κανονικο�ι µετασχηµατισµο�ι

Παρατηρο�υµε �οτι, �οπω̋ και στη λαγκρανζιαν�η θε£ωρηση, στον ορισµ�οΧαµιλτονιαν�η και

µετασχηµατισµο�ι

βαθµον�οµηση̋

τη̋ δρ�αση̋ µπορο�υµε να προσθ�εσουµε µια οποιαδ�ηποτε ολικ�η παρ�αγωγο
του χρ�ονου κ�αποια̋ συν�αρτηση̋ F (q, p, t), χωρ�ι̋ να µετα1�αλουµε τη φυ-
σικ�η κ�ινηση. Πρ�αγµατι, η φυσικ�η κ�ινηση που καθιστ�α ακρ�οτατη τη δρ�αση

S =

∫ t1

t0

pi(t)dqi(t) −
∫ t1

t0

(

H(qi(t), pi(t), t) −
dF (q, p, t)

dt

)

dt (9.55)

δεν διαφ�ερει σε τ�ιποτε απ�ο τη φυσικ�η κ�ινηση που προκ�υπτει απ�ο το ακρ�ο-
τατο τη̋ δρ�αση̋ (9.52).
Ηπαρατ�ηρηση αυτ�η ε�ιναι σηµαντικ�η, δι�οτι µα̋ επιτρ�επει να κατασκευ-

�ασουµε µετασχηµατισµο�υ̋ των συντεταγµ�ενων qi, piΚανονικο�ι

µετασχηµατισµο�ι
Qi = Qi(q, p, t) , Pi = Pi(q, p, t) ,

τ�ετοιου̋ £ωστε η φυσικ�η κ�ινηση, εκπεφρασµ�ενη στι̋ ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋,
να ικανοποιε�ι και π�αλι τι̋ εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον

Q̇i =
∂K

∂Pi
, Ṗi = − ∂K

∂Qi
, (9.56)

4Σηµει£ωνουµε �οτι για την εξαγωγ�η των εξισ£ωσεων του Χ�αµιλτον δεν �ηταν αναγκα�ιο
να επι1�αλουµε µηδενικ�η µετα1ολ�η των ορµ£ων στον αρχικ�ο και τον τελικ�ο χρ�ονο. Επι-
λ�εξαµε να επι1�αλουµε το µηδενισµ�ο των µετα1ολ£ων των ορµ£ων στον αρχικ�ο και τον τε-
λικ�ο χρ�ονο, για να µπορ�εσουµε στη συν�εχεια να προσδιορ�ισουµε του̋ µετασχηµατισµο�υ̋
βαθµον�οµηση̋. Η αδυναµ�ια αυτ�η οφε�ιλεται στη διατ�υπωση τη̋ αρχ�η̋ του Χ�αµιλτον. Η
αρχ�η του Χ�αµιλτον πρ�επει να διατυπ£ωνεται ω̋ εξ�η̋ : η κλασικ�η κ�ινηση ε�ιναι αυτ�η που
καθιστ�α τι̋ πρ£ωτη̋ τ�αξη̋, ω̋ προ̋ την απ�οκλιση απ�ο την κλασικ�η κ�ινηση, µετα1ολ�ε̋
τη̋ δρ�αση̋ συναρτ�ησει̋ µ�ονο των αρχικ£ων και τελικ£ων θ�εσεων, ορµ£ων και χρ�ονων.
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µε Χαµιλτονιαν�η τη συν�αρτηση K(Q, P, t). Τ�ετοιου ε�ιδου̋ µετασχηµατι-
σµο�ι που αφ�ηνουν αναλλο�ιωτη τη χαµιλτονιαν�η δυναµικ�η ονοµ�αζονται
κανονικο�ι µετασχηµατισµο�ι, �η µετασχηµατισµο�ι επαφ�η̋ και θα του̋ µε-
λετ�ησουµε διεξοδικ�α στο Κεφ�αλαιο 11.
Σε αυτ�ο το σηµε�ιο θα αρκεστο�υµε στην παρατ�ηρηση �οτι, ε�αν ο µετα-

σχηµατισµ�ο̋
Qi = Qi(q, p, t) , Pi = Pi(q, p, t)

ικανοποιε�ι τη σχ�εση

piq̇i − H(qi, pi, t) = PiQ̇i − K(Qi, Pi, t) +
dF

dt
, (9.57)

τ�οτε η φυσικ�η διαδροµ�η που καθιστ�α τη δρ�αση

S1 =

∫ t1

t0

PidQi −
∫ t1

t0

K(Q, P, t)dt , (9.58)

ακρ�οτατη, ικανοποιε�ι τι̋ εξισ£ωσει̋

Q̇i =
∂K

∂Pi

, Ṗi = − ∂K

∂Qi

. (9.59)

�Οµω̋, λ�ογω τη̋ σχ�εση̋ (9.57), η διαδροµ�η που καθιστ�α τη δρ�αση (9.58)
ακρ�οτατη καθιστ�α ακρ�οτατη και τη δρ�αση

S2 =

∫ t1

t0

pidqi −
∫ t1

t0

H(q, p, t)dt .

Συνεπ£ω̋, η φυσικ�η διαδροµ�η που στι̋ συντεταγµ�ενε̋ (Q, P ) δι�επεται απ�ο
τι̋ εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον (9.59), ε�ιναι η �ιδια διαδροµ�η που στι̋ συντε-
ταγµ�ενε̋ (q, p) δι�επεται απ�ο τι̋ εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
. (9.60)

Αυτ�ο σηµα�ινει �οτι οι κανονικο�ι µετασχηµατισµο�ι πρ�επει να ικανοποιο�υν
σχ�εσει̋ τη̋ µορφ�η̋ (9.57).

H σχ�εση (9.57) µπορε�ι να γραφε�ι και ω̋

dF = (pidqi − PidQi) + (K − H)dt . (9.61)

Εποµ�ενω̋, ε�αν επιλ�εξουµε µ�ια συν�αρτηση F1(q, Q, t), η οπο�ια εξαρτ�αται
µ�ονο απ�ο τα q, Q και ενδεχοµ�ενω̋ το χρ�ονο t, τ�οτε, αφο�υ

dF1 =

(

∂F1

∂qi
dqi +

∂F1

∂Qi
dQi

)

+
∂F1

∂t
dt , (9.62)

και η (9.62) θα πρ�επει να �εχει την �ιδια µορφ�η µε τη σχ�εση (9.61), για κ�αθε
dQi, dqi και dt, συµπερα�ινουµε �οτι η F1(q, Q, t) ορ�ιζει τον κανονικ�ο µετα-
σχηµατισµ�ο (q, p) → (Q, P ) �εµµεσα µ�εσω των σχ�εσεων Κατασκευ�η κανονικ£ων

µετασχηµατισµ£ων

pi =
∂F1

∂qi
, Pi = −∂F1

∂Qi
. (9.63)
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Επιλ�υοντα̋ τι̋ αλγε1ρικ�ε̋ αυτ�ε̋ εξισ£ωσει̋, προσδιορ�ιζουµε τι̋ ν�εε̋ συ-
ντεταγµ�ενε̋ συναρτ�ησει των παλαι£ων Qi = Qi(q, p, t), Pi = Pi(q, p, t).
Αντιπαραθ�ετοντα̋ τι̋ εξισ£ωσει̋ (9.61) και (9.62), συµπερα�ινουµε επ�ιση̋
�οτι η χαµιλτονιαν�η συν�αρτηση που δι�επει τη δυναµικ�η στι̋ ν�εε̋ συντεταγ-
µ�ενε̋ ε�ιναι η ακ�ολουθη :

K = H +
∂F1

∂t
. (9.64)

Αν για παρ�αδειγµα επιλ�εξουµε F1 = qiQi, τ�οτε ο µετασχηµατισµ�ο̋
που επιτελε�ιται ε�ιναι ο

Qi = pi , Pi = −qi .

Ο µετασχηµατισµ�ο̋ αυτ�ο̋ ανταλλ�ασσει τι̋ θ�εσει̋ µε τι̋ ορµ�ε̋5 µε το σω-
στ�ο πρ�οσηµο £ωστε να διατηρε�ιται η χαµιλτονιαν�η δυναµικ�η. Σε αυτ�η την
περ�ιπτωση, �οπω̋ και σε �ολε̋ τι̋ περιπτ£ωσει̋ που ο µετασχηµατισµ�ο̋ δεν
�εχει �αµεση εξ�αρτηση απ�ο το χρ�ονο, η χαµιλτονιαν�η συν�αρτηση που δι�επει
τη δυναµικ�η στι̋ ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋ παραµ�ενει η �ιδια (βλ. 9.64), δηλαδ�η
ε�ιναι K = H .

Ο µετασχηµατισµ�ο̋ Legendre6 τη̋ τυχα�ια̋ συν�αρτηση̋ F1(q, Q, t), µ�ο-
νο ω̋ προ̋ τα Q (παρ�α1αλε µε τη δε�υτερη απ�ο τι̋ σχ�εσει̋ (9.63))

F2(q, P, t) = Qi(q, P, t)Pi + F1(q, Q(q, P, t), t)

αντιστρ�εφει τη δε�υτερη απ�ο τι̋ σχ�εσει̋ (9.63) και ορ�ιζει τον κανονικ�ο µε-
τασχηµατισµ�ο που παρ�αγεται απ�ο συναρτ�ησει̋ τ�υπου F2(q, P, t)

pi =
∂F2

∂qi

, Qi =
∂F2

∂Pi

, K = H +
∂F2

∂t
. (9.65)

Για παρ�αδειγµα, αν επιλ�εξουµε F2 = qiPi, τ�οτε ο µετασχηµατισµ�ο̋
που επιτελε�ιται ε�ιναι ο ταυτοτικ�ο̋ µετασχηµατισµ�ο̋

Qi = qi , Pi = pi .

�Ασκηση 9.10. Αποδε�ιξτε µε προσοχ�η �οτι ο µετασχηµατισµ�ο̋ Legendre τη̋F1(q, Q, t)ΑΣΚΗΣΕΙΣ
ω̋ προ̋ Q ικανοποιε�ι τι̋ εξισ£ωσει̋ (9.65).

�Ασκηση 9.11. Με διαδοχικο�υ̋ µετασχηµατισµο�υ̋ Legendre προσδιορ�ιστε τι̋ σχ�ε-
σει̋ που ορ�ιζουν του̋ κανονικο�υ̋ µετασχηµατισµο�υ̋ που παρ�αγονται, �οταν επιλεγο�υν

5Με αυτ�ον το µετασχηµατισµ�ο αναδεικν�υεται για �αλλη µια φορ�α η ισοδυναµ�ια των
συντεταγµ�ενων θ�εση̋ και ορµ�η̋ στο χαµιλτονιαν�ο φορµαλισµ�ο. Η αφα�ιρεση που �εχει
επιτευχθε�ι ε�ιναι τερ�αστια : δεν ε�ιναι πλ�εον προφαν�ε̋ τι ε�ιναι θ�εση και τι ορµ�η εν�ο̋ συ-
στ�ηµατο̋.

6Προσ�εξτε �οτι τ£ωρα στο µετασχηµατισµ�ο Legendre χρησιµοποιο�υµε αντ�ιθετο πρ�ο-
σηµο απ� �ο,τι στην κατασκευ�η τη̋Χαµιλτονιαν�η̋ εξαιτ�ια̋ του αρνητικο�υ προσ�ηµου στην
Pi τη̋ σχ�εση̋ (9.63).
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συναρτ�ησει̋ τη̋ µορφ�η̋ F3(p, Q, t) και F4(p, P, t). ∆ε�ιξτε �οτι κατ�αλληλα επιλεγµ�ενε̋
γενν�ητριε̋ τ�υπου F3(p, Q, t) ορ�ιζουν το µετασχηµατισµ�ο

qi = −∂F3

∂pi

, Pi = −∂F3

∂Qi

,

εν£ω γενν�ητριε̋ τ�υπου F4(p, P, t) ορ�ιζουν το µετασχηµατισµ�ο

qi = −∂F4

∂pi

, Qi =
∂F4

∂Pi

.

Οι τ�εσσερι̋ αυτ�ε̋ συναρτ�ησει̋ –οι δ�υο που ε�ιδαµε στο κε�ιµενο και οι δ�υο που µ�ολι̋ κατα-
σκευ�ασατε– ονοµ�αζονται γενν�ητριε̋ συναρτ�ησει̋ τ�υπου 1,2,3 και 4, αντ�ιστοιχα. ∆ε�ιξτε
τ�ελο̋ �οτι για �ολου̋ του̋ τ�υπου̋ των γεννητρι£ων η ν�εα Χαµιλτονιαν�η ε�ιναι

K = H +
∂Fi

∂t
.

9.9 Η δια1ολικ�η ιδ�εα των Χ�αµιλτον και Jacobi

Στο προηγο�υµενο εδ�αφιο µ�αθαµε π£ω̋ να µετατρ�επουµε τι̋ εξισ£ωσει̋
κ�ινηση̋ εν�ο̋ χαµιλτονιανο�υ συστ�ηµατο̋ σε ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋ στι̋ οπο�ι-
ε̋ η δυναµικ�η παραµ�ενει Χαµιλτονιαν�η. Συν�ηθω̋ επιζητο�υµε κανονικο�υ̋
µετασχηµατισµο�υ̋, οι οπο�ιοι οδηγο�υν σε εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον που επι-
λ�υονται ευκολ�οτερα απ� �ο,τι οι εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον στι̋ αρχικ�ε̋ κα-
νονικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋. Η δια1ολικ�η ιδ�εα του Hamilton και του Karl Gus-
tav Jacobi [1804-1851] �ηταν να µετασχηµατ�ισουν τι̋ εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλ-
τον �ετσι £ωστε η Χαµιλτονιαν�η στι̋ ν�εε̋ κανονικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ να ε�ιναι
µηδενικ�η. Ε�αν �ηταν δυνατ�ον να προσδιοριστε�ι ο κανονικ�ο̋ µετασχηµατι-
σµ�ο̋, ο οπο�ιο̋ µετασχηµατ�ιζει την αρχικ�η Χαµιλτονιαν�η H στη µηδενικ�η
Xαµιλτονιαν�η K = 0, τ�οτε το αρχικ�ο δυναµικ�ο πρ�ο1ληµα επιλ�υεται αµ�ε- Αφο�υ µπορο�υµε να

αλλ�αξουµε την τιµ�η τη̋

Χαµιλτονιαν�η̋, γιατ�ι

να µην τη µηδεν�ισουµε;

σω̋ στι̋ ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋, αφο�υ οι εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ µετασχηµατ�ιζο-
νται στι̋ τετριµµ�ενε̋ εξισ£ωσει̋

Q̇i = 0 , Ṗi = 0 , (9.66)

οι οπο�ιε̋ �εχουν την ακ�ολουθη λ�υση

Qi = αi , Pi = βi ,

�οπου αi, και βi οι σταθερ�ε̋ τιµ�ε̋ των ν�εων συντεταγµ�ενων Qi και Pi. Ο
κανονικ�ο̋ µετασχηµατισµ�ο̋ χ�αρη στον οπο�ιο επιτε�υχθηκε ο µηδενισµ�ο̋
τη̋K προσδιορ�ιζει τι̋ θ�εσει̋ και τι̋ ορµ�ε̋ του συστ�ηµατο̋ σε κ�αθε χρο-
νικ�η στιγµ�η. Πρ�αγµατι, υπ�ο την πρὁπ�οθεση �οτι ο µετασχηµατισµ�ο̋ επι-
τελ�εστηκε µε µ�ια συν�αρτηση τ�υπου F1(q, Q, t), µπορο�υµε, επιλ�υοντα̋ τι̋
αλγε1ρικ�ε̋ εξισ£ωσει̋

pi =
∂F1

∂qi
, Pi = −∂F1

∂Qi
, (9.67)
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να προσδιορ�ισουµε τι̋ θ�εσει̋ και τι̋ ορµ�ε̋,

qi = qi(αi, βi, t) , pi = pi(αi, βi, t) , (9.68)

συναρτ�ησει των σταθερ£ων αi και βi που ε�ιναι οι σταθερ�ε̋ τιµ�ε̋ των ν�εων
συντεταγµ�ενων Qi και Pi. Αν µ�αλιστα επιλ�εξουµε τι̋ σταθερ�ε̋ αi και βi

�ετσι £ωστε
αi = qi(t0) , βi = pi(t0) ,

επειδ�η οι συντεταγµ�ενε̋ (qi, pi) καθ£ω̋ και οι (Qi, Pi) αν�α π�ασα στιγµ�η
δι�επονται απ�ο την �ιδια ουσιαστικ�α χαµιλτονιαν�η δυναµικ�η, ο µετασχη-
µατισµ�ο̋ F1(q, Q, t) παρ�αγει, µ�εσω των �εµµεσων σχ�εσεων (9.67), τι̋ τι-
µ�ε̋ των θ�εσεων και των ορµ£ων qi(t) , pi(t) στο χρ�ονο t δεδοµ�ενου �οτι στο
χρ�ονο t0 �ηταν αντ�ιστοιχα Qi, Pi. Αυτ�ο σηµα�ινει, �οτι, ο µετασχηµατισµ�ο̋
F1(q, Q, t)που οδ�ηγησε στο µηδενισµ�ο τη̋ χαµιλτονιαν�η̋ συν�αρτηση̋ πα-
ρακολουθε�ι τη φυσικ�η κ�ινηση του συστ�ηµατο̋ και απεικον�ιζει κ�αθε ση-
µε�ιο τη̋ τροχι�α̋ στο χ£ωρο των φ�ασεων στο σηµε�ιο που βρισκ�οταν το σ�υ-
στηµα µ�ια δεδοµ�ενη χρονικ�η στιγµ�η.
Π£ω̋ µπορο�υµε, �οµω̋, να προσδιορ�ισουµε τη συν�αρτηση F1(q, Q, t);

Επειδ�η ο κανονικ�ο̋ µετασχηµατισµ�ο̋ �εχει κατασκευστε�ι �ετσι £ωστεK = 0,
η συν�αρτηση F1(q, Q, t) πρ�επει να ικανοποιε�ι την εξ�ισωση

H(q, p, t) +
∂F1

∂t
= 0 .

Επιπλ�εον, αφο�υ οι αρχικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ ορµ�η̋, ε�ιναι

pi =
∂F1

∂qi

,

καταλ�ηγουµε στο συµπ�ερασµα �οτι η F1(q, Q, t) πρ�επει να αποτελε�ι λ�υση
τη̋ µερικ�η̋ διαφορικ�η̋ εξ�ισωση̋

∂F1

∂t
+ H

(

qi,
∂F1

∂qi
, t

)

= 0 . (9.69)

Η εξ�ισωση αυτ�η που προσδιορ�ιζει το ζητο�υµενο µετασχηµατισµ�ο ονοµ�α-Η εξ�ισωση

Hamilton - Jacobi ζεται εξ�ισωση Hamilton - Jacobi και η επ�ιλυσ�η τη̋ ισοδυναµε�ι µε την επ�ι-
λυση των εξισ£ωσεων του Χ�αµιλτον, δηλαδ�η µε τον προσδιορισµ�ο τη̋ κ�ι-
νηση̋ του συστ�ηµατο̋.
Α̋ προσπαθ�ησουµε να βρο�υµε µ�ια λ�υση7 των εξισ£ωσεων Hamilton -

Jacobi για την περ�ιπτωση εν�ο̋ ελε�υθερου σωµατιδ�ιου µε Χαµιλτονιαν�η

H =
p2

2m
.

Αν χρησιµοποι�ησουµε τη συν�αρτηση

F1(q, Q, t) =
(q − Q)2

2m(t − T )
,

7Ω̋ πρ�ο1ληµα διαφορικ�η̋ εξ�ισωση̋ µε µερικ�ε̋ παραγ£ωγου̋ µπορε�ι να �εχει περισσ�ο-
τερε̋ απ�ο µ�ια λ�υσει̋.
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τ�οτε ε�υκολα διαπιστ£ωνουµε �οτι αυτ�η ικανοποιε�ι την εξ�ισωση Hamilton -
Jacobi (9.69) για το ελε�υθερο σωµατ�ιδιο

∂F1

∂t
+

1

2m

(

∂F1

∂q

)2

= 0

και κατα συν�επεια επιτυγχ�ανεται ο ζητο�υµενο̋ µετασχηµατισµ�ο̋. Ποια
ε�ιναι, �οµω̋, η φυσικ�η σηµασ�ια µια̋ τ�ετοια̋ επιλογ�η̋ για τη συν�αρτηση
F1;Αν θυµηθο�υµε την κατασκευ�η τη̋ ελ�αχιστη̋ δρ�αση̋ για �ενα ελε�υθερο
σωµατ�ιδιο, αναγνωρ�ιζουµε αµ�εσω̋ στη µορφ�η τη̋ F1 τη δρ�αση που αντι-
στοιχε�ι στη φυσικ�η κ�ινηση του ελε�υθερου σωµατιδ�ιου που βρ�ισκεται τη
χρονικ�η στιγµ�η T στη θ�εση Q και τη χρονικ�η στιγµ�η t στη θ�εση q. Ε�ιναι,
�αραγε, τυχα�ιο αυτ�ο;
Ορ�ιζουµε τη συν�αρτηση-δρ�αση S(q1, q2, t1, t2) ω̋ τη δρ�αση που προ- Η δρ�αση ω̋

συν�αρτηση και �οχι

ω̋ συναρτησοειδ�ε̋

κ�υπτει απ�ο τη φυσικ�η διαδροµ�η που δι�ερχεται απ�ο τα q1(t1) και q2(t2). Η
συν�αρτηση-δρ�αση,

S(q1, q2, t1, t2) =

∫ t2

t1

(pq̇ − H) dt =

∫ q2

q1

pdq −
∫ t2

t1

Hdt ,

δεν ε�ιναι πλ�εον συναρτησοειδ�ε̋, αλλ�α µ�ια συν�αρτηση στο χ£ωρο των θ�ε-
σεων, που εξαρτ�αται µ�ονο απ�ο τι̋ αρχικ�ε̋ και τελικ�ε̋ θ�εσει̋ και χρ�ονου̋,
η σ�υνδεση των οπο�ιων επιτυγχ�ανεται µονοσ�ηµαντα µ�εσω τη̋ φυσικ�η̋ δια-
δροµ�η̋. Μια µικρ�η χωροχρονικ�η µετατ�οπιση του αρχικο�υ και του τελικο�υ
σηµε�ιου θα προκαλ�εσει αντ�ιστοιχη µετα1ολ�η στη συν�αρτηση-δρ�αση �ιση
µε Μετα1ολ�η τη̋ δρ�αση̋

λ�ογω µετατ�οπιση̋

των αρχικ£ων και

τελικ£ων σηµε�ιων τη̋

τροχι�α̋ στο χ£ωρο

των φ�ασεων

dS = p2dq2 − p1dq1 − H2dt2 + H1dt1 .

Στην παραπ�ανω σχ�εση οι τιµ�ε̋ των p1,2 και H1,2 ε�ιναι οι τιµ�ε̋ τη̋ ορµ�η̋
και τη̋ Χαµιλτονιαν�η̋ στα αντ�ιστοιχα �ακρα. Συν�αγεται, λοιπ�ον, �οτι

p2 =
∂S

∂q2
, p1 = − ∂S

∂q1
, (9.70)

και

H2 = −∂S

∂t2
, H1 =

∂S

∂t1
. (9.71)

Εποµ�ενω̋, η συν�αρτηση S(q, Q, t, T ) που αντιστοιχε�ι στη δρ�αση τη̋ φυ-
σικ�η̋ διαδροµ�η̋ απ�ο το Q τη χρονικ�η στιγµ�η T στο q τη χρονικ�η στιγµ�η t Ιδο�υ, τι κρ�υ1εται

π�ισω απ�ο τη

συν�αρτηση F1

ε�ιναι µ�ια λ�υση τη̋ εξ�ισωση̋ Hamilton - Jacobi

∂S

∂t
+ H

(

qi,
∂S

∂qi
, t

)

= 0 , (9.72)

και εποµ�ενω̋ η S(q, Q, t, T ) ε�ιναι η ζητο�υµενη συν�αρτηση F1(q, Q, t) που
δηµιουργε�ι τον κανονικ�ο µετασχηµατισµ�ο απ�ο τι̋ (q, p) στι̋ (Q, P ) και
καθιστ�α τη Χαµιλτονιαν�η στι̋ συντεταγµ�ενε̋ Q, P µηδενικ�η.
Βε1α�ιω̋, ο προσδιορισµ�ο̋ τη̋ συν�αρτηση̋ S(q, Q, t, T ) απαιτε�ι τη

γν£ωση τη̋ φυσικ�η̋ κ�ινηση̋ και γι� αυτ�ο η ιδ�εα τωνHamilton και Jacobi δεν
αποτελε�ι παν�ακεια για την επ�ιλυση των δυναµικ£ων εξισ£ωσεων. Ωστ�οσο,
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σε αρκετ�ε̋ περιπτ£ωσει̋ που η Χαµιλτονιαν�η στην �εκφραση (9.69) µπορε�ι
να διαχωριστε�ι σε µ�ερη που εξαρτ£ωνται απ�ο διαφορετικ�ε̋ µεταξ�υ του̋ µε-
τα1λητ�ε̋, η εξ�ισωσηHamilton - Jacobi µπορε�ι να εξασφαλ�ισει µια γρ�ηγορη
µαθηµατικ�η λ�υση του φυσικο�υ προ1λ�ηµατο̋ (βλ. �Ασκηση 9.12). Εκτ�ο̋,
�οµω̋, απ�ο την πρακτικ�η τη̋ σηµασ�ια, η εξ�ισωση Hamilton - Jacobi εισ�αγει
µε λεπτ�οτητα �εναν ενδιαφ�εροντα τρ�οπο σκ�εψη̋, ο οπο�ιο̋ �επαιξε σηµα-
ντικ�ο ρ�ολο κατ�α τη µετ�α1αση απ�ο την κλασικ�η στην κ1αντικ�η µηχανικ�η.

�Ασκηση 9.12. Προσπαθ�ηστε να επιλ�υσετε π�αλι το πρ�ο1ληµα του ελε�υθερου σωµα-ΑΣΚΗΣΕΙΣ
τιδ�ιου κατευθε�ιαν µ�εσω τη̋ σχ�εση̋ (9.69) διαχωρ�ιζοντα̋ τη συν�αρτηση F1 ω̋ ακολο�υ-
θω̋

F1 = −E(t − T ) + W (q) ,

�οπου E µια σταθερ�α διαχωρισµο�υ.
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9.10 Προ1λ�ηµατα

1. Κατασκευ�αστε το µετασχηµατισµ�ο Legendre g(p) τη̋ f(v) = v2/2+
av. Αν v ε�ιναι η ταχ�υτητα, ποιο φυσικ�ο σ�υστηµα περιγρ�αφει η Χα-
µιλτονιαν�η που βρ�ηκατε; Κατασκευ�αστε επ�ιση̋ το µετασχηµατισµ�ο
Legendre τη̋ f(v) = −b

√
1 − v2 για |v| ≤ 1 και b > 0. Ποιο φυσικ�ο

σ�υστηµα περιγρ�αφει αυτ�η η Χαµιλτονιαν�η;

2. Μετασχηµατισµο�ι Legendre στη θερµοδυναµικ�η: Η θερµοδυναµικ�η
κατ�ασταση εν�ο̋ συστ�ηµατο̋ µπορε�ι να προσδιοριστε�ι µε δεδοµ�ενε̋
δ�υο µ�ονο απ�ο τι̋ τεσσερι̋ µετα1λητ�ε̋ : p (π�ιεση), V (�ογκο̋), T (θερ-
µοκρασ�ια), S (εντροπ�ια). Σ�υµφωνα µε τον πρ£ωτο ν�οµο τη̋ θερµο-
δυναµικ�η̋ ισχ�υει �οτι dU = TdS − pdV και η εσωτερικ�η εν�εργεια
U µπορε�ι να θεωρηθε�ι συν�αρτηση των S και V . Συνεπ£ω̋, η π�ιεση
�οντα̋ και αυτ�η συν�αρτηση των S και V , ε�ιναι p = − ∂U/∂V |S . H

ενθαλπ�ιαH µε τη σειρ�α τη̋ ε�ιναι συν�αρτηση των S και p και ικανο-
ποιε�ι τη σχ�εση V = ∂H/∂p|S . Προσδιορ�ιστε την H και δε�ιξτε �οτι
T = ∂H/∂S|p . Η ελε�υθερη εν�εργεια Gibbs ε�ιναι συν�αρτηση των p
και T και ικανοποιε�ι τη σχ�εση S = − ∂G/∂T |p . Προσδιορ�ιστε τηG
και δε�ιξτε �οτι V = ∂G/∂p|T . Η συν�αρτηση του Helmholtz A ε�ιναι
συν�αρτηση των T και V και ικανοποιε�ι τη σχ�εση p = − ∂A/∂V |T .

Προσδιορ�ιστε την A και δε�ιξτε �οτι S = − ∂A/∂T |V .

3. Υπολογ�ιστε τη λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση που αντιστοιχε�ι στη Χα-
µιλτονιαν�η

H(q, p) =
p2

2
+ p sin q .

4. Σηµειακ�η µ�αζα κινε�ιται στο επ�ιπεδο υπ�ο την επ�ιδραση κεντρικ�η̋
δ�υναµη̋ f(r). Η κ�ινηση περιγρ�αφεται σε πολικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ (r,
θ). Υπολογ�ιστε τη χαµιλτονιαν�η συν�αρτηση και γρ�αψτε τι̋ εξισ£ω-
σει̋ του Χ�αµιλτον.

5. Σηµειακ�η µ�αζα κινε�ιται στο χ£ωρο υπ�ο την επ�ιδραση κεντρικ�η̋ δ�υ-
ναµη̋ f(r). Η κ�ινηση περιγρ�αφεται σε σφαιρικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ (r,
θ, φ). Προσδιορ�ιστε τι̋ κανονικ�ε̋ ορµ�ε̋ pr, pθ, pφ. Γρ�αψτε τη Χα-
µιλτονιαν�η και τι̋ εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον. Αποδε�ιξτε �οτι η κ�ινηση
περιορ�ιζεται σε κ�αποιο επ�ιπεδο.

6. Γρ�αψτε τη χαµιλτονιαν�η συν�αρτηση που δι�επει την κ�ινηση εν�ο̋ αρ-
µονικο�υ ταλαντωτ�η µε απ�οσ1εση.

7. ∆ε�ιξτε �οτι η χαµιλτονιαν�η συν�αρτηση δ�υο σωµατιδ�ιων που αλληλε-
πιδρο�υν µε νευτ£ωνειο δυναµικ�ο ε�ιναι

H =
|~P |2
2M

+
|~p|2
2µ

+ V (|~x|) ,

�οπου ~P η ορµ�η του κ�εντρου µ�αζα̋ των σωµατιδ�ιων, M η συνολικ�η
µ�αζα, ~p και ~x αντ�ιστοιχα η σχετικ�η ορµ�η και θ�εση των σωµατιδ�ιων
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και µ η ανηγµ�ενη µ�αζα των. Γρ�αψτε τι̋ εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον που
δι�επουν την κ�ινηση.

8. Η Λαγκρανζιαν�η ελε�υθερου σχετικιστικο�υ σωµατιδ�ιου που κινε�ιται
στον �αξονα x ε�ιναι L(ẋ) = −mc2

√

1 − (ẋ/c)2, �οπου x η θ�εση του
σωµατιδ�ιου στον �αξονα. Υποθ�εστε �οτι στο σωµατ�ιδιο ασκε�ιται µ�ια
δ�υναµη τ�ετοια £ωστε η Λαγκρανζιαν�η να ε�ιναι

L(x, ẋ) = −mc2
√

1 − (ẋ/c)2 − 1

2
mω2x2 .

Γρ�αψτε τη χαµιλτονιαν�η συν�αρτηση του σωµατιδ�ιου. ∆ιατηρε�ιται
η Χαµιλτονιαν�η κατ�α την κ�ινηση; Ποια ε�ιναι η τιµ�η τη̋ (α) �οταν η
ταχ�υτητα του σωµατιδ�ιου ε�ιναι µηδ�εν και (β) �οταν βρ�ισκεται στην
αρχ�η των αξ�ονων στο χ£ωρο των φ�ασεων; ∆ε�ιξτε �οτι η περ�ιοδο̋ τη̋
ταλ�αντωση̋ µπορε�ι να λ�α1ει τη µορφ�η

T =
4

cω

√

2

m

∫ π/2

0

dθ;
E − (E − mc2) sin2 θ

√

(E + mc2) − (E − mc2) sin2 θ
,

�οπου E η εν�εργεια του σωµατιδ�ιου. Επι1ε1αι£ωστε �οτι η περ�ιοδο̋
τη̋ κ�ινηση̋ τε�ινει στη µη-σχετικιστικ�η τιµ�η τη̋, �οταν η ταχ�υτητα ε�ι-
ναι συνεχ£ω̋ πολ�υ µικρ�η συγκριτικ�α µε την ταχ�υτητα του φωτ�ο̋.

9. Θεωρ�ηστε �ενα ελε�υθερο σωµατ�ιδιο µ�αζα̋ m που κινε�ιται στο επ�ι-
πεδο x−y. Αντ�ι των καρτεσιαν£ων συντεταγµ�ενων (x, y) επιλ�εγουµε
να περιγρ�αψουµε την κ�ινηση στι̋ περιστρεφ�οµενε̋ συντεταγµ�ενε̋

ξ = x cos ωt + y sin ωt ,

η = −x sin ωt + y cos ωt .

Παρατηρ�ηστε �οτι

x = ξ cos ωt − η sin ωt ,

y = ξ sin ωt + η cos ωt .

(α) Γρ�αψτε τη λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση του σωµατιδ�ιου στι̋ συ-
ντεταγµ�ενε̋ (ξ, η) και τι̋ εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange που δι�επουν
την κ�ινηση. (β)Υπολογ�ιστε τη χαµιλτονιαν�η συν�αρτησηH που αντι-
στοιχε�ι σε αυτ�η τη Λαγκρανζιαν�η. (γ)Μπορε�ιτε να υπολογ�ισετε την
�ενταση εν�ο̋ οµογενο�υ̋ µαγνητικο�υ πεδ�ιου, £ωστε η παραπ�ανω Χα-
µιλτονιαν�η να περιγρ�αφει την επ�ιπεδη κ�ινηση εν�ο̋ φορτισµ�ενου σω-
µατιδ�ιου µ�εσα στο πεδ�ιο αυτ�ο, θεωρ£ωντα̋ �οτι στο σωµατ�ιδιο δρα
επιπλ�εον �ενα̋ ανεστραµµ�ενο̋ (απωθητικ�ο̋) αρµονικ�ο̋ ταλαντω-
τ�η̋; δ) ∆ιατηρε�ιται η κινητικ�η εν�εργεια Eκιν = 1

2
m(ẋ2 + ẏ2); ∆ια-

τηρε�ιται η Χαµιλτονιαν�η H ;

10. Αν η Χαµιλτονιαν�η εν�ο̋ σωµατιδ�ιου που κινε�ιται σε µ�ια δι�ασταση
ε�ιναι ηH , δε�ιξτε �οτι η θ�εση του σωµατιδ�ιου σε κ�αθε χρονικ�η στιγµ�η
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t µπορε�ι να υπολογιστε�ι απ�ο το αν�απτυγµα

x(t) = x(0) +
t

1!
{x, H}t=0 +

t2

2!
{{x, H}, H}t=0 +

+
t3

3!
{{{x, H}, H}, H}t=0 + . . .

�Ολε̋ οι αγκ�υλε̋ Poisson υπολογ�ιζονται τη χρονικ�η στιγµ�η t = 0.
Χρησιµοποι�ηστε το παραπ�ανω αν�απτυγµα για να βρε�ιτε την εξ�ισωση
κ�ινηση̋ εν�ο̋ σωµατιδ�ιου µ�εσα στο οµογεν�ε̋ βαρυτικ�ο πεδ�ιο τη̋ Γη̋,
περιοριζ�οµενοι µ�ονο στην κατακ�ορυφη κ�ινηση.

11. Προσδιορ�ιστε τον κανονικ�ο µετασχηµατισµ�ο που ορ�ιζεται απ�ο τη
συν�αρτηση

F1(q, Q, t) =
(q − Q)2

2t
.

Τι συµ1α�ινει στο µετασχηµατισµ�ο �οταν στο �οριο t → 0 ε�ιναι q−Q =
O(t); Προσδιορ�ιστε τη Χαµιλτονιαν�η που δι�επει τη δυναµικ�η στι̋
ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋.

12. Γρ�αψτε την εξ�ισωση Hamilton-Jacobi για τον αρµονικ�ο ταλαντωτ�η

L =
1

2

(

q̇2 − q2
)

.

Υπολογ�ιστε τη συν�αρτηση-δρ�αση S =
∫

Ldt και επαληθε�υστε
�οτι αυτ�η επιλ�υει την εξ�ισωση Hamilton-Jacobi του αρµονικο�υ ταλα-
ντωτ�η.

13. Θεωρ�ηστε τη Λαγκρανζιαν�η L(x, ẋ, ẍ, t) η οπο�ια, εκτ�ο̋ των �αλλων
εξαρτ�αται και απ�ο αν£ωτερε̋ παραγ£ωγου̋. Μπορε�ιτε να κατασκευ-
�ασετε χαµιλτονιαν�η θεωρ�ια για αυτ�η τη Λαγκρανζιαν�η; (Φ. Χατζη-
̓ω�αννου)

14. Θεωρ�ηστε τη γραµµικοποιηµ�ενη Λαγκρανζιαν�η (8.113), του Κεφα-
λα�ιου 8, που δι�επει µικρ�ε̋ ταλαντ£ωσει̋ µια̋ αλυσ�ιδα̋ µ�εσα σε οµο-
γεν�ε̋ πεδ�ιο βαρ�υτητα̋. Προσδιορ�ιστε τι̋ κανονικ�ε̋ ορµ�ε̋ που αντι-
στοιχο�υν στι̋ γων�ιε̋ και κατασκευ�αστε τη χαµιλτονιαν�η συν�αρτηση
τη̋ αλυσ�ιδα̋. Στη συν�εχεια γρ�αψτε τι̋ εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον.

15. Θεωρ�ηστε τη λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση

L =
1

2
q̇TAq̇ − V (q) ,

�οπου A συµµετρικ�ο̋ π�ινακα̋. Αποδε�ιξτε �οτι και ο B = A−1 ε�ιναι
συµµετρικ�ο̋ π�ινακα̋ και δε�ιξτε �οτι η αντ�ιστοιχη χαµιλτονιαν�η συ-
ν�αρτηση ε�ιναι η

H =
1

2
pTBp + V (q) .

Γρ�αψτε τι̋ εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον και προσδιορ�ιστε τα σηµε�ια ι-
σορροπ�ια̋ τη̋. Στη συν�εχεια κατασκευ�αστε τι̋ γραµµικοποιηµ�ενε̋
εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ και προσδιορ�ιστε τη Χαµιλτονιαν�η που τι̋ παρ�α-
γει.
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16. Θεωρ�ηστε µικρ�ε̋ κιν�ησει̋ των δ�υο συζευγµ�ενων εκκρεµ£ωνπου ανα-
λ�υσαµε στο εδ�αφιο 8.2. Η κ�ινησ�η του̋ δι�επεται απ�ο τη Λαγκρανζι-
αν�η (8.12). ∆ε�ιξτε �οτι οι εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον µπορο�υν να γρα-
φο�υν στη µορφ�η

d

dt









θ1

p1

θ2

p2









=









0 1 0 0
−ω2 0 −ω2

k 0
0 0 0 1

−ω2
k 0 −ω2 0

















θ1

p1

θ2

p2









�οπου ω2 = ω2
g + ω2

k. Θ�ετοντα̋ λ�υσει̋ τη̋ µορφ�η̋ ae−iΩt στην πα-
ραπ�ανω εξ�ισωση προσδιορ�ιστε του̋ χαρακτηριστικο�υ̋ τρ�οπου̋ τα-
λ�αντωση̋ στο χ£ωρο των θ�εσεων και των ορµ£ων. Κ�αθε χαρακτηρι-
στικ�ο̋ τρ�οπο̋ ταλ�αντωση̋ προσδιορ�ιζεται απ�ο τη στ�ηλη a που �εχει
τ�εσσερα στοιχε�ια.


